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7 – APÊNDICE 268 
 
 É nosso objetivo nesse apêndice mostrar a derivação dos axiomas de De-

dekind-Peano a partir do Princípio de Hume na linguagem da lógica de segunda 

ordem (O Teorema de Frege). Começaremos, então, estabelecendo o sistema lógi-

co no qual será feita tal derivação. O sistema terá três tipos de variáveis, a saber: 

(1) variáveis objectuais (com ou sem subscrito) que percorrem os objetos 

do domínio: a, b, c, x, y, z,..., a1, a2, ... b10,.... 
(2) variáveis conceituais ou de predicados unários (com ou sem subscrito) 

que percorrem conceitos sob os quais caem os objetos do domínio (ou seja, con-

ceitos de primeira ordem): F, G, H, F1, G20, .... 

(3) variáveis relacionais binárias ou de predicados binários (com ou sem 

subscrito) que percorrem relações sob as quais caem pares de objetos do domínio 

(isto é, relações de primeira ordem): f, f1, .... 

 Os axiomas e as regras de inferência são os axiomas e regras de inferência 

da lógica de segunda ordem, em particular, teremos o axioma da compreensão de 

segunda ordem (impredicativo): 

∃Rn∀x1,..., xn (Rn x1,..., xn↔A(x)), onde A é qualquer fórmula e R não ocorre livre 

em A. 

Mas, como precisamos somente de conceitos (ou predicados unários) e re-

lações binárias (ou predicados binários), então precisamos somente desses dois 

esquemas de axiomas da compreensão: 

(a) ∃F∀x(Fx↔A(x)), onde F não ocorre livre em A 

(b) ∃f∀x∀y(xfy↔B(x,y)), onde f não ocorre livre em B 

Definições de Conceitos Aritméticos: 

Definição do Número Zero: 0=def. Nx(x≠x) 

Definição de Predecessor (ou Sucessor): Pred(m,n)/def ∃F∃x[Fx & 

n=Nz:Fz & m=Nz:(Fz & z≠x)] 

Definição de Hereditariedade: Her(F,f)=def. ∀b∀a(Fb &bfa→Fa) 

Definição de Ancestral Forte: xf*y=def. ∀F((Her(F,f)&∀a (f(x,a) 

→Fa))→Fy) 

Definição de Ancestral Fraco: xf*=z=def. (xf*z v x=z) 

                                                 
268 Neste apêndice, seguimos as provas de Tabata (2000). 
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Definição de Função: F(f)=def. ∀e∀b∀a(bfe &bfa→a=e) 

Definição de Número Natural: ù(n)=def.  0Pred*=n. 

Definição da Inversa de uma Relação: Invers(Rxy)=def. Ryx 

O Princípio de Hume 

∀F∀G(NxFx=NxGx↔F1-1G), ou seja, ∃R[∀x∀y∀z(Rxy&Rxz→y=z)& 

∀x∀y∀z(Rxz&Ryz→x=y)& 

∀x(Fx→∃y(Gy&Rxy))& 

∀x(Gx→∃y(Fy&Ryx))]. 

Numbers 

∀F∃!x∀G(Gηx↔F1-1G) 

1- Prova do Princípio de Hume a partir de Numbers269 

Como dissemos, Numbers diz que para todo conceito F existe um único 

objeto x para todo conceito G tal que G está em x se e somente se G é equinumé-

rico a F. Numbers assume, como Frege assume em Grundlagen der Arithmetik, a 

existência e unicidade da extensão do conceito ser equinumérico a F, de maneira 

que um conceito G qualquer pertence a tal extensão se G é equinumérico a F270 
271. 

Definamos agora: o número cardinal que pertence a F é x se e somente se 

para todo conceito H, H está em x se e somente se H é equinumérico a F. Em sím-

bolos: 

(1) NxFx=x↔∀H(Hηx↔H1-1F)272 

Provemos agora o Princípio de Hume: NxFx=NxGx↔F1-1G. 

A prova é dada em duas etapas. Primeiro, assumiremos que NxFx=NxGx, 

e mostraremos que F1-1G. Assim, seja NxFx=NxGx. Mas, é uma verdade lógica 

que NxFx=x↔NxFx=x. Como, NxFx=NxGx, segue-se por identidade que 

NxFx=x↔NxGx=x. Pela definição acima (1), temos que ∀H(Hηx↔H1-1F)↔ 

                                                 
269 Seguimos a derivação dada por Boolos (1987b) e Tabata (2000). 
270 Numbers é consistente. Para a prova da consistência de Numbers, leia Boolos (1987b) e Tabata 
(2000). 
271 Como afirmamos, Frege define o número cardinal que pertence a um conceito F como sendo a 
extensão do conceito equinumérico a F. 
272 Tabata escreve o seguinte: “Esta fórmula desempenha o papel de uma ponte que conecta #F 
[NxFx] ao número cardinal x de F, que é o número tal que Fηx, e a existência do qual é assegurada 
pelo axioma Numbers”. (Tabata, 2000, pág. 268). 
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∀H(Hηx↔H1-1G). Da lei lógica, NxFx=NxFx273 e definição (1), obtemos que 

∀H(HηNxFx↔H1-1F). Mas, como ∀H(Hηx↔H1-1F)↔ ∀H(Hηx↔H1-1G), 

então ∀H(HηNxFx↔H1-1G). Agora, de ∀H(HηNxFx↔H1-1F), instanciando 

universalmente, obtemos FηNxFx↔F1-1F. Como F1-1F (verdade lógica de se-

gunda ordem), obtemos FηNxFx. De ∀H(HηNxFx↔H1-1G), instanciando uni-

versalmente, obtemos FηNxFx↔F1-1G. Como, FηNxFx, obtemos F1-1G. QED. 

Assumamos agora que F1-1G, pretendemos provar que NxFx=NxGx. A 

relação de equinumerosidade (Φ1-1Ψ) é uma relação de equivalência, de maneira 

que se F1-1G, então ∀H(F1-1H↔G1-1H). Instanciando universalmente, F1-

1H↔F1-1G. Por lógica proposicional (P↔Q→((R↔P)↔(R↔Q))), obtemos que 

(Hηx↔H1-1F)↔ (Hηx↔H1-1G). Generalizando universalmente, chegamos a 

∀H((Hηx↔H1-1F)↔ (Hηx↔H1-1G)). Segundo nossa definição (1), temos que 

NxFx=x↔∀H(Hηx↔H1-1F) e NxGx=x↔∀H(Hηx↔H1-1G). Assim, 

NxFx=x↔NxGx=x. Da lei lógica, NxFx=NxFx (assegurada pelo axioma Num-

bers), obtemos que NxFx=NxFx↔NxFx=NxGx, e assim obtemos, por lógica pro-

posicional, NxFx=NxGx. QED. Assim, a partir de Numbers e a definição (1), in-

timamente ligada ao axioma Numbers, provamos o Princípio de Hume. A partir do 

Princípio de Hume é possível provar Numbers, basta definir a relação η como 

sendo Fηx↔NxFx=x. Deixamos ao leitor a prova. 

2- A Prova do Teorema de Frege 

O Teorema de Frege é, como já dissemos, a derivação dos axiomas da a-

ritmética de segunda ordem de Dedekind-Peano. Estes axiomas são: 

(1) Zero é um número natural: ù0 

(2) Todo número natural tem um único sucessor que também é um número 

natural: ∀x (ùx→∃y(ùy & Pred(x,y) & ∀z(Pred(x,z)→z=y))) 

(3) Zero não é um sucessor de nenhum número natural: 

∀x(ùx→5

                                                

Pred(x,0)) 

(4) Para todo número natural x e y, se o sucessor de x é o mesmo que o su-

cessor de y, então x e y são iguais (ou seja, a inversa da relação sucessor é uma 

função): ∀x∀y∀z(ùx & ùy & ùz & Pred(x,z) & Pred (y,z)→x=y). 

 
273 Numbers assegura a existência de NxFx. 
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(5) Indução matemática: Para toda propriedade F, se zero é F e se todo su-

cessor de um número natural que é F também é F, então todo número natural é F. 

∀F[(F0 & ∀x∀y(Fx & Pred (x,y)→Fy))→∀x(ùx→Fx)]. 

 Antes de começarmos as provas, vale mencionar o seguinte fato básico: Se 

dois conceitos são coextensionais, então eles são equinuméricos. 

∀x(Fx↔Gx)→(F1-1G)274 

 Método de Indução 

Seguiremos a sugestão de Tabata e utilizaremos o seguinte método de in-

dução. Para provarmos algum teorema da forma xf*y→...y..., escolheremos uma 

propriedade F=[z:...z...], assumiremos ∀b∀a(b V Fb )&bfa e deduziremos Fa 275. 

E, conseqüentemente, obtemos Fy (a partir da definição de ancestral forte). Note 

que a definição de ancestral forte no nosso método de indução é diferente, mas é 

possível mostrar que (∀b∀a((Fb & bfa)→Fa) & ∀a (xfa→Fa)) é equivalente a 

(∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa). Prova: 

Assuma (∀b∀a((x=b V Fb ) & bfa)→Fa). Provaremos (∀b∀a((Fb & 

bfa)→Fa) & ∀a (xfa→Fa)). Instancie universalmente (duas vezes), (((x=x v Fx) 

& xfy)→Fy). Por lógica proposicional (A & (B v C)↔(A & B) v (A & C)), temos 

que ((x=x & xfy) v (Fx & xfy)→Fy). Por lógica proposicional (((P v 

Q)→R)↔((P→R) & (Q→R))), temos que ((x=x & xfy)→Fy) & ((Fx & 

xfy)→Fy). Por cancelamento, ((xfy→Fy) & ((Fx & xfy)→Fy)). Generalize uni-

versalmente, então temos (∀b∀a((Fb & bfa)→Fa) & ∀a (xfa→Fa)), QED. A in-

versa, não mostraremos. Basta assumir (∀b∀a((Fb & bfa)→Fa) & ∀a (xfa→Fa)) 

e provar (∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa). 

 Preferimos usar a versão de Tabata, pois facilitará nossas provas. 

Teorema 1 - xfy→xf*y 

O teorema 1 é o teorema 91 que foi provado por Frege em Begriffsschrift. 

 Prova do teorema 1: xfy→xf*y 

                                                 
274 Tal fato pode ser provado, mas deixaremos isto para o leitor. 
275 Heck e Boolos (1997) propõem três métodos de indução. O primeiro é justamente este que 
estamos utilizando. Eles chamaram de indução 1. A indução 2 é usada quando temos de provar 
uma proposição que tem o ancestral fraco, xf*=y. Como Boolos e Heck mostram, a indução 2 é 
derivada da indução 1 (proposição 144 de Grundgesetze der Arithmetik de Frege). A indução 3 é a 
proposição 152 de Grundgesetze der Arithmetik. Vale a pena ler este artigo. 
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 Assumiremos que xfy. Como temos de mostrar que xf*y, assumiremos que 

para toda propriedade F, (∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa). Devemos provar que 

Fy. Instancie universalmente, ((x=x v Fx) & xfy)→Fy. Como x=x, é uma lei lógi-

ca, então (x=x v P) é uma lei lógica, em particular, (x=x v Fx) também é uma lei 

lógica. Como assumimos xfy, então ((x=x v Fx) & xfy). Por modus ponens, obte-

mos Fy. Agora condicionalizando, temos que (∀b∀a((x=b v Fb ) & 

bfa)→Fa)→Fy. Generalizando universalmente (segunda ordem), ∀F((∀b∀a((x=b 

v Fb ) & bfa)→Fa)→Fy), ou seja, temos xf*y. Como derivamos xf*y de nossa 

hipótese, então, condicionalizando, xfy→xf*y. QED. 

 Teorema 2 – xf*y & yf*z→xf*z (transitividade do ancestral forte). O teo-

rema 2 é o teorema 98 de Begriffsschrift. 

Prova do teorema 2 – xf*y & yf*z→xf*z 

Assumiremos xf*y, yf*z. Também assumiremos que para toda propriedade 

F, (∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa). Temos de provar Fz. Como assumimos yf*z, 

então temos, pela definição de ancestral forte, que ∀F((∀b∀a((y=b v Fb ) & 

bfa)→Fa)→Fz)276. Portanto, temos de provar que (∀b∀a((y=b v Fb ) & bfa)→Fa), 

e por modus ponens, obter Fz. Assumamos então para quaisquer objetos a e b, 

((y=a v Fa) & afb). Nosso objetivo é provar então que Fb. Como, por hipótese, 

xf*y, então, segundo a definição de ancestral forte, ((∀b∀a((x=b v Fx ) & 

bfa)→Fa)→Fy). Ora, como supomos que (∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa) (méto-

do indutivo), então, por modus ponens, Fy. Mas, como supusemos (a=y v Fa) & 

afb, então se segue, por lógica proposicional (A & B→A), (a=y v Fa). Aqui, en-

tão, temos dois casos: (1) a=y. Neste caso, segue-se que Fa, uma vez que Fy. (2) 

Fa. Neste caso, segue-se Fa, trivialmente. Portanto, de (1) e (2) temos Fa. Uma 

vez que Fa, por lógica proposicional (B→B v A), temos (x=a v Fa). Mas, segue-se 

de ((y=a v Fa) & afb), por lógica proposicional (A & B→B), afb. Mas, como (x=a 

v Fa), temos que ((x=a v Fa) & afb), por lógica proposicional (lei da conjunção: 

A, B ˆ A & B). De (∀b∀a((x=b v Fb ) & bfa)→Fa), instanciando universalmente, 

obtemos (((x=a v Fa) & afb)→Fb). Desta proposição e ((x=a v Fa) & afb), por 

modus ponens, obtemos Fb. Portanto, uma vez que obtemos Fb de nossa hipótese 

((a=y v Fa) & afb), condicionalizando (A|Bˆ|A→B), obtemos que ((a=y v Fa) & 
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afb)→Fb. Generalizando universalmente, (∀b∀a((y=b v Fb ) & bfa)→Fa). Mas, 

pela hipótese yf*z, temos, segundo a definição de ancestral forte, ((∀b∀a((y=b v 

Fx ) & bfa)→Fa)→Fz). Portanto, por modus ponens, Fz. Uma vez que derivamos 

esta proposição de nossa hipótese indutiva, a saber, (∀b∀a((x=b v Fb ) & 

bfa)→Fa), podemos condicionalizar e, assim, obtemos (∀b∀a((x=b v Fb ) & 

bfa)→Fa)→Fz. Ora, esta última proposição é nossa definição de ancestral forte, 

portanto xf*z 277. QED. 

Teorema 3 – NxFx=0↔∀x5Fx. Este teorema é citado por Frege em 

Grundlagen der Arithmetik, §75278. 

Prova do teorema 3 - NxFx=0↔∀x5Fx 

 A prova se dará em duas etapas. Primeiro, assumiremos que NxFx=0 e 

provaremos que ∀x5Fx. Pela definição do número zero, temos que 

NxFx=Nx(x≠x). A partir do Princípio de Hume, temos, então, que F1-1[x:x≠x], 

por lógica proposicional. Como, ∀x5(x≠x), ou seja, o conceito ser diferente de si 

mesmo é vazio, então F também é vazio, uma vez que é equinumérico a 

[x:x≠x]279. Isto quer dizer que ∀x5Fx. QED. 

 Agora, assumamos que ∀x5Fx. Teremos de provar que NxFx=0. Da lei 

lógica, A→(5A)→B, temos que x=x→(x≠x→Fx). Como, x=x, temos, por modus 

ponens, (x≠x→Fx). Da lei lógica 5A→(A→B), temos que 5Fx→(Fx→x≠x). Co-

mo ∀x5Fx, instanciando universalmente, obtemos que 5Fx. Por modus ponens, 

obtemos (Fx→x≠x). Desta proposição e de (x≠x→Fx), por lógica proposicional, 

obtemos que (Fx↔ x≠x). Generalizando universalmente, temos que ∀x(Fx↔ 

x≠x). Do fato básico que mencionamos acima, a saber, ∀x(Fx↔Gx)→F1-1G, 

obtemos que F1-1[x:x≠x]. Pelo Princípio de Hume, então, segue-se que 

NxFx=Nx(x≠x). Pela definição do número zero, então NxFx=0. QED. 

                                                                                                                                      
276 Temos, é claro, que instanciar universalmente (segunda ordem). Partiremos, para facilitar as 
provas, desse fato. 
277 Na verdade, teríamos ainda que generalizar universalmente (segunda ordem). 
278 “Agora, deve ser possível provar, por meio do que já foi estabelecido, que todo conceito sob o 
qual não cai nenhum objeto é equinumérico a qualquer outro conceito sob o qual não cai nenhum 
objeto, e é equinumérico somente a tais conceitos; a partir disto, segue-se que 0 é o número cardi-
nal que pertence a qualquer tal conceito e que nenhum objeto cai sob qualquer conceito se o núme-
ro que pertence a este conceito é 0”. (Frege, 1884, §75). 
279 Tabata escreve o seguinte: “Se para qualquer objeto x, é verdadeiro que Fx, então, pela defini-
ção de ≈ [a relação de equinumerosidade], há alguma relação φ e um único objeto y tal que xφy ∧ 
y≠y; mas, isto contradiz a lei lógica y=y”. (Tabata, 2000, 271). 
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 Teorema 4 – Pred(m,n) & Pred(m´,n´)→(m=m´↔n=n´). Esse teorema 

mostra que a relação de sucessor é uma relação 1-1. Na §78, proposição 5 de 

Grundlagen der Arithmetik, Frege diz que “a relação de m a n que é estabelecida 

pela proposição: ‘n se segue diretamente após m na série natural dos números’ é 

uma relação 1-1” (Frege, 1884, §78). 

 Prova do teorema 4 - Pred(m,n) & Pred(m´,n´)→(m=m´↔n=n´) 

 Temos de assumir o conseqüente da proposição acima, ou seja, temos de 

assumir que Pred(m,n) & Pred(m´,n´). Para provarmos que (m=m´↔n=n´), temos 

de assumir que m=m´ e provar n=n´. E também assumir n=n´ e provar m=m´. Por-

tanto, assumamos que m=m´. Pela definição de sucessor, temos que para algum 

objeto a e algum conceito F, n=NxFx & Fa e m=Nx(Fx & x≠a). Da mesma manei-

ra, pela relação de sucessor, temos que para algum objeto b e algum conceito G, 

n´= Nx Gx & Fb & m´=Nx(Gx & x≠b). Como, m=m´, então Nx(Fx & 

x≠a)=Nx(Gx & x≠b). Aplicando o Princípio de Hume, [x:Fx & x≠a]1-1[x:Gx & 

x≠b], ou seja, existe uma relação R que coordena 1-1 os objetos que caem sob o 

conceito [x:Fx & x≠a] e os objetos que caem sob o conceito [x:Gx & x≠b]. Agora, 

se assumirmos a relação R∪{<a,b>} (R´), podemos mostrar R´ coordena 1-1 os Fs 

e os Gs (ou seja, temos de mostrar que R´é 1-1 e também correlaciona os Fs e os 

Gs). Deixaremos ao leitor esta prova 280. Agora, se F1-1G, então aplicando o Prin-

cípio de Hume, obtemos que NxFx=NxGx. Mas, NxFx é n e NxGx é n´. Portanto 

n=n´. QED. 

 Assumamos agora que n=n´. Temos de mostrar que m=m´. Ora, sabemos, 

pela definição de sucessor, que n é NxFx e n´ é NxGx, ou seja, NxFx=NxGx. A-

plicando o Princípio de Hume, temos que F1-1G, ou seja, existe uma relação R 

que coordenada 1-1 os Fs e os Gs. Assuma, então, a relação R´=[Rxy & (x≠a & 

y≠b)] v [x=a & y=b]. R´ coordena 1-1 os Fs diferentes de a e os Gs diferentes de 

b, ou seja, [x:Fx & x≠a] 1-1[x:Gx & x≠b] (não mostraremos a prova)281. Aplican-

                                                 
280 Outra maneira é definir a relação R´da seguinte maneira: [Rxy & (x≠a & y≠b)] v [x=a & y=b]. 
R´ coordena 1-1 os Fs e os Gs. Para provar que R´é uma função 1-1, temos de provar que R´é uma 
função, isto é, se R´xy & R´xz, então y=z. E temos de provar que a inversa de R´é uma função, ou 
seja, se R´xz & R´yz, então x=y. Para mostrar que os Fs e os Gs estão correlacionados, temos de 
supor Fx e mostrar que há um objeto y que é G e R´xy. E também temos de supor Gy, e mostrar 
que existe um x que é F e R´xy.  
281 Ver nota anterior. 
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do o Princípio de Hume, temos que Nx (x:Fx & x≠a)=Nx(x:Gx & x≠b). Ora, mas 

Nx (x:Fx & x≠a) é m e Nx(x:Gx & x≠b) é m´. Assim, m=m´. QED. 

 Axioma 4 da Aritmética de Dedekind-Peano - ∀x∀y∀z((ùx & ùy & ùz 

& Pred(x,z) & Pred (y,z))→x=y). 

 Prova do Axioma 4 da Aritmética de Dedekind-Peano - ∀x∀y∀z(ùx & 
ùy & ùz & Pred(x,z) & Pred (y,z)→x=y). 
 
 O axioma 4 é uma conseqüência do teorema 4. Assumamos o teorema 4, 

Pred(m,n) & Pred(m´,n´)→(m=m´↔n=n´). Por lógica proposicional, 

((P→(Q↔R))→((P & R)→Q)), obtemos, então, (Pred(m,n) & Pred(m´,n´) & 

n=n´→m=m´). Generalizando universalmente (e trocando m por x, m´ por y e n 

por z) obtemos ∀w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & z=w→x=y). Por lógica de predica-

dos, (∀x(Fx→P)↔(∃xFx→P)), obtemos ∀w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & 

z=w→x=y)↔(∃w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & z=w)→x=y). Por lógica proposicio-

nal, ((P↔Q)→(P→Q)), ∀w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & z=w→x=y)→(∃w(Pred(x,z) 

& Pred(y,w) & z=w)→x=y). Como ∀w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & z=w→x=y), 

aplicando modus ponens, obtemos ∃w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & z=w)→x=y. Ago-

ra, por lógica de predicados, temos que (∃w(Pred(x,z) & Pred(y,w) & 

z=w)↔Pred(x,z) & Pred(y,z)), portanto, por lógica proposicional, obtemos 

Pred(x,z) & P(y,z)→x=y. Desta proposição, por lógica proposicional, 

((P→Q)→(R & P→Q)), obtemos (ùx & ùy & ùz & Pred(x,z) & 

Pred(y,z)→x=y). Generalizando universalmente, obtemos ∀x∀y∀z((ùx & ùy & 

ùz & Pred(x,z) & Pred(y,z))→x=y). QED. 

 Teorema 5 - 5Pred(m,0), ou seja, zero não é um sucessor. 

 Prova do teorema 5 - 5Pred(m,0) 

 A prova é por redução ao absurdo, ou seja, assumiremos que Pred(m,0). 

Pela definição de sucessor, temos que para algum objeto a e algum conceito F, 

n=NxFx & Fa & m=Nx(Fx & x≠a). Assim, 0=NxFx & Fa & m=Nx(Fx & x≠a). 

Pelo teorema 3, temos que NxFx=0↔∀x5Fx. Ora, como 0=NxFx, então ∀x5Fx. 

Instanciando universalmente, 5Fa. Mas, isto contradiz a proposição acima que Fa. 

Portanto, 5Pred(m,0). 

 Axioma 3 da aritmética de Dedekind-Peano - ∀x(ùx→5Pred(x,0)) 
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 Prova do Axioma 3 da aritmética de Dedekind-Peano - 
∀x(ùx→5Pred(x,0)) 
 
 O axioma 3 é uma conseqüência do teorema 5. Assuma que 5Pred(x,0). 

Por lógica proposicional (Q ˆ P→Q), obtemos que ùx→5Pred(x,0). Generalizan-

do universalmente, temos ∀x(ùx→5Pred(x,0)). QED. 

 Axioma 1 da aritmética de Dedekind-Peano - ù0 

 O axioma 1 é uma conseqüência trivial da definição de número natural. 

 Prova do Axioma 1 da aritmética de Dedekind-Peano - ù0 

 Uma vez que 0=0, então se segue, por lógica proposicional (A→B v A), 

0P*0 v 0=0. Pela definição de número cardinal, ù0. 

 Axioma 5 da aritmética de Dedekind-Peano - ∀F[(F0 & ∀x∀y(Fx & 

Pred (x,y)→Fy))→∀x(ùx→Fx)] (a indução matemática). 

 Prova do axioma 5 da aritmética de Dedekind-Peano 

 A idéia é supor qualquer propriedade F. Também temos de supor que zero 

é F, F0, e também temos de supor que o sucessor de um número que é F é também 

F, ∀x∀y(Fx & Pred(x,y)→Fy), passo indutivo. Temos de provar que para qual-

quer objeto z, se z é um número natural, então z é F, (ùz→Fz), de onde provare-

mos que ∀x(ùx→Fx). Pela definição de número natural, temos que ùz é 

Pred*=(0,z). Mas, pela definição de ancestral fraco, Pred*=(0,z) é (Pred*(0,z) v 

z=0). Portanto, temos de supor que (Pred*(0,z) v z=0). Temos dois casos. (1) As-

suma Pred*(0,z). Temos de mostrar então que Fz. Note que temos de usar nosso 

método indutivo (uma vez que temos a relação de ancestral forte, Pred*(0,z)). 

Assim, pelo axioma da compreensão, coloque F=[z:Fz]. Assumamos que (a=0 v 

Fa) & Pred(a,b). Devemos derivar Fb. De (a=0 v Fa) & Pred(a,b), por lógica pro-

posicional (A & B→A), obtemos (a=0 v Fa). Novamente, temos aqui dois casos. 

(1´) se a=0, então, como F0 (nossa hipótese), Fa. (2´) se Fa, então Fa. De ambos 

os disjuntos, obtemos Fa. Mas, também de (a=0 v Fa) & Pred(a,b), obtemos por 

lógica proposicional, (A&B→B), que Pred(a,b). Como Fa, então, por lógica pro-

posicional, Fa & Pred(a,b). Mas, segundo o nosso passo indutivo, ∀x∀y(Fx & 

Pred(x,y)→Fy). Instanciando universalmente, temos que (Fa & Pred(a,b))→Fb. 

Aplicando modus ponens entre esta última proposição e Fa & Pred(a,b), então Fb. 

Portanto, ((a=0 v Fa) & Pred(a,b))→Fb (condicionalizando). Pela definição de 

ancestral forte, a saber, (((a=0 v Fa) & Pred(a,b))→Fb)→Fz, então, por modus 
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ponens, Fz. Assim, a partir do nosso primeiro disjunto (1) Pred*(0,z), então Fz. 

Agora, assumamos o segundo disjunto 0=z. Ora, uma vez que F0, então, Fz. Por-

tanto de ambos os disjuntos Pred*(0,z) e z=0, obtemos Fz. Portanto, (Pred*(0,z) v 

z=0)→Fz. Por definição de número natural, (ùz→Fz). Generalizando universal-

mente, ∀x(ùx→Fx). QED. 

 Falta provar o axioma 2 de Dedekind-Peano. Infelizmente, a prova deste 

axioma é muito longa e, por isso, não a daremos aqui. Todavia, mencionaremos os 

teoremas necessários para sua derivação. 

 Teorema 6 – Pred*(x,n)→∃m(Pred(m,n)) & ∀m[Pred(m,n)→(Pred*(x,m) 

v x=m)] 

 Este teorema diz que se n se segue após a x na relação de sucessor, então 

existe um m tal que m precede n e para todo objeto m, se m precede n, então x 

precede m ou x=m. A prova deste teorema é dada via o método indutivo. Note que 

o antecedente do teorema 6 é uma relação de ancestral forte. Assim, defina uma 

propriedade F=[z: ∃mPred(m,z) & ∀m(Pred(m,z→Pred*=(x,m)))]. Derive Fb. E 

assim, Fz. 

 Teorema 7 – Pred*(0,n)→5Pred*(n,n) 

 O teorema 7 afirma que se n se segue após 0 na relação de sucessor, então 

n não se segue após a si mesmo na relação de sucessor. O antecedente é necessá-

rio, pois não é possível provar diretamente que ∀x5Pred*(x,x), uma vez que se x 

é um número cardinal de um conceito infinito, então Pred*(x,x). Isso também está 

conectado com o que dissemos em 3, nota 132. O teorema 7 é provado via método 

indutivo, tomando F=[z:5Pred*(z,z)]. Também é usado na prova o teorema 6. 

 Teorema 8 – Pred(m,n) & Pred*(0,n)→∀x(Pred*=(x,m)↔(Pred*=(x,n) & 

x≠n)) 

 Este teorema diz que se m precede n e n se segue após 0 na relação de su-

cessor, então os conceitos [x:Pred*=(x,m)] e [x:Pred*=(x,n) & x≠n] são coextensi-

onais. Note que deste teorema é possível provar, pelo fato básico, que 

[x:Pred*=(x,m)]1-1[x:Pred*=(x,n) & x≠n] e, portanto, aplicando o Princípio de 

Hume, que Nx(Pred*=(x,m))= Nx(Pred*=(x,n) & x≠n). Também utilizamos na 

prova do teorema 8, os teoremas 6 e 7. 

 Teorema 9 – Pred(m,n) & P*(0,n)→ Pred (Nx(Pred*=(x,m)), 

Nx(Pred*=(x,n))) 
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 O teorema 9 diz que se m precede n e n se segue após 0 na relação de su-

cessor, então o número que pertence ao conceito [x:Pred*=(x,m)] precede o núme-

ro que pertence o conceito [x:Pred*=(x,n)]. Pelo teorema 8, temos que Pred(m,n) 

& Pred*(0,n)→∀x(Pred*=(x,m)↔(Pred*=(x,n) & x≠n)). Suponha o antecedente 

do teorema 9, obtemos então ∀x(Pred*=(x,m)↔(Pred*=(x,n) & x≠n)). Pelo fato 

básico e Princípio de Hume, temos que Nx(Pred*=(x,m))= Nx(Pred*=(x,n) & 

x≠n). Ora, é possível provar que o número do conceito [x:Pred*=(x,n) & x≠n] pre-

cede o número que pertence ao conceito [x:Pred*=(x,n)]. Mas, como 

Nx(Pred*=(x,m)) = Nx(Pred*=(x,n) & x≠n), então Pred(Nx(Pred*=(x,m)), 

Nx(Pred*=(x,n))). 

 Teorema 10 – Pred(m,n) → (Pred*=(0,m) & Pred(m, Nx(Pred*=(x,m)))→ 

Pred*=(0,n) & Pred(n, Nx(Pred*=(x,n)))). 

 O teorema 10 afirma que se m precede n, então se m é número natural e m 

precede o número que pertence ao conceito ser predecessor de m ou igual a m, 

então n é número natural282 e n precede o número que pertence ao conceito ser 

predecessor de n ou igual a n. Para provar o teorema 10, precisamos dos teoremas 

1, 2, 4, e 9. 

 Teorema 11 – Pred(0,Nx(Pred*=0)) 

 O teorema 11 diz que o número zero precede o número do conceito ser o 

predecessor de zero ou igual a zero. Para provar o teorema 11, necessitamos dos 

teoremas 3, 5, 6. 

 Teorema 12 – Pred*=(0,n)→Pred*=(0,n) & Pred(n,Nx(Pred*=(x,n))) 

 O teorema 12 afirma que n número natural se e somente se n é número 

natural e n precede o número que pertence ao conceito ser predecessor de n ou 

igual a n. Para provar o teorema 12, são necessários os teoremas 10, 11. A prova 

também utiliza o método indutivo. 

 Teorema 13 - ùn→Pred(n, Nx(Pred*=(x,n))) 

 O teorema 13 afirma que se n é número natural, então n precede o número 

que pertence ao conceito ser predecessor de n ou igual a n. Provamos utilizando o 

teorema 12. Assuma que Pred*=(0,n)→Pred*=(0,n) & Pred(n,Nx(Pred*=(x,n))). 

Assuma ùn. Pela definição de número natural, Pred*=(0,n). Por lógica proposi-
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cional, (P, P→Q&RˆR), do teorema 12 e Pred*=(0,n), obtemos Nx(Pred*=(x,n)). 

Uma vez que derivamos Nx(Pred*=(x,n)) de nossa hipótese de que n é número 

natural, então ùn→Pred(n, Nx(Pred*=(x,n))). QED. Tabata propõe provar o teo-

rema 13 via axioma 5 (indução matemática). Neste caso, precisaríamos dos teo-

remas 10 e 11. 

 Axioma 2 de Dedekind-Peano - ∀x (x→∃y (ùy & Pred(x,y) & ∀z 

(Pred(x,z) → z=y))) 

 O axioma 2 afirma que para todo número natural existe um único sucessor 

que também é um número natural. A prova utiliza os teoremas 1, 2, 4 e 13. 

 Como já falamos em 2, os axiomas 2, 3 e 4 283 implicam a existência de 

infinitos números naturais. Este é o teorema de Frege. 

 
282 Na verdade, Pred*=(0,m), ao pé da letra, significa, nesta proposição, que m pertence à série 
formada pela relação sucessor, ou seja, m se segue após x na relação de sucessor ou m é igual a x. 
Mas, pela definição de número natural, Pred*=(0,m) significa que ùm. 
283 Na verdade, em 2, dissemos que os axiomas (1) todo número natural tem um sucessor; (2) a 
relação de sucessor é uma função 1-1; (3) zero não é um sucessor, implicam que existem infinitos 
números. Agora, note que os axiomas 2 e 4 expressam tudo que é dito por (1) e (2). 
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