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Al
Propagacédo de ondas elasticas

Uma forma de andlise dindmica de estruturas é através da teoria de
propagacdo de ondas elasticas, uma extensdo da teoria da Elasticidade para
problemas de vibragdes em corpos. As ondas podem ser de esforcos, de tensbes ou
de grandezas cineméticas. Em sua formagdo e propagacdo consideram-se as
propriedades do meio onde elas estdo inseridas, condi¢cdes de contorno e estados
de carregamento.

Apresentam-se a seguir 0s principais conceitos sobre ondas unidirecionais,
ondas tridimensionais, e por fim, particulariza-se para 0 caso de ondas planas,
adotadas geralmente na andlise dindmica de sistemas solo-estrutura, como é o

caso do programa SA SSI2000.

A.ll.
Ondas unidirecionais

A eguacdo de movimento da onda unidireciona é obtida por equilibrio de
forcas, compatibilidade de deslocamentos e pelas relacbes de deslocamento-
deformacéo e tensdo-deformacéo.

De maneira geral, a equacdo da onda unidirecional é uma equacdo

diferencial parcia daforma

1-[zux :VZ 1-[zux

1
it o )

Onde: V = velocidade de propagacéo da onda.
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E a solucéo dessa equacéo diferencial pode ser escrita, como a solucéo de

D’ Alembert, daforma:
u (xt)=f(Vt- x)+g(Vt+x) )

Onde f e g sdo fungBes arbitrarias de (Vt - x) e (Vt + X) que satisfazem a
Equagio (3.21). A solugio descreve um deslocamento da onda [f(Vt- x)|
propagando-se a uma velocidade V na direcéo positiva de x e outro [g(Vt + x)]

propagando-se com a mesma velocidade, porém na direcdo negativa. 1sso também

implica que aforma da onda n&o varia com a posi¢do nem com o tempo.

Se 0 meio é sujeito a um estado permanente de tensdo harménica,
s (t) =s , cos(wt), onde s , é a amplitude da onda de tensio e w é a freqliéncia
circular do carregamento, a solucéo pode ser expressa usando o nimero de onda

k=w/V , naforma
u,(xt) = Acoswt - kx)+ Bcos(wt + k) ©)

Onde os termos descrevem ondas harmonicas propagando-se nas direcoes

positiva e negativa de X, respectivamente.

O nimero de onda é relacionado com o comprimento de onda do

movimento (I ), por:

| = VT =—=—_ =" (4)

Onde: T - periodo do carregamento aplicado e IK

w
=3

f —freqUénciaem Hz.

Nota-se que, para umadada freqiiéncia, | aumenta com o aumento de V.
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All.1.
Incidéncia de ondas unidirecionais

Agora, considere a onda de tensdo propagando-se na direcdo X, como

apresentado na Figura A.l.1.

6 pl M1 V1 p2 M2 V2 &

Incidente ~~~N~—

o~ ~—p Transmitida

Refletida <"

Figura A.l.1 - Incidéncia de onda unidirecional nainterface entre diferentes materiais.

A onda propagando-se no material 1, onda incidente, tem um comprimento
deonda | , = 2p /k, etensios , (x,t) =s €™ ¥ Quando aonda incidente atinge
a interface, parte da energia é transmitida para continuar propagando na direcéo
positiva de x, onda transmitida propagando no material 2, com comprimento de

onda | ,=2p /k, e tensio s, (xt)=s et

. A energia restante é refletida
através da onda refletida propagando-se na direcdo negativa de x, no material 1,
com comprimento deonda | , = 2p /k, etensdo s 4(x,t)=s &),
Admitindo-se que os deslocamentos associados a cada uma dessas ondas
também sdo harménicos, relacionando as amplitudes das tensbes com as dos
deslocamentos, através das relagbes tensdo-deformacdo e deslocamento-
deformacdo e satisfazendo a compatibilidade de deslocamentos e a continuidade

de tensbes na interface, com o uso da relacdo kM =wr V, tem-se que as

amplitudes refletidas, incidente e refratadas s&o:

_r1V1' I’2V2

5a)
A er1+r2V2 ( )
1-r V. /r.V,
A:1+ 2V2 1v1 (5b)
r\V,/r\V,
2
= — 5¢c
A 1+r2V2/r1V1A (50

Como o produto da densidade (r ) pela vel ocidade de propagacdo da onda é

a impedancia especifica do material, tem-se, das Equactes (5), que a divisdo da
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energia na interface depende somente da razdo entre as impedancias especificas
dos materiais de cada lado da mesma. Definindo-se a, =r,V,/r,V,, como o

fator de impedancia, as amplitudes dos deslocamentos das ondas refletida e

transmitida ficam:

L-a; , A2
1+a, ' 1+a,

A= A ©)

E o efeito do fator de impedancia nas amplitudes das ondas de tensdo €,
substituindo as Equagdes (5) nas Equacdes (6), igua a

S, S s,

=- ! = r =- 7

A ik,M, A ik,M, A ik,M, ()

Sr:az-lsi S¢= 2 S, (8)
l+a, l+a,

A.l.2.
Ondas tridimensionais

A andlise de ondas tridimensionais utiliza as mesmas relacdes e condicdes
de equilibrio da onda unidirecional, porém considerando as trés diregdes.
As Equactes de Movimento de um Sdlido Eléstico, usando a Lei de Hooke

para expressa-las em termos de deslocamentos, séo:

TIZux — E 12
e =( +m)ﬂx+nN u, (9a)
2 .
r ﬂﬂ;y =( +m)‘|‘|11—(;’;+m§|2uy (9b)
1.[zuz — E 12
e =( +m)ﬂz+nN u, (90)
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2 2 2
Onde: N? = ﬂ2+ﬂ2+ﬂ2.
™y Tz

e =e,+e, +e, - vaiagdo volumétrica de um cubo de aresta

unitaria, “dilatacdo” ou fracéo de variacéo de volume.

Essas equacdes podem ser manipuladas para produzirem duas equacdes de
onda. Conseqlientemente somente duas ondas propagam-se através de um solido
ilimitado.

A solucdo para o primeiro tipo de onda é obtida diferenciando-se cada

equacdo de movimento em relacéo a x, y e z e adicionando-se os resultados:

NZe (10)

Onde: | enr - constantes de Lamé que relacionam tensdes com

deformagoes.

A Equacdo (10) descreve uma onda irrotaciona ou dilatacional, com

velocidade de propagacéo (V) igua a

v, = /I 4;2m (12)

Essa onda é comumente conhecida como onda P.

Usando as relagbess G=m (modulo de deformacdo transversal) e

(coeficiente de Poisson), V,, pode ser reescrita como:

_ [6e- =)
Ve = Y- ) (12)
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O que relaciona a velocidade da onda dilatacional P com o comportamento

transversal.

Para obter a solucéo do segundo tipo de onda, € €é eliminado diferenciando-
se as Equacdes (9b) e (9c) em relacdo a z e y respectivamente e subtraindo-se um

L . agu, du, o
resultado do outro. E, com as definicbes de rotagdo: W, = 26— - —=,
g dy dz g

5 alu 0
W, = Zgﬂux TR 9, W, =2¢— - du, T, aequacdo que descreve uma onda de
edz dxg dx dy g

distorcéo ou equivoluminal de rotacdo em torno do elxo X torna-se:

2
ﬂ—zwx = MRew, (13)
qt r

Obtém-se férmulas similares para as rotagcbes em torno dey e z.

A velocidade de propagacdo da onda de distorcéo é:

e B8 ”

Essa onda é conhecida como onda S e possui duas componentes, uma com
movimento da particula s na horizontal (onda SH) e outra com movimento na
vertical (onda SV). O movimento arbitrério de uma particula é representado pelo

vetor somadas componentes.

A velocidade da onda P excede a da onda S numa quantidade que depende

da compressibilidade do corpo.

V, =\/(2- ) :\/ 1-n (15)
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Al.2.1.
Incidéncia de ondas tridimensionais inclinadas

Em geral, as ondas ndo se aproximam da interface a 90° e a orientacdo das
mesmas influencia muito na maneira como a energia € refletida e refratada ao
cruzar ainterface.

Considere o caso de dois semi-espacos de materiais diferentes em contato.
Como as ondas P e SV envolvem movimento das particulas perpendicular ao
plano da interface, ambas produzirdo ondas P e SV refletidas e refratadas. Ja,
como a onda SH incidente ndo envolve movimento perpendicular a interface, ela
SO produzira ondas SH, refletidas e refratadas. As diregdes e amplitudes relativas
das ondas produzidas na interface dependem da direcdo e da amplitude da onda
incidente e sd0 determinadas pelas relagbes de equilibrio e compatibilidade,

aplicando-se aLei de Snell:

sena _senb _senc _send _sene _senf
U \Y, U \Y, Y z

(16)

Onde:
TipodeOnda Velocidade Amplitude Angulo com anormal
P incidente U A a
Sincidente \Y B b
P refletida U C C
Srefletida \Y D d
P refratada Y E e
Srefratada Z F f

Como as ondas incidente e refletida propagam-se no mesmo material a=c e
b=d, mostrando que o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

O éangulo de refracéo relaciona-se com o de incidéncia pela razéo das
velocidades de onda dos materiais de cada lado da interface. A lei de Snell indica
gue ondas propagando-se de um material com maior velocidade para um material
com menor velocidade serd@o refratadas préoximas da norma da superficie. O
angulo de incidéncia critico, i, € aquele que produz uma onda refratada

propagando-se paralelamente ainterface (e ou f = 90°).
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, Y- IN¢ 10 BT N
l. =sen e fzsen’C===sen't—= 17
gYﬂ gZyJ gVyJ 40

Assumindo-se onda incidente harmonica e satisfazendo-se as condic¢des de
equilibrio e compatibilidade na interface, escrevem-se as amplitudes das ondas
refletidas e refratadas em termos da onda incidente.

Uma onda dilatacional incidindo em uma superficie que divide dois meios
com materiais diferentes, Figura A.l.2(a), deve, na interface (z = 0) atender as

seguintes condi¢des de contorno e equilibrio:

Y1 Y2 (18)

Onde as componentes com sufixo 1 correspondem as componentes agindo

no material 1 e as com sufixo 2 as componentes atuando no materia 2.

F F
E E
f f
Material 2 % , Material 2 > .
Material 1 Material 1
a \C \a
b b d
A C C
D B D
Z 2
€Y (b)

Figura A.l.2— Reflexo e refracdo de ondas em uma interface plana: (a) onda dilatacional
incidente; (b) onda de distor¢do incidente.
Assim, as relacBes de amplitudes e angul os sdo:
(A+C)sen(a)+ Dcoslb) - Esen(e) + F cos(f) =0 (19)
(A- C)cos(a) + Dsen(b)- Ecosle)- Fsen(f)=0 (20)

(A+C)cos(2b)- D%sen(Zb)- EEK cos(2f)- FéKsen(Zf):O (21)
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U uz? uz?
(A- C)sen(2a)- DVCOS(Zb)- Evy? Ksen(2e)+ F —u7K cos(2f)=0

(22)
onde K =r,/r, (razéo entre as densidades dos dois meios)

Toma-se agora aincidéncia de uma onda de distor¢do, Figura A.l.2b). Deve
ser especificada a direcdo de vibragdo da onda incidente. Quando a direcéo for
paralela ao eixo-y, onda SH, ndo ha movimento normal na interface e ndo sdo

geradas ondas dilatacionais. Como sen(f) _Z e as condigbes de contorno
senlb) V

relevantes:

u y
N\ o (23)
(“)a(s yX)l = a(S yX)z
As relacdes que satisfazem as condi¢des acima sdo:

B+D- F=0 (24)
(B- D)r,sen(2b)- Fr,sen(2f)=0 (25)

Ja quando a vibracado for no plano x-z (ondas SV), sdo geradas quatro ondas,
ver Figura A.l.2b). Na interface (z=0) as condicoes (18) devem ser satisfeitas,

assim:

(B+ D)cos(b) + Csen(a)- Esen(e)- Fcos(f)=0 (26)
(B- D)sen(b)+ Ccos(a) + Ecosle)- Fsen(f)=0 (27)
(B+ D)sen(2b)- C%cos(Zb)+E%Kcos(2f)- Fésen(Zf)=O (28)

\Y; Z? Z B
(B- D)cos(2b)- CUsen(Za)- EWsen(ze)- FoK cos(2f)=0 (29)
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A.l.3.
Ondas Planas

A Terra é idealizada como um corpo semi-infinito com uma superficie plana

livre, desconsidera-se a curvatura daterra.

Um terreno pode  ser
Onda Plana
representado por camadas horizontais

:( onde se formam ondas superficiais

v (Rayleigh e Love) devidas a ondas de

y i corpo (P, SV e SH) incidentes em um

semi-espaco.
As ondas em questdo formam a

z excitacdo sismica e sdo admitidas
Figura A.l.3 - Movimento induzido por uma planas, Figura A.l.3, para fins de
tipica onda plana propagando na direcdo x, sem ’ ’
movimento na direcdo y. Fonte: Kramer,1996 andise.

A.l1.3.1.
Ondas de corpo

As ondas de corpo incidentes geram componentes de deslocamentos em trés
direcOes, porém nado variam na direcéo y, sendo os problemas resolvidos no plano
X-z. Com isso, para uma excitagdo harmonica, as Equacbes (9) podem ser

reescritas, segundo Chen (1980), como:

= 2

(M* - G*):[-[_e-'-G*NZUX =r ﬂﬂtuzx (30a)
X
— 2

(M- G*)jT_e+G*N2uZ . ﬂﬂt‘f (300)
Z

2 T?u,
G N7, =r e (30c)

Onde M™ e G™ - mbdulos complexos.
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As Equacoes (30a e b) sdo acopladas e governam o movimento no plano
vertical x-z, enquanto que a Equacdo (30c) governa o movimento perpendicular a
esse plano.

As primeiras equagdes sdo resolvidas expressando-se 0s deslocamentos em

termos de deslocamentos potenciais f ey , Equacbes (31a e b), associados as

ondas P e SV, respectivamente, e devem satisfazer as equagdes da onda

correspondente.
g =TTy (31a)
Ix 9z
u, = oIt + Iy (31b)
I 9z

Como os deslocamentos sdo admitidos harmdnicos na frequéncia w, 0s
potenciais também o devem ser, podendo-se assim reescrever as equacdes da onda

independentemente do tempo:

N?F +k2F =0 (32a)
N2Y +k2Y =0 (32b)

Onde: F e Y - amplitudes potenciais complexas.
ko =w/V, e ks =w/V. - nimeros complexos de ondas P e S,
respectivamente.
A solugdo particular dessas equagbes corresponde a ondas planas
propagando-se na direcéo positiva de x com o nimero de onda complexo k. Esse

nimero de onda pode ser encontrado por separacdo de varidves e tem a seguinte
relacdo comasondasP e S:

k = k.sen(a) = kgsen(b) (33)

Onde: a e b — angulos formados entre a normal e as ondas incidentes.
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As solucdes para as Equages (32) sdo:

F = (AWw)e'® +clw)e ™ e (34a)
v = (Bw)e"* + Dw)e ™ 2™ (34b)
Sendo:

k. =k, cos(a) = kcot(a) (35a)
k, =k cos(b) = kcot(b) (35h)

A Equacéo (30c) descreve o movimento de ondas SH. A solucéo para esses
movimentos harménicos propagando-se com numero de onda k na direcdo

positivade x &

u, =U e" (36)
Sendo:
u, = (BeikfZ + De'im)eikX (37)

Onde: B e D — constantes complexas arbitrarias.

A.l.3.1.1.
Incidéncia de ondas de corpo

Considera-se primeiramente a solucdo para o caso de ondas incidindo
obliguamente na superficie livre de um semi-espaco viscoel&stico, Figura A.l.4, o
que servira de base para estudos mais complexos, como o0 de sistemas
estratificados.
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SV incidente

b4
Figura A.l.4— Incidéncia e reflexdo de uma onda SV incidindo na superficie-livre. Fonte: Chen,
1980.

Resolve-se 0 problema para onda SV incidente, porém a resolucdo para
onda P segue 0 mesmo raciocinio. No caso em questdo, como ndo ha onda P
incidente, a solugdo € conseguida atribuindo-se A = 0 na Equacdo (34a). E o
termo C, que representa a onda P refletida, sd existird quando o angulo de

incidéncia da onda SV for menor que o angulo critico, pois sen(c) >1parab>Db,,

onde c é o angulo da onda P refletida. Pelalel de Snell o angulo critico é

b =-S5 (38)

As amplitudes das ondas refletidas sdo encontradas pela condicdo de que
ndo hé tensdes na superficie livre. Introduzindo a notagdo: m = cot(c)en = cot(b),

pelas Equagdes (31), (34) e (35), tem-se que as amplitudes dos desl ocamentos séo:

1 AU

N [ Rl

iv.a_ . Bi

[y=ike kX[z]i o (39)
Db

Onde:

& @Mz _ pake | oime -inkz |
7]=§ € ne e ne (40)

T € _imke inkz - imkz “inkz U
u

ane - e - me -€e
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E, nasuperficie (x =z =0)

1 AG

i &1 -n -1 nyBi
=ike g oY
F\;o éem -1 -m -15Cy
t Db

(41)

As deformagdes sdo obtidas diferenciando-se a Equacdo (39) e as tensdes
pela aplicacdo da lei de Hooke. Como A = 0 e B é conhecido, chega-se a um

sistema de equactes lineares, cuja solucédo fornece C e D, daforma:

_ - 4n(1- n)?

¢ 4mn+(1- nz)2 ° 42
_4mn- (1- n2)2

07 4mn+(1- nz)2 ° )

Pode-se observar que parab=0° C=0eD = -1; equeparab=45°,C=0
e D =1, ou sgja, ndo h& onda P refletida em nenhum dos casos. Nota-se também
gue ndo ha deslocamento vertical na superficie para b = 0° nem horizontal no
caso de b = 45° Os deslocamentos para os demais angulos de incidéncia séo
obtidos pela Equacéo (41).

O caso de onda P incidente resolve-se da mesma forma, porém fazendo-se
B = 0 na Equagéo (34b). No caso de onda P incidente, pela lei de Snell, nota-se
que ndo ha angulo critico, umavez que V,, € sempre superior a Vg .

As solugbes para o caso de semi-espaco elastico foram publicadas por
Knopoff et all e Meissner (apud Chen, 1980), A Figura A.l.5 apresenta a variagéo
das amplitudes das componentes horizontal (a) e vertical (b), na superficie,
normalizadas pela amplitude horizontal de uma onda SV vertical incidente. E, na
Figura A.1.6 tém-se as amplitudes normalizadas vertical (@) e horizontal (b) no
caso de onda P incidente. Também é apresentada uma analise da influéncia do

coeficiente de Poisson, tanto no caso de onda SV quanto da onda P incidente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210663/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0210663/CA

Apéndice | — Propagacao de ondas elésticas 121

o
i
£0
(13 18]
os ] "
0.‘\\ is
F7Y = ™, 1] u
03 °
b \j\ s
N
”» = 12
]
AV ;
S
R S 10
z z
028 (]
T ol PPN T 8 ,’\ -
] 00— £ N
o E s 028 - =
« O [~ L
o ) \\
L - A 0.1
P X! H—o02 \
o1 2 r 2i 3
7 = < p
‘e Y | N\
o W T T R T T w5 ;o 86 30 Og+ 30 (i 04
Angulo de incidéncia Angulo de incidéncia
€) (b)

Figura A.l.5 - Movimento superficial para onda SV incidente, componentes: (a) horizontal;
(b) vertical. Fonte: Chen, 1980.
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Figura A.l.6- Movimento superficial para onda P incidente, componentes: (a) vertical; (b)
horizontal. Fonte: Chen, 1980.

Comparagtes entre as amplitudes dos movimentos superficiais vertical e
horizontal para onda SV e, horizontal e vertical para onda P incidente sdo

mostradas na Figura A.1.7 (a) e (b), respectivamente.
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b4, 4,
— Onda P incidente
& [
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-g 2
I 5
= [
[
$ z
€ 2. r 'o' 2, L
3 z
X 2
s [
H o
E g
g L.ro o 1.
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Figura A.l.7 - Razdo entre os deslocamentos superficiais. (a) vertical pelo horizontal para onda
SV incidente; (b) horizontal pelo vertical para onda P incidente. Fonte: Chen, 1980.

Trata-se agora do caso de uma camada de espessura H sobre 0 semi-espago.

Para tal, os deslocamentos potenciais das ondas P e SV no semi-espaco € na

camada sdo, respectivamente, denotados por:

F = (Aeimkz +Ce—imkz)e—ikx
Y = (Beinkz + De—inkz)e—ikx

Onde:

m=yV; Vif -1 e n=y(i V) -1

E

F' = (Eleirkz + Eze-irkz)e-ikx
Y = (Fleiskz +Fe iskz)e-ikx
Onde:

r= VAT 1 e s:\/@;/v;'iz-l

(449)
(44D)

(45a)
(45b)
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As constantes, A, B, C, D, Ei, E;, F; e F,, sdo determinadas aplicando-se as
condic¢des de contorno (46) e adotando-se as seguintes hipoteses:

- somente uma onda incidente;

- angulo deincidénciarea

- velocidade aparente da fase complexa da onda na superficie livre

V. =V¢ [sen(b) .

z=0® U, =U,
‘ z=-H®t,=0
U,=U, .
, e s, =0 (46)
t,=t,
S, =S,

Com isso, os deslocamentos na superficie da camada, para qualquer
expansdo de campo de ondas da Equagéo (31), sdo:

u, =U et

u, =U e+ 0
Onde:

U)'( - ik{(El'eikrz + E'ze-ikrz)+ S(Fl'eiksz } Fz'e-iksz )} 48)

u, =ikfr(E" - Ee™™)- (Fe* + Fe*=)
Os deslocamentos na base do semi-espago sdo dados pela Equacéo (41).

Finalmente, considera-se 0 caso de n camadas sobre um semi-espaco
eléstico, teoria apresentada por Chen (1980) e aplicada na resolucdo de campo
livre do programa SASSI.

Considerando-se variacdo linear dos deslocamentos em cada camada, os
deslocamentos em qualquer ponto do sistema, para uma onda harmonica

propagando-se na direcdo horizontal x com uma frequéncia w, sdo:

d, =au,(z)e'™ " (49a)
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d, =iaU,(z)e't" (49b)

Onde: a- fator de participagdo modal relativo a0 movimento de controle

fornecido.

A equacdo de movimento para o sistema discretizado €

(<1-weiwllod = oy (509
Onde:
[K]=[Alk> +[B]k +[G] (50b)

[A][B][G]dM] - matrizes (2n+2)x(2n+2), de propriedades dos materiais
das camadas e do semi-espaco.

{Pb} - vetor de cargas nainterface entre as camadas e 0 semi_espaco.

{u} - vetor dos deslocamentos uy e u, na interface de cada camada.

Para facilitar a obtencdo das equacfes no topo do semi-espago, divide-se a

Equacéo (50a) da forma:

u g 100
- WP s V=i 51
R VIR VIR R R &0

Onde os sufixos. |, b e ¢ denotam quantidades referentes as camadas, ao

topo do semi-espaco e ainteracdo entre as camadas e 0 semi-espaco.

Definindo-se [K|=[K]- w2[M], através de condensaczo encontram-se os
deslocamentos das camadas em funcdo dos deslocamentos do topo do semi-
espaco, Equacdo (52), e a relagcdo dos deslocamentos e forgas na interface das
camadas com o semi-espaco, Equacéo (53).

{UI}:_[KI ]_l[Kc]{Ub} 1=12,....2n (52)
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[L]{Ub} :{Pb}

Onde:

U= k-

elasticas 125

(53)

o ey en?

Os deslocamentos e forgas na interface sdo dados pela Equacdo (41) e pela

relacéo de tensdes.

é1 -nU|Au
U,s=ika
Ui} &m U|B%
e
€ 2m
sz
{} e'(”'l)

1 nucCd

&
54
g-m 1u|DE§ &9

1)U| Al é - 2m (n )UICU
2n B%+G “¢ (*-1) -2n Gop &

Substituindo-se as Equacdes (54) e (55) em (53), tem-se um sistema linear

com duas equacOes e quatro

incognitas. Especificando-se um tipo de onda

incidente, as amplitudes das ondas refletidas normalizadas pela da onda incidente

s&80 encontradas por:

- N
N

(56)

14)
1)

(57)

o\

Ny, =-i(knL,, +2nG'k?)
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As quantidades Q; e Q. dependem da onda incidente, sendo:

Ql =- (N11 + N14)
Q, =- (N23 +N,,
e

Q =- (N11 + N12)
Qz =- (N21 + sz)

) , paraonda SV incidente (58)

, para onda P incidente (59)

O caso de ondas SH inclinadas é resolvido de maneira similar. Os

deslocamentos sdo perpendiculares ao plano x-z e descritos como:

d, =au (z)gt* (60)

y

A equacdo de movimento tem a mesma forma da Equacéo (50a), porém a
matriz de rigidez, agorada ordem (n+1)x(n+1), &

[k]=[Al* +[c] (62)

Seguindo os procedimentos ja adotados para ondas P e SV, através das
Equacbes (51) a (53) estabelecem-se as relacbes entre as forgcas e os
deslocamentos na interface, derivadas das Equactes (36) e (37), de forma similar
a adotada para a onda SV, normalizando-as pela amplitude da onda incidente e
expressado-as em termos do nimero de onda, médulo de deformacéo transversal e
coeficientes de reflexdo. Determinados os coeficientes normalizados, estes séo
substituidos na equacdo dos deslocamentos da interface e as amplitudes dos
deslocamentos de cada camada encontradas por um conjunto de equacdes lineares

para cada fregtiéncia fornecida, de forma similar a ja apresentada.

A.l1.3.2.
Ondas superficiais

As condi¢des de contorno associadas a superficie livre da terra permitem

solugbes adicionais as equacfes de movimento que descrevem ondas cujo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210663/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0210663/CA

Apéndice | — Propagacao de ondas elésticas 127

movimento concentra-se em uma zona rasa, proxima a superficie terrestre, por
isso ondas superficiais. Duas delas tém principal relevancia: as ondas de Rayleigh
easondas de Love.

As ondas de Rayleigh s& uma combinacdo de ondas P e SV que satisfazem
certas condicdes de contorno. Se a onda € harménica com freqiéncia w e nimero
de onda k., entdo ela propaga-se com velocidade de Rayleigh V, =w/k, , e as
amplitudes das funcdes potenciais harmonicas de movimento podem ser expressas

como:

F = Ae ®e™ (622)
Y =Be ¥ ™ (62b)

Onde: q=+/k2- ki e s=,/kZ- k2

A e B — constantes complexas desconhecidas.

A velocidade e a forma dos deslocamentos da onda s&o obtidas, entdo, pela
introducéo das condicdes de contorno, tensbes nulas na superficie livre, nas
Equactes (31) e (62). Assim, a velocidade da onda R, em relacéo a Vs, pode ser

encontrada pela equacao cubica:

X2 - 8X2+(24-16Y)X +16(Y - 1)=0 (63)
k.6 A0 ak. 6 A0
Onde X =g—=>=% :g—fi e Y=¢>% zg—'ii
kR 4] Vs 9 kP (4] Vs (%]
: 2igky :
Sendo os movimentos, com B = - o A, descritos como:
S

R

o
u, = AgkRe' @ +—k2 pe e‘szge'(w""“) (644)
R
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& 20k2
Kk + s

0.
e—SZ _ qe— qz ieI(Wt- KgX) (64b)
2

Onde os termos entre parénteses descrevem a variacdo da amplitude de uy e

u, com a profundidade e indicam que ux e u, estdo com defasagem de 90°.

Tem-se que a amplitude horizontal decal rapidamente com a profundidade e

tornase zero quando z»| /5 atingindo o valor méximo negativo com
2l ;/SE z£1I ;/5, aproximadamente. E a amplitude vertical aumenta levemente
com a profundidade, atingindo o maximo com 0,05l £ z£ 0,15l , exceto para

materiais com coeficiente de Poisson nulo para 0 qual a maxima ocorre na
superficie.

No caso de sistemas edtratificados Thompson, Haskell e outros
pesquisadores (apud Chen 1980), formularam o problema usando é&gebra
matricial, com base na teoria do continuo, 0 que em muitos casos recai em
problemas de autovalores ndo-lineares, dificultando muito a resolucdo. Uma
formulacdo, de massa concentrada, em elementos finitos sobre base rigida foi
desenvolvida por Lysmer e aperfeicoada para massa continua por Wass (apud
Chen 1980), levando a um problema de autovalor linear bi-dimensional resolvido
com aplicacdo de técnicas padrdes.

Neste método consideram-se movimentos somente no plano x-z e dois graus
de liberdade em cada ponto do sistema. Também, admite-se 0 sistema como
continuo horizontalmente e discretizado na direcdo vertical, assumindo
deslocamentos continuos entre as interfaces das camadas, com variacdo linear

dentro das mesmas. A equacdo de movimento para um sistema com n camadas €:
(Al +i[Blk +[c]- w?[m]fw} ={o} (65)

onde: [A],[B],[G]e{M] - matrizes 2n x 2n com propriedades das camades.

{w} - vetor 2n de desl ocamentos nas interfaces.
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Para cada fregtiéncia w, resolve-se o problema de autovalor (determinante
do termo entre parénteses da Equacdo (65) igual a zero) que define os possivels
nimeros de onda k para a onda R em sistemas estratificados. Encontram-se 4n

autovalores ks e seus 4n autovetores {W}, correspondentes. O caso de maior

S
interesse € o0 de autovalores complexos, sendo necessarios apenas 0s 2n modos

com k; < 0. A solugdo geral é entdo expressa por:

d}= 4 a.fw} et (66)

s=1

Onde: {d} - vetor de deslocamentos de cada camada

a - fator de participagdo modal para o modo s.

Porém, situacOes reais sdo0 similares a sistemas estratificados em camadas
sobre um semi-espaco viscoelastico, e ndo sobre base rigida, o que poderia ser
aproximado pela consideracdo de um modelo muito profundo de vérias camadas.
Porém, isso acarretaria enormes gastos computacionais. Assim, Chen (1980)

apresenta métodos de simulac&o do semi-espaco, a saber:

Contorno Viscoso — simulagéo do semi-espaco por amortecedores na base
das camadas. Adota-se a seguinte relagéo entre forgas e deslocamentos horizontal

{u.} evertical {U,} nainterface:

‘I,UXl;I_\I,tXZ(,]
[HC]%UZE\;_%SE?; (67)
Onde
&. ou
Hel=iwrg's ¢ 68
H] 'V"rgo VSH (68)

E substituem-se as forgcas na equacdo de movimento para o sistema de n

camadas, Equacdo (65), resultando na Equacdo (69), similar a essa, porém com
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matrizes da ordem (2n+2)x(2n+2), considerando, agora, as propriedades do semi-

espaco.
(A2 +i[B]k +[c]- w2[M]+[H]}w} = {d} (69)

Onde:

[H]= do] [o] u

A

do] [Hcld

A Equacéo (69) considera modos mais elevados, que ndo existem em um

semi-espaco perfeito.

Método da Profundidade Varidavel — adocdo da profundidade do semi-
espaco variavel com a freqiéncia. Como as ondas de Rayleigh atenuam-se
rapidamente com a profundidade e a partir de z=15 , ndo apresentam mais
valores significativos, o modo fundamental de Rayleigh, para um modelo
discretizado de base rigida com essa profundidade, é similar a onda
correspondente propagando-se no semi-espaco. Num sistema tipico de solo sobre
semi-espaco, a velocidade da onda cisalhante € superior a da onda de Rayleigh,

assim, | , pode ser substituido por | ; e 0o semi-espago pode ser simulado por
uma camada uniforme de espessura H =15l ( =15V, /f , sendo f a freqiiéncia

em Hz. Subdividindo o semi-espaco em 9 camadas tem-se que cada elemento tera

espessura V. /6f , assegurando a precisdo necessaria. Esse método também

assegura o calculo de modos mais baixos que sdo os modos de principal interesse.

Adotado o método da profundidade variavel, os movimentos sdo dados pela
Equacdo (66) que possui 2n fatores de participagcdo modal desconhecidos. Esses
podem ser determinados por 2n condic¢des de contorno, ou sgja, um conjunto de
forcas atuando no plano x = 0, ou por 2n amplitudes de deslocamento. Porém
como sO é definido um movimento de controle no ponto de controle, uma sb
amplitude é conhecida, faz-se entéo necesséria a definicdo do modo fundamental.
Uma solugdo particular pode ser obtida no ponto de controle reduzindo a
Equacéo (66) a
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{d} =a fw}, et (70)

Onde os termos correspondem ao modo fundamental, o que é razoavel, uma
vez que, se a onda de Rayleigh existe o modo fundamental é o que contribui

principal mente no movimento.

A selecdo do modo fundamental tem os seguintes passos, Chen (1980):

1) Calcular as fregiéncias ndo amortecidas do sistema (fazendo k =0 na
Equacéo (65)).

2) Determinar m = nimero de modos naturais abaixo da freqiéncia de
excitacao.

3) Resolver o problema de autovalor da Equagéo (65).

4) Organizar os modos em ordem decrescente de magnitude da parte
imaginaria do nimero de onda.

5) Selecionar entre 0s primeiros m modos 0 que tem amaior parte real. Este
€ 0 modo fundamental.

Outra maneira de se determinar o modo fundamental é pelo modo de menor

decaimento, ou sgja, 0 modo com menor coeficiente de decaimento (- k, /k, ),

onde k. e k correspondem as partes real e imaginaria do numero de onda,
respectivamente. Para tal ordenam-se os modos em ordem crescente do

coeficiente de decaimento e se pega o primeiro.

As ondas de Love consistem essencialmente de ondas SH refletidas e

existem somente em sistemas estratificados. Elas tém aforma:

u, =U,(z)e' (71)

Para sistemas viscoel asticos com varias camadas 0s modos e nimeros de
ondas sdo calculados de forma similar aos de Rayleigh. Assume-se novamente
variagdo linear dos deslocamentos dentro de cada camada e a existéncia de uma
base rigida a profundidade infinita, que pode variar com afrequéncia, assegurando

uma simulacdo adequada do semi-espago. Assim, a equacao de movimento &
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(A2 +[c]- w?[mw} ={d} (72)

Onde: [A],[G]gM| - matrizes n x n com propriedades das camadas.

{w} - vetor n de deslocamentos nas interfaces.

Essa equacdo apresenta um problema de autovalor similar ao de Rayleigh,

porém mais simples. Para cada freqiiéncia w encontram-se n autovalores kZ,

nimeros de onda complexos, e seus correspondentes n modos, {W}, . Retendo-se

somente 0s nimeros de onda com a parte imaginaria negativa, a solucdo é

reescrita como:

{d} =4 a.fw} et (73)

s=1

Novamente o fator de participacdo modal ndo pode ser determinado por um
anico movimento de controle. Admite-se, entdo, somente 0 modo fundamental,
selecionado da forma ja apresentada. A Equacdo (73) reduz-se a Equacéo (74),

podendo-se, assim, determinar-se a.

{d} =af{wleltn (74)

A.l4.
Atenuacédo de ondas de tenséo

A propagacdo de ondas em materiais lineares elasticos homogéneos, nos
quais ndo ha mudanca de amplitude das ondas, na pratica ndo ocorre. As
amplitudes das ondas de tensdo atenuam-se com a distancia, devido ao material

onde a onda esta propagando-se e a geometria da propagacado, (Kramer, 1996).
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A.l4.1.
Amortecimento do material

Parte da energia de uma onda propagando-se € transmitida em calor com
decremento da amplitude. Essa dissipacdo é freqlentemente representada pelo
amortecimento viscoso. Para a propagacdo de uma onda viscoelastica o solo pode
ser modelado como sdlidos de Kelvin-Voigt, representados na Figura A.1.8.0u
sgja, materiais cuja resisténcia ao cisalhamento € a soma de uma parte eléstica e

outra viscosa.

di
}'_u'{%k T_;
T G
dz -
L | n
- ‘_ L ‘_ a4

Figura A.1.8 — Sdlido de Kelvin-Voigt sujeito a cisalhamento horizontal. A resisténcia total ao
cisalhamento € dada pela soma das componentes el &stica (mola) e viscosa (amortecedor).

Considerando deformagcdo harmonica e observando a relagdo tenséo

deformagao para um sdlido desses, a tensdo de cisalhamento sera:

t =Gg, senwt +whg, coswt (75)

Onde: t - tensdo cisa hante.

g - deformag&o ao cisalhamento.

h - viscosidade do material.

A energia elastica dissipada em um unico ciclo € dada pela érea da elipse

formada pelo ciclo de deformagéo, ou sgja:

Indicando que a energia dissipada € proporcional a freqiéncia de

carregamento.
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Um solido de Kelvin-Voigt para ondas SH propagando verticalmente pode
ser representado por uma pilha de elementos como os da Figura A.1.8. A equacdo

unidirecional ordindria que representa 0 movimento, para uma onda harmonica &

2
G 1‘1"8 =-rw?u (76)
z

Onde G™ = G(1+ 2ix) - médulo de cisalhamento complexo.
Que tem a solucéo:
U(Z,t) — Aei(wt- k*Z) + Bei(WH-ka) (77)

Onde: A e B - constantes que dependem do contorno.

k" =w,/r /G" - nimero de onda complexo.
K =k, +ik, (78)

Sendo:

2

k? = (1+4x +1)
26‘1+4x i (79)

2

= ( 1+ 4x? )
2 2Gil+4xi

E somente a raiz positiva de ki e a raiz negativa de k, tém significancia
fisica. Para 0 caso ndo-viscoso h =x =0® k, =k e k, =0. Para uma onda

propagando na direcéo positiva de z, a solucao pode ser escrita como:
( ) Aekzz i (wt- k2) (80)

Mostrando que se k, € negativo o amortecimento do material produz uma

atenuacdo exponencial da amplitude com a distancia.
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A.l.4.2.
Amortecimento radial

A energia especifica (energia eléstica por unidade de volume) pode reduzir
também por outro mecanismo, ilustrado por uma onda de tensdo propagando em
uma haste conica ndo-amortecida de pequeno angulo como mostrado na
FiguraA.l.9.

Admite-se que o comprimento da onda € consideravelmente maior que o
diametro da haste na a@rea de interesse. Se 0 angulo do vértice for suficientemente
pequeno, a tensdo normal sera uniforme em ambas as areas que contornam a

largura dr, e atuar&o em uma direcéo virtualmente paralela ao eixo da haste.

Figura A.l.9 — Haste cbnica com um pegueno angulo do vértice.

Se u representar os deslocamentos paralelos ao eixo da haste, a equagéo de

movimento nessa direcéo ser&:

rr—=r—+2 (81)

Substituindo-se as relacdes tensdo-deformacéo e deslocamento-deformacao

e admitindo as extremidades do elemento planas:

7°(ur) _ E 7°(ur)

qt? roqr? 82

Que é afamiliar equacéo de onda com solugdo daforma:

u(r,t):%[f(Vt- r)+ gVt +r)] (83)
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Onde V =,/E/r . A Equacdo (83) indica que a amplitude da onda reduzira

com a distancia (embora a energia elastica total permaneca a mesma). A reducéo
tem origem puramente geométrica, resultando do decremento da energia

especifica que ocorre com o0 aumento da area da haste.

Embora a energia elastica permaneca a mesma, a reducdo da amplitude
devida a0 espalhamento da energia sobre um volume maior de material é
denominada amortecimento radial ou geométrico. Difere do amortecimento do
material onde a energia é dissipada pela viscosidade.

Ondas de superficie atenuam-se geometricamente mais vagarosamente que
as ondas de corpo. Isso explica a maior proporcdo de movimento de ondas
superficiais mais afastadas do epicentro e a vantagem da utilizagdo da magnitude
das ondas superficiais para caracterizacdo de terremotos distantes.
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