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2.1.
Analise no dominio da frequéncia

A andlise no dominio da freqliéncia € importante quando se est4 analisando
materiais que variam suas propriedades com a freguéncia, como o0 solo, por
exemplo.

Ela é feita com a transformacdo de funcdes temporais em funcdes
dependentes da fregiiéncia que, multiplicadas pela funcdo de transferéncia,
detalhada no item 2.1.2, fornecem as respostas que posteriormente Ss&o
transformadas novamente para o dominio do tempo. Todo esse processo segue o

esquemada Figura2.1:

(1) —hl-t)— ()
T l Sistema TT1
Flo) — H®) — v(o)

Figura 2.1 — Esguema de andlise de um sistema nos dominios do tempo e da freqiiéncias.

2.1.1.
Transformada discreta de Fourier

A transformacao de fungdes temporais continuas dé-se pela transformada de
Fourier (T ), utilizando-se a série trigonométrica, Equacdo (2.1), ou a série
exponencial, Equacdo (2.2), sendo que esta, com a mudanca de algebra, ganha em
generalidade e smplicidade e permite sua extensdo para emprego em funcdes ndo
periddicas.

£(t)=a, + & (g, cosfw,t) + b, senw,t)) 2.1)

n=1
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Onde:a, == of (t)dt,
-T/2
T/2
a, == of (t)cosw,t)dt e
T/2
2 T/2
b, = T of (t)sen(w, t)dt - amplitudes;
-T/2
_2p ' <
w, = T n, sendo T - periodo dafuncéo.
3
t(t)= & c, expliw,t) (2.2)
n=-¥
1 T
Onde: ¢, = ¢f (t)exp(- iw, t)dt (2.3)
0

exp(z iwt) = cos(wt ) + isen(wt)

Admitindo-se agora que ndo se conheca a funcdo continua f(t) mas sim a

sériediscreta {f,}, r =0412,...,(N - 1), Figura2.2;com t =rDt e Dt =T/N.

fio*

f;
m

W t
At

- At

N-At=T

Figura 2.2 — Série discreta.

A transformada discreta de Fourier (TDF) da série torna-se entao:

N-1 H ..
Fo=— @ f, expl R NN0 (2.4)
N r=0 e N 2
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E pela formula inversa, Equacéo (2.5), obtém-se os valores discretos da

série {f,}.
expg—- 2 (2.5)
e (%]

As componentes de Fourier F, sdo limitadasde n=0...(N - 1) afim de se
manter a simetria do par de transformadas nas Equacdes (2.4) e (2.5). Suponha-se
agora gue se queiram componentes em que n € maior que (N-1), por exemplo

n=N +| . Entdo:

N-1 H "
Fra = 8 e AN
N r=0 e N 4]

N-1 H "

:ié fr exp§ Mg

N r=0 e N (%]

Pois exp(- i 2p x)=1"r inteiro.

Portanto F,,, =F,, os coeficientes repetem-se para n>N-1. E, a0 se
plotarem as amplitudes |F,| a0 longo do eixo das freqiiéncias w, =2p x/N XT , 0
grafico repete-se periodicamente e € simétrico em relacdo a origem. Assim, a
pate ndo afetada pelo “dobramento” ocupa a faixa de freqUéncias
W| £p /Dt(rad/s). Frequéncias maiores apresentam coeficientes de Fourier
esplrios que sdo repeticbes daqueles aplicaveis a freqléncias abaixo de

p/Dt(rad/s). Verificase que os coeficientes F,, calculados pela TDF, so

A N ae ]

corretos somente para freqiiénciascom n £ Egn =012,...,—=
é

Se w, for a maxima componente de freqiiéncia presente em f(t), entéo o

“dobramento” pode ser evitado assegurando-se que o intervalo de amostragem

Dt , sgja pegueno suficiente de modo a se ter:
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p _ _ W

—=w,,ou f, =—, 2.6
o = Wor ot fo = (26)
Assegurando-se que:

1

—— > f 2.
o o (2.7)

A fregiiéncia (1/2Dt)Hz é chamada freqiiéncia de dobramento e é a méxima

freqiiéncia que pode ser detectada de dados amostrados com espacamento de Dt

segundos. Ela precisa ser suficientemente alta para cobrir a completa faixa de
freqiiéncias da série continua. As vezes a Uinica maneira de se garantir isso é filtrar
a série temporal para remocdo das frequiéncias superiores a de dobramento, antes
do inicio daandlise.

A implementacdo numérica daintegral de Fourier foi muito facilitada com a
publicacdo do algoritmo da transformada rapida de Fourier (TRF) por Cooley-
Tuckey (1965). A TRF divide a série {f,} em seqiiéncias menores para as quais a
TDF é calculada, Equacdo (2.8), e depois estas sequéncias menores sao
combinadas convenientemente, Equacdo (2.9), para obtencéo da TDF de toda a

série.
N _
=0 € e n:O,LZ,...,EE%- 19 (2.8)
—-1 . . e g
7 = 1 E%IZeXpaelﬁpmwQ

E :%?Y +explE PR NG, U n:O,LZ,...,EE%- 19 (2.9)
(%)

Se 0 numero original de intervalos N na sequiéncia for uma poténcia de 2,
entéo as ¥ sequéncias {y, } e {z,} podem ser divididas ainda em ¥ de seqiiéncias,

e assim por diante, até as ultimas subseqliéncias ficarem com um Unico termo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210663/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0210663/CA

Revisdo bibliografica 28

Como a Equacdo (2.9) aplica-se somente a metade dos coeficientes da série

e sdo necess&rios os valoresde F, para n =0...(N - 1), aproveita-se do fato de Y,

e Z, serem periddicas em n e se repetirem com periodo N/2 paraescrever:

Y =Y, e Z ,=Z (2.10)
2 2

O esguema computacional completo, permitindo que n varie somente de 0 a
N/2 &

F :lg\( +expa? |>Qp><noz u
28"

¢ n=012..., & 19 @
eY +expg |>Qp><(n+N/2)oZ U €2 g
n+E N an

Fazendo-se uso da relagdo exp(-i’p) =-1 e definindo-se outra variavel

complexa, Equacdo (2.12), obtém-se a chamada “borboleta computacional”,

Equacdo (2.13), que ocorre hos programas para cdculo da TRF, (Newland,1975).

W = expls R0 (2.12)
e N g
n :%[Yn +ann L
L . n :0,1,2,...,85’1- 19 (2.13)
F ==Y, -wrz, €2 o
n+ 2

2.1.2.
Funcéo de transferéncia

A funcéo de transferéncia € a fungdo resposta a um harmdnico unitario que
multiplicada pela transformada de Fourier de uma fungdo no tempo fornece as

respostas, nafreqiéncia. Ela é de fundamental importancia na andlise dindmicano
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dominio da frequiéncia. Pode ser transferéncia de aceleracdes, de velocidades, de
deslocamentos, de esforgos.

Na segiiéncia apresenta-se a funcdo de transferéncia e a resposta de um
sistema com um grau de liberdade submetido a uma excitagdo com componentes
harmdnicas como uma funcéo discreta, da forma:

E, = E, exp(iw,t) (2.14)

Onde: E, - n-ésima componente da excitaco.

Admitido E; =1 e w, = nw, aequacéo de movimento torna-se:

mii + cu + ku = exp(iw, t) (2.15)

Para se obter a fungdo de transferéncia H (w, ), Equagéo (2.17), toma-se a
solucéo permanente da equacéo de movimento, Equacéo (2.16) e a substitui na

Equacéo (2.15):

u(t) = H(w, )exp(iw,t) (2.16)
Assim:
H w,) : 217)

Fazendo-se b, =w, /w, e x =c¢/c, =c/2vkm, aEquagso (2.17) torna-se:

1

Hiw,) = k(L- b2 +2ib x)

(2.18)

Portanto a resposta total un(tr) no tempo t, = rDt devidaas N componentes

harmonicas de forca, indicadas na Equacéo (2.5), &
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aX2p X §
| (t ):ganexpgT
% klL- b2 +2ib x)

(2.19)

Como a componente de for¢a com frequiéncia n € igual a componente obtida
com o negativo da freqiiéncia de ordem N-n, b, =w, /w,, onde w, =,/k/m,

deve ser avaliado como:

N
W, =nw para nEE

n

e (2.20)

w,=-(N-nw paa n>%

A fregiiéncia correspondente a n = N/2, é a maior frequiéncia que pode ser

considerada na série discreta de Fourier, como ja mencionado.

2.2.
Propagacédo de ondas eléasticas

A andise dindmica de estruturas pode ser conduzida pela teoria de
propagacao de ondas, principa mente para resolucédo de problemas geol dgicos, que
variam muito suas propriedades e devem ser tratados como continuos
(Kramer, 1996).

As ondas podem ser dilatacionais, distorcionais ou de flexdo, dependendo
da vibracdo a que o materia esta submetido. As duas primeiras so de principal
interesse para a engenharia. Como onda dilatacional tem-se a onda de corpo P e
distorcionais as ondas, também de corpo, SV (movimento no plano vertical) e SH
(movimento no plano horizontal).

Os parametros definidores da onda sdo velocidade de propagacéo, niUmero
de onda, amplitude e angulo de incidéncia. As velocidades sdo calculadas pelas

propriedades dos materiais da seguinte forma:
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v, = [L+2m (2.21a)
r
e
v, - F: F (221b)
r r

Onde: V, e Vs - velocidades das ondas P e S, respectivamente.
| emr - constantes de Lamé, que relacionam tensbes com

deformagoes.

r - densidade do material onde a onda propaga-se.

As velocidades de propagacdo recaem em formulagdo complexa, quando
considerado o efeito do amortecimento.
O numero de onda é obtido pela razdo da frequéncia angular do

carregamento pela velocidade da onda:
k=— (2.22)

Para fins de andlise utilizam-se ondas planas, que sdo uma simplificacdo das
ondas tridimensionais. Considera-se que as ondas variam somente em um plano
principal, mas podem provocar movimentos fora desse plano, caso da onda SH.

Os problemas séo resolvidos por propagacéo, reflexéo e refragdo de ondas,
observando-se as condi¢cbes de contorno, a equacdo diferencial governante
(equacdo da onda), dém dalei de Snell. Ondas P ou SV incidentes geram ondas P
e SV refratadas e refletidas. Ja ondas SH s6 geram ondas SH refratadas e
refletidas. Como a velocidade da onda P € maior que a da onda SV, esta quando
incidente, apresenta um angulo critico (be), para o qual ndo ha onda P refletida.

Esse angulo é dado por:

&/. 0
b, = sen'lg—S (2.23)
Ve

2
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E influencia muito naresposta do sistema sujeito aondas SV incidentes.

Os modelos de simulagdo de terreno consideram o solo estratificado em
camadas sobre um semi-espaco. As ondas de corpo séo consideradas incidindo no
semi-espaco e formulagdes séo feitas para considerar as reflexdes e refragdes por
elas sofridas e que provocam os deslocamentos das camadas. Como a camada
superior apresenta uma superficie livre, onde ndo deve haver tensdes, surgem
ondas superficiais formadas pelas ondas de corpo. Duas tém principal importancia
na engenharia de terremotos, as ondas de Rayleigh, formadas por ondasPe SV, e
as ondas de Love, formadas por ondas SH. Essas ondas influenciam
principalmente na superficie e decaem rapi damente com a profundidade.

Mais detalhes sobre formacdo, incidéncia, equacdes de movimento e de
propagacdo de ondas em meios easticos e visco-elésticos, sdo encontrados no
Apéndice | deste trabalho.

2.3.
Excitacdo sismica

Um sismo ou terremoto € um conjunto de ondas de tensdo originadas em um
ponto de liberagéo de energia na linha de encontro de placas tectonicas. Como os
diferentes tipos de ondas sismicas propagam-se atraves da terra, elas sdo refletidas
e refratadas nos contornos entre diferentes camadas, acancando diferentes pontos
na superficie daterra por caminhos distintos.

Quando ocorre um terremoto, ondas de corpo e ondas superficiais séo
produzidas. As ondas de corpo vigiam através do interior da Terra e sdo de dois
tipos: ondas P e ondas S.

As ondas dilatacionais P também conhecidas como ondas primarias,
compressivas ou longitudinais, envolvem contracdo e extensdo sucessivas dos
materiais através dos quais e€las passam. S80 andogas as ondas sonoras. O

movimento de uma particula individual propagando-se através de uma onda P é
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paralelo a direcdo de propagacdo da onda. Essas ondas propagam-se através de
solidos e liquidos.

Ja as ondas distorcionais S, também conhecidas como ondas secundarias,
cisalhantes ou transversais, causam deformagdes cisalhantes quando se propagam
através de um material. O movimento de uma particula individual é perpendicular
a direcéo de propagacdo da onda S. A direcdo do movimento da particula pode
classificar a onda S em duas componentes, como ja visto: onda SV e onda SH.
Fluidos que ndo tém rigidez ao cisalhamento ndo comportam ondas S. A
Figura 2.3 apresenta os deslocamentos causados pelasondasPe SV.

A velocidade de propagacéo das ondas de corpo varia com a rigidez do
material onde elas estdo se propagando. Como o0s materiais geol 6gicos sao meios
elésticos, as ondas P propagam-se mais rapido que outras ondas S e sdo, portanto,

as primeiras a chegar em um sitio particular.

Compressdo Meio sem disturbio

7
-

1
1
T
T

(a)

10 -

=
=
=
1
I
1
=
o

1111
T

BN
T
1

T
TITT

1
L
1
T
T
I
T

1
T
I
|
1
1
I
I

.
.
-

- - -
Rarefagdes Comprimernito de onda
Meio sem disturbio

(b)‘-‘ {x

- L

Comprimento de onda

Figura 2.3 - Deslocamentos produzidos pelas ondas de corpo: (@) ondas P; (b) ondas SV. Fonte:
W. H. Freeman and Company, apud Kramer 1996.

As ondas de superficie resultam da interacdo entre as ondas de corpo e a
superficie da Terra. Elas propagam-se ao longo da superficie da terra com
amplitudes gue decrescem exponencialmente com a profundidade. Devido a
natureza da interagéo requerida para produzi-las, as ondas superficiais s8o mais
proeminentes em distancias mais afastadas da fonte do terremoto. A distancias
superiores a duas vezes a espessura da crosta terrestre ondas superficiais, ao invés
de ondas de corpo, produzirdo picos de movimento do terreno, (Kramer, 1996).
Como ja mencionado, as ondas superficiais mais importantes para a engenharia de

terremotos sdo as ondas de Rayleigh e as de Love.
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As ondas de Rayleigh, produzidas pela interagdo de ondas P e SV com a
superficie da terra, envolvem ambos movimentos, vertical e horizontal da
particula. As ondas de Love resultam da interacdo de ondas SH com uma camada
superficial flexivel e ndo tém componente vertical de movimento da particula. A
Figura 2.4 apresenta os deslocamentos causados pelas ondas de Rayleigh e de

Love.
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Figura 2.4 - Deslocamentos causados pelas ondas superficiais: (a) ondas de Rayleigh; (b) ondas de
Love. Fonte: W. H. Freeman and Company, apud Kramer 1996.

O programa SASSI considera a excitagdo sismica composta por ondas de
corpo planas incidindo no topo de semi-espaco, na vertical do ponto de controle,
isto é de definicdo dessa excitacdo, e que podem ser combinadas com ondas
superficiais. Dois conjuntos de ondas sdo possiveis: ondas P ou SV mais R, para

respostas no plano vertical; e ondas SH mais L, para resposta fora desse plano.
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