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Anexos

Neste apéndice vamos provar a existéncia de equilibrio do segundo
estagio. A prova é essencialmente uma extensao do resultado de existéncia
de equilibrio para uma economia com colateral exdgeno e horizonte de tempo

finito, provado em Araujo, Pascoa e Torres-Martinez (2002).

Proposicao 5.1 Fizados niveis de colateral (CJ’) sempre existe

{iel, jeJ}’
um equilibrio para a economia Walrasiana no sequndo estdgio.

De modo a provar a Proposi¢gao 5.1 sao necessarios alguns resultados

prévios

Proposigao 5.2 Todo vetor (z*,y", 0, <p§-)(i erxs que satisfaz as condicoes
de factibilidade dadas pelas equacoes (9)- (12) € limitado.

Demonstracao: Seja (xi, Yy, 9;, ¢§)(i,j)e1xJ uma alocacao que satisfaz

as condigoes de factibilidade, entao, em t = 0, temos que

> (ﬁvé +yh+ Y C}wj-) => ) (5-1)
iel jeJ iel

Como todos os elementos do lado esquerdo da equagao acima sao nao-
negativos, e o processo de dotacao wj tem norma limitada, segue-se que a
quantidade de bens consumida, a quantidade de bens estocada, assim como
a quantidade agregada de colateral, sao limitadas.

Assim, segue da equacao anterior que, para todo bem [ € L

D owh <Wi=>wi, (5-2)

i€l i€l
> v < Wi (5-3)
el
S Y et < o
iel jeJ

Portanto, as alocagoes de consumo e estoque de bens para cada agente

sao limitadas, em ¢t = 0. Mais ainda, definindo ¢ = infeer ||C||s, segue da
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desigualdade anterior que, para todo agente ¢ € I, e para cada ativo j € J,
i< ! > W (5-5)
P> c -

Portanto, as posicoes curtas nos ativos sao uniformemente limitadas por
cima no primeiro periodo. A condicao de factibilidade do mercado de ativos,
dada pela equagao (11), vai nos garantir que as posigoes longas também
serao limitadas por cima.

Agora, a condicao de oferta igual a demanda, no segundo periodo,
nos garante que, dada a linearidade e monotonia das transformac oes de

depreciagao (Hipotese H-2),

aly S M+YS (M) + YV (M) < +oo, (5-6)

onde M é a cota superior sobre a dotacao agregada. []

E interessante perceber que, apesar de ndo impormos limites ex6genos
as vendas a descoberto, tal restricao surge endogenamente em equilibrio,
devido & modelagem de colateral. Este resultado ¢ muito importante pois
sao tais restricoes ao endividamento que permitem garantir a existéncia de
equilibrio em modelos com mercados incompletos.

Tendo as alocagoes factiveis limitadas, vamos definir um jogo gener-
alizado, no qual os agentes maximizam as suas utilidades, fazendo escolhas
em conjuntos compactos de alocagoes admissiveis, e existem leiloeiros que
tem por objetivo maximizar o valor do excesso da demanda nos mercados.

Provaremos a existéncia de equilibrio para tal jogo e, em seguida,
utilizaremos este resultado para provar que todo equilibrio da economia
original é de fato um equilibrio deste jogo, concluindo assim a prova da

Proposicao 5.1.

5.0.1
Jogo Generalizado

A Proposicao 5.2 nos garante que existe uma constante positiva W, tal

que, toda alocacdo factivel, (z', 4", 0%, ¢) ( pertence ao conjunto

i,J)eIXJ’
A(D) = {z € Ri(HJ) Fmax z < \Il} (5-7)

Considere um jogo generalizado G ((Cf)ier, jes) com (I41)+5(J+1)

jogadores no qual,
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— Dados os niveis de preco (p,q) e as taxas de retorno R, ;, cada
jogador ¢ € {1,2,...,1} maximiza sua utilidade dentro do conjunto

orcamentario truncado, dado por
By (9,4, R;) == Bii (p,q, R;) N A(2V).
Isto é,

max Uz (Ii7 yia ei’ Q)OZ) (5_8)
s.t. (l‘i, yi, 91" SDZ) S ngj (pa q, RJ)

— Existe um leiloeiro em ¢ = 0 que, dadas as escolhas de consumo,
estoque e portfélio dos agentes no primeiro periodo, tem por objetivo

escolher pregos (pg, q) de tal forma que,

max { [P (55 05+ T O — ) } (5-9)
{(po,q) € 6171} + el zjeJ qj (0; - (,0;)

— Existe um leiloeiro em cada estado da natureza em t = 1 que, dadas
as escolhas de consumo dos agentes, tem por objetivo escolher precos

ps de tal forma que,

i i i Wi i
o, L3 | 77 B ()
- s i Ci i
{s) e 257} iel — e Y (xo +Cj @j)
(5-10)
— Finalmente, para cada (j,s) € J x S, existe um leiloeiro que tem por

objetivo escolher a taxa de retorno R; "
max < R, i — D! o'

Vamos agora estabelecer a existéncia de equilibrio para o jogo general-
izado G e mostrar que todo equilibrio do jogo ¢ um equilibrio da economia

original £},

Proposicao 5.3 Sob as condi¢oes estabelecidas nas hipdteses (H — 1) —

(H —4), existe um equilibrio em estratégias puras para o jogo generalizado

1Se o ativo é negociado em equilibrio, temos que dier 9; # 0. Logo, R;s =
EF (Dj) < supe; &} ||C;H Assim, 30 < XA < 400, tal que, R; s € [0, A]. Dessa forma,
sem perda de generalidade, vamos assumir que a escolha dos leiloeiros (um para cada
ativo) é feita no conjunto compacto [0, A].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210684/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0210684/CA

Um Modelo Sequencial de Colateral Endogeno 43

Gl,.Mais ainda, tal equilibrio é um equilibrio da economia €!,. Reciproca-
mente, todo equilibrio da economia original € um equilibrio do jogo gener-

alizado, e o conjunto de equilibrios e portanto compacto.

Prova:

Primeiro Passo: Existéncia de equilibrio para o Jogo Gener-
alizado.

A existéncia de equilibrio para o jogo segue da prova do Teorema de
existéncia de equilibrio em um jogo generalizado de Debreu (1952). Este
resultado também pode ser encontrado em Arrow e Intriligator (1982). Na
realidade, as funcoes objetivo dos agentes e dos leiloeiros sao continuas e
quase-concavas nas estratégias. A correspondéncia de estratégias admissiveis
para os agentes e leiloeiros possui um dominio compacto e valores convexos
e nao-vazios. Ccomo tais correspondéncias sao semi-continuas superior (pois
possuem valores compactos e grafico fechado). A semi-continuidade inferior
das correspondéncia advém do fato de que w’ € R . Como o fecho de uma
correspondéncia semi-continua inferior também é semi-continuo inferior, a
continuidade de tais fungoes é garantida. Podemos entao aplicar o Teorema
do ponto fixo de Kakutani para a correspondéncia de estratégias 6timas de
modo a encontrar o equilibrio.

Segundo Passo: Equivalencia de Equilibrios Vamos comecar
mostrando que todo equilibrio para o jogo generalizado é um equilibrio
da economia original:

Factibilidade

Seja [(i:,g, 9, @,6) ; (]5, q, R)} um equilibrio para o jogo generalizado
Gl

ex?

temos entao que, como as restricoes orcamentérias sao respeitadas,
somando ao longo dos agentes e utilizando o fato de que, em equilibrio, o
volume total de default sofrido deve ser igual ao volume total de default

dado pelos agentes, temos que

o) (fé+§é—wé+20§@§> +

iel JjeJ el

S @ —@2)] <0 ()

JjeJ

E, para todo estado da natureza s € S, temos que

i C (=i Cyi —
Pszjiéﬁsz Ws—i_Y; <x0+Cj SOJ)

, o (5-12)
—1 W,’L —1
i€l i€l +Y;W (yﬂ + Cj 90]')

Como (po, qo) € (ps, gs) resolvem os respectivos problemas dos leiloeiros
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e, como a alocacao de equilibrio é limitada, temos que

> (wo +Ph—wh+ Y O;i@j-) <0 (5-13)

icl jeJ

Y > (i-¢) <o (5-14)

doE <) [wﬁ +Y° (azg + Cf’i@j») +YW (gg + ij’i@;iﬂ Vse S
i€l iel
Entao, como (Ei, 7,0, @i) € BY (p,q,C", R;,2%) e, devido ao fato de
que as funcgoes de utilidade sao monotonicas, temos que as desigualdades
acima sao, efetivamente, igualdades.
Otimalidade

Desejamos provar que (i,gj,é, gé) ¢ solucao para o problema do

consumidor em ¢! a pregos (p, 7). Isto implica que <:ii, gt 6, géi) é solucao
de

max U* (xi,yi,Qi,goi,C’;) (5-15)
s.t. (miayia Hi’ 901> € BZ (pv q Cz)

Sabemos que (i,yf, 0, @) resolve

max U" (xi,yi,Hi,goi,Cj) (5-16)

Isto segue do fato que <fi, it 0, gbi> € BY(p,q,C", R;,2V) e que tal
alocacao gera o mesmo nivel de consumo para o agente ¢ que a alocagao
(fi’gi’§i7@i).

Entao, suponha que (:z-i,gi,éi,@) nao resolve 5-15. Entdo, como
as utilidades sao estritamente quase-concavas, existe uma alocacao
(:i‘i,g)i,éi,gbi) € B'(p,q,C" Rj) suficientemente proxima da alocagao

original tal que
vt (2,908, > Ut (8,7, 8,8, C)) (5-17)

Isto contradiz o fato de que <fi‘i, gt 6, géi) é solucao para o problema
o-16.
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Entao, a alocacao [(ii,@i,éi,aﬁi) (P, cj)} ¢ um equilibrio para a

.|
economia &,

Agora provaremos que todo equilibrio da economia original é um
equilibrio do jogo generalizado.

De fato, ¢é facil verificar que isto ocorre pois toda alocagao de equilibrio
1

ex?

atende a primeira condigao de equilibrio para o jogo generalizado que afirma

para a economia €. _, é solugao para o problema do consumidor, de modo que
que a alocagao deve satisfazer ao argumento que maximiza as utilidades de
todos os agentes.

Assim, resta analisar se tal alocacao é solucao para o problema dos
leiloeiros. Como estamos partindo de um equilibrio para a economia origi-
nal, temos que os mercados estao em equilibrio, de modo que o excesso de
demanda ¢ nulo, tanto para o mercado de bens (em todas as combinagoes
de data e estado da natureza) quanto para o mercado de ativos. Como o
problema de maximizacao dos leiloeiros é sempre menor ou igual a zero,
como nao existe excesso de demanda, o valor de tal problema é zero, sendo

assim maximo.

Terceiro Passo: O conjunto de equilibrios é compacto.

Sabemos que o conjunto de equilibrios para a economia original é
diferente de vazio e coincide com o conjunto de equilibrios para o jogo
generalizado. Agora, os equilibrios para o jogo generalizado sao os pontos
fixos da correspondéncia de alocagoes otimas. Portanto, o conjunto de
equilibrios da economia original é compacto (veja Border (1999), Capitulo
11)
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