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Resumo

Saraiva, Henrique Pinheiro; Silva, Eduardo Costa da; Speranza
Neto, Mauro. Projeto e avaliacao de desempenho de con-
troladores para quadricopteros. Rio de Janeiro, 2020. 175p.
Dissertagao de Mestrado — Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Quadricopteros vém sendo o objeto de estudo de inimeras pesquisas ao
redor do mundo. Diversas técnicas de controle ja foram desenvolvidas, cada
uma com seus pros e contras, objetivando o aprimoramento do desempenho
destes veiculos aéreos na consecucao de tarefas especificas. Este trabalho foca
na comparacao de caracteristicas de desempenho de técnicas de controle apli-
cadas a quadricopteros. Este trabalho mostra o projeto de controles modernos
aplicados a quadricopteros apresentando tais técnicas, iniciando com a real-
imentacao de estados com polos dominantes, passando pelo controle Linear
Quadratic Regulator (LQR). Por sua vez, visando otimizar o desempenho das
técnicas de controle aqui estudadas, foram aplicadas técnicas de inteligéncia
computacional para resolver um problema de otimizag¢ao do LQR e para aux-
iliar no controle de forgas dos rotores. Apresenta-se o projeto de um controle
PID, que sera usado como referéncia para as demais técnicas analisadas. O
controle por realimentagao de estados citado anteriormente obteve bons resul-
tados. O tempo de assentamento foi o menor para o eixo Z, overshoots e o erro
em regime permanente, os menores para os eixos X e Y. O controlador Fuzzy
conseguiu fazer seu papel auxiliando a movimentagao do quadricoptero. O GA
otimizou o tempo de assentamento do LQR. Esse controle conseguiu alcancar
os menores tempos de assentamento para os eixos X e Y, sendo mais rapido que
a configuracao original do LQR, escolhida por heuristicas. Com esse trabalho
foi possivel notar que os controladores modernos, realimentacao de estado e

LQR, tem um desempenho melhor que o controle PID de referéncia.

Palavras-chave
Controle Moderno; Controle Classico; Quadricéptero; Regulador
Quadratico Linear; PID.
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Abstract

Saraiva, Henrique Pinheiro; Silva, Eduardo Costa da (Advisor);
Speranza Neto, Mauro (Co-Advisor). Design and performance
evaluation of quadcopter controllers. Rio de Janeiro, 2020.
175p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Quadcopters are researched all over the world. A lot of techniques had
been developed and many others a blistering, each one with their pros and cons.
The focus of this work is the comparison between the performance of some
techniques most used in quadcopters, qualifying these techniques. This work
shows the designing process of a quadcopter controllers, starting with state
feedback with dominant poles and going to the Linear Quadratic Regulator
controller. Focusing on optimizing the performance of those control strategies,
computational techniques were used to solve an LQR optimization problem
and to help choose the best inputs for the rotors. This work presents a PID
controller that will be used as a reference for comparison. The state feedback
controller with the Fuzzy position control performed very well, being the fastest
one to settle on the 7Z axis, having the least overshoots and the lowest steady-
state errors for the X and Y axes. The Fuzzy controller did what was supposed
to do, smoothing and enabling a precise movement for the quadcopter. The
GA also did what was supposed to do and improved the settling time for the
LQR controller. It showed that it was a nice way to tune the Q and R matrixes,
allowing the controller to be the fastest one to settle in the X and Y axes. As
a result of this work, the modern control techniques, state feedback and LQR,

performance better than the classic PID controller, used as reference.

Keywords
Modern Control; Classic Control; Quadcopter; Linear Quadratic Regu-
lator; PID.
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1
Introducao

Os crescentes avancos na area de robotica, microeletronica e computacao
vem, concomitantemente com o desejo do ser humano de cada vez mais fazer
grandes feitos, proporcionando grandes descobertas e desafios, principalmente
para os engenheiros, além de resolver problemas e oferecer alternativas que
proporcionem segurancga, conforto e bem estar. Os robos estao cada vez mais
rapidos, uteis e presentes no cotidiano mundial. Seja no tempo de lazer ou
de trabalho, é comum notar o aumento dessas maquinas nos mais diversos
ambientes. Na industria, desde a criacao da linha de montagem de carros por
Henry Ford houve sempre um desejo de se tornar mais eficiente e precisa a
execugao de determinadas tarefas.

Por sua vez, um grande fascinio da humanidade sempre foi a conquista do
ar. Desde Santos Dumont, com a invenc¢ao dos avides, o ser humano conseguiu
atingir um novo patamar de exploracao. Com a criacao desta maquina, foi
possivel tornar mais rapidas as viagens entre longas distancias, acessar locais
mais afastados, conectar o mundo, conhecer novos horizontes, explorar novos
desafios.

Atualmente, os robds que tém ganhado mais destaque sao os Unmanned
Aerial Vehicles (UAVs) ou Veiculos Aéreos Nao-Tripulados (VANTS). Militar-
mente, os UAVs ja sdo conhecidos e famosos. Desde a segunda guerra mundial,
forcas armadas de diversos paises ja faziam uso dessas maquinas, como bom-
bas teleguiadas. Naquela época, estes dispositivos nao tinham acuracia muito
elevada, mas ja geravam grandes vantagem competitivas, para quem fazia uso
deles. Nos dias de hoje, além de serem utilizados como “avioes de guerra” tele-
guiados, também sao utilizados no dmbito militar em tarefas de mapeamento
e inspecoes em areas de interesses.

Entretanto, como o fascinio pela conquista do ar nao é algo exclusivo
da area militar, outros UAVs de pequeno porte e menos poderosos, em
relagao aos modelos militares, tém ganhando grande destaque recentemente,
como observa-se em [1,2]. O uso de quadricépteros, ou quadricépteros como
sao popularmente chamados, vem crescendo imensamente, principalmente
nas areas de agricultura, cinema e entretenimento, e na industria em geral.

Comercialmente, ha uma forte tendéncia para o uso de quadricopteros em
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Capitulo 1. Introducio 17

atividades de mapeamento de areas, principalmente no setor agricola [3-6].

O mapeamento e manutencao de grandes areas pode ser custoso, tanto
monetariamente, pois devem ser utilizadas diversas pessoas para avaliar a area
a ser analisada, quanto no ambito do tempo, uma vez que usualmente areas
de grandes plantagdes nao sao de facil acesso para pessoas. Por outro lado,
quadricopteros podem facilmente sobrevoar a area a fim de encontrar mais
rapidamente focos de pragas, queimadas e areas onde a saude da plantagao
nao esta adequada.

No entanto, essas atividades apenas se tornam possiveis devido aos con-
troladores de voo utilizados nestes veiculos. Quadricopteros sao aeronaves in-
trinsecamente instaveis por natureza. Caso seus rotores parem, essas maquinas
nao tém como se sustentar no ar. Com o desenvolvimento de técnicas eficientes
de controle, associadas a grande evolugao na velocidade de microcontroladores
e miniaturizacao dos componentes eletronicos, é possivel, hoje, controlar essas
maquinas, que apesar de nao serem tao grandes e complexas quanto os UAVs
militares, sdo extremamente uteis para o ser humano.

Devido a necessidade de se conseguir controlar maquinas, por mais ine-
rentemente instaveis que essas sejam, ao longo do tempo, foram desenvolvidos
sistemas capazes de auto-regular os sinais de entrada de uma maquina, sem
que fosse necessaria a intervencao de um operador. A partir de valores de refe-
réncia informados pelo usuario, o sistema de controle faz o ajuste dos possiveis
sinais de entrada, a fim de possibilitar que a maquina consiga executar a tarefa
pretendida sem dificuldade.

Para fins industriais, o primeiro controle cldssico a ser desenvolvido e
utilizado foi o controlador on-off [7-9] , que é um controle bastante rudimentar,
bem simples, que liga e desliga a maquina com base em dois referenciais, um
valor maximo e um valor minimo, sendo utilizado até os dias atuais. Na Figura

1.1, apresenta-se um exemplo de operacao de um controlador desse tipo.
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Figura 1.1: Comportamento do controle on-off.

Na Figura 1.1, observa-se que o sinal de controle (representado em azul)
é bindrio, ou liga (nivel l6gico “17), ou desliga (nivel lgico “0”). Por sua vez, a
curva verde representa a saida da planta, permitindo observar os pontos onde a
fonte de entrada liga (105) e onde desliga (125), por meio da comparagao entre o
comportamento da curva verde com o da azul. Consequentemente, nota-se que
essa variavel é utilizada para definir o estado do controlador. Enquanto a saida
do sistema for inferior ao valor maximo, a saida do controle é 1. Por sua vez,
ao atingir o valor maximo, o controle responde com a saida 0 e altera o critério
de comparacao. Se a saida do sistema for superior ao valor minimo, o controle
permanece em 0. Por sua vez, ao atingir o valor minimo, o controle responde
com 1 e troca o valor de comparac¢ao para o maximo. Este processo se repete
continuamente. Esse tipo de controle ¢ geralmente utilizado em equipamentos
como ar-condicionados, cafeteiras e eletrodomésticos em geral, visto que é
um controle simples, barato de se implementar e muito efetivo para alguns
processos.

Na sequéncia evolutiva dos controladores, destaca-se o controle PID
(proporcional-integral-diferencial) [10-12] , composto por 3 controles lineares

que ja existiam, porém nunca haviam sido implementados conjuntamente. Em
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1911, Elmer Sperry criou o primeiro controlador PID, capaz de automatizar o
sistema de direcao de navios da Marinha americana. Esse controle fazia o papel
do timoneiro (um marujo responsavel por controlar o leme do navio), s6 que era
mais preciso. Dessa forma, o controle PID teve sucesso ao possibilitar melhorias
de desempenho em casos onde o desempenho do controle on-off mostrava-se
insuficiente. Enquanto o controle on-off apresenta apenas valores binarios, o
PID é capaz de responder com valores contidos em um dado intervalo. A Figura
1.2 apresenta o diagrama de blocos de uma das possiveis configuragoes de um
controle PID.

—> P
ERRO mMmv PV
spP =2 —> 1 » PROCESSO
—» D

SENSOR «

Figura 1.2: Diagrama de blocos do controle PID.

onde MV ¢ o sinal de controle, PV é o sinal de saida, SP é o setpoint, o
valor de referéncia para o sistema, P é o bloco que representa um controlador
Proporcional, I é o bloco que representa um controlador Integral e D é o bloco
que representa um controlador Derivativo.

O controle PID utiliza um valor de referéncia para fazer os calculos dos
erros e, posteriormente, gerar um sinal de controle. Devido a simplicidade e
confiabilidade desse tipo de controle, ele é vastamente utilizado até hoje em
aplicagoes civis e militares.

Ap6s o advento do controle PID foi que comegaram a surgir os primeiros
controladores baseados em uma modelagem diferente, através de estados. Esse
tipo de modelagem tenta trabalhar com Sistemas Lineares Invariantes no
Tempo (SLITs), salvando, de certo modo, algumas varidveis do sistema. Assim
como o PID, este outro tipo de controle utiliza os erros das saidas, multiplicados
por ganhos, para gerar um sinal de controle. O controle por realimentagao de

estados, State Feedback (SFB), como ficou conhecido, faz a conversao do erro
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para sinal de controle, visando a estabilidade dos polos do sistema [13-16],
utilizando uma matriz de ganhos a fim de se poder escolher a posicao dos
polos do sistema em malha fechada. A Figura 1.3 mostra um exemplo de um

diagrama de blocos com controle por realimentacao de estados.

+ ul| = Ax+ Bu

— y:w

Figura 1.3: Diagrama de blocos do controle SFB.

onde r ¢é o sinal de referéncia do sinal, u é o sinal de controle, K é o bloco de
ganho do SFB, = é o vetor de estados, & é a primeira derivada temporal do
vetor de estados, y é a saida da planta, A e B sdo as matrizes que representam
o comportamento dindmico da planta.

Resumidamente, o controle por realimentacao de estados ¢é similar ao
controle proporcional de um PID, transformando o erro da saida em sinal
de entrada para o sistema, mas levando em consideragao os locais dos polos.
Apesar do controle SFB considerar a localizacao dos polos, ele nao é capaz
de fornecer, diretamente, uma forma de se conhecer determinados aspectos
de interesse do sistema analisado, como o quao rapido sera o sistema, quao
custoso para os atuadores serdo os sinais de entradas, quao eficiente sera o
sistema para determinada tarefa, etc. Existem diversas solu¢oes que conseguem
alocar os polos a fim de fazer com que um determinado sistema se comporte de
modo estavel, mas o grande questionamento, que nao é possivel de se responder
somente observando a localizacao dos polos, é qual dessas solugoes é a mais
adequada para o problema proposto.

Com o objetivo de responder a este questionamento que a ideia do
controle Linear Quadratic Regulator (LQR) surgiu [17-19]. Esse controle atua

na escolha do ganho, que transforma erro em sinal de entrada, tentando, ao
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maximo, se adequar as restricoes de projeto almejadas. Basicamente, o controle

LQR é um SFB, mas com uma escolha otimizada do ganho do controle.

1.1
Motivacao

Ainda nos dias de hoje, grande parte das empresas que desenvolvem
quadricépteros, ou apenas as placas controladoras — onde esta todo o sistema
de controle de um quadricoptero, fazem uso de técnicas de controle classico. Até
certo ponto, essas técnicas apresentam resultados robustos e funcionam bem.
Entretanto, as técnicas de controle classico foram desenvolvidas em uma época
onde os microcontroladores nao eram tao eficientes quanto hoje e a computacgao
nao era tao avancada. Dessa forma, apresentam limitagoes devido as restrigoes
impostas pela capacidade computacional existente na época em que foram
originalmente desenvolvidas. Por sua vez, com o passar do tempo, técnicas
de controle moderno foram desenvolvidas, utilizando-se da maior poténcia
computacional disponivel atualmente. Estas técnicas tém possibilitado, muitas
vezes, a obtencao de resultados mais robustos e mais eficientes que os obtidos
por meio de controle classico. No entanto, ainda nao ha uma adesao muito
grande a essas técnicas de controle moderno, apesar de se mostrarem mais
vantajosas para controlar quadricopteros. Esses questionamentos motivaram o
desenvolvimento deste trabalho.

As pesquisas na area de inteligéncia computacional aplicada a quadricop-
teros, principalmente na area de controle, nao sao exclusividade dos tempos
atuais e muito menos dos controles modernos. O uso de Logica fuzzy aliado a
controladores [20-23] bem como o uso de Algoritimos Genéticos associados a
otimizagao de problemas de controle [24,25] ou para a modelagem e tuning de
pardametros [26,27] ndo é incomun na area de controle. Essas técnicas sdo tteis
principalmente quando o espaco de busca para uma solucao é muito grande ou
quando lida-se com diversos parametros que devem ser sintonizados para que
se obtenha um desempenho desejado.No caso do Algoritimos Genéticos, nao
ha a garantia de que a solucao encontrada seja a 6tima, mas, ainda assim, as
solugoes tendem a ser melhores do que as escolhidas pelo tuning manual.

A comparacgdo entre estratégias de controle para se verificar o desempe-
nho e poder selecionar a mais adequada para uma determinada conjuntura
também nao ¢é algo novo na comunidade cientifica [18,28] e faz-se necessario
quando quer-se desenvolver um projeto novo, usando os controladores ja exis-
tentes e testados como referéncia para o controle desenvolvido, ou quando se

deseja escolher um tipo de controle para um projeto.
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1.2
Objetivo

O presente trabalho objetiva contribuir para o desenvolvimento de téc-
nicas de controle moderno aplicadas a quadricopteros, propondo a implemen-
tacao de um controlador por realimentacao de estados com polos dominantes
e controle de posicdo por Loégica Fuzzy, bem como de um controlador LQR
com ajuste de matrizes de custo por meio de algoritmos genéticos. O desem-
penho destas técnicas de controle moderno é comparado com o obtido por um
controlador PID classico, a fim de se verificar qual delas atinge os melhores
resultados.

Dentro das comparacoes entre o desempenho de técnicas lineares de con-
trole moderno em relacao a um controle PID classico, este trabalho propoe
o uso de técnicas de inteligéncia computacional, como algoritimos genéticos,
como auxilio para a sintonia de parametros do controloladores. Mais especifi-
camente — diferentemente da sintonia convecional, utilizando heuristicas em-
basadas no conhecimento prévio do comportamento da planta a ser controlada
— a utilizacdo de GA para sintonizar um controle LQR, baseando em param-
tros de desempenho do controle, como erro quadratico acumulado e tempo de

assentamento.

1.3
Estrutura textual

Esse capitulo atual mostrou uma breve contextualizagdo sobre a popu-
larizacao e uso de quadricépteros. Foi apresentado, também, o objetivo e a
motivacao deste trabalho. Na sequéncia, apresenta-se a estrutura adotada ao
longo desta dissertacgao.

O capitulo 2 mostra o processo de modelagem do quadricéptero, descre-
vendo, de forma clara, todos os passos executados para obtencao das equagoes
que representam este veiculo matematicamente.

O capitulo 3 foca no desenvolvimento das estratégias de controle que
serao avaliadas neste trabalho. O detalhamento do processo de desenvolvimento
de cada um dos controladores implementados é apresentado neste capitulo.

O capitulo 4 apresenta os resultados obtidos para cada controle desen-
volvido no capitulo 3. As caracteristicas de desempenho de cada controlador
sdo calculadas, a fim de se poder intercompara-los. Neste capitulo, também é
feita uma breve analise e discussao dos resultados obtidos por cada controle.

O capitulo 5 encerra o trabalho, apresentando as conclusoes obtidas

a partir dos resultados apresentados no capitulo 4. Ademais, sao sugeridos
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alguns trabalhos futuros, como continuacao dos estudos desenvolvidos nesta
dissertacao.

O apéndice A apresenta algumas das ferramentas mateméticas consi-
deradas essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Sdo mostrados os

conceitos utilizados a fim de se modelar de forma coerente um quadricéptero.
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2
Modelagem matematica de um quadricéptero

Utilizar a modelagem mais indicada para situacao que se deseja operar,
é parte crucial para o adequado projeto do controle do sistema. Existem duas
abordagens principais de modelagens que podem ser adotadas para representar
um quadricoptero, uma delas baseada nas equacoes de Newton- Euler e a outra
desenvolvida a partir das equacoes de Euler-Lagrange. A primeira abordagem
¢ direta e utiliza equacoes focando nas forgas e torques aplicados no corpo. Por
outro lado, a segunda baseia-se em equacoes mais complexas, empregando as
energias cinética e potencial do sistema. Ressalta-se que, no presente estudo,
optou-se por adotar a modelagem feita a partir das equagoes de Newton-Euler,
por se mostrarem as mais adequadas para representar matematicamente os

movimentos e comportamentos do quadricéptero, de maneira fidedigna.

2.1
Modelagem a partir das equacoes de Newton-Euler

De forma genérica, as equagoes de forgas e momentos podem ser utiliza-
das para descrever matematicamente a dinamica de um veiculo qualquer. Por
sua vez, com o intuito de representar os efeitos que podem influenciar o compor-
tamento do veiculo, ja almejando a modelagem final do quadricopeto, pode-se
desenvolver as equagoes no referencial global. Dessa forma, apresenta-se a se-
guir uma forma compacta de representar as equagoes de forcas e momentos

resultantes da interacao do veiculo com meio, para cada dimensao.

= dp; . .
SNF = TitL + Wonr X D7, (2-1)
— d ’l::l?" — ¢
ZT = . + Wour X R (2-2)

onde pr, é o vetor de momentum ou quantidade de movimento linear, h é vetor
de momentum ou quantidade de movimento angular, ' é o somatoério do vetor
de forgas sobre o veiculo, I é a matriz de inércia do veiculo, 7 é o somatoério
do vetor de torques e w,,, as taxas de variagoes angulares.

Mais especificamente, ressalta-se que o termo wy,,€é definido como
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wvar -

(2:3)

S QT

onde p, ¢ e r sao a taxas angulares projetadas, respectivamente nos eixos x, y
e z.

Observe que tanto as equagoes de forcas quanto as de torque nao apre-
sentam uma forma tao convencional quanto esperado, devido ao referencial do
veiculo (local) estar se movimentando e rotacionado em relagao ao referencial
estatico (global). Dessa forma, aparecem termos adicionais decorrentes desses
movimentos, que influenciam diretamente a modelagem dindmica. Estes as-
pectos foram detalhados de forma pormenorizada na se¢ao 1.2. Em particular,
destaca-se que os termos responsaveis pela correcao dessas rotagoes dos eixos
SA0 Wyar X PI € Wyar X h.

A fim de analisar mais detalhadamente o comportamento do veiculo,
pode-se desenvolver as equagoes (2-1) e (2-2). Neste intuito, note que a equagao

A.2pode ser reescrita como

dt
Vg . vx
L dpr, _ .
pr=muv=m |u, T Uy
v U
SN F=|F,| =m|v,| + |q| xm |v, (2-4)
F, U, r v,

Observe que o termo de correcdo wy,, X U gera uma pequena dificuldade
adicional para solucionar as equagoes de forca. Todavia, adotando uma formu-
lacao matricial para o problema, buscou-se definir alguma transformacao que
resultasse na multiplicacdo de uma matriz por um vetor. Como visto na sec¢ao
A.2, essa transformacao pode ser feita através de algebra elementar, conforme

definido por
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1 1 3 ki 0

woar X 0| =p ¢ r[=0i+rj—qk=|7r (2-5)
ol |1 0o —g
0 i 3 k ]

Woar X |1 =1p q T :—rg—i—Oj—l—p/%: (2-6)
ol 010 p
0 7 5 k _q_

Woar X |0 =|p q 7 :q%—pj—l—(]/%: —p (2-7)
1 0 01 _0_

Com base nas equagdes (2-5) a (2-7), pode-se construir a matriz de

transformacao

0 —r
w;ar X U= T 0
—-q P

q (%
—p| |vy (2-8)
0 U,

Substituindo-se a matriz explicitada na equacao (2-8) na equacao (2-4)

obtém-se
F, Uy 0 —r
Fjl=m]|lv,|+|r 0
F v |m¢ P
Dessa forma, pode-se escrever
Qy Uy 0 -—r
mlay,| =m| (v, +|r O
a, U, —q p

q Vg
-p Uy (2'9)
0 v,
q Vg
—p| |vy (2-10)
0 v,

Consequentemente, pode-se inferir que as equacoes de aceleragao em cada

direcao do espaco sao dadas por

(y = Uy + QU — Ty Uy =
Gy = Uy + 710, —PU, = Uy =
A, = Uy +pvy_qvx UV, =

— (qu, — 1Y)
— (rvy — puv,) (2-11)
- (pvy - qvx)

Ressalta-se que as equagoes obtidas para as componentes da aceleracao

do veiculo ja estao no referencial global, a partir de transformacgoes e corregoes

do referencial local. Uma vez tendo desenvolvido o equacionamento das ace-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 2. Modelagem matematica de um quadricéptero 27

leracbes em x, y e z, avanca para o desenvolvimento das equacgoes de torque,
equagao (2-2). Dessa forma, seguindo um procedimento andlogo ao adotado

para a equacao (2-1), tem-se que

YF= Idj;” + Wyar X K (2-12)
Ipw Iye Is
h=lwp = I, I, L, (2-13)
I, 1. 1.
o L I L,
dh
ar Loy Ly Iy (2-14)
L. 1. L.
7. p 0 —r ¢ p
r=|r,|=I|¢|+|r 0 —p|ll|qg (2-15)
T, T —q p 0 T
(2-16)

To Plow + Glys + 71
Ty| = |PLlay + qlyy + 712y
T Plos + Ly, + 715,
—r(pLy + qlyy +1Ly) + q(ple. + gl +71..)
+ | 7(plew + qly. + 1) — p(pl. + qly. + rl,,) (2-17)
—q(plyw + qlye + 1) + p(pley + qlyy + 11,

onde os termos I;; sao as componentes da matriz de inércia. Com isso tem-se
as equagoes detalhadas e genéricas para os torques aplicados e as for¢as em um
vefculo. E importante conhecer essas equagdes, entretanto o foco desse estudo
nao é modelar um veiculo genérico e sim um quadricéptero. Dessa forma,
munido das equagoes de forga e torque aqui explicitadas, pode-se particulariza-

las a fim de se modelar especificamente um quadricoptero.

2.2
Modelagem dos atuadores

Até o momento modelou-se um veiculo genérico focando apenas nas
forcas que atuam sobre ele, considerando as possiveis aceleragoes que podem
influenciar seus movimentos. Entretanto, modelar os atuadores é outra parte
extremamente importante para a modelagem completa do veiculo e para

implementagdao do controle. Os atuadores sao os responsaveis por gerar as
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forcas desejadas para o funcionamento correto e preciso do veiculo.

Nesse caso, nao é tao proveitoso estudar um atuador genérico. Assim,
diferentemente da secao 2.1, ja faz-se uso de conhecimento do veiculo estudado,
bem como de sua forma de propulsao. Em quadricopteros, como o préprio nome
sugere, existem quatro atuadores, ou seja, quatro motores que, em conjunto
com suas respectivas hélices, geram forcas de sustentagao que permitem que a
aeronave se mantenha no ar e se locomova.

E importante ressaltar que quadricépteros sao vefculos sub-atuados, pois,
apesar de terem apenas 4 atuadores, possuem 6 graus de liberdade para
locomogao e rotagao (deslocamentos nos eixos X, Y e Z, além de rotagdo em
¢, 0 e 1, gerando respectivamente os movimentos denominados de Roll, Pitch
e Yaw). Consequentemente, alguns efeitos indesejaveis sao produzidos, como
o acoplamento de movimentos. Por exemplo, um movimento no eixo Z pode
gerar também um movimento de Yaw atrelado. Entretanto, como essa secao
almeja apenas a modelagem dos atuadores, focando em como eles geram as
forcas posteriormente empregadas para controlar o quadricoptero, problemas
decorrentes do acoplamento de movimentos ainda nao serao tratados aqui.

Observando o comportamento dessas aeronaves, nao ¢é dificil inferir as
forgas e torques gerados por seus atuadores, que serao utilizados para controlar
o quadricéptero. Em particular, o vetor de entradas (ou inputs) do sistema é

dado por

U= (2-18)

onde U; = Y F representa o somatorio de forcas geradas pelos atuadores no
eixo 7, promovendo deslocamentos no eixo Z; Uy = 7, representa o torque
resultante gerado em relagao ao eixo X, promovendo movimentos de pitch que
geram deslocamentos no eixo X;Us = 7, representa o torque resultante gerado
em relacao ao eixo Y promovendo movimentos de rol que geram deslocamentos
no eixo Y; e Uy = 7, representa o torque resultante gerado em relacao ao eixo
Z, promovendo movimentos de yaw que geram rotacoes em relacao ao eixo Z.

A forca resultante e o torque em cada eixo, gerados pelos quatro atua-
dores do quadricoptero, podem ser descritos em funcao da velocidade angular
de cada atuador. Assim, definindo como F; a forga gerada pelo i-ésimo motor,

tem-se que o somatorio de forgas é expresso por
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Uy =Y Ft,=F+F+F+ F = (kjwi + kjw; + kpws + kpwi);  (2-19)
Uy = ky(w] + ws + w3 + wj); (2-20)

onde k; é o coeficiente de forca aerodinamica e w é a velociade angular
do eixo do motor.

Por sua vez, pode-se definir 7,, 7, ¢ 7, como

Uy =7, = kj x L(—w3 +wi); (2-21)
Us =1, =k; x L(w] +w3); (2-22)
Uy =7, = kp X L(w] — w3 +wj — w}); (2-23)

onde k¢ ¢ o coeficiente de forca aerodinamica, k,, ¢ o coeficiente de momento
aerodinamico, w é a velocidade angular do eixo do motor e L é o comprimento
do brago entre o centro da aeronave até o centro do atuador. As forcgas, o
brago e w podem ser observados, para clarificar, na Figura 2.1, na qual as
cores indicam o sentido de rotagao das hélices — azul é o sentido horario e

laranja o sentido anti-horario

Figura 2.1: Esquema simplificado de um drone apresentando as forcas F', o
braco L e a velocidade angular w

Analisando o vetor de inputs U, nota-se que as entradas do sistema nao
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sao diretamente associadas a cada atuador individualmente, mas sim a uma
combinagcao linear das forcas e torques de cada atuador. Dessa maneira, pode-
se criar uma transformacao capaz de converter o sinal de controle diretamente
em rotagao e vice-versa. Esse aspecto sera aprofundado em se¢oes posteriores,

onde projeta-se os controles do sistema.

2.3
Particularizacao do modelo

Com o desenvolvimento da modelagem genérica, a partir das equagoes
de Newton-Euler, e munido da modelagem dinamica dos atuadores, pode-se
construir um modelo para o quadricéptero. Pretende-se nessa se¢ao desenvolver
as equacoes de forcas e torques, particularizando o modelo desenvolvido,
aplicando simplificagoes e restricoes de modo a se obter as equagoes de
movimento para o tipo de aeronave especifica aqui estudada. Dessa forma,
no final dessa secao obtém-se as equagoes associadas as aceleragoes lineares e
angulares do quadricoptero.

No processo de particularizagao do modelo encontrado poder-se-ia tratar
o quadricoptero de maneira genérica sem assumir, por exemplo, simetria.
Porém, esse estudo ndo se dedica a analisar possiveis efeitos decorrentes
de quadricopteros nao convencionais. Assim, para particularizar as equagoes

dindmicas, pode-se assumir

> O quadricéptero é simétrico nos planos XY, YZ e XZ;

> O quadricoptero nao faz com elevadas velocidades ou aceleracao ecom

inclinagoes grandes — dngulos maiores que 15°;

2.3.1
Torques aplicados em um quadricéptero

Com base na equagao de torques aplicados, (equagao (2-17)), pode-se
obter as aceleraces dos angulos (¢, # e 1)). Observando a equacdo (2-17), que
define os torques sobre o veiculo, e sabendo que o quadricoptero tem simetria
nos planos XY, YZ e XZ, pode-se simplificar a matriz de inércia da aeronave

I, de acordo com
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Ly =1,,=0 (2-24)

I.,=1,=0 (2-25)

L. =1,=0 (2-26)
LIM 0 0

I=|0 1, 0 (2-27)
0 0 L.

Como a Matriz de Inércia, apos a simplificagdo, torna-se diagonal, a
equagao (2-17) é simplificada, pois seus termos cruzados serao nulos. Conse-

quentemente, tem-se que a equagao (2-17) pode ser reescrita como

Tx p[x:c _rquy + Tq[zz
Ty = q]yy + Tp]a::v - Tplzz (2—28)
Tz 72]22 _pq[xac + quyy

Dessa forma, devido a se assumir simetria, simplifica-se consideravel-
mente tanto o trabalho de modelagem do veiculo quanto a obtencao das ace-
leracoes é, 0 e 1. Por sua vez, pode-se reescrever a equagao (2-28) de modo
a se obter as componentes da taxa de variagao angular do quadricoptero, de

acordo com

p % Tq(IZZI;nyy)

. — Tiy _ (Iww_lzz) _

q| = Iy Tp(] ]yy] ) (2 29)
r 17;71 pq yylzzxm

No entanto, deseja-se obter-se as aceleragoes dos angulos de Euler(gﬁ, 6 e
1@), pois essas estao diretamente relacionadas aos angulos propriamente ditos e,
consequentemente, possibilitam estimar a posicao e estado da aeronave. Neste
intuito, usando as relagdes conhecidas entre as taxas de variagao angular e os

angulos de Euler, tem-se que
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1 0 —s(0) | |
g| =10 (@) s(e)®)] |0 (2-30)
rl 10 =s(0) cle)e(®)] |¥
p o — s(0)0)
q| = | c(9)0 + s(0)c(0)d (2-31)
r| o [=s(8)0 + c()e(0)d
P & — (c(0)y + 5(0)))
q| = | =5(0)0 + c()8 + ((c(9)c(8) — s(¢)s(0))d> + 5(¢))c(0)) | (2-32)
r —c(9)0 — s(8)8 + ((—s(p)c(8) — c(¢)s(0))¥ + c(¢)c(0)1))

Com base nas equagoes (2-31) e (2-32), e na defini¢do de p apresentada

na equacio 2-29, pode-se determinar 6 de acordo com

I..—1
oL = 1)

2-33
T (2-33)

p:

¢ — (c(0)y + s(0)y) =

(—(6)0 + c(B)e(0)9)(c(8)6 + s(@)e(0)) Lz 1)

(2-34)

(Izz — ]yy)
]a:w

(Izz — [yy)
ILL‘$

6 —c(0)d) — s(0) = (—5(0)c()0% — 5*(9)c(6)0v))
+((@)e(9)08 + c(9)s(9)c*(0)4?) (2-35)

(Izz — Iyy)
I.Z’:L‘

- (P(O)e0)08 + c(6)s(0)c3(0)?) Lz )

b = (—=5(0)c(0)0? — 5*(6)c(0)d4))
I, : + (c(0)d + s(0))  (2-36)

onde ¢(a) = cos(a) e s(a) = sin(a).
Por sua vez, pode-se realizar um procedimento similar a fim de se deter-
minar também tanto 6 quanto . Neste intuito, com auxilio do MATLAB®,

obteve-se as seguintes equacoes
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é _ 1w
c(¢) - |
68(¢) - wc(Q)s(qﬁ) + (Ipx—1:2)(p—1s(0))(0s(p)—1pc(P)c(P))
i () e (2-37)
b = 7= +(c(9)s(0) + c(0)s(¢))
c(@)c(0) o |
fc(8) + 0s(¢) + (Ixac—Iyy)(‘f’—ws(i)z)z(ec(qﬁ)+¢c(9)5(¢))
! c(¢)c(6) (2-38)

Ademais, considerando que o quadricoptero pode executar apenas ma-
nobras que envolvam pequenos angulos, inferiores a +15° , pode-se simplificar
ainda mais as equagoes (2-31) e (2-32) anteriormente obtidas, que podem ser

reescritas como

P 1 0 6| |¢
gl =10 1 o¢||6 (2-39)
r 0 —¢ 1| |4
; 600
q| = | =90 +0+(1— )Y+ oy (2-40)
i —0 — 0+ ((—¢ — 0)¢ + 1)

Adicionalmente, tem-se que 15° correspondem a aproximadamente
0,2618 rad e admite-se que 1 >> 0,2618. Assim, ainda em funcao da ad-
missao de pequenos angulos, pode-se simplificar ainda mais as equagoes (2-39)

e (2-40), que passam a ser respectivamente reescritas como

10 0| |¢
gl =10 1 of |6 (2-41)
K 0 0 1] ¥
p ¢ — 1
gl =10+ (2-42)
G —0 + 1)

Por fim, considerando pequenas velocidades e pequenas variagoes nos
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angulos, o que ¢é plausivel, estas equagoes sao reduzidas para

¢
ql = |0 (2-43)
rl |9
Pl |¢
q| =10 (2-44)
G

Ressalta-se ainda que o resultado apresentado na equagao (2-44) também
poderia ser alternativamente obtido derivando-se a equagao (2-39).
Considerando as aproximagoes aqui explicitadas e conhecendo-se a equa-

¢ao (2-29), pode-se entao obter as aceleragoes dos dngulos de Euler por meio
de

Qg I‘I’fz &é(fyy_fzz)
Ol =|7| + v 111 (2-45)
o ] o0t

Note que, apesar das simplificagoes, as aceleragoes continuam acopladas
a outros movimentos. Por exemplo, observa-se que um deslocamento no eixo
X também produz efeitos nos eixos Y e Z. Entretanto, esta interdependéncia
ja era esperada, pois, como dito no inicio dessa sec¢ao, o quadricoptero é sub-

atuado.

2.3.2
Forcas aplicadas em um quadricéptero

Pode-se, ainda a titulo de curiosidade, desenvolver as equacgoes de for-
¢as de outra maneira. Um pouco mais simples, mais ainda bem funcional.
Observando e utilizando geometria, consegue-se definir um transformagao di-
retamente na forca aplicada no veiculo.

A rotacao a ser feita nas forcas aplicadas para se passar do referencial
local para o global ¢ dada por uma matriz de rotagao pelos angulos de Euler
definidos na secao A.1.

Observando e utilizando conceitos de geometria, consegue-se definir uma
transformacao diretamente sobre a forga aplicada no veiculo. Mais especifi-
camente, pode-se efetuar uma rotagao nas forcas aplicadas ao quadricéptero,

para se passar do referencial local para o global. Esta matriz de rotacao é
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definida em funcao dos angulos de Euler, descritos na se¢do A.1, de acordo

com

onde ¢(«) representa cos(a) e s(«) representa sin(a).

Dessa forma, no referencial global tem-se que

= dpi  d(mv) -

F= = = 2-47
2= = ™ (2-47)
E, Uy
F,| =m |v, (2-48)
FZ /U‘Z
o | |E
by = | B+ [0 (2-49)
U, F. g

Por sua vez, aplicando a matriz de rotacdo as forcas aplicadas no

quadricéptero, tem-se que

F, 0 —U;(cos(¢) sin(0) cos(1)) + sin(¢) sin(1)))
| =Bx| 0 | = |~Ui(cos(@)sin(0) sin(s) — sin(@) cos(v))|  (2-50)
F, ~U; —U(cos() cos(0))

onde U; é o termo anteriormente definido na equacao (2-20).
Consequentemente, substituindo a equagao (2-50) na equacao (2-49)

obtém-se

T =t (cos(¢) sin(f) cos() + sin(e) sin(¢)))
ay| = |5,] = 5] = |22 (cos(9) sin(0) sin() — sin(@) cos())|  (2-51)

Dessa forma, obtém-se de forma simples as componentes da aceleragao do

quadricoptero.
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233
Modelo de um quadricéptero

Com base nos desenvolvimentos apresentados ao longo dessa se¢ao, pode-
se resumir os resultados mais importantes, que serao utilizados em segoes

posteriores, da seguinte forma

& - (cos() sin(6) cos(v) + sin(¢) sin(v)))

= | 5nt(cos(9) Sm( ) sin(tp) — sin(¢) cos())) (2-52)
% g — H(cos(¢) cos(9))
é- '% ¢9 Iyylmlzz
il = I% + |dd Izz];ylxﬂc) (2-53)
I s

Ao longo dessa secao as equagoes de Newton-Euler foram particulariza-
das tendo em vista que o objetivo desse trabalho foca em estudos com um
veiculo quadricéptero. Dessa forma, foram obtidas as equagoes (2-52) e (2-53),
que representam suficientemente bem um quadricéptero simétrico e com mo-
vimentos suaves. Consequentemente, levando em consideragdo as restrigoes
impostas por estas simplificacoes, pode-se utilizar tais equac¢oes no desenvol-
vimento do projeto de controle. Com base nas equacdes obtidas, ressalta-se
que, mesmo com as particularizagoes e simplifica¢oes introduzidas ao modelo
genérico, o quadricoptero ainda nao se comporta como um sistema linear.

A seguir encontram-se tabelado os valores dos parametros utilizados
nesse trabalho. Como referéncia foram utilizados os valores do quadricéptero

apresentado em [29]
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Tabela 2.1: Parametros que serao utilizados nesse trabalho

Parametro Valor Unidade || Definicao

10) — rad angulo de roll

0 — rad angulo de pitch

10) - rad angulo de yaw

W — % velocidade angular das héli-
ces

U; — N Entrada de controle

J, — kg.m? Momento de inércia das hé-
lices

L. 0.128 kg.m? Momento de inércia do qua-
dricoptero em torno de X

I, 0.128 kg.m? Momento de inércia do qua-
dricoptero em torno de Y

I, 0.256 kg.m? Momento de inércia do qua-
dricoptero em torno de Z

L 0.21 m Distancia do centro de
massa até os rotores

m 1.3 kg Massa do quadricoptero

g 9.8 = Aceleragao da gravidade

kg 1.08 x 107 N.s? Coeficiente de forca aerodi-
namica

ko, 1.08 x 1078 || N.m.s?> || Coeficiente de momento ae-
rodinamico
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3

Estratégias de controle

As secOes anteriores apresentaram ferramentas mateméaticas importantes
e a modelagem do veiculo aéreo objeto deste estudo, um quadricéptero, através
da representacido matemética de seu comportamento real (capitulo 2). Neste
capitulo déa-se inicio ao desenvolvimento das diferentes estratégias de controle
implementadas para as posigoes cartesianas, x, ¥y e z, bem como os angulos
de inclinagao. Inicialmente, serao apresentadas estratégias de controle classico,
vastamente utilizadas para quadricopetos comerciais, cujas caracteristicas de
desempenho servirao para comparacao com aquelas alcancadas por estratégias
de controle aprimoradas. Na sequéncia serao discutidas estratégias de controle
moderno, comegando por controles de sistemas lineares mais simples, imple-
mentadas por meio da linearizacao do comportamento da aeronave, passando

por controles cada vez mais complexos.

3.1
Controle Classico

Nesta secao, pretende-se apresentar o controle classico, uma classe de
controle que nao inclui o conceito de memoria no sistema. Apesar desta
abordagem de controle ser mais antiga que as técnicas discutidas na secao 3.2,
em muitos caso ela possibilita atingir desempenhos satisfatérios, por meio da
implementagao de algoritmos de controle de menor complexidade. Além disso,
o controlador PID, um controlador classico, sera utilizado como referéncia da
comparacao de desempenho dos métodos de controle.

O grande representante deste tipo controle sao os controladores PID
(proporcional-integral-diferencial), cujo funcionamento depende, de certa
forma, apenas dos erros atuais, desconsiderando os “estado” anteriores do sis-
tema, que, ao contrario, sdo considerados pelas técnicas de controle moderno
vistas na se¢ao 3.2. Para analisar este controle e dar seguimento a esta segao,
sera utilizada a funcao de transferéncia do sistema. Assim, o sistema sera visto
e projetado, no dominio da frequéncia. Dessa maneira, introduz-se o conceito
desse tipo de analise, com o intuito de facilitar e ratificar determinados pontos
importantes para o entendimento e projeto desse tipo de controle. Neste in-

tuito, a Figura 3.1 mostra a representacao de um sistema genérico no dominio


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 3. Estratégias de controle 39

da frequéncia, por meio de seu diagrama de blocos.

E
(S)*C(s) Hs),

R(s) "’Tf

T

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um sistema genérico.

G(s)

Aplicando o controle sobre um sistema realimentado, como o apresentado
na Figura 3.1, pode-se ver que a fun¢ao de transferéncia do sistema pode ser

obtida da seguinte forma

Y(s)=E(s)-C(s)-G(s) (3-1)
E(s) = R(s) = Y (s) (3-2)

onde E(s) é o sinal de erro no dominio da frequéncia, C(s) é a funcao de
transferéncia do controlador do sistema, G(s) é a planta do sistema,em malha
aberta, a ser controlado, Y (s) é a saida do sistema no dominio da frequéncia
e R(s) é o sinal de referéncia no dominio da frequéncia.

Por sua vez, substituindo (3-2) em (3-1) verifica-se que

Y(s) = (R(s) =Y (s)) - C(s) - G(s) (3-3)

Y(s) = R(s) - C(s) - G(s) =Y(s) - C(s) - G(s) ~ (3-4)

Y(s)+Y(s) - C(s)-G(s) = R(s)-C(s) - G(s) (3-5)
Y(s)(1+C(s)-G(s)) = R(s) - C(s) - G(s) (3-6)

Dessa forma ¢ realmente facil ver que a funcao de transferéncia de malha

fechada, T'(s), do sistema é dada por
Y(s) (s) = C(s)-G(s)

R(s) C14+C(s)-G(s)

Igualando-se o denominador de T'(s) a zero, conforme explicitado na

(3-8)

equagao (3-9), obtém-se o polinémio caracteristico do sistema, cuja solugao
possibilita identificar os polos do sistema em malha fechada, que nada mais

sao do que as raizes desse polinémio.
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D(s)=1+C(s)-G(s) =0 (3-9)
Assim, pode-se inferir sobre o comportamento do sistema apenas anali-
sando a posi¢ao de seus polos, de modo equivalente ao procedimento adotado
na na segao 3.2.2. Além disso, como G(s) é a func¢ao de transferéncia do sis-
tema em malha aberta, nota-se que a fun¢ao de transferéncia do controlador,
C'(s), afetara os polos do sistema em malha fechada, que serdo deslocados em
relagao a suas posi¢oes no sistema de malha aberta.
Pode-se reescrever a fungao de transferéncia dada pela equagao (3-8),
explicitando-se os numeradores e denominadores das fungoes C(s) e G(s).
Dessa maneira, obtém-se uma funcao de transferéncia que dependera explicita-

mente dos parametros do controlador e, consequentemente, seus polos também

dependerao.
__C(s)-Gls)
) =15¢0m) - a6s) (3-10)
-
T(s) = = SC P SG . (3-11)
1+ jl\)[cgsg . /gcés;
Ne(s)Na(s) Dc(s)Da(s)
T(s) = . 3-12
(S> Dc(S)DG'(S) Dc(s)pg(S) ‘l‘NC(S)NG'(S) ( )
(3-13)
Consequentemente, pode-se escrever a funcao 7'(s) como
T(s) No(s)Na(s) (3-14)

- Dc(S)DG'(S) +NC($)N0(S)
Com a equagao (3-8), pode-se, primeiramente, definir exclusivamente o

comportamento do controlador e em seguida analisar seu comportamento em

conjunto com a planta do sistema em malha fechada.

3.1.1
Acoes de controle

Um controle PID é composto pela soma de trés tipos de controles inde-
pendentes: um Proporcional ao erro, um Integral do erro — que basicamente
acumula o erro total do sistema, atuando na variacdo da saida do controle —
e um Derivativo do erro — que atua na variacao do erro. Consequentemente,
o nome PID indica um controle Proporcional, Derivativo e Integral do erro
do sistema. Como dito anteriormente, esses controles agem de maneira inde-
pendente, sendo possivel analisar seu comportamento isoladamente. A seguir,

apresenta-se de maneira resumida as fung¢oes de transferéncia desses contro-
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les, cujo diagrama de blocos ¢ apresentado na Figura 3.2. Ressalta-se que,
visando facilitar o entendimento do comportamento do controle, a funcao de

transferéncia de retroalimentacgao sera considerada unitaria.

—)-de—)—

Figura 3.2: Diagrama de blocos dos controles P, I e D.

Para o controle Proporcional, ou simplesmente controle P, a saida do

bloco de controle, mostrada na Figura 3.2, é dada por

u(t) = K, - e(t) (3-15)
onde u(t) é a saida no tempo do bloco de controle, K, ¢ o ganho proporcional
do controle e e(t) é a entrada do controle no tempo — na maioria dos casos é
o erro entre a saida e a referéncia.

Por sua vez, observando o controle na frequéncia pode-se escrever

U(s) =K, - E(s) (3-16)
onde U(s) é a saida na frequéncia do bloco de controle, K, é o ganho
proporcional do controle e E(s) é a entrada do controle na frequéncia.

Note que, o ganho proporcional é invariante em funcao da frequéncia.
Consequentemente, projetar o ganho com o sistema no tempo ou na frequéncia
gera 0 mesmo ganho, para um determinado conjunto de requisitos de projeto.
Observando as equagoes (3-15) e (3-16), pode-se perceber que a saida é direta-
mente proporcional ao erro do sistema multiplicado pelo ganho proporcional.
Essa informacao sera ttil mais adiante, quando for discutida a forma de alocar
os polos do sistema — através do denominador da funcao de transferéncia do
sistema em malha fechada, T'(s). Alterando-se o valor do ganho K, pode-se mo-
dificar a sensibilidade do sistema em relacao ao erro, possibilitando melhorar

a estabilidade e a precisao do sistema em atingir o referencial arbitrado.
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Para o controle Integral, ou simplesmente controle I, a saida do bloco

de controle, apresentada na Figura 3.2, pode ser definida como

du(t)
it
w(t) = Ki [ e(r)dr (3-18)

to

= K; - e(t) (3-17)

onde u(t) é a saida no tempo do bloco de controle, K; é o ganho integral
do controle, e(t) é a entrada do controle no tempo e ty é o tempo inicial do
controle.

Mudando o dominio da equacao 3-18 para a frequéncia, obtém-se

U(s) = [? - E(s) (3-19)
onde U(s) é a saida na frequéncia do bloco de controle, K; é o ganho integral
do controle e E(s) é a entrada do controle na frequéncia.

Analisando as equagoes (3-18) e (3-19), verifica-se que, diferentemente
do controle P, a saida nao serd apenas diretamente proporcional ao ganho
integral, sendo também dependente da frequéncia. E importante ressaltar que
o controle integral possibilita minimizar o erro em regime estacionario. Por fim,
para o controle Derivativo, ou simplesmente D, a saida do bloco de controle,

mostrada na Figura 3.2, apresenta, ¢ dada por

de(t)
- (3-20)

onde u(t) é a saida no tempo do bloco de controle, K; é o ganho derivativo

do controle e e(t) é a entrada do controle no tempo. Por sua vez, analisando a

equagao (3-20) no dominio da frequéncia, obtém-se

U(s) = Kq-sE(s) (3-21)
onde U(s) é a saida na frequéncia do bloco de controle, K, é o ganho derivativo
do controle e E(s) é a entrada do controle na frequéncia.

Dessa forma, nota-se que, da mesma maneira que no controle integral, a
saida nao é somente proporcional ao ganho derivativo, sendo também depen-
dente da frequéncia. O termo derivativo possibilita a capacidade de antecipacao
do erro e, consequentemente, o amortecimento da saida de controle. Combi-
nando a a¢ao dos 3 controles — sabendo que eles sdo independentes, a resposta
total do controle PID no dominio do tempo pode ser expressa como
de(t)

dt

u(t) = Ky - e(t) + K, | Ce(r)dr + Ky (3-22)

Por sua vez, no dominio da frequéncia, tem-se que
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U(s) =K, - E(s)+ [j -E(s)+ Ky - sE(s) (3-23)

U(s) = (Kp + I?(s) + de) E(s) (3-24)

Consequentemente, o controle PID completo agrega caracteristicas bené-
ficas advindas de cada um dos blocos de controle que o compoem, tais como:
aumento da precisao e estabilidade, redugao do erro em regime estacionario e
antecipacao do erro. Na sequéncia, com o controle PID caracterizado, pode-se
passar a etapa de ajuste dos ganhos K),, K; e K; — processo mais conhecido
como tuning ou sintonia dos parametros do controlador. Diversos métodos
podem ser empregados neste intuito, como por exemplo: método da sensibi-
lidade limite, método da curva de reacao, método de Chien-Hrones-Reswick,
método heuristico de Cohen e Coon, etc. Neste trabalho, optou-se pela adogao
do método de Ziegler-Nichols da sensibilidade limite [30].

Com o método de tuning definido, faz-se necessario a redefinicio de
alguns parametros e a introducao de outros. Em particular, com o método de
Ziegler-Nichols, pode-se definir todas as variaveis ou parametros utilizando-se
a Tabela 3.1.

Utilizando essa combinacao, incorpora-se no controle as caracteristicas
principais desses controles citadas anteriormente. Ganha-se com esse controle
o aumento da precisao e estabilidade, a reducdo do erro em regime estacionario
e a antecipacgao do erro. Com o controle PID caracterizado, pode-se pensar em
projetar — processo mais conhecido com tuning dos parametros — os ganhos de
K,, K; e K4. Para isso existem diversos métodos — método da sensibilidade
limite, método da curva de reacao, método de Chien-Hrones-Reswick, método
heuristico de Cohen e Coon — mas sera utilizado o método de Ziegler-Nichols
da sensibilidade limite [30]. Com o método de tuning definido, faz-se necessario
a redefini¢do de alguns parametros e a introdugao de outros. Além disso, com
o método de Ziegler-Nichols, pode-se definir todas as variaveis ou parametros
através da tabela 3.1

Na Tabela 3.1, tem-se que K, é o ganho proporcional, K; ¢ o ganho
integral, K4 é o ganho derivativo, K, é o ganho proporcional que gera oscilagoes
consistentes (também conhecido como wltimate gain), T, é o periodo das

oscilagoes consistentes atingidas com K, e

K; = (3-25)

H&

K, =K,T, (3-26)
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Tabela 3.1: Defini¢des dos parametros para o método de Ziegler-Nichols.

Controle K, T; Ty K; K,
P 0,5K, — - _ _
PI 0.45K, T, B 0,54K, B
1,2 T,
T, K,T,
PD 0,8K, - —_— — o
' 8 10
T, T, 1,2K, 3K, T,
PID 6K, — —
06Ky 2 8 T, 40

onde T; e Ty sao constantes de proporcionalidade.
Dessa forma, pode-se reescrever a equacao (3-22) em fungao destes novos

parametros, de acordo com

K, [t de(t

u(t) = K, -e(t) + J/ e(t)dr + K, T, - e(t) (3-27)
T Jto dt
1t de(t

u(t) = K, | e(t) + 7/ e(t)dr + Ty - () (3-28)
71‘ to dt

Consequentemente, no dominio da frequéncia, tem-se que
KP

U(s) =K, - E(s) + T E(s)+ K, T; - sE(s) (3-29)
1

Us) = K, (1 b+ T s) E(s) (3-30)

TyTis% +T; 1
U(s) = K, ( d=i ;s i ) E(s) (3-31)

Cabe ressaltar que, conforme mostrado na Tabela 3.1, nem sempre
é necessario efetivamente utilizar o controle PID completo, sendo possivel
implementar, por exemplo, controles PD ou PI. Neste trabalho, usa-se o
controlador PID classico em um arranjo paralelo, a fim de se mostrar como
cada termo afeta a alocagao dos polos do sistema.

Uma vez destrinchados e analisados os principais fundamentos do con-
trole PID, mesmo que brevemente, pode-se avaliar como seus parametros afe-
tam a planta do sistema. Para facilitar o entendimento desse comportamento,
sem perda de generalidade, considera-se uma planta simples, com a seguinte

funcao de transferéncia
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1

s(s+10)(s +4)
Consequentemente, observa-se que os polos estao localizados em A; = 0,

G(s) =

(3-32)

Ay = —10 e A3 = —4 sendo estes as raizes da equagao caracteristica A(s) de
G(s), ou seja, os valores que fazem o denominador da fungao de transferéncia
ser nulo. Para este sistema, considera-se o esquema de controle apresentado
na Figura 3.3, que serd também posteriormente utilizado para implementar o

controle do problema abordado neste trabalho.

E(s)
— Kp

K, U(s) Y(s)

-
W

Figura 3.3: Diagrama de blocos do controle PID em paralelo.

A fungao de transferéncia do controlador é dada por
(TdTiSQ +Tis + 1)

Tis
Considerando-se que, de forma geral, a funcao de transferéncia do sistema

O(s) = K, (3-33)

em malha fechada é dada pela equacdo (3-14), pode-se afirmar que, para o

sistema aqui analisado, T'(s) serd dada por

K (TyT;s* + Tis + 1) - (1)
(T5) - (505 + 10)(5 + 4)) + Ky(TaT? + Tos + 1) - (1)

Consequentemente, a equagao caracteristica do sistema em malha fechada

T(s) =

(3-34)

é dada por

A(s) = Dr(s) = (T;s) - (s(s + 10)(s + 4)) + K, (TyT;s* + Tis + 1) - (1) (3-35)
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Com auxilio do MATLAB®, a equagao (3-154) pode ser expandida e

reescrita como

A(s) = Tis* + 14T;s* + (40T, + K, T,T;)s* + K, Tis + K, (3-36)

Pode-se ainda reescrever a equagao (3-36) a fim de fazer com que o termo
de maior grau possua um coeficiente multiplicativo unitario. Dessa forma, tem-
se que

K
A(s) = s* +148° + (40 + K, Ty)s* + K,s + Tp (3-37)

Por sua vez, o arranjo tabular de Routh [31], para a equagao (3-37), é

apresentado na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Arranjo tubular de Routh.

T;
s3 || 14 K, 0
s2 || by bo b3
st ¢ Cy c3
sO || dy do ds

Os coeficientes b;, ¢; e d;, apresentados na Tabela 3.2, sao definidos como

— (det
b1 -

1 (40 + K,Ty)

) 14 (404 K,Ty) —1- K,

14 K,
14 - 14 (3-38)
1 L
_(det147(;i> (1-0— K
_ . _ p K
by — - L’ _ P _
) 7 i T (3-39)
by =0 (3-40)
14 K
— (det ) bp)
¢ = 1 2 _ —(14 . b2 — bl . Kp) (3_41>
bl bl
14 0
- (det ) 0)
e = - =0 (3-42)
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C3 = 0 (3—43)
by b
. (det o ) ( )
C1 Co —bl'O—bQ'Cl bQ'Cl
dy = = = 3-44
! (&1 bl bl ( )
by b
— (det ! 3)
C1 C3
dy = =0 (3-45)
&1
ds =0 (3-46)

De acordo com o critério de estabilidade de Routh [31], como visto
em [32], para o sistema se tornar estavel basta que a primeira coluna do arranjo
(Tabela 3.2) seja positiva. Dessa forma, como o projetista tem liberdade para
selecionar K, Ty e T;, é possivel estabilizar o sistema ou, equivalentemente,
alocar os polos no SPE. Com essa informacao o projetista pode, agora, se
concentrar em encontrar os valores de K, — considerando Ty, = 0, T; = oo —
achando K, que leva o sistema a oscilar consistentemente — Kp que coloque
um 0 na primeira coluna do arranjo tabular de Routh — e T, é o periodo das

oscilagoes consistentes.

3.1.2
PID de referéncia

Na secao 3.1.1, foi apresentado um esquema de controle PID em paralelo.
Analisou-se como esse controle afeta a funcao de transferéncia da Planta e,
consequentemente, como a fungao de transferéncia de malha fechada pode ser
definida em fun¢ao dos parametros de projeto do controle (K, K; e K;). Por
sua vez, para implementagdo do controlador PID empregado neste trabalho,
tomou-se como base o controlador descrito em [33]. Dessa forma, o controle
proposto foi feito considerando o controle da Atitude do quadricoptero, ou seja,
das rotagoes sobre os eixos do veiculo.

O diagrama de blocos do controle é similar ao apresentado na Figura 3.3,
entretanto foram implementados 6 controles independentes, um para cada tipo
de movimento da aeronave: Roll (¢), Pitch (6), Yaw (1), altitude(z) e posigao x
e 1, esses dois ultimos foram feitos com o auxilio de um estimador de estados.
A Figura 3.4 apresenta o diagrama de blocos do controle PID desenvolvido

nessa secao
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e R
Va X

Pitch
=3 Sl o Rk
!

Roll

B 3
¢

e R

T

Estimador paraXeY M

Figura 3.4: Diagrama de blocos do controle PID proposto nesta segao.

onde ¢ é o angulo de Roll, 8 é o angulo de Pitch, 1) é o angulo de Yoaw, z,
y e z ¢ a posicao do quadricoptero, x4, yq € z4 ¢ a posicao desejada para o
quadricéptero e yawy € o dngulo de Yaw desejado para o quadricoptero.
Como o processo de desenvolvimento e projeto é similar para todas
a variaveis, nesta secao trata-se apenas um dos controle e os outros serao
projetados da mesma forma. Assim como feito em [33], utiliza-se as equagoes
de ¢, 6 ¢ ) , anteriormente definidas por meio da equacdo (3-104), para se

encontrar a planta do sistema. Dessa forma, tem-se que

giay = A el _ WL (347)
i - SO b, .
1/1(75) _ kmL(wl (t — W (;Z)z—’_ Ws (t) — Wy (t)) _ kT;ZZLu(t) (3_49)

Passando as equagoes (3-50),(3-51) e (3-52) do dominio do tempo para o

da frequéncia obtém-se as funcoes de transferéncia das plantas que deseja-se
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controlar.

¢(8)32 - U(s) = Gi(s) = U(s) = T3 (3-50)
0515 = LEU() = Gate) = 5 = 1 (3-51)
W(s)s® = k}”L U(s) = Gals) = ;‘;8 - fmf? (3-52)

No caso da dinamica do quadricoptero, adotando um procedimento
similar ao descrito em [33], pode-se obter a fungao de transferéncia das plantas.
Analisando o denominador das plantas G1(s), Ga(s) e G3(s) observa-se que
eles nao sao polindmios completos e, consequentemente, nao sao polinémios
de Hurwitz, de modo que nao sao estaveis. Adicionando os controladores
propostos, o sistema em malha fechada, com o controle de Atitude, pode
ser observado na 3.5. Por sua vez, utilizando a equagdo (3-31), juntamente
com as fungoes de transferéncia das plantas, é possivel obter as fungoes de
transferéncia do sistema em malha fechada. Como o processo é similar para
os controles, analisando apenas o controle é suficiente para explicar todo o
processo. A equacao (3-57) define a funcdo de transferéncia de malha aberta

para o sistema.
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E(s)
F K, W Roll
o~ U(s) Y(s
bt K J Gy(s)
L K s
E(s)
Kp W Pitch
¢ U(s) Y(s
R(S) —)»+\ J%’ J ‘_GZ(S ( )
KdS
Ky W Yaw
g U(s) Y(s
K J G (s)
KdS
Figura 3.5: Diagrama de blocos do controle PID para a Atitude.
Para a planta 1, dada por G(s) tem-se
C -G
) = OGS Ne(Ney(s) -
1+ Ci(s) - Gi(s)  Dc,(s)Da, (s) + Ne, (s)Ne, (s)
kL) - (Kp(TyTis® + Tis + 1
Tl(S): (f ) ( p(d 5%+ 18 + )) (3_54)
(Izas?) - (Tis) + (kL) - (Kp(TaTis* + Tis + 1))
K, LT, Tikss* + K,LT;k K,Lk
Tl(S): p d fS + p fS"‘ p f (3_55)
1, T;s3 + K, LT T;krs* + K, LT ks + K,Lky
Ti(s) st s 4 G (3-56)
1(s) = - -
S BT Kl T
as® +bs+c
Ti(s) = 3-57
1(s) s+ as?+bs+c ( )
K, LTyky K, Lk Kkaf
onde a = I , b= I ec= LT

O arranjo tabular de Routh, para a planta T} (s), é apresentado na Tabela

3.3.
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Tabela 3.3: Arranjo tubular de Routh para a planta 7T7.

sI1 b |0
s2la ¢ |0
st by by |0
sl e e |0

Por meio da Tabela 3.3, observa-se que os valores de by, by, ¢1 € ¢3 no

arranjo tabular sao dados por

(oL Taky KyLky KoLk
_(C — ab) (ab — C) ]gcgc ]mc Ich

A i (3-58)
Ixx
by = 0 (3-59)
i —(—b10> - B Kka’f
c1 = o =c= T (3-60)
¢y =0 (3-61)

Dessa forma, como dito no final da secao 3.1.1, para que o sistema seja
estavel é necessario que a primeira coluna do arranjo possua apenas valores
positivos nao nulos. Consequentemente, existem algumas restri¢coes que devem
ser atendidas durante o processo de projeto dos ganhos, conforme apresentado

na sequéncia.

_ KLk K> 0=T>0

1 (3-62)
Loo T K,<0=T, <0
K, Lk K, Lk . Ty (K, Lk¢) — 1,
blzb_E: p f _ p f —_ d ( p f) (3‘63)
a [mc [xxﬂ KpLTdkf TdT'z[xa:
I
T,>0 = K, >0 = T;>
by = LBy Lks) (3-64)
T, <0 = K, <0 = Ty>—"
g ¢ Ti(Kkaf)

Escolhendo K, positivo com o valor de 25, K; = 0.1 = T; = 100 basta

que Ty seja, no limite, igual a

‘[JXL’

Ty=— 2
47 100(25Lky)

(3-65)
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Por sua vez, utilizando os parametros da Tabela 2.1 é possivel obter

- 0.128
4 7100(25 x 0.21 x 1.08 x 10-6)

T, =91 (3-67)

= 90.2998 (3-66)

Na sequéncia, o valor de K, pode ser obtido usando a equagao (3-26),

resultando em

K4 = 2275 (3-68)

Ressalta-se que, para auxiliar no projeto dos ganhos, pode-se fazer uso

de ferramentas automatizadas de sintonia de controladores PID, que levam
em consideracao caracteristicas de desempenho almejadas pelo projetista, tais
como: resposta em frequéncia, tempo de assentamento, resposta a transiente,
entre outras. Essas ferramentas, geralmente, fazem uso da linearizagao da
planta, para obter uma resposta aproximada do sistema a ser sintonizado.

E possivel encontrar tais ferramentas, por exemplo, em bibliotecas de Python,
C/C + + e toolbores de MATLAB®.

3.2

Controle moderno

A utilizacao de estratégias de controle moderno possibilita a implemen-
tagdo de uma memoria dentro do sistema. Dessa forma, o controle consegue
responder melhor, mais precisamente e rapidamente, a uma excitacao. Geral-
mente, um sistema de controle moderno é representado por meio do chamado
espago de estados (State-Space ou SS). Para tal fim, cria-se um vetor de esta-
dos, composto por variaveis de estado que representam elementos responsaveis
por armazenar energia no sistema. Este vetor determina univocamente o estado
do sistema Z(t) para qualquer ¢ > t,, conhecidos Z(t) e o vetor de entradas
u(t > tp). Por exemplo, em um sistema elétrico, como o circuito RLC mos-
trado na Figura 3.6, pode-se entender como variaveis de estado as tensoes nos
capacitores (' e Cs, representadas por x1 e o, além da corrente no indutor L,
representada por x3. Por sua vez, a saida do sistema é denotada por ¢ (tensao
sobre a impedancia equivalente formada pela associacao série entre Ry e Ly),
os estados por z; e as entradas por u;, sendo u; uma fonte de tensao e uy; uma

fonte de corrente.
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=
=

;
=

X3

ng Ly

£
0
(9]

Figura 3.6: Rede RLC.

De maneira geral, um sistema invariante no tempo pode ser representado
no espago de estados por duas equagoes, denominadas equagao de estado (3-69)

e equacao de saidas (3-70).

onde x(t) é o vetor de estados, u(t) é o vetor de entradas, ¢t é o tempo e y(t)
¢é o vetor de saida.

Basicamente todo comportamento do sistema ¢é representado por meio
dessas equacoes, que sao capazes de modelar efeitos de memdria presentes no
sistema. Por outro lado, quando o sistema estudado é linear essa representacao
pode ser simplificada. Neste caso, as fungdes f e h conseguem modelar de forma
independente os efeitos das entradas e dos estados sobre o sistema. Assim,

pode-se reescrever as equagoes (3-69) e (3-70) como

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3-71)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3-72)

onde A, B C'e D sao as matrizes que representam o comportamento do sistema.
Para exemplificar a compreensao dessa representacao, considera-se o

sistema mostrado na Figura 3.7
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y=10
)_.
—
k2
Y =
m ——
LSl I

Figura 3.7: Sistema massa-mola.

Sendo y a posicao do bloco, m a massa, u uma forca externa aplicada
no bloco, k; a constante de atrito e ko a constante da mola, pode-se modelar
o sistema através da segunda lei de Newton. Considando que todos os atritos

sao lineares e a mola é linear, tem-se

mij = u — k1 — kay (3-73)

Observando a equagao (3-73), os estados foram definidos como

=9 (3-74)
T2 =4 (3-75)

Consequentemente, @ ¢ dado por

[t’l = T2 (3—76)
k k
gy = - T2 e (3-77)
m m m
Dessa forma, o comportamento do sistema pode ser descrito por
0 1 T 0
XM)= | ky ki . + 11 | u) (3-78)
m m 2 m

y@zhOWﬂ (3-79)
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ou ainda
0 1 0
()= | ky k| X0+ | 1| u() (3-80)
y(t) =[1 0]a(t) (3-81)

Antes de dar seguimento ao projeto das estratégias de controle, ressalta-
se que para as estratégias de controle moderno implementadas no State
feedback(secao 3.2.2) e no LQR(secdo 3.2.3) fez-se necessdria a linearizagao

do modelo. Dessa forma, na sequéncia, trata-se desse problema de forma mais
detalhada

3.2.1
Linearizacdao do modelo

Existem diversas técnicas de linearizacao de sistemas. Alguns métodos
baseiam-se na realizacdo de uma analise superficial do comportamento do
sistema, na tentativa de verificar como simplificar, mitigar ou eliminar as
nao linearidades existentes. Esta técnica pode funcionar e ser facil de se
verificar para sistemas mais simples. Entretanto, devido a complexidade do
sistema analisado nesta dissertacao, optou-se por fazer uma andlise mais
matematica do sistema, tentando observar o seu comportamento préximo de
pontos especificos, na vizinhanca dos quais o sistema se comporta de maneira
suficientemente linear. Esses pontos sao denominados pontos de equilibrio do
sistema, onde ele permanece caso nao haja excitacao externa. Neste trabalho,
faz-se uso desses pontos de equilibrio para linearizar o sistema. A linearizacao
por meio de pontos de equilibrio possibilita modelar o comportamento do
sistema em regioes onde este exibe comportamento quase linear. Dessa forma,
considerando que o sistema s6 opere na vizinhanca dos pontos de equilibrio,
seu comportamento se torna relativamente linear, de modo que técnicas de
controle linear podem ser utilizadas. Dessa maneira, considerando o sistema
genérico dado pelas equagoes (3-69) e (3-70), supoe-se que exista uma solugao

dada por

Xo(t) = f(x0(t), uo(t), ) (3-82)
Por sua vez, considerando-se que tanto a entrada quanto o estado inicial
sofram leves perturbagoes (Aug e Axg) em torno da solugdo descrita pela

equagao (3-82), com base na equagao (3-69) tem-se

Xo(t) + AXO = f(Xo(t) + AX(), Uo (t) + AUO, t) (3—83)
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Expandindo-se a equagao linear de primeira ordem, pode-se reescrever a

equagao (3-83) como

. oh dh
Xo(t) + Axg = h(xo(t),uo(t),t) + a—XAX + %Au +... (3-84)
Na sequéncia, arbitrando-se

T
h=h hy hy (3-85)

T
X = [:pl To :vg] (3-86)

T

u = [Ul Ug} (3-87)

pode-se definir as matrizes A e B apresentadas na equagao (3-71), comoos

jacobianos de h em relacao aos estados x e as entradas u.

[0fi 0fi Ofi]
|5 B %
2 2 2
A_((?iX_ 8131 81‘2 8$3 (3_88>
Ofs 0fs 0fs
_8.131 8372 8373_
_% %_
o |9h 0%
2 2
B.—a—u— Jus Ou (3-89)
9fs s
_8U1 QuQ_

Com base nas definigoes feitas nas equagoes (3-88) e (3-89), e desprezando

os termos de ordem alta presentes na equagao (3-84), obtém-se

Ax(t) = AAx(t) + BAu(t) (3-90)
Por sua vez, adotando um desenvolvimento muito similar ao aqui apre-

sentado para a definicdo de Az(t), pode-se também definir Ay(t) como
Ay(t) = CAx(t) + DAu(t) (3-91)

onde C' e D sao definidos por

oh
C=7 (3-92)
p.-ob (3-93)

ou
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Dessa forma, pode-se equacionar o comportamento do sistema em funcao
de variagoes ou perturbacgoes em suas entradas. O sistema estudado é invariante
no tempo, consequentemente, quando linearizado, pode ser tratado como um
sistema linear e invariante no tempo (SLIT). Por sua vez, uma propriedade
importante dos SLITs é a superposicao. Ou seja, se for adicionada uma
constante (um degrau, por exemplo) a entrada do sistema, ele vai se comportar
da mesma forma como funcionava antes, porém somando apenas a contribuicao
decorrente desta constante. Assim, sabendo que deseja-se operar préximo ao
ponto de equilibrio, para manter valida a linearizacdo do sistema, observa-se
que o sistema pode ser separado em duas partes: uma constante e uma que
representa as variagoes. Consequentemente, pode-se escrever as entradas U e

estados X como

U =u, + Au(?) (3-94)

X =X + Ax(2) (3-95)

Dessa forma, o controle do sistema pode ser feito atuando-se sobre as
variaveis Au(t) e Ax(t), de modo que o sinal total de controle U seja a soma
da entrada que leva ao ponto de equilibrio u., com a entrada de controle Au(t).

O mesmo pode ser dito em relacao ao estado X, que sera a soma do estado

que leva ao ponto de equilibrio z., com o estado gerado pelo controle
Ax(t)

. Por sua vez, as matrizes A, B, C' e D sao construidas seguindo as equagoes

Dessa maneira, o problema a ser resolvido passa a ser encontrar o
ponto de equilibrio do sistema. Neste intuito, basta aplicar a definicdo de
ponto de equilibrio, ou seja, pontos onde nao ha variagdo em nenhum estado

simultaneamente. Assim, tem-se
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x = h(x(t),u(t),t) (3-100)
A solucao da equacao (3-100) é o ponto de equilibrio (teq, eq). Uma vez
detalhados os aspectos inerentes a linearizacao do sistema, pode-se avancar

para a efetiva implementagao das estratégias de controle

3.2.1.1
Modelo linearizado do quadricéptero

O modelo do quadricoptero desenvolvido no capitulo 2 representa com
alta precisao o comportamento da aeronave estudada nesse trabalho. No
entanto, fez-se necessario lineariza-lo em torno do ponto de equilibrio, a fim
de poder usar técnicas de controle linear com esse modelo.. Dessa maneira, o

processo de linearizacao € iniciado com a defini¢ao do seguinte vetor de estados
X

. . . T
X=¢0d00vdaiyyz i (3-101)

Dessa forma o vetor X ficaria

X:[gz}g}ééé;bgﬁj:gbyyzzf (3-102)

Por sua vez, observando-se as equagbes (2-52) e (2-53), substituindo os
estados e expressando as entradas U e torques do sistema em funcao das
velocidades angulares dos motores da aeronave, uma vez que estas serao as

formas dos atuadores interagirem com o sistema, pode-se obter

T2
L 2 2 _
é kyL(—w3 + wf) ¥ 724 Iyy —I..
o o
krL(w? + w3) I, — I,
j gty ————
6, Ly, Iy,
1/) Te
. ) kmL(w? — w2 + w2 — w? )
X_ _ w — ( 1 12 3 4) + T4To [ vy (3_103)
€T zz zz
i 8
g —qg Sin(l‘g) — X4%12 + TeT10
i Z10
B gcos(zs)sin(zy) — xexs + Taw12
3 T12

kf(wi + w3 + w? + wj)
m J

gcos(z3) cos(x1) — o109 + TaTs —

Com base nas equacOes aqui estabelecidas, pode-se identificar quais
valores dos estados e das entradas fazem com que X = 0. Em particular,
um possivel ponto de equilibrio ocorre quando os estados sao nulos, X =0, e

dessa forma tem-se
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0
_(b_ _0_ _é_ ka(_w% + wz) _O_
o o 6 Lo 0
A ! b L(? + o) 0
0 0 0 T 0
. vy
(8 0 (G 0 0
j 0 ) ) kp L(w? — w2 4+ w2 — w? 0
Xeg = (0 _ X 1/) _ (wi 2 3 i) _
T 0 T L. 0
T 0 i 0 0
y| o J ! 0
. . 0
Y 0 y 0
A o 5 0 0
z 0 Z 0 0
L L k(W + wf Wi i) L
_g m
(3-104)
Considerando que as rotacoes dos motores possuem modulo igual e
apenas sentidos diferentes, pode-se simplificar a equacao de 2 = g —
kp(wi +wi +wi +wj)

= 0 de modo a se obter
m

0=g-— 3-105
- (3-105)
Ak ju?
g= 1Y (3-106)
m
2 _ gm
=2 3-107
= (3-107)
am
0 = 1| 3-108

Dessa forma, verifica-se que a equagao (3-108) possibilita identificar o

modulo de w associado ao ponto de equilibrio, que pode ser descrito por

Ueqg = |:_Weq Weq —Weq Weq} (3—109)

Xeg =0 (3-110)

Os sinais adotados para as entradas explicitadas na equacao (3-109) sao
funcdo do sentido das forgas geradas pelos motores, seguindo a convengao
adotada nesse trabalho.

Por sua vez, as variaveis do sistema podem ser reescritas, separando a
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parte constante da parte que varia com o controle, conforme descrito por

X = Xy + Az (3-111)
Y =y, + Ay (3-112)
U=nu,+ Au (3-113)

Dessa forma, a operacao de controle pode atuar apenas sobre a parte
variavel do sistema, Ax e Au. Assim, o sistema a ser controlado serd expresso

por

Az = h(X,U) Az = AX 4+ BU
N (3-114)
Ay = f(X,U) Ay =CX+ DU

onde as matrizes A, B, C' e D sao definidas por

3.2.2
Controle por realimentacao de estados com polos dominantes e controle
de posicdo por Légica Fuzzy

O controle por realimentacao de estados, apesar de simples, é uma
ferramenta extremamente poderosa. A ideia desse tipo de controle é deslocar os
polos do sistema, para que este sempre opere de forma estavel. O deslocamento
de polos é feito por meio da definicio de uma matriz de ganhos capaz de
mover os polos para as posicoes desejadas. Adiante detalha-se o processo
do controle por realimentacao de estados adotado para o sistema estudado
nesta dissertacao, conforme representado pelo diagrama de blocos ilustrado na

Figura 3.8.
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Modelo Linear
Xd,Yd.Zd € | Conversor _F,_ Forca para r u do _Y_)_
e Fuzzy estados Quadricéptero
X,¥,Z ‘

K
|

Figura 3.8: Diagrama de blocos do sistema de controle com realimentagao de

estados (state feedback) proposto nesta segao.

onde x4,y4 € 24 € a posicao de referéncia, x,y e z é a posicao do quadricéptero,
e é o sinal de erro, I’ sdo as forgas geradas pelo controlador Fuzzy, r é o sinal
de referéncia para o controlador de realimentacao de estados, u é o sinal de
controle para a planta, Y é o vetor de saida e K é o bloco de ganhos da

realimentacao de estados.

3.2.2.1
Realimentacao de estados

Para explicar o comportamento desse controle, usa-se inicialmente um

sistema mais simples do que o estudado nesse trabalho. Considere o seguinte

sistema

x = Ax + Bu (3-119)
y=Cx+ Du (3-120)

onde a matriz D é nula — apenas para facilitar a discussao — e matriz C' é a
identidade.

Neste caso, tem-se que as saidas do sistema serao os proprios estados.
Por sua vez, adota-se uma lei de controle simples, onde a entrada do sistema

é uma fragao do vetor de estados, conforme definido por

u(t) =r(t) — Kx(t) (3-121)
onde 7(t) é a referéncia do sistema e K é a matriz de ganhos do sistema.
O diagrama de bloco de um sistema utilizando a realimentacao de estados

pode ser visto na Figura 3.9
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u Modelo Linear
} do —

Quadricéptero

Xd-yd.<d

Y

X,Y,Z L

N}

Figura 3.9: Diagrama de blocos de um sistema de controle com o state feedback.

onde x4,y4 € 24 é a posicao de referéncia, x,y e z é a posicao do quadricoptero,
e é o sinal de erro, u é o sinal de controle para a planta, Y é o vetor de saida
e K é o bloco de ganhos da realimentagao de estados.

Substituindo-se (3-121) em (3-119) e desenvolvendo a equagao resultante,

tem-se

% = Ax + Bu (3-122)
x = Ax + B(r(t) — Kx(t)) (3-123)
x = Ax — BKx(t) + Br(t) (3-124)
% = (A — BK)x(t) + Br(t) (3-125)
x = Acpx(t) + Br(t) (3-126)

Ressalta-se que, se o par (A, B) for controlavel, entdo (A — BK, B)
também serd, conforme descrito em [34]. Dessa forma, admitindo que o sistema
seja controlavel, atuando-se sobre Ac;, é possivel deslocar seus autovalores e,
consequentemente, escolher a posicdo dos polos. A fim de exemplificar como
o deslocamento de autovalores funciona, utiliza-se como exemplo o seguinte

sistema

0
1

X+ u (3-127)

) 1 3
X =
3 1

Para o sistema descrito na equagao (3-127), tem-se que o polinémio

caracteristico da matriz A é dado por

AN =A=1)2=9=X-22-8=(A+2)(\A—4) (3-128)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 3. Estratégias de controle 63

Consequentemente, nota-se que os autovalores do sistema sdao A = —2,
estavel, e A\ = 4, instavel. Dessa forma, o sistema se comporta de forma
instavel. Consequentemente, pretende-se utilizar a lei de controle sugerida
anteriormente (equagao (3-121)) a fim de fazer com que o sistema possa
operar de forma estavel, mas primeiro faz-se necessario verificar se o sistema é

controlavel. Neste intuito, define-se

Cc=[B AB|= X

Nota-se que o rank de C é completo, permitindo afirmar que o sistema ¢

0 3
X ] (3-129)

controlavel. Dessa forma, utiliza-se a lei de controle

u=r—|k k2 (3-130)
Substituindo-se a equagao (3-130) na equagao (3-127), obtém-se

, 1 3 ki ko
X = — X+
3 1 0 O
1-k -
%= 13—k - 0
3 1 1

Consequentemente, o novo polinémio caracteristico é dado por

0

r 3-131
) (3-131)

r (3-132)

AN = (A=14+Ek)A=1)=3(3—ky) = N2+ (k1 —2)A+ (3ky — k; —8) (3-133)

Assim, observa-se que as constantes de ganho k; conseguem alocar os
polos, ou raizes do polinomio caracteristico, de maneira arbitraria, mostrando
que a lei de controle empregada consegue auxiliar na alocacao dos polos,

possibilitando que o sistema opere de forma estavel.

3.2.2.2
Polos dominantes

Na secao 3.2.2.1 foi apresentado o controle por realimentacao de estados,
que ira escolher as raizes do polinémio caracteristico do sistema. Assim como
no exemplo apresentado, ¢ interessante que seja possivel calcular e encontrar
essas raizes, para que o projetista, ao escolher os polos, possa encontrar o valor
dos ganhos que alocarao as raizes nos locais desejados. Dessa forma, a maioria
das técnicas empregadas na solugao desse tipo de problema, se utilizam do fato
de polinémios com baixo grau possuirem expressoes analiticas para suas raizes.

Assim, sistemas de baixa ordem podem ser solucionados mais facilmente.
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Entretanto, a obtencao de solugoes analiticas para as raizes de polino-
mios com ordens altas, ndo é um processo trivial. Dessa forma, a técnica de
polos dominantes muitas vezes pode ser aplicada visando simplificar a obtenc¢ao
da solugao desses problemas. Basicamente, essa técnica aproxima o compor-
tamento dos sistemas de ordem mais alta por sistemas de ordem mais baixa,
também capazes de modelar satisfatoriamente o comportamento do sistema,
tornando mais simples a sua solucdo. A grande vantagem dessa técnica é que
grande parte do comportamento de um sistema, como tempo de assentamento
e overshoot, tem expressoes analiticas bem definidas para sistemas de até 2
ordem, tornando mais simples para o projetista trabalhar com esse tipo de
sistema. Intuitivamente, pode-se notar que os polos de um sistema dado por

equagodes diferenciais sao solugbes para

x = e BRix(0) (3-134)
x = eorlx(0) (3-135)

Observando a equagao (3-135), nota-se que os polos, ou autovalores, do
sistema realimentado sao responsaveis por determinar a velocidade com que
o sistema leva para convergir para um valor constante e consequentemente
estabilizar, com o passar do tempo. Autovalores grandes fazem com que o
sistema estabilize mais rapidamente, enquanto que para autovalores pequenos
ele estabilizara mais lentamente. Consequentemente, nota-se que os autovalores
determinam o comportamento do sistema.

Consequentemente, em um sistema com miultiplos polos sdo os mais lentos
que efetivamente determinem o comportamento do sistema. Por exemplo,
um sistema de 6* ordem possui 6 polos. Entretanto, usando a técnica de
polos dominantes pode-se reduzir a ordem do sistema, visando aproximar seu
comportamento por um sistema de 2% ordem, apenas alocando 2 polos com
modulos significativamente menores que os outros 4 polos.

Com maior rigor matematico, a reducao da ordem de sistemas por meio
da técnica de polos dominantes pode ser explicada considerando um SLIT de

ordem n com a funcao de transferéncia em malha fechada dada por

y(s)  N(s) wy
F(s) === = -1
() =(5) = D(5) 52+ s T + 2 (5130
sendo
D(s) = 8" +a1s™ '+ + amo15 + ap (3-137)

um polindémio de Hurwitz [35], como visto em [32] e n = m + 2.

A fungao de transferéncia F'(s) ja foi separada visando aproximar seu
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comportamento por meio de um polinémio de 2° grau, conforme evidenciado
na equagao (3-136). Mas, para se lograr éxito nesta aproximacao, é necessario
que as raizes de D(s) sejam maiores que as de s* + 2(w,s + w + n? Por
convengao, para serem consideradas como muito maiores, as partes reais das
raizes de D(s) devem ser maiores que, pelo menos, 5(w,, como observado
em [32] e [36]. Nestes casos, o sistema pode ser aproximado por

w2

R\)| > 5Cwn,i =1, -+ ,m => F(s) ~ n 3-138
| ( )‘_ Cwn 4 m (s) 82+2<wn8+w—|—n2 ( )

Para demonstrar que os polos dominantes sdo uma boa aproximacao do
sistema, considere a funcdo de transferéncia F'(s) expressa na equagao (3-139),

em sua forma polinomial, e na equagao (3-140), em sua forma fatorada.

y(s)  s™Hbis™ T 4 D15 + by

F(s) = r(s)  ags"+aps" Tt Ay + Gn7m =" (139)
_K($+Zl)(8+22)"'(3+2m) -
F(s) = (s+p1)(s+p2)- - (s+pn) 0

Admitindo que o sistema seja submetido a uma entrada do tipo degrau,
r(t) = a x u(t), e que os polos de malha-fechada do sistema sejam reais e
distintos, a resposta ao degrau sera dada por
n

y(S)Z%fZ

=1 S+p1

C;

(3-141)

onde ¢; é o residuo em s = p;.
Por sua vez, utilizando a transformada inversa de Laplace para encontrar

a resposta no tempo, obtém-se

yt) =a+ > et (3-142)
i=1

Consequentemente, observa-se que a localizagao dos polos é crucial para
o comportamento e para a estabilidade do sistema. Se eles estiverem no SPE,
semi-plano esquerdo, percebe-se que os termos exponenciais da equacao (3-142)
se aproximarao de zero com o tempo. Assim, a saida em regime permanente,

steady-state, sera

Yss = y(00) = tlim y(t) =a (3-143)

—00
Considere agora que todos os polos sejam reais exceto dois, que formam
um par de polos complexos conjugados. Dessa forma, esse par de polos
conjugados sera responsavel por um termo de segunda ordem que aparecera
no denominador da funcao de transferéncia. Dessa maneira, no dominio da

frequéncia, a resposta ao degrau unitario sera
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a_ Zq: ¢ ZT: bi(s + Grwr) + drwiy/1 — G (3-144)
s 3stDPi o $2 + 2(pwiS + wi

sendo g+ 2r = n e considerando-se, sem perda de generalidade, que todos
os polos sejam distintos.

Por sua vez, aplicando a transformada inversa de Laplace, como feito

antes, pode-se obter a resposta no tempo, dada por

q T
y(t) = a+ Z c;ePit + Z bre” Skt cos(wry/1 — ()
j=1 k=1
+ 3 e M sin(wy /1 — CPt)  (3-145)

k=1
Caso todos os polos estejam no SPE, observando-se o comportamento
da resposta do sistema, descrita pela equagao (3-145), nota-se que, assim como
antes, os termos exponencias irao se aproximar de zero com o passar do tempo,

inclusive os termos amortecidos. Dessa forma, em regime permanente ter-se-a

Yss = y(00) = Jim y(t) =a (3-146)
Ademais, admitindo-se que os dois polos complexos conjugados sejam os
polos dominantes, pode-se simplificar a equagao (3-145) como, é exatamente a

resposta do sistema de ordem mais alta somada com uns termos senoidais.

y(t) ~a+ Y b cos(wiy /1 — CBt) + Y cpe” Sin(wkmt)

k=1 k=1
(3-147)
Ressalta-se que quanto maiores forem os polos reais puros em relagao a

parte real do par de polos complexos conjugados, melhor sera a aproximacao
feita na equagao (3-147) e consequentemente mais a resposta se assemelhara a

de um sistema puramente de ordem dois.

3.2.2.3
Controle fuzzy de posicao

Nas secoes anteriores foram detalhados conceitos inerentes ao funciona-
mento do controle por alocagao de polos, também conhecido como controle por
realimentagao de estados (segdo 3.2.2.1). Ademais, discutiu-se sobre a apro-
ximagao de sistemas de ordem alta por sistemas de ordem mais baixa, por
meio do emprego da técnica de polos dominantes (segdo 3.2.2.2), bem como

a aproximag¢ao do modelo real nao linear de um quadricéptero por um mo-
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delo linearizado (segao 3.2.1.1). Contudo, o diagrama de blocos do sistema,
apresentado na Figura possui um bloco denominado “Conversor fuzzy” que
converte o erro de posicao em velocidade angular, auxiliando o sistema a criar
as entradas de forga para os rotores. Esse bloco foi implementado utilizando o
método de Takagi-Sugeno de fuzificacao e o centro de massa como método de
defuzificagao.

Esse bloco objetiva traduzir de maneira mais suave as forcas geradas
pelos rotores de maneira que nao haja tantos solavancos ou movimentos
bruscos. Para esse fim, ele tira proveito do funcionamento da Logica fuzzy,
que possui a propriedade de pertencimento de uma mesma entrada a varios
grupos de classificagao ou pertinéncia. Dessa forma, consegue-se criar forcas
com variagoes mais suaves e, possivelmente, respostas mais rapidas para a
movimentagao do quadricoptero, visando atingir uma determinada posic¢ao alvo
de forma mais rapida e sem muita oscilagao ou overshoot.

Para explicar o funcionamento desse bloco em especifico, serdao utilizadas
as caracteristicas do sistema do quadricoptero que descrevem sua movimen-
tagdo. O controle fuzzy foi projetado pensando-se separadamente sobre cada
eixo de movimentacao. Dessa maneira, existirao trés controles fuzzy no total:
um para os movimentos no eixo X, outro para movimentos no eixo Y (que
serd andlogo ao controle do eixo X) e um outro para o eixo Z, sendo todos
independentes entre si.

Antes de iniciar o processo de criacdo do controle, faz-se necessario a
definicdo de alguns pardmetros do controle fuzzy. A primeira definicdo a ser
feita sao as funcgoes de pertinéncia para as entradas do bloco. Neste sentido,
foram utilizadas 7 fungoes para cada eixo, todas gaussianas, descritas pela
seguinte féormula

(z —b)

B 2
2xc (3-148)

g(x,a,b,c) =axe

onde a é a altura maxima da curva, b é o valor central (onde a curva tem seu
valor méximo) e ¢ é o desvio padrao.

Dessa forma, foram definidas as seguintes fungoes de pertinéncia, tanto

para o eixo X quanto para o eixo Y

g(x,1,—150,15) = ML (x) =
(z — (=150))

B 2
ML (z)={1xe\ 2717 ) 0> 150 (3140

)
1,z < —150
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() <—80>>2>
g(2,1,-80,10) = L; (x) = Ly (z) = 1 x e\~ 2X10°
&= (—10))? )
9(2,1,-40,10) = P (z) = Py (z) =1 x e\ 2 X 10°
()
9(2,1,0,10) = MP,(z) = MP(z) = 1 x e\ 2% 10°
(x —40)?
g@;L4a1o>:1y(x>:z@wx>=s1xe<_ 2X]02>
(x — 80)2
g@;L8OJD)::Lj@ﬂ::L;@ﬂ::1xe< 2X102>
g(z,1,150,15) = ML} (x) =
( — 150)2
ML} (z) = 1xe<_ 2x 157 ),x§]50

1, z > 150

Por sua vez, para o eixo Z, empregou-se a seguinte defini¢ao

68

(3-150)

(3-151)

(3-152)

(3-153)

(3-154)
(3-155)

(3-156)
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< (z — (—90))2>
(2,1,-90,15) = ML-(z) = d1x e\ 2X1% ) e 90 (3157)
1,z < =90
( (z — (—50))2>
9(2,1,-50,10) = L-(z) = 1 x e\ 2107 (3-158)
( (z — (—20))2>
g(2,1,-20,10) = P-(z) = I x e\ 2 ¥ 107 (3-159)
()
9(2,1,0,10) = MP,(z) = 1 x e\ 2107 (3-160)
( (x — 20)2>
9(2,1,20,10) = PH(z) =1 x e\ 2% 107 (3-161)
( (x — 50)2>
9(2,1,50,10) = L (z) = 1 x e\ 2% 107 (3-162)
( (@ — 90)2>
0(2,1,90,15) = ML*(z) = {1x e\ 2X 1% ) 4 <gp (3-163)
1, 2 >90

Note que, nas fungbes (3-149) a (3-163), = é o erro de posicdo em
centimetros, M Lgnel [sinal - psinal - V[P g30 respectivamente as funcoes de
pertinéncia “Muito Longe”, “Longe”, “Perto” e “Muito Perto”, para o sinal do
erro no eixo i. Ademais, os indices “+7 e “-” presentes nestas fung¢oes indicam
o sinal do erro e consequentemente se a posicao atual é maior ou menor que
a desejada. Os valores de desvio padrao, valor central e valor maximo foram
definidos empiricamente, tendo como base o desempenho e comportamento
desejado para a curva idealizada.

Outro ponto importe de salientar é que as fungoes de pertinéncia utili-
zadas para modelar os extremos de cada conjunto, isto é, aquelas que estao
centradas em —150 cm e 150 c¢m, para os eixos x e y, e em —90 c¢cm e 90 cm,
para o eixo z, sao saturadas a partir desses pontos. Limita-se no valor maximo
das gaussianas, a fim de forgar que erros com o moédulo maior que esses pontos
extremos sempre sejam saturados no valor maximo.

As Figuras 3.10 a 3.12 apresentam a representagao grafica das fungoes

de pertinéncia utilizadas para os eixos X, Y e Z, respectivamente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 3. Estratégias de controle

Grau de pertinéncia
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Figura 3.10: Funcoes de pertinéncia para o eixo X.
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Grau de pertinéncia
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Figura 3.11: Funcgoes de pertinéncia para o eixo Y.
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Fungodes gaussianas para o eixo Z

1r % m \ 7
\ [\ N /
| |1 [ | |
! | |
II II | | II | |I
0.8 | 1 [ H b
| | | | | |
! | | | | |
= T [
=% 1 I | f [ |
c 06 - | II ||' -
| | -
3 Ill |I I| l | | L-
5 04r \ ] | I| .I| / P -
o \f Vo || MP
| | |
& :|I |I I| . |II . / p*
I | | | +
0.2 r i i |II 1 L ]
[ | | Vol / ML*
\ ' [
o)
=150 =100 =50 0 50 100 150
Erro [cm]

Figura 3.12: Funcgoes de pertinéncia para o eixo Z.

Uma vez definidas as entradas, pode-se definir as saidas do bloco, que
representam as forcas a serem aplicadas a cada um dos quatro rotores da
aeronave (Fy, Fy, Fy e Fy). Dessa forma, as saidas foram representadas por
singletons associados as forcas necessarias para se inclinar o quadricoptero
em ¢ graus. No intuito de se encontrar essas forcas, pode-se usar geometria

basica, a fim de decompor os movimentos e dire¢oes das forcas desejados para
o quadricoptero, como ilustrado na Figura 3.13.
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Figura 3.13: Representacdo do veiculo alinhado, a esquerda, e o veiculo

inclinado, a direita. Demonstrando a decomposicao de forgas;

Observando-se a Figura 3.13, pode-se notar que o = 90° — D, onde
D;,. é a inclinacao desejada para a aeronave. Nota-se, também que a forga de
hover H, definida como a forga suficiente para manter o veiculo pairando no

ar, pode ser expressa por meio de

H = F'sin(a) (3-164)

Além disso, a forca total, F', feita pelo rotor é dada por

F=H+AF (3-165)
Combinando as equagdes (3-164) e (3-165), obtém-se

H = (H + AF)sin(a) (3-166)

. rﬁ[a) _H=AF (3-167)
_ H— Hsin(a) I sin(a) ]

AF= sin(a) H sin(a) (8-168)

Por sua vez, sabendo que a = 90° — D,,,., pode-se reescrever a equagao
(3-168) como
1 —sin(90° — Djy.)

sin(90° — D)
Consequentemente, as variagoes de forcas AF' necessarias para inclinar

AF (D, H)=H

(3-169)

o quadricoptero em Dy, igual a 5°, 10° e 15° sao dadas respectivamente por
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Is = AF(5, H) (3-170)
Lo = AF(10, H) (3-171)

Outra definicao importante a ser feita é a especificacao da saida do
controle fuzzy. Neste trabalho, a saida foi definida como a soma ponderada dos
valores de saidas dos conjuntos singleton, pelas forcas necesséarias para realizar
determinado movimento ou forca. Por sua vez, os movimentos ou for¢as podem
ser definidos a partir de tabelas. Em particular, como cada eixo tem seu préprio
controle, nada mais correto do que existirem 3 tabelas, uma para cada eixo.

As Tabelas 3.4 a 3.6 apresentam as forcas de saida para cada rotor
do quadricoptero, para os eixos X, Y e Z, respectivamente. Ressalta-se que
F;,1 =1...4 sao as forcas dos rotores da aeronave, enquanto que H é a forca

de howver.

Tabela 3.4: Forcas de saida para o eixo x para cada rotor do quadricoptero

ML~ L~ P~ MP Pt Lt ML™*
Fy —I15 —I1o —1Is 0 I5 Lo L5
F, 0 0 0 0 0 0 0
F3 L5 Lo I 0 —1I5 —Io —I15
Fy 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 3.5: Forgas de saida para o eixo y para cada rotor do quadricoptero

ML~ L~ P~ MP Pt LT ML™*
F 0 0 0 0 0 0 0
Fy —I15 —I1o —1Is 0 I5 Lo L5
Es 0 0 0 0 0 0 0
Fy L5 Lo I 0 —1I5 —Io —I15

Conforme descrito anteriormente, a saida do bloco de controle sera a soma
dos valores das forcas dadas pelas Tabelas 3.4, 3.5 e 3.6, ponderada pelo valor
das fungoes de pertinéncia associadas a um determinado erro. Assim, espera-se
que o emprego dessa técnica, simples de se projetar, resulte em respostas mais

suaves e rapidas do que as provenientes de métodos classicos.
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Tabela 3.6: Forgas de saida para o eixo z para cada rotor do quadricoptero

ML~ L~ P~ MP Pt L+ ML*
F, 0.6H 0.8H 0.9H 1H 1.1H 1.2H 1.4H
F, -06H —-08H —-09H —-1H -1.1H —-12H —-14H
F5 0.6H 0.8H 0.9H 1H 1.1H 1.2H 1.4H
F, -06H -08H —-09H —-1H -1.14 -12H —-14H

3.2.3
Controle LQR

O proximo controle a ser estudado nesse trabalho é o Linear Quadratic
Regulator (LQR), cujos principios de funcionamento serdo detalhados nesta
secao. Anteriormente, na secao 3.2.2, apresentou-se um controle estritamente
baseado em alocagdo de polos. A discussao la efetuada permite notar que
esse tipo de controle é poderoso e simples de se implementar. No entanto, é
importante ressaltar que a alocagao de polos nao fornece diretamente valores
ou medidas de desempenho sistema. Este controle, basicamente, altera a
localizacao dos polos para manter o sistema estavel, sem levar em consideragao
se o sistema se comportara de forma rapida ou se ird se tornar muito complexo,
por exemplo. Além disso, observando apenas a posicao dos polos nao é facil
notar como a sua localizacio no SPE influencia os diversos aspectos de um
sistema, exceto quando a analise tem por objetivo apenas avaliar a estabilidade.

Por sua vez, o controle LQR se insere justamente nessa lacuna, usando
a alocacao de polos para estabilizar o sistema, mas, também possibilitando a
otimizacao de determinada caracteristica desejada pelo projetista, por meio da
minimizagao de uma matriz de custo. O funcionamento do LQR sera detalhado

ao longo desta secao.

3.2.3.1
Otimizacao do controle: uma alocacao de polos direcionada

Como dito anteriormente, empregando-se exclusivamente a técnica de
alocacdo de polos ha uma dificuldade muito grande de conseguir relacionar
aspectos de design do sistema, almejados pelo projetista, com a localizacao dos
polos no SPE e com a matriz de ganho, K, responsavel pela movimentacao
desses polos. Dessa forma, é interessante buscar uma maneira alternativa
de implementar a matriz de ganho, K, que permita ao projetista garantir
que o sistema efetivamente possua as caracteristicas desejadas. Neste intuito,

considere, inicialmente, um sistema simples dado por
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% = Ax + Bu (3-173)
y =Cx (3-174)

onde x é o vetor de estados n x 1, u é o vetor de entradas m x 1, y é a saida
do sistema.
Por sua vez, admita que a funcao de custo, que se deseja minimizar,

apresenta a seguinte forma

J= /Oo x'(t)- Q- x(t) +u®)" - R-u(t)dt (3-175)
onde ty é o tempo inici;(i, () é a matriz de custo para o vetor de estados e R é
a matriz de custo para o vetor de entradas.

Ressalta-se que, para que seja possivel resolver a minimizagao, é neces-
sario que Q seja um matriz simétrica positiva semidefinida e que R seja
uma matriz simétrica positiva definida. De forma intuitiva, tem-se que as
matrizes () e R sdo responsaveis por atribuir pesos associados a importancia
dada, pelo projetista, tanto aos estados quanto aos atuadores.

De forma resumida, o problema de minimizag¢do proposto consiste em
minimizar J , com u(t) € R™, tal que x = Ax + Bu. Para facilitar o
entendimento desse problema e ratificar a importancia das matrizes de custo,
considere que o sistema esteja em um estado nao desejado, por exemplo,
z(0) # 0, onde x(0) = 0 seria o estado desejado. Sabendo que @ e R sdo
positivas, e que existem termos quadraticos na integral, expressa pela equagao
(3-175), associados tanto a z(t) quanto a u(t) , tem-se que J tenderd ao infinito.
Consequentemente, para fazer com que a fun¢ao de custo seja alterada e deixe
de tender ao infinito, faz-se necessario que os atuadores sejam acionados. No
entanto, essa atuacao pode ser feita de diversas formas, como por exemplo:
alterando a velocidade da atuacao, a intensidade da atuacao e, até mesmo,
os recursos utilizados para atuacdo. Dessa forma, pode-se controlar como
os atuadores irao se comportar apenas alterando os valores da matriz R.
Analogamente, o mesmo pode ser dito quanto aos estados, z(t), do sistema.
Com o ajuste da matriz (), pode-se quantificar o quao custoso é se manter em
um estado nao desejado, podendo-se assim reduzir ou aumentar o custo para
o sistema como um todo. De um ponto de vista pratico e focado no projeto de

@ e R, empiricamente, sabe-se que

> Se a ordem de grandeza dos valores de () for maior que a dos valores de
R = O sistema se comporta de modo mais agressivo, com a regulacao

mais rapida; enquanto que
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> Se a ordem de grandeza dos valores de R for maior que a dos valores
de ) = O sistema se comporta de modo mais conservador, com a

regulacao mais lenta.

Dessa forma, o projetista pode pesar e balancear o desempenho desejado
para o sistema. De maneira geral, opta-se por sistemas mais agressivos, quando
nao ha muita preocupacao com consumo de combustivel ou energia para os
atuadores, mas sim com a velocidade em que se chega ao estado desejado.
Por outro lado, opta-se por sistemas mais conservadores, quando os recursos
energéticos sao mais limitados, ndo havendo uma preocupagao tao grande com
a velocidade em que se chega no estado desejado.

Analisando matematicamente, supoe-se um sistema simples com 2 esta-

dos e 2 atuadores, onde

x(t) = :i;gi;: (3-176)
u(t) = :Z;Ei{ (3-177)
Q=%1;: (3-178)
Rzélé_ (3-179)

(3-180)

onde zy(t) é o estado 1, z5(t) é o estado 2, ui(t) é o atuador 1, us(t) é o
atuador 2, q1; ¢ a penalidade dada para um erro ou estado nao desejado para o
estado 1, g9 € a penalidade dada para um erro ou estado nao desejado para o
estado 2, r1; é a penalidade dada para um erro ou atuacao nao desejado para
o atuador 1 e ryy é a penalidade dada para um erro ou atuacao nao desejado
para o atuador 2.

Por sua vez, substituindo as equagoes (3-176), (3-177), (3-178) e (3-179)

na equagao (3-175), pode-se escrever

x7(t)-Q-x(t)+u(t)' - R-u(t) = gt (t) +qoory(t)+r1us (t) +rogud(t) (3-181)

le qaT(t) + gy (t) + riaul(t) + roguz(t)di (3-182)

0
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J:/t qlle(t)—i—/t qaowa(t) —I—/t 7‘11U%(t)+/t Tooua(t)dt (3-183)
0

0 0 0

Dessa forma, observa-se mais claramente como os valores de () e R
influenciam na funcao de custo, J. Nota-se, também, como a ordem de grandeza
dos valores dessas matrizes afetam o sistema, servindo como base para as duas
implicagoes feitas anteriormente sobre o impacto da ordem de grandeza dos
valores de () e R sobre a resposta dos sistema.

Uma vez compreendido como o projeto de () e R impacta na resposta do
sistema, pode-se efetivamente comecar o desenvolvimento da minimizacao da
funcao de custo J, tentando relacionar () e R com a alocacao de polos, através
de uma matriz de ganho. Para iniciar esse desenvolvimento, considera-se uma

entrada de controle dada simplesmente por

u(t) = —K - (x(t) —xq(t)) = —K - e(t) (3-184)
onde K é a matriz de ganho, x(t) é o vetor de estados do sistema, xq(t) é o
vetor de estados desejados e e(t) é o erro dos estados estados do sistema.

O valor de K pode ser encontrado por meio de

K=R'B'.S (3-185)
onde R é a matriz de custos para os atuadores, B é a matriz que representa
o comportamento dindmico dos atuadores no sistema e S é a solugdo para a

equacgao algébrica dada por

S-A+AT.S—-S.BR*-B'.S+C0T-Q-C=0 (3-186)

onde A é a matriz que representa o comportamento dindmico dos estados no
sistema, B a matriz que representa o comportamento dinamico dos atuadores
no sistema, C' a matriz que representa a saida do sistema em relacdo aos
estados, R a matriz de custos para os atuadores e () a matriz de custos para
os estados.

Ressalta-se que a matriz S é positiva definida. A equagao (3-186) é
conhecida como equagao algébrica de Riccati. Normalmente, S nao serd tnica
e, consequentemente, a matriz K também nao sera. No entanto, convencio-
nalmente, apenas uma das possiveis solugoes leva efetivamente os polos para
o SPE, fazendo com que o sistema opere de modo estavel. Dessa forma, essa
serd a solugao S utilizada para determinagdo da matriz K do sistema.

A demonstracao formal para a possibilidade dessa entrada de controle
ser valida pode ser encontrada em [37]. Dessa forma, o sistema apresenta

um comportamento geral similar aos sistemas anteriormente apresentados, na
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secao 3.2.2, podendo ser representado pelo diagrama de blocos mostrado na
Figura 3.14

LQR

u Modelo Linear
Xd,Yd.Zd do .
Quadricoptero

XiY:iZ

Figura 3.14: Diagrama de blocos do sistema de controle LQR.

Consequentemente, nota-se que, a grande diferenca entre um sistema
controlado por realimentacao de estados (State-Feedback) e um controlado
por LQR é a métrica a ser empregada para determinacao dos valores de K,
mas de modo geral ambos baseiam-se no mesmos principios de funcionamento.
Resumidamente, enumerando os passos para encontrar os valores de K, para

implementagao do controle LQR, tem-se

1. Obter matrizes A, B da planta;

2. Projetar Q) e R;

3. Solucionar a equagao (3-186) para encontrar as matrizes S;
4. Calcular os valores de K, usando a equagao (3-185);

5. Escolher qual matriz K que aloque os polos no SPE;

3.2.3.2
Escolha 6tima de Q e R

Na secao anterior, secao 3.2.3.1, foi descrito o funcionamento de um
controle LQR. Comparando-se o diagrama de blocos desse controle, mostrado
na Figura 3.14, com o diagrama de blocos do controle proposto na secao 3.2.2,
mostrado na Figura 3.8, nota-se que ambos tém um funcionamento similar.
No decorrer da secao 3.2.3.1, evidenciou-se que as matrizes de custo ) e R
sao responsaveis por alocar os polos e, consequentemente, por modificar o

comportamento do sistema.
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No entanto, apesar de () e R determinarem o comportamento do sistema,
elas ndo possuem uma solugdo tnica. Assim, uma escolha ruim para essas
matrizes pode gerar um comportamento nao tao bom quanto o esperado. Em
sistemas menos complexos, as variaveis de estado geralmente sao bem descritas
e seu comportamento pode ser facilmente detalhado, analisado e observado.
Por outro lado, em sistemas mais complexos, o acoplamento de efeitos de um
estado em outro pode afetar a resposta, sem que seja possivel observar ou
detalhar facilmente esses fenémenos, dificultando o projeto dos valores de () e
R.

Dessa forma, tendo em vista que o sistema que se deseja controlar (um
quadricéptero) tem diversos efeitos de acoplamento, propos-se dois algoritmos
genéticos responsaveis por encontrar valores 6timos, mesmo que nao sejam de
forma global, mas melhores que os valores encontrados de forma manual, para
Q@ e R, levando em consideragao o erro de posicao e o tempo de assentamento.

No projeto dos GAs, a titulo de comparagao, foram utilizado utilizadas
duas configuragoes diferentes para a otimizagdo das matrizes Q e R. As
configuracoes podem ser observadas nas Tabelas 3.7 e 3.8. A diferencga entre as
configuragoes se da apenas pela funcao de avaliagao. Na primeira configuracao
a funcao de avaliacao leva em consideragao erro de posicao, enquanto que na
segunda configuragao o tempo de assentamento (settleling time) é levado em

consideracao.
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Tabela 3.7: Parametros da primeira configuracao do GA.

81

Funcao de avaliacao

Zi:x,y,z (Z%go erroQ)Z-

Objetivo

Minimizar a funcao de avaliacao

Padrao de crossover

Binario e Aleatério

Critério de parada antecipada:

Diferenca entre os melhores de 50

geracoes seguidas menor que 1076

Individuo

Vetor de 13 elementos composto pe-
los elementos das diagonais de @ e

R, 12 para a matriz ) e 1 para a

matriz R
Espacgo de busca para @) x € (0,109
Espaco de busca para R z € (0,107

Tamanho da populacao

100 individuos

Nimero de geragoes:

1300 épocas

Taxa de crossover 0%
Taxa de mutacao 0.8%
Taxa de elitismo 10%

Seed

Elementos das diagonais de Q e R

da escolha manual



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 3. Estratégias de controle

Tabela 3.8: Parametros da segunda configuracao do GA.

82

Funcao de avaliacao

S icay. Seltling time;

Objetivo

Minimizar a funcao de avaliacao

Padrao de crossover

Binario e Aleatério

Critério de parada antecipada:

Diferenca entre os melhores de 50

geragoes seguidas menor que 1076

Individuo

Vetor de 13 elementos composto pe-
los elementos das diagonais de @ e

R, 12 para a matriz ) e 1 para a

matriz R
Espacgo de busca para @) x € (0,109
Espaco de busca para R z € (0,107

Tamanho da populacao

100 individuos

Nimero de geragoes:

1300 épocas

Taxa de crossover 0%
Taxa de mutacao 0.8%
Taxa de elitismo 10%

Seed

Elementos das diagonais de Q e R

da escolha manual
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Resultados

Neste capitulo serao mostrados os resultados obtidos para os controles
propostos juntamente com uma discussao sobre seu funcionamento, visando
comparar o desempenho entre os controladores desenvolvidos e salientar pontos
interessantes sobre aspectos de projeto e peculiaridades de cada um deles.
Para fins de comparacao todos os controles foram submetidos a degraus de
mesma amplitude de entrada, aplicados as trés dimensoes espaciais, a fim de
se poder analisar parametros de desempenho tais como: erro no tempo,
erro quadratico no tempo, erro quadratico acumulado e tempo de
subida (rise time) — tempo necessario para que o sinal de saida atinja 90% do
valor final — e o tempo de assentamento (settleling time)— tempo necessério
para que a saida do sistema fique dentro da faixa de £5% do valor final,

permancendo dentro dessa faixa.

4.1
Controle PID

Nesta secao sao apresentados os resultados para o controle PID, usado
como base de comparacao com os demais controladores desenvolvidos neste
trabalho. Ressalta-se que o controlador PID desenvolvido possibilita acesso
direto aos valores dos angulos de roll, pitch e yaw do quadricoptero, além de
sua altitude (posi¢do no eixo Z). Entretanto, ndo se tem acesso direto a sua
posicao em X e Y, sendo necessario o emprego de um estimador de estados ou
odometria.

Dessa forma, para avaliagdo do PID serao apresentados tanto os resulta-
dos associados aos angulos de roll, pitch e yaw do quadricoptero, além de sua
altitude (posigao no eixo Z), quanto a estimativa de sua posicao em X e Y, a
qual é importante para uma comparagao mais direta com as caracteristicas de
desempenho dos demais controladores avaliados.

Os controles PID implementados para cada angulo e altitude sao inde-
pendentes entre si, permitindo sintoniza-los independentemente. Utilizando a
toolbox de controle do MATLAB®, foi possivel fazer o ajuste dos pardmetros
de maneira satisfatoria. A Tabela 4.1 apresenta os ganhos proporcionais, in-

tegrais e diferenciais definidos para o controle de cada angulo. Por sua vez,
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a Tabela 4.2 apresenta os ganhos proporcionais, integrais e diferenciais para

cada posicao.

Tabela 4.1: Ganhos do controlador PID para os angulos.

K, K; K,

Roll | 58218931,9739 | 59218560,6453 | 13990620,429
Pitch || 58218931,9739 | 59218560,6453 | 13990620, 429
Yaw | 2722530410,3522 | 1588973666, 7748 | 1078493934, 9564

PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Tabela 4.2: Ganhos do controlador PID para as posicoes.

K, K; K,

X | —0,029375 | —0,01519 | —0,013587
Y | —0,029375 | —0,01519 | —0,013587
7 || —150,8644 || —176,5671 || —31,6524

A Figura 4.1 mostra a trajetéria adotada pelo quadricéptero no espago
tridimensional, para se deslocar da origem (0 cm, 0 cm, 0 cm) até o ponto
desejado no espago (40 cm, 40 cm, 40 cm), denominado ponto alvo. A origem
¢ indicada por um marcador circular, enquanto que o marcador em forma de
asterisco indica a posicao final atingida pela aeronave. O marcador em forma

de losango representa o ponto alvo desejado.
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Posigao do quadricoptero
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|

€
L
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o
w
o
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50
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0
0
posicao Y [cm] -50 .50 posicdo X [cm]

Figura 4.1: Grafico de posicao do veiculo para o controle PID.

Por sua vez, de modo a se poder avaliar o movimento executado com
mais detalhes, a cada instante de tempo, as Figura 4.2, 4.3 e 4.4 mostram o
comportamento dos angulos de roll, pitch e yaw da aeronave, respectivamente.
Nestas Figuras, os pontos destacados por meio de um marcador circular
amarelo indicam os respectivos tempos de subida. Por sua vez, as retas

vermelhas indicam os valores desejados para cada um destes angulos.
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Roll do quadricoptero

0.3 : T [
I.' \+ Roll
| A Ro"desej ado
0.25 f ROl pida |
| + Rellassentamemo
0.2 L 1
£}
o
o
'8, 015 | |
[}
=
©
=
01F |
005 |
0 ! ! ! !
0 2 4 6 8 10

tempo [s]

Figura 4.2: Inclinagdo de roll em funcao do tempo para o controle PID.
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Pitch do quadricoptero

0.3 : T [
I.' \+ F’?tch
| A PItChdesej ado
0.25 f Pitch piga |
| + PItChassentamemo
0.2 L 1
£}
o
o
'8, 015 | |
[}
=
©
=
01F |
005 |
0 ! ! ! !
0 2 4 6 8 10

tempo [s]

Figura 4.3: Inclinacao de pitch em funcdo do tempo para o controle PID.
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Yaw do quadricoptero

12— T T
. \"\._ Yaw
|I \\*k_\\ Ya\"\'Ildesej ado
1 _|‘ I B YaW piga |
i + Yawassentamemo
0.8 H |
o
g |
8 06!
806 1
1]
= ‘
©
1=
0.4 f 1
0.2 ( .
0 !
0 2 4 6 8 10

tempo [s]

Figura 4.4: Inclinagdo de yaw em funcao do tempo para o controle PID.

As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram a existéncia de overshoots quase
idénticos nos trés casos. Ressalta-se que o degrau aplicado a entrada do
sistema foi ajustado de modo a garantir que o limite imposto no projeto de
lineariza¢ao nao fosse violado. Dessa maneira, uma degrau de 0.1 rad ou 5z,
aproximadamente, foi aplicado na entrada dos controles de roll, pitch e yaw. Os
resultados obtidos indicam que o tempo de subida para o movimento de roll foi
de 0,069 segundos, com 11,62% de overshoot, e o tempo de assentamento foi
de 0, 3851 segundos. Para o movimento de pitch 0,069 segundos, com 11, 62%
de owvershoot, e o tempo de assentamento foi de 0,3851 segundos. Para o de
yaw 0, 1449 segundos, com 19,05% de overshoot, e tempo de assentamento de
0, 3851 segundos.

A Figura 4.7 apresenta o comportamento da altitude da aeronave, ao
longo do eixo Z. O ponto destacado por meio de um marcador circular
amarelo indica o tempo de subida. As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam as posi¢oes
estimadas para os deslocamentos em X e Y respectivamente. Vale reiterar que

ha também 2 controles PIDs para a posicoes em X e Y.
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Posigdao em X

50 .
™S X

45 - .I;_- 1 O XSU bida

T assentamento ||

Posicéo [cm]
— ] ] (¥3] (o] By
(4] o (%] o w o
T T T T T T

-
o
T

Tempo [s]

Figura 4.5: Deslocamento no eixo X em fun¢do do tempo para o controle PID.
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Posicadoem Y

50 | |
i Y
- yd .
45 / Y subida
40 F B— assentamento [
351 § .
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— [~ el (5]
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-
o
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10

90

Figura 4.6: Deslocamento no eixo Y em fun¢do do tempo para o controle PID.
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Posicdoem Z
50 . . .
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Figura 4.7: Deslocamento no eixo Z em funcao do tempo para o controle PID.

A Figura 4.5 mostra a reacao dos sistema, em relacdo ao eixo x, a
entrada. Nota-se um overshoot de 19,06% com um tempo de subida de 0, 7690
segundos e um tempo de assentamento de 4,1315 segundos, sendo o tempo
mais demorado, para os controles no mesmo eixo. Observa-se que o controle
atinge o objetivo.

Por sua vez, a Figura 4.6 apresenta a resposta do sistema no eixo Y. Esta
é bem similar a apresentada pelo eixo X. Com um overshoot consideravel de
18,90%, um tempo de subida de 0, 7659 segundos e um tempo de assentamento
de 4,1176 segundos. Mas apesar disso, atinge o objetivo.

A resposta ao degrau de 40 cm de amplitude, mostrada na Figura 4.7,
possui overshoot de 17,34%. Ademais, nota-se que o sistema reage de forma
rapida, com tempo de subida de 0, 0619 segundos e um tempo de assentamento
de 0,4482 segundos, atingindo a posicao final desejada em pouco tempo.

Na sequéncia, para uma melhor comparacao entre os resultados obtidos,
as Figuras 4.9 e 4.8 apresentam os erros de inclinagao (roll, pitch e yaw) e
posicao (x, y e z), em fun¢ao do tempo. Por sua vez, os respectivos erros
quadraticos sao mostrados nas Figura 4.11 e 4.10 de modo a se poder observar

o comportamento do sistema de forma mais detalhada.
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Erro de posigao
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Figura 4.8: Erro de posi¢ao do veiculo para o controle PID.
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Erro angular
0.2 . . .

Erro de pitch
Erro de roll
e Erro de yaw | |

-04 1 1

Erro [rad]

-06 | 1

Tempo [s]

Figura 4.9: Erro de inclinacao do veiculo para o controle PID.
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Erro quadratico de posigao
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Figura 4.10: Erro quadratico de posicao do veiculo para o controle PID.
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Erro quadratico angular
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Figura 4.11: Erro quadratico de inclinacao do veiculo para o controle PID.

Os resultados apresentados nas Figuras 4.8 a 4.11 indicam que os con-
troles de inclinagées se comportam muito bem, apresentando erros iniciais
elevados, mas os reduzindo logo em seguida ao caminhar em dire¢ao a inclina-
¢ao desejada. Por outro lado, com relagdo aos movimentos em X e Y, nota-se
que mesmo atingindo o objetivo, houve uma demora muito grande para que
chegasse no regime permanente. No eixo Z, por fim, o movimento foi mais ra-
pido que os outros dois, mas nao foi rapido o suficiente para entrar em regime
permante antes dos 2 segundos. Por sua vez, para uma melhor quantificacao
dos resultados, as Tabelas 4.3 e 4.4 apresentam o erro médio, o erro quadratico
médio e o erro em regime permanente , para as inclinagoes (roll, pitch e yaw)

e posigoes (X, y e z) analisadas, respectivamente.
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Tabela 4.3: Erros de inclinagao do veiculo, para o controle PID.

FErnsdio [rad][x1073] || E2,4, [rad?][x1073] Esg [rad]
Roll —0, 6009 0,3021 9,3981 x 1077
Pitch —0, 6009 0,3021 9,3981 x 1077
Yaw 0 0 —4,0293 x 107
Tabela 4.4: Erros de posi¢do do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle
PID.

As Figuras 4.12 e 4.13 apresenta o erro acumulado e as Figuras 4.14 e

4.15 o erro acumulado quadratico, visando facilitar a verificacao das diferencas

Ewsdio [em] || B2 i [em?] || Ess [cm]
X || —0,1118 68,9952 | 0,1460
Yy || —o0,1116 68,2175 0, 1445
7 —0, 0895 8, 1272 0

dos erros de inclinagao e posi¢ao.
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Erro Acumulado de posigao
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Figura 4.12: Erro acumulado de posicao do veiculo para o controle PID.
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Erro Acumulado angular
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Figura 4.13: Erro acumulado de inclinacao do veiculo para o controle PID.
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Figura 4.14: Erro quadratico acumulado de posicao do veiculo para o controle

PID.
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Figura 4.15: Erro quadréatico acumulado de posi¢ao do veiculo para o controle

PID.

Os resultados apresentados nas Figuras 4.13 e 4.15 evidenciam as diferen-
¢as entre os comportamentos dos controles de Pitch-Roll e o de Yaw. De forma
analoga, os resultados presentes nas Figuras 4.12 e 4.14 salientam a diferenca
nos controles de X-Y e Z.

Na sequéncia, a Tabela 4.5 apresenta um resumo dos resultados encon-

trados.
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Tabela 4.5: Resumo dos parametros para o controle PID.

Tempo de subida [s] || Tempo de assentamento [s] || Overshoot %)
Roll 0, 069 0,3851 11,62%
Pitch 0, 069 0, 3851 11,62%
Yaw 0,1449 0,3851 19,05%
X 0, 7690 41315 19, 06%
Y 0, 7659 4,1176 18,90%
A 0,0619 0,4482 17,34%
4.2

Controle por realimentacao de estados com polos dominantes e controle
de posicao por Légica Fuzzy

Nesta se¢ao, o controle por realimentacao de estados, apresentado na
secao 3.2.2, sera analisado. A fim de se avaliar o comportamento desse controle,
foi aplicado um degrau de 40 cm em cada dimensao.

A Figura 4.16 mostra a trajetéria adotada pelo quadricéptero no espago
tridimensional, para se deslocar da origem (0 cm,0 cm,0 cm) até o ponto
desejado no espago (40 c¢cm, 40 c¢m, 40 cm), denominado ponto alvo. A origem
é indicada por um marcador circular, enquanto que o marcador em forma de
asterisco preto indica a posicao final atingida pela aeronave. O marcador em

forma de losango representa o alvo desejado.
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Figura 4.16: Trajetéria adotada pelo veiculo visando se deslocar da origem
(marcador circular) até o ponto alvo (marcador em forma de losango), para o

controle por realimentacao de estados.

Observando-se a Figura 4.16, nota-se que o controle conseguiu fazer com
que a aeronave se deslocasse satisfatoriamente para as proximidades do ponto
final desejado no espaco.

Por sua vez, de modo a se poder avaliar o movimento executado com
mais detalhes, a cada instante de tempo, as Figura 4.17, 4.18 e 4.19 mostram
o comportamento do erro de posicao em relagao aos eixos, X, Y e Z, respec-
tivamente. Nestas Figuras, os pontos destacados por meio de um marcador
circular vermelho indicam os respectivos tempos de subida e de um marcador

circular laranja indicam os respectivos tempos de assentamento.
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Figura 4.17: Posicao em relacao ao eixo X em func¢ao do tempo, para o controle

por realimentacao de estados.
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Figura 4.18: Posi¢ao em relacao ao eixo Y em func¢ao do tempo, para o controle

por realimentacao de estados.
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Figura 4.19: Posicao em relagao ao eixo Z em func¢ao do tempo, para o controle

por realimentacao de estados.

Por meio do grafico apresentado na Figura 4.17, é possivel notar que
em menos de 2 segundos a aeronave conseguiu atingir seu objetivo. Ademais,
em relacdo ao movimento no eixo X, tem-se que o tempo de subida foi de
0, 6278 segundos enquanto o tempo de assentamento foi de 0, 7841 segundos.
Por sua vez, verifica-se que o comportamento do erro no eixo Y, apresentado
na Figura 4.18, possui grande semelhanca com aquele calculado para o eixo X,
mostrado na Figura 4.17. Essa similaridade ja era esperada devido a simetria
existente nos eixos de deslocamento X e Y do quadricoptero. Dessa forma,
assim como para o deslocamento no eixo X, nota-se que o deslocamento
para o eixo Y tem o tempo de subida de 0,6278 segundos, um tempo de
assentamento de 0, 8382 segundos e consegue atingir o objetivo. Por outro lado,
o resultado apresentado na Figura 4.19 mostra que o deslocamento no eixo 7
¢ mais abrupto e mais responsivo dos 3 movimentos, demandando um grande
acionamento dos atuadores. E possivel perceber que este deslocamento é quase
instantaneo, quando comparado ao movimento em relacao aos outros dois
eixos. Para o eixo Z, obteve-se um tempo de subida de 0,0356 segundos e um

tempo de assentamento de 0, 0460 segundos. Diferentemente dos movimentos
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nos demais eixos, o deslocamento em Z possui um overshoot de 4%, que é
aceitavel para esse tipo de movimentacao. Ademais, também se observa que o
movimento consegue atingir seu objetivo.

Na sequéncia, para uma melhor comparacao entre os resultados mostra-
dos nas Figuras 4.17 a 4.19, a Figura 4.20 apresenta os erros de posi¢ao em X,
Y e Z, em func¢ao do tempo. Por sua vez, os respectivos erros quadraticos sao
mostrados na Figura 4.21, de modo a se poder observar o comportamento do

sistema de forma mais detalhada

Erro de posigao

Erro x
0r — Erroy
Erro z

Erro de posigao [cm]

Tempo [s]

Figura 4.20: Erro de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle por

realimentacao de estados.
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Figura 4.21: Erro quadratico de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o

controle por realimentacao de estados.

A Figura 4.20 reforca o alto grau de similaridade entre os comportamen-
tos dos erros em relacao aos eixos X e Y, além de evidenciar o comportamento
consideravelmente mais rapido para do movimento no eixo 7, em relacao ao
apresentado para os outros dois eixos. Por sua vez, a Figura 4.21 mostra os
erros quadratico de posicao, possibilitando avaliar de forma mais clara o com-
portamento do erro do sistema. Dessa forma, facilita-se a visualizacao do quao
rapido é o movimento no eixo 7, em relagdo aos outros, além de ressaltar a
pequena diferenca de comportamento entre os eixos X e Y. Para uma me-
lhor quantificagdo dos resultados, a Tabela 4.6 apresenta o erro médio, o erro

quadratico médio e o erro em regime permanente, para os 3 eixos analisados.
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Tabela 4.6: Erros de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle por

realimentacao de estados.

Ernedio [em] || ER g [em?] Ess [cm]
X || —4,1420 | 146,9302 | —1,9497 x 1010
Y —4,1191 145,4679 7,3546 x 10712
A —2,1800 82,1105 1,5488 x 1074

Por fim, para melhor avaliar o desempenho do controlador, a Figura 4.22
apresenta o erro acumulado e a Figura 4.23 o erro acumulado quadratico,
visando facilitar a verificacao das diferencas entre os eixos X e Y , bem como

o comportamento abrupto de Z.

Erro Acumulado de posicao

0 T T
Erro x
Erroy
2200 - Ermo z| |
€ -400 f -
L,
o
uy
o
8 -600 |
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@
© \
o |
i -800 | .
-1000 -\ l
\\\‘_' —
_1200 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Tempo [s]

Figura 4.22: Erro acumulado de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o

controle por realimentacao de estados.
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«<10% Erro quadratico Acumulado de posigao
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Figura 4.23: Erro quadratico acumulado de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y

e Z, para o controle por realimentacgao de estados.

Na sequéncia apresenta-se a Tabela 4.7 com o resumo dos parametros

encontrados nesta secao.

Tabela 4.7: Resumo dos parametros para o controle por realimentacao de

estados.

Tempo de subida [8] || Tempo de assentamento [s] || Overshoot [%]
X 0,6278 0,7841 0%
Y 0,6278 0, 8382 0%
Z 0,0356 0, 0460 4%
4.3

Controle LQR

O controle LQR, apresentado na secao 3.2.3, serda o préoximo controle a

ser avaliado. Os resultados deste controle sdo divididos em dois conjuntos: o
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primeiro referente a implementacao do controle LQR com matrizes de custo Q
e R escolhidas manualmente, a partir de heuristicas associadas ao prévio co-
nhecimento empirico de como um quadricoptero deve se comportar, enquanto
o segundo conjunto é referente ao controle LQR implementado com matrizes
de custo escolhidas por meio de técnicas de inteligéncia computacional, usando
algoritmos genéticos (GA).

Dessa forma, como existem dois pares de matrizes de custos diferentes,
definidas de maneiras completamente diferentes, as equagoes (4-1) e (4-2) mos-
tram as matrizes de custo ajustadas manualmente, utilizadas para obtencao
dos resultados mostrados na segao 4.3.1, enquanto que as equagoes (4-3) e
(4-4) mostram as matrizes de custo obtidas por meio da otimizagao com GA,
utilizadas para obtencao dos resultados mostrados na secao 4.3.2. Ademais, as
equagoes (4-5) e (4-6) apresentam as matrizes utilizadas para a obtencao dos
resultados mostradas na secao 4.3.3

Assim como na secao 4.2, os controles LQR foram avaliados por meio da

aplicacao de um degrau de 40 cm em cada direcao do espago tridimensional.

4.3.1
LQR com escolha manual das matrizes de custo

As matrizes de custo s@o compostas por todos os elementos sendo 1 exceto
os elementos da diagonal. Os elementos de ()4 e Ry, nas equagdes (4-1) e (4-2),

sao os elementos das diagonais de () e R respectivamente.

Qe=[1 111111 10 1000 10 1000 10] (4-1)

Ry = [0.0001 0.0001 0.0001 0.0001} (4-2)

A Figura 4.24 mostra a trajetoria adotada pelo quadricéptero no espago
tridimensional, para se deslocar da origem (0 cm, 0 cm, 0 cm) até o ponto
desejado no espago (40 cm, 40 cm, 40 ¢m), denominado ponto alvo. A origem
é indicada por um marcador circular, enquanto que o marcador em forma de
asterisco indica a posicao final atingida pela aeronave. O marcador em forma

de losango representa o ponto alvo desejado.
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Posigao do quadricoptero
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Figura 4.24: Trajetoria adotada pelo veiculo visando se deslocar da origem
(marcador circular) até o ponto alvo (marcador em forma de losango), para o

controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.

A Figura 4.24 apresenta a reacao do sistema aos degraus aplicados na
entrada. Nota-se que o quadricoptero conseguiu se deslocar quase em linha
reta da origem para o ponto desejado no espaco.

Por sua vez, de modo a se poder avaliar o movimento executado com
mais detalhes, a cada instante de tempo, as Figura 4.25, 4.26 e 4.27 mostram
o comportamento da posicao em relacao aos eixos, X, Y e Z, respectivamente.
Nestas Figuras, os pontos destacados por meio de um marcador circular
vermelho indicam os respectivos tempos de subida e de um marcador em forma

de cruz laranja indicam os respectivos tempos de assentamento.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 4. Resultados 112
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Figura 4.25: Erro de posicao em relacao ao eixo X em func¢ao do tempo, para

o controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.
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Figura 4.26: Erro de posicao em relacao ao eixo Y em funcao do tempo, para

o controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.
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Figura 4.27: Erro de posi¢do em relacao ao deslocamento no eixo Z em fungao

do tempo, para o controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.

No grafico mostrado na Figura 4.25, pode-se verificar a resposta do
sistema, no eixo X, para o degrau de entrada. Observa-se que o comportamento
é bem suave, sem overshoot, atingindo o objetivo rapidamente. O tempo de
subida foi de 0,3147 segundos e o de assentamento foi de 0,3851. Esse tipo
de comportamento ¢é extremamente desejavel, pois evita que os atuadores
sejam muito demandados. Convencionalmente, altos valores de atuagdo podem
comprometer a integridade do atuador.

Por sua vez, na Figura 4.26 é possivel observar o erro associado ao
deslocamento em Y. Mais uma vez, assim como apresentado na secao 4.2,
a resposta do sistema para esse eixo ¢é similar a apresentada para X, mostrada
na Figura 4.25, tendo um tempo de subida de 0, 3293 segundos, um tempo de
assentamento de 0,4037 segundos, nao possuindo overshoot e exibindo um
comportamento suave. Nota-se, entretanto, que, apesar do comportamento
similar ao do eixo X, ha uma pequena diferenca que acaba por implicar em um
tempo de subida ligeiramente maior. No entanto, dependo da aplicacao essa
pequena diferenca pode ser considerada desprezivel.

Por outro lado, ao contrario do erro em X e Y, observando-se a resposta
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do erro no eixo Z, mostrada na Figura 4.27, nota-se um pequeno overshoot
de 0,18% — o valor maximo atingido foi de 40,002 cm, sendo entretanto
satisfatoriamente pequeno, de modo que pode ser desprezado. No entanto,
de modo geral, a resposta do erro em Z é bem comportada, mostrando-se
satisfatoriamente rapida para atingir o objetivo, com um tempo de subida de
0, 3479 segundos e um tempo de assentamento de 0,4037 .

Na sequéncia, para uma melhor comparacao entre os resultados mostra-
dos nas Figuras 4.25 a 4.27, a Figura 4.28 apresenta os erros de posi¢ao em X,
Y e X, em fun¢ao do tempo. Por sua vez, os respectivos erros quadraticos sao
mostrados na Figura 4.29, de modo a se poder observar o comportamento do

sistema de forma mais detalhada.

Erro de posigao

Erro x
Erroy

( Erro z
l / |

151 1

-20 H .

Erro de posigdo [cm]

25 1 1

-30 H .

Tempo [s]

Figura 4.28: Erro de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle

LQR com ajuste manual das matrizes de custo.
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Figura 4.29: Erro quadratico de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o

controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.

Observando-se a Figura 4.28, pode-se notar o efeito de overshoot presente
na resposta do eixo Z. Esta Figura também facilita a visualizacao da pequena
diferenca entre as respostas em cada eixo. Analisando o comportamento
geral apresentado, verifica-se que as respostas sao extremamente parecidas,
sendo possivel notar apenas pequenas diferencas, quando minunciosamente
analisadas. Por sua vez, observando-se o comportamento do erro quadratico
pode-se observar mais claramente o comportamento similar das 3 respostas.
Para uma melhor quantificacao dos resultados, a Tabela 4.8 apresenta o erro
médio, o erro quadratico médio e o erro em regime permanente, para os 3 eixos

analisados.
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Tabela 4.8: Erros de posigdo do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle

LQR com ajuste manual das matrizes de custo.

Encdio [em] || B i [cm?] Egs [cm]
X || -6,7218 245,4188 || 0,9928 x 10~*
—6, 7410 245,5511 || 0,9928 x 10~

Z —6, 7575 240, 6656 0,9928 x 10~*

~

A Figura 4.30 apresenta o erro acumulado e a Figura 4.31 o erro
acumulado quadratico, visando facilitar a verificacdo das diferencas dos erros

entre os eixos X, Y e Z.

Erro Acumulado de posicao
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_2500 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
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Figura 4.30: Erro acumulado de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o

controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.
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«<10% Erro quadratico Acumulado de posigao
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Figura 4.31: Erro quadratico acumulado de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y

e 7, para o controle LQR com ajuste manual das matrizes de custo.

Observando o erro acumulado de posi¢ao, mostrado na Figura 4.30, nota-

se que o controle adotado possibilita uma resposta rapida para atingir o ponto

final desejado. Por sua vez, o erro quadratico acumulado, mostrado na Figura

4.31, ressalta a diferenca entre a resposta dos controles para os eixos X e Y e

a similaridade entre as respostas para os eixos Y e Z.

Na sequéncia apresenta-se a Tabela 4.9 com o resumo dos parametros

encontrados nesta segao.

Tabela 4.9: Resumo dos parametros para o controle LQR com escolha manual

das matrizes de custo.

Tempo de subida [s] || Tempo de assentamento [s] || Overshoot [%]
X 0,3147 0,3851 0%
Y 0,3293 0,4037 0%
A 0,3479 0,4037 0,18%
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4.3.2
LQR com escolha inteligente das matrizes de custo usando GA na primeira
configuracao

As matrizes de custo sao compostas por todos os elementos sendo 1 exceto
os elementos da diagonal. Os elementos de Q); e Ry, nas equagoes (4-3) e

(4-4),s80 os elementos das diagonais de QQ e R respectivamente.

2624, 34]
11,31
51,96
293,19
4719, 87
7194, 45

R (4:3)
1,03

9917, 41
1,03

9917, 41
1,03

128,27
128,27
R, = ’ 4-4
7 1198, 27 (4-4)
128,27
A Figura 4.32 apresenta os resultados obtidos para as melhores aptidoes

de cada geracao do GA.
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Melhor: 41.6092
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Figura 4.32: Resultados das aptidoes dos melhores individuos de cada geracao,

para o GA na primeira configuragao

A partir do grafico presente na Figura 4.32, observa-se que o algoritimo
convergiu por volta de 120 geracgaoes.
Na Figura 4.33 é possivel observar o comportamento da aptidao média

das geracoes.
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Figura 4.33: Resultados das aptidoes médias de cada geracgao, para o GA na

primeira configuracao

Com as Figuras 4.32 e 4.33 foi possivel ver que os valores de ) e R

obtidos possuem aptidao melhor que os valores da escolha manual, mesmo

com a diferenga sendo pequena.

A Figura 4.34 mostra a trajetoria adotada pelo quadricéptero no espago

tridimensional, para se deslocar da origem (0 cm, 0 cm, 0 cm) até o ponto

desejado no espago (40 cm, 40 cm, 40 ¢m), denominado ponto alvo. A origem

é indicada por um marcador circular, enquanto que o marcador em forma de

asterisco indica a posicao final atingida pela aeronave. O marcador em forma

de losango representa o ponto alvo desejado.
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Posigao do quadricoptero
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Figura 4.34: Trajetéria adotada pelo veiculo visando se deslocar da origem
(marcador circular) até o ponto alvo (marcador em forma de losango), para
o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira

configuragao

A Figura 4.34 apresenta a reagao da planta aos degraus aplicados na
entrada. Nota-se que a aeronave conseguiu sair do ponto de partida e chegar
ao ponto desejado no espaco.

Por sua vez, de modo a se poder avaliar o movimento executado com
mais detalhes, a cada instante de tempo, as Figura 4.35, 4.36 e 4.37 mostram
o comportamento davposi¢ao em relacao aos eixos X, Y e Z, respectivamente.
Nestas Figuras, os pontos destacados por meio de um marcador circular
vermelho indicam os respectivos tempos de subida e de um marcador em forma

de cruz laranja indicam os respectivos tempos de assentamento.
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Figura 4.35: Posicao em relacao ao eixo X em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira configuragao.
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Figura 4.36: Posicao em relacao ao eixo Y em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira configuragao.
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Figura 4.37: Posicdao em relagdo ao eixo Z em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira configuracao.

Na Figura 4.35, pode-se verificar, isoladamente, a resposta do sistema, no
eixo X, para o degrau de entrada. O comportamento mostrou-se nao tao suave,
mas sendo capaz de levar o quadricéptero a posigao final desejada. Observa-se
um overshoot, de 10,65%. Ademais, o tempo de subida foi de 0,4711 segundos
e o de assentamento foi de 0, 7433 segundos.

Por sua vez, na Figura 4.36 observa-se um comportamento bem similar ao
apresentado no eixo X. Em particular, nota-se uma leve diferenca no overshoot
que pode ser desprezada, tendo em vista que seu valor foi de 10,70%. Por
fim, o tempo de subida foi de 0,4711 segundos e o de assentamento foi 0,4733
segundos, similar ao obtido no eixo X.

Por outro lado, em relagao aos movimentos no eixo Z obtidos por meio
dos controladores anteriormente avaliados, nota-se que o apresentado na Figura
4.37 é o mais lento de todos, possuindo um tempo de subida de 1, 6673 segundos
e um tempo de assentamento de 1, 8642 segundos. Mas, ainda assim, apresenta
um owvershoot de 4, 30%.

Na sequéncia, para a ratificacdo da comparacao entre os resultados

mostrados nas Figuras 4.35 a 4.37, a Figura 4.38 apresenta os erros de posicao
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em X, Y e Z, em funcao do tempo. Por sua vez, os respectivos erros quadraticos
sao mostrados na Figura 4.39, de modo a se poder observar o comportamento

do sistema de forma mais detalhada.

Erro de posigao

\ Erro x
0r | \_— Erroy
‘ Erro z

Erro de posigao [cm]

Tempo [s]

Figura 4.38: Erro de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira configuracao.
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Figura 4.39: Erro quadratico de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z,
para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira

configuragao.

Os graficos dos erros presentes nas Figuras 4.38 e 4.39 mostram mais
claramente as diferencas de comportamento entre os 3 deslocamentos. Por sua
vez, para uma melhor quantificagao dos resultados, a Tabela 4.10 apresenta o
erro médio, o erro quadratico médio e o erro em regime permanente para os 3

eixos analisados.

Tabela 4.10: Erros de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira configuracao.

Erédio [cm] || E2 400
X —9,1978 353, 8255 8, 7503 x 1076
—9,1989 353, 8025 —4,3902 x 10~

Z || —12,6986 458, 2239 —0,037

[em?] Esg [cm]

>~<
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A Figura 4.40 apresenta o erro acumulado e a Figura 4.41 o erro
acumulado quadratico, visando facilitar a verificacdo das diferencas dos erros

entre os eixos X, Y e Z.

Erro Acumulado de posicao

Erro x
-100 Erroy | ]
Erro z
-200 .

-300 - -
-400 | -
-500 -

-600 || -

Erro de posicéo [cm]

-700 1

-800 r 1

-900 | 1

-1000 ' ' ' '

Tempo [s]

Figura 4.40: Erro acumulado de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z,
para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira

configuracao.
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35 X 104 Erro quadratico Acumulado de posigao

Erro x
Erroy
3r Erroz| |

Erro quadratico de posigao [c:m2]
-~ o N G

o
(9)]
T
I

Tempo [s]

Figura 4.41: Erro quadratico acumulado de posi¢gao do veiculo nos eixos X, Y e
Z, para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na primeira

configuragao.

Os graficos dos erros acumulados, mostrados nas Figuras 4.40 e 4.41,
evidenciam de forma mais clara o tempo despendido para que o controle
pudesse efetivamente fazer com que o veiculo atingisse o ponto desejado no
espaco. Nota-se que o eixo Z consome um tempo maior que os demais eixos.
Além disso, pode-se notar que o tempo de subida é maior que no caso da
escolha manual das matrizes de custo, apresentado na secao 4.3.1. Analisando
a tabela de parametros de configuracao, Tabela 3.7, especificamente notando
a fungao de avaliagdo dessa configuragdo do GA, pode-se ver que o tempo de
subida nao ¢ o objetivo da minimizacao do algoritimo, assim ¢ claro ver que
apesar de demorar mais para atingir o objetivo, o erro é menor que o obtido
no caso da escolha manual.

Na sequéncia, a Tabela 4.11 apresenta um resumo dos resultados encon-

trados.
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Tabela 4.11: Resumo dos pardmetros para o controle LQR com ajuste das

matrizes de custo por GA na primeira configuracao.

Tempo de subida [s] || Tempo de assentamento [s| || Overshoot [%]
X 0,4711 0,7433 10,65%
Y 0,4711 0,7433 10, 7%
Z 1,6673 1,8642 4,3%
4.3.3

LQR com escolha inteligente das matrizes de custo usando GA na segunda
configuracao

As matrizes de custo sdo compostas por todos os elementos sendo 1 exceto
os elementos da diagonal. Os elementos de @, e Ry, nas equagoes (4-5) e

(4-6),s80 os elementos das diagonais de ) e R respectivamente.

[ 627,40 T
1,08
8321, 00
1,06
193,03
6234, 51
Q1= 1 185,14 (4-5)
266, 1255
6185, 14
266, 1255
6185, 14
266, 1255,
6,10 x 105
6,10 x 1072

Ra=16 10 x 10-5 (4-6)
6,10 x 107°

A Figura 4.42 apresenta os resultados obtidos para as melhores aptidoes

de cada geracao do GA.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821404/CA

Capitulo 4. Resultados 131

Melhor: 0.25409
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Figura 4.42: Resultados das aptidoes dos melhores individuos de cada geracao,

para o GA na segunda configuragao

A partir do grafico presente na Figura 4.42, observa-se que o algoritimo
convergiu por volta de 150 geracaoes. Sendo mais exato, foram suficientes 155
geragoes para essa convergencia.

Na Figura 4.43 é possivel observar o comportamento da aptiddo média

das geragoes.
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Média: 152.3083
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Figura 4.43: Resultados das aptidoes médias de cada geracao, para o GA na

segunda configuracao

Com as Figuras 4.42 e 4.43 foi possivel ver que o controle, com os valores
de Q e R obtidos através dessa configuracao do GA, possui aptidao melhor
que o controle com os valores através da escolha manual.

A Figura 4.44 mostra a trajetoria adotada pelo quadricéptero no espago
tridimensional, para se deslocar da origem (0 cm, 0 cm, 0 cm) até o ponto
desejado no espago (40 c¢m, 40 cm, 40 ¢cm), denominado ponto alvo. A origem
é indicada por um marcador circular, enquanto que o marcador em forma de
asterisco indica a posicao final atingida pela aeronave. O marcador em forma

de losango representa o ponto alvo desejado.
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Posigao do quadricoptero
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Figura 4.44: Trajetoria adotada pelo veiculo visando se deslocar da origem
(marcador circular) até o ponto alvo (marcador em forma de losango), para
o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda

configuragao

Por sua vez, de modo a se poder avaliar o movimento executado com
mais detalhes, a cada instante de tempo, as Figuras 4.45, 4.46 e 4.47 mostram
o comportamento da posicao em relagao aos eixos, X, Y e Z, respectivamente.
Nestas Figuras, os pontos destacados por meio de um marcador circular
vermelho indicam os respectivos tempos de subida e de um marcador em forma

de cruz laranja indicam os respectivos tempos de assentamento.
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Figura 4.45: Posicao em relacao ao eixo X em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda configuragao.
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Posicadoem Y
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Figura 4.46: Posicao em relacao ao eixo Y em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda configuragao.
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Figura 4.47: Posicao em relagdo ao eixo Z em func¢ao do tempo, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda configuragao.

No grafico apresentado na Figura 4.45, pode-se notar mais claramente a
resposta da planta para o sinal de entrada. O comportamento obtido foi suave,
mas apresentando um overshoot de 3, 11% mostrando-se bom o suficiente para
atingir e permanecer no objetivo. Ademais o tempo de subida foi de 0, 0821
segundos e um tempo de assentamento de 0, 0871 segundos, ambos inferiores
que os valores obtidos na primeira configuragdo do GA e da escolha manual.

A Figura 4.46, por sua vez, mostra um comportamento bem parecido ao
visto no eixo X. Observa-se uma pequena diferenga no overshoot da resposta,
0,34%. Mas também foi capaz de acertar e permanecer no objetivo. O tempo
de subido foi de 0,0821 segundos e o de assentamento foi de 0,0921 segundos.

No entanto, a reacdo no eixo 7 presente na Figura 4.47 é suave, mas
apresenta um overshoot de 1,02%. O tempo de subida foi de 0,0671 segundos
e o tempo de assentamento foi de 0, 0821 segundos.

Na sequéncia, para ratificar comparagdao, mais uma vez, entre os resul-
tados mostrados nas Figuras 4.45 a 4.47, a Figuras 4.48 apresenta os erros
de posicao em X, Y e Z, em funcao do tempo. Por sua vez, os respectivos

erros quadraticos sao mostrados na Figura4.49, de modo a se poder observar
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o comportamento do sistema de forma mais detalhada.

Erro de posicao

Erro x
Erroy
Erro z

Erro de posigao [cm]

Tempo [s]

Figura 4.48: Erro de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda configuragao.
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Figura 4.49: Erro quadratico de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z,

para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda

configuragao.

Os graficos dos erros presentes nas Figuras 4.48 e 4.49 mostram mais

claramente as diferencas de comportamento entre os 3 deslocamentos. Por sua

vez, para uma melhor quantificagao dos resultados, a Tabela 4.12 apresenta o

erro médio, o erro quadratico médio e o erro em regime permanente , para os

3 eixos analisados.

Tabela 4.12: Erros de posicao do veiculo nos eixos errosLQRga2, para o controle

LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda configuragao.

Ensaio [em] || E} g1 [em?] Egs [em]
X —14, 2009 538, 5984 0.1062 x 108
Y || —14,2009 541,3403 || 0.1062 x 10~8
Z || —11,9013 422,2730 || 0.1062 x 1078
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A Figura 4.50 apresenta o erro acumulado e a Figura 4.51 o erro
acumulado quadratico, visando facilitar a verificacdo das diferencas dos erros

entre os eixos X, Y e, principalmente, Z.

Erro Acumulado de posicao

0 T T
Erro x
Erroy
Erro z
-500 .
e
L,
o -1000 - .
0w
On
‘»
o
o
[
T 1500 - .
o
L
\
-2000 [v =
_2500 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Tempo [s]

Figura 4.50: Erro acumulado de posicao do veiculo nos eixos X, Y e Z,
para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda

configuracao.
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Figura 4.51: Erro quadratico acumulado de posi¢ao do veiculo nos eixos X, Y

e 7, para o controle LQR com ajuste das matrizes de custo por GA na segunda

configuragao.

Os graficos dos erros acumulados, mostrados nas Figuras 4.50 e Figura

4.51, ressaltam mais claramente o tempo demandado para que o controle

pudesse efetivamente fazer com que o veiculo atingisse o ponto desejado no

espaco. Nota-se que o eixo Z consome um tempo menor que a maioria das

configuragoes testadas. Na sequéncia, a Tabela 4.13 apresenta um resumo dos

resultados encontrados.

Tabela 4.13: Resumo dos parametros para o controle LQR com ajuste das

matrizes de custo por GA na segunda configuracao.

Tempo de subida [s] || Tempo de assentamento [s] || Overshoot [%]
X 0,0821 0,0871 3,11%
Y 0,0821 0,0921 0,34%
z 0,0671 0,0821 1,02%
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5
Conclusoes

O processo de modelagem da aeronave foi apresentado no capitulo 2, por
meio do emprego das ferramentas matematicas discutidas no apéndice A. Por
sua vez, uma vez conhecido o modelo da aeronave, foram projetados ao longo do
capitulo 3 diferentes tipos de controladores, baseados em técnicas de controle
moderno e classico. Na se¢ao 3.1 é apresentado o desenvolvimento do controle
PID utilizado como baseline para comparagao com o desempenho dos demais
controladores implementados. Por sua vez, na secao 3.2.2, discutiu-se o projeto
de um controle por realimentagao de estados com polos dominantes e controle
de posicao por Logica Fuzzy. Ja na secdo 3.2.3 foi abordado o projeto de um
controle LQR, tanto com as matrizes de custo ajustadas de forma manual
quanto obtidas a partir de algoritmos de otimizacao baseado em algoritmos
genéticos.

No capitulo 4, foram apresentados os resultados obtidos ao longo do
processo de avaliagao de desempenho de todos os controles analisados neste
trabalho.

Para fins de comparagdao dos resultados obtidos, as Tabelas 5.1 e 5.2
sumarizam as principais caracteristicas de desempenho de cada controlador

analisado.
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Tabela 5.1: Comparacao de desempenho entre os controladores avaliados:

tempo de subida, tempo de assentamento e overshoots.

Eixo SFB- LQR sem || LQR-GA || LQR-GA || PID
Fuzzy GA (1) (2)

X 0,6278 0,3147 0,4711 0,0821 0,7690

Tempo de
) Y 0,6278 0,3293 0,4711 0,0821 0,7659

subidals]

y/ 0,0356 0,3479 1,6673 0,0671 0,0619
Tempo de X 0,7841 0,3851 0,7433 0,0871 4,1315
assentamento Y 0, 8382 0,4037 0,7433 0,0921 4,1176
[s] Z 0, 0460 0,4037 1, 8642 0,0821 0,4482

X 0 0 10,65 3,11 19,06
Overshoot [%) Y 0 0 10,7 0,34 18,90

y/ 4 0,18 4,3 1,02 17,34

Tabela 5.2: Comparacao dos erros obtidos pelos controladores avaliados.

I Il Bixo ]| SFB-Fuzzy [ LQRsem GA || LQR-GA (1) [ LQR-GA (2) [ PID ||
X —4,1420 —6,7218 —9,1978 —14, 2009 —0,1118
Emédio Y —4,1191 —6,7410 ~9,1989 ~14,2009 ~0,1116
fem] Z —2,1800 —6, 7575 —12,6986 —11,9013 —0,0895
) X 146, 9302 245, 4188 353, 8255 538, 5984 68,9952
médio Y 145, 4679 245, 5511 353,8025 541, 3403 68,2175
[em”] zZ 82,1105 240, 6656 458,2239 422, 2730 8,1272
X —1,9497 - 10— 0,9928 0,0087503 0, 00001062 1460
Ess 4
[1074]
fem] Y 7,3546 - 108 0, 9928 —0, 0043902 0, 00001062 1445
[10~1]
zZ 1,5488 0,9928 —370 0, 00001062 0
[10~4]

Os resultados apresentados na Tabela 5.1, referentes aos eixos X e Y,

mostram que o controlador LOQR com GA na segunda configuracao, LQR-

GA(2), é o mais rapido a atingir o objetivo, tendo um tempo de assentamento

4 vezes, aproximadamente, menor que o segundo controlador mais rapido, LQR

sem GA. O tempo de subida para esses eixos também é o menor de todos. Além

disso, esse e 0 LQR sem GA sao os controladores mais consistentes no quesito

de deslocamento, obtendo tempos de assentamento bem proximos em relagao a
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todos os eixos. Por outro lado, em relacao ao movimento no eixo Z, nota-se que
o controle LQR-GA(2) teve o segundo melhor tempo de assentamento e terceiro
menor tempo subida, sendo maior apenas que o controle SFB-Fuzzy. Note que
o GA utilizado teve como objetivo a otimizagao do tempo de assentamento, sua
funcao de avaliacao era exatamente esse parametro, como pode ser observado
na Tabela 3.8. O GA cumpriu sua funcao, tendo em vista que o tempo de
assentamento da configuracdo do LQR com a escolha das matrizes Q e R
manual, que ndo havia nenhum tipo de otimizacao, foi 4 vezes maior do que a
configuragao proposta através da escolha do GA. Para os overshoots, no eixo
X eY, o LQR-GA(2) tem o terceiro menor overshoot. No eixo Z, por outro
lado, o controle fica com o segundo menor overshoot

Ainda na Tabela 5.1, nota-se que o LQR sem GA, nos eixo X e Y, foi o
segundo controle mais rapido a alcangar o objetivo, apresentando um tempo
de subida de 0, 3147 segundos e 0, 3293 segundos. Ja para o eixo Z, ele fica com
o quarto menor tempo de subida, 0, 3479 segundos. Olhando para o tempo de
assentamento, o controle tem os segundos menores tempos de assentamento
para os eixos X e Y, 0,3851 segundos e 0,4037 segundos respectivamente. No
eixo Z, com 0, 4037 segundos, fica com o terceiro menor tempo de subida. Para
0s overshoots, o controle tem os menores valores de overshoot, 0% para X e Y
e 0,18% para Z.

Focando no controlador LQR com GA na primeira configuracao, LQR-
GA(1), os tempos de subida de 0,4711 segundos e 0,4711 segundos para os
eixos X e Y, foram os terceiros menores tempos. No eixo Z, o tempo de subida
de 1,6673 segundos fica com o pior tempo entre os 5 controladores. Observando
o tempo de assentamento, os eixos X e Y ficam com os terceiros melhores
tempos e o eixo Z fica com o quarto menor tempo. O controle apresenta os
quartos menores overshoots entre os controles testados.

Observando o controlador por realimentagao de estados com polos domi-
nantes e controle de posicao por Logica Fuzzy, SFB-Fuzzy, o tempo de subida
de 0,6278 segundos em ambos os eixos, X e Y, ficam com os quartos menores
tempos e para o eixo Z, o tempo de 0,0356 segundos, ¢ o menor tempo de
subida. O tempo de assentamento para os eixos X e Y sdo 0s quartos menores
e para o eixo Z é o menor. Os overshoots para os eixos X e Y s@0 0s menores,
juntamente com o LQR sem GA, e para o eixo Z, o terceiro menor.

Mais uma vez observando a Tabela 5.1, verifica-se que o controle de
referéncia, PID, possui os maiores tempos de subida para os eixos X e Y,
0, 7690 segundos e 0, 7659 segundos, e segundo menor tempo de subida para
o eixo Z. O tempo de assentamento para o eixo X e Y, 4,1315 segundos e

4,1176 segundos , sdo os maiores tempos. O eixo Z tem quarto menor tempo
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assentamento. Os overshoots sao os maiores para todos os eixos.

O resultados presentes na Tabela 5.2 apontam o controlador PID como o
controlador com o menor erro médio nos 3 eixos, —0,1118 cm, —0,1116 cm e
—0,0895 cm para X, Y e Z respectivamente. Os erros médios quadradicos tam-
bém sdo os menores obtidos entre os controladores comparados, 68,9952 cm?,
68,2175 cm? e 8,1272 cm? . Com excecao do eixo Z, o erro em regime dos eixos
X e Y foram os maiores encontrados. O eixo Z apresentou o menor erro em
regime.

O controlador SFB-Fuzzy apresenta os segundos menores erros médios
nos 3 eixos, —4, 1420 cm, —4, 1191 cm e —2, 1800 cm para os eixos X,Y e Z. Os
erros quadraticos médios sdo, também, os segundos menores, 146, 9302 cm?,
145,4679 cm? e 82,1105 cm? para os eixos X, Y e Z. Os erros em regime
permanente sao os menores para X e Y, mas para Z é o segundo maior.

Analisando o controlador LQR sem GA, os erros em médios sao os
terceiro menores para X, Y e Z, —6,7218 cm, —6,7410 cm e —6,7575 cm
respectivamente. Os erros quadraticos médios, 245, 4188 cm?, 245, 5511 cm? e
240, 6656 cm?, sdo os terceiros menores erros para os eixos X, Y e Z. Por fim o
erro em regime permanente dos eixos sdo os quartos menores para os eixos X
e Y e terceiro menor para o eixo Z. Vale notar que esse controlador é um dos
mais consistentes.

O controle LQR~-GA(1) apresenta os quartos menores erros médio para
os eixos, —9,1978 cm, —9,1989 cm e —12,6986 cm respectivamente. Os erros
quadréticos médios de 353, 8255 cm?, 353, 8025 cm? e 458,2239 cm?, para X,
Y e Z, sao os quartos menores. Para o erro em regime, os eixos X e¢ Y tém
os terceiros menores erros. O eixo Z tem o quarto menor erro em regime
permanente.

Por fim, o LQR-GA(2) apresenta os piores erros médios, —14,2009 cm,
—14,2009 cm e —11,9013 cm. Os erros quadraticos médios também sao os
piores encontrados, 538, 5984 cm?, 541, 3403 cm? e 422, 2730 cm?. Por sua vez,
os erros em regime permanente foram os terceiros menores para X e Y, segundo
menor para Z.

Analisando os resultados obtidos, conclui-se que o controle PID, apesar
de ser mais simples de se projetar e de possuir diversas ferramentas ja
projetadas para auxilio ao procedimento de tuning de parametros, como
visto em [38-40], peca em desempenho, quando aplicado isoladamente ao
quadricoptero. O desempenho apresentado nao foi o pior obtido, em relagao
a todas as caracteristicas de desempenho avaliadas, porém, em muitos casos,
este controlador mostrou-se incapaz de atingir os patamares de desempenho

obtidos por técnicas de controle moderno.
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Por sua vez, os resultados obtidos pelos controles modernos avaliados
indicaram um desempenho melhor em relagao ao controle classico PID desen-
volvido. Nao obstante, ressalta-se que a complexidade de projeto aumenta em
relacao ao PID, sendo mais dificil de se encontrar ferramentas que auxiliem a
sintonia dos parametros. Além disso, os resultados também ressaltam a impor-
tancia de se projetar adequadamente a funcao de avaliacao do GA, de modo
a se garantir que esta seja efetivamente capaz de representar bem o que se
deseja otimizar. No caso discutido na se¢ao 3.2.3.2, observou-se que otimiza-
¢ao das matrizes Q e R utilizando GA para minimizar o tempo assentamento
gerou resultados bem expressivos. O tempo de assentamento proveniente dessa
configuracao foi até 4 vezes menor do que a configuracao original sem mini-
mizagao do LQR. Esse resultado pode ser visto na Tabela 5.1. Por sua vez, a
configuracao do GA utilizando o erro quadratico acumulado como o objetivo
da minimizacao nao conseguiu exercer sua fun¢ao. O erro quadratico acumu-
lado dessa configuragdo foi superior ao encontrado na configuracao original
do LQR. Esse fato se deve a possiveis minimos locais na funcao de avali¢ao
dessa configuracao. Esses minimos locais dificultam, para o GA, encontrar o
minimo global. Dessa forma, os resultados obtidos nessa configuracao nao sao
os melhores possiveis no quesito de erro quadratico acumulado.

Conforme indicado na Tabela 5.1 e 5.2, dentre todos os controladores
avaliados, pode-se perceber que o controlador LQR-GA(2) apresentou os
melhores resultados em relagdo aos parametros de desempenho: tempo de
subida, tempo de assentamento; bons desempenhos em overshoot e erro em
regime permanente, sendo bem consistente em relagao a movimentagao em
todos os eixos. Por sua vez, o controle PID obteve o melhor erro médio
e um desempenho razoavel para deslocamentos no eixo 7, além de exibir
tempos de subida e assentamento adequados para deslocamentos neste eixo.
Por sua vez, o controle SFB-Fuzzy apresentou um excelente desempenho nos
deslocamentos no eixo Z, possuindo o melhor tempo de subida e excelentes
tempos de assentamento e erro médio quadratico. O controle LQR sem GA
foi bem nos quesitos de overshoot e tempo de assentamento e subida, além de
obter erros em regime bem baixos. O controle LQR-GA(1) apresentou bons
tempos de subida e assentamento e erro em regime permanente muito bom.

Dessa forma, conclui-se que, dentre os controladores avaliados,
recomenda-se a ado¢ao do controlador LQR sem GA, caso o objetivo seja uma
movimentagao consistente nos eixos. O LQR-GA(1) seria mais recomendado
se fosse desejado um assentamento rapido nos eixos. Por outro lado, caso
deseje-se que o quadricoptero possa alterar sua altitude de forma brusca e

bem rapida, o SFB-Fuzzy é o mais recomendado. Ademais, o PID é o mais
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recomendado caso se deseje um controle de facil sintonia de parametros e com
diversas técnicas de tuning disponiveis, sendo capaz de atingir um desempenho
razoavel. Se fosse desejado um controle que trabalhasse no regime permanente

na maior parte do tempo o LQR-GA(2) seria o mais recomendado.

5.1
Trabalhos futuros

Uma sequéncia Logica para o seguimento deste trabalho seria a aplicacao
das técnicas projetadas em um simulador mais completo para o comportamento
do quadricéptero e para as condigoes reais nais quais o mesmo se sujeita. A
utilizagdo do Gazebo [41-43] ou do Simscape® [44-46] para a modelagem e
simulagdo de um ambiente tridimensional mais realista pode ser um escolha
mais adequada. Apods essas novas simulagoes, a implementagdao dos controles
em um quadricéptero real pode ser o processo logico de ser seguido para
se obter uma comparagao mais apurada e detalhada do comportamento das
estratégias desenvolvidas.

Adicionalmente, visando otimizar ainda mais as caracteristicas de desem-
penho aqui obtidas, pode-se propor estratégias de controle mais complexas,
baseadas no modelo nao linearizado do quadricoptero, bem como um controle
robusto ou por modos deslizantes ou a linearizagao de realimentacao (feedback
linearization). O intuito de desenvolver essas estratégias é conseguir avaliar o
custo-beneficio que consegue ser obtido com o aumento da complexidade do

projeto e a reducao das aproximacoes do modelo do quadricéptero.
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A
Conceitos e Ferramentas

Neste capitulo sao apresentados algumas dos conceitos fisicos e ferramen-
tas matematicas mais importantes utilizados no desenvolvimento desse traba-

lho, tanto para modelagem quanto para projeto de controle do quadricéptero.

Al
Matriz de rotacdo e Angulos de Euler

Para modelagem de uma aeronave multirotor é necessario, primeira-
mente, compreender o funcionamento basico de algumas transformacoes e fer-
ramentas de cédlculo e algebra linear. Neste intuito, serd aqui apresentada a
primeira ferramenta importante utilizada no processo de modelagem de um
quadricoptero. A Figura A.1 representa uma mudanca na orientacdo de um
dado referencial de um estado A para B, ou simplesmente a mudanca de um

grupo eixos cartesianos ortogonais e mutuamente exclusivos.

Z

A

Figura A.1: Representagao da transformacao do referencial A para o referencial
B.

Note que, observando-se os estados A e B do referencial verifica-se

que eles estao rotacionados, um em relagdo ao outro. Dessa forma, seria
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interessante e intuitivo que os vetores candnicos desses eixos, ou referencias,
fossem expressos de uma forma simples como uma combinacao linear entre eles.
Consequentemente, poder-se-ia escrever os vetores canonicos de B em funcao

dos vetores primitivos de A da seguinte forma

by = rya1 + r2as + rizas;; (A-1)
by = Tro1a1 + ro2ag + rozas;; (A-2)
by = r3ia; + r32a2 + r3zas;. (A-3)

onde b; sao as componentes X, y e z no referencial B, a; sdo as componentes
x,y e z no referencial A e r;; sao as componentes da combinacao linear entre
as componentes de a;;

Analisando a equagoes (A-1),(A-2) e (A-3) percebe-se que é possivel

escrevé-las sob a forma matricial, conforme expresso por

by i1 Ti2 T13 ay
bo| = |21 To2 To3| X |az|; (A-4)
bs 31 T32 T33 as

b=R X a; (A-5)

Em aplicacoes envolvendo o controle de quadricopteros é comum que se
tenha que trabalhar com dois sistemas de coordenadas principais, denominados
referencial global e referencial local.

Geralmente, as coordenadas de localizacao do drone sao dadas por um
sistema G.P.S. (Global Positioning System), que utiliza o referencial global,
devido a ser muito mais intuitivo localizar e controlar um quadricéptero usando
pontos espaciais no mesmo referencial do operador. Dessa forma, os sinais de
controle para o quadricoptero que dependam de alguma coordenada espacial
necessitam de uma conversao entre estes referenciais, considerando por exemplo
que o controle da aeronave seja baseado no referencial local e que o sistema
receba informagoes baseadas no referencial global.

Tendo em vista as discussoes aqui introduzidas, para facilitar e padroni-
zar a notagao utilizada ao longo desse trabalho, adota-se uma convencao bas-
tante comum na area de desenvolvimento de quadricopteros, a letra W sempre
serd usada para referenciar o referencial global (aquele que nao se move com
o quadricéptero) enquanto que a letra D serd empregada para o referencial
local (aquele que estd atrelado ao quadricéptero), como pode ser visualizado

na Figura A.2 .
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N

W

Figura A.2: Representacao dos referenciais adotados ao longo deste trabalho.

O referencial a esquerda, W, é o global e a direita, D, o local.

Consequentemente, evidencia-se a relevancia da construcao de uma ma-
triz que seja capaz de converter pontos espaciais de um referencial para o outro,
sendo essencial para a modelagem e controle. Assim como foi intuitivo visua-
lizar essa matriz, também é extremamente simples encontrar os elementos de
R, expressos em (A-4) e (A-5).

Existem diversas maneiras para se obter a matriz de rotagao R, todas,
se feitas da maneira correta, levam ao mesmo resultado. Entretanto, antes
de apresentar os calculos para obtencao dos elementos da matriz de rotagao, é
importante apresentar o conceito de angulos de Euler [55] que é bastante usado
em robdtica e aerondutica para obtencao dessas matrizes. Leonard Euler [54]
mostrou, utilizando a orientagdo de corpos rigidos, que é possivel transicionar
de um referencial para o outro aplicando trés rotagoes consecutivas.

De maneira mais simples, utiliza-se um referencial fixo e outro que ira
rotacionar. Nesse segundo, aplicam-se trés rotagoes em relacao a alguns dos
eixos, de modo a se chegar no novo referencial almejado. Denominam-se angulos
de Euler a sequéncia de angulos utilizados para rotacionar os eixos a fim de
se atingir o objetivo. Dessa forma, a matriz de rotacao R, vista nas equacoes

(A-4) e (A-5), pode ser construida como

WRp =" R4 x* Rp x® Rp; (A-6)
onde o indice sobrescrito W representa o referencial de origem e o indice
subscrito R o de destino. A e B sao referenciais intermediérios criados com o

intuito de facilitar a construcdo da matriz de rotacio WRp.
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O grande beneficio dessa ferramenta é permitir que uma transformagao
mais complexa possa ser destrinchada e construida a partir de trés transforma-
¢Oes mais simples e independentes, facilitando consideravelmente o trabalho de
modelagem.

Dessa forma, pode-se propor algumas sequéncias de rotagao, em alguns
eixos, que transformem os eixos do referencial global para o referencial local
do quadricoptero e, consequentemente, os respectivos pontos no espago. Uma
possivel solugao consiste em primeiramente fazer uma rotacao em torno do eixo
z, depois em torno do eixo x e por tultimo em torno do eixo y. Essa sequéncia
consegue transformar pontos no referencial W para pontos no referencial D.

Assim, pode-se construir WRp da seguinte forma

WRp = Rot(z,1) x Rot(z,$) x Rot(y,0); (A-7)
onde o operador Rot(a,«) significa uma rotagdo o em graus ou radianos,
em torno do eixo a. Existe ainda uma notacao mais compacta, comumente

utilizada para representar essas rotagoes

"Rp = R.() x R.(¢) x R,(0); (A-8)
onde R,(«) representa uma rotagdo de v graus no eixo a.

A Figura A.3 mostra duas das convengoes de sistemas de coordenadas
mais comumente empregadas por engenheiros de controle, desenvolvedores
e projetistas de sistemas para quadricopteros. Observe ainda que também
se apresenta na imagem a esquerda o sistema de coordenadas da aeronave

(referencial local), que serd utilizado ao longo desta dissertagao.
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Figura A.3: Dois dos referenciais mais utilizados por grande parte dos trabalhos
em aeronautica. A esquerda estd a convencao adotada ao longo do presente
trabalho.

Dessa forma, conforme explicitado na Figura 1.4, Rot(z,1)) representa o
movimento de yaw, Rot(x,p) representa o roll e Rot(y,f) representa o pitch,

sendo estes os movimentos comumente executados por uma aeronave.
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RC%XI (North)

Y, (East)

Pitch (6)

Figura A.4: Representagdo dos movimentos de Roll, Pitch e Yaw.

Dessa forma, sabendo que as rotagoes que serdao utilizadas, Rot(x,¢),
Rot(y,f) e Rot(z,2)), sdo independentes, percebe-se que a matriz W Rp pode
ser obtida fazendo cada uma delas separadamente. Neste intuito, apresentam-
se tais rotacoes no sentido anti-horario por meio das Figuras A.5, A.6 e A.7.

Em particular, Rot(x,¢), que representa o movimento de roll, indicado

na Figura A.5, pode ser matematicamente descrita como

Z
A
o/ Z

Y

5 Y
X Y

Figura A.5: Representagao do eixo original com um rotagao de ¢ graus.
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x’ = 1x 4 Oy + 0Oz; (A-9)
y' = 0x +c(9)y — 5(0)z; (A-10)
2z’ = 0x+ s(@)y + c(¢)z. (A-11)

onde x’, y’ e 2z’ sdo os vetores canonicos do eixo rotacionado, x, y e z sao os
vetores antes da rotagdo e s(a) e ¢(«) sao o seno e cosseno do dngulo a.

Em seguida, as equagoes (A-9), (A-10) e (A-11) sdo reescritas em sua
forma matricial que, além de mais compacta, facilita a visualizagao da matriz
de rotagao Rot(x,¢). Observe que as equagoes (A-9), (A-10) e (A-11) sdo uma
particularizagdo das equagoes (A-1),(A-2) e (A-3), descritas no inicio dessa
se¢do. Matricialmente o sistema de equagbes composto por (A-9), (A-10) e
(A-11) é descrito por

x 1 0 0 x
y'| =10 c(g) —s(@)| x|y (A-12)
4 0 s(¢) c(¢) z

onde z’, ¥y’ e 2z’ sdo 0s novos eixos rotacionados de ¢ graus em rela¢ao ao eixo

X.
Consequentemente, verifica-se que a matriz de rotacdo Rot(x,¢) é dada
por
1 0 0
Rot(x,4) = |0 c(6) —s(¢) (A-13)
0 s(¢) c(o)

Aplicando-se um procedimento andlogo ao anteriormente descrito para
obtengao de Rot(x,¢) também pode-se encontrar Rot(y,f), que representa o

movimento de pitch, conforme indicado na Figura A.6.
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Zl

Ao

\>S
Y
=

Figura A.6: Representacao de uma rotacao de 6 graus em torno do eixo y

original.

Com base na Figura A.6, verifica-se que

x’ = c(0)x + 0y — s(0)z; (A-14)
y’ = 0x+ 1y + 0z; (A-15)
2z’ = —s(0)x + 0y + c(0)z. (A-16)

onde X’, y’ e z’ sao os vetores canonicos do eixo rotacionado, X, y e z sao os
vetores antes da rotagdo e s(a) e ¢(a) sao o seno e cosseno do dngulo a.

Matricialmente o sistema de equagoes composto por (A-14), (A-15) e
(A-16) ¢é descrito por

x c(@) 0 s(0) x
vl = 0 1 0 | x|y (A-17)
4 —s(0) 0 c(0) z

onde 7/, ¥’ e 2’ sdo os novos eixos rotacionados de 6 graus em relacido ao eixo

y.
Consequentemente, verifica-se que a matriz de rotagdo Rot(z,1)) é dada

por
c(@) 0 s(0)

Rot(y,0)=| 0 1 0 (A-18)
—s(0) 0 ¢(6)

Por sua vez, com uma sequéncia de passos analoga também pode-se
encontrar Rot(z,%), que representa o movimento de yaw, conforme indicado

na Figura A.7.
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X“ys
X Y

Figura A.7: Representacao de uma rotacao de 1 graus em torno do eixo z

original.

Com base na Figura A.7, verifica-se que

= c(¥)x — s(¥)y + 0z; (A-19)
= s(¥)x + c(¢)y + 0z; (A-20)
z’ = 0x + Oy + 1z. (A-21)

Matricialmente o sistema de equagoes composto por (A-19), (A-20) e
(A-21) é descrito por

' c(v) —s() 0f |z

y'| = s()  c@) 0f X |y (A-22)
2! 0 0 1 z
onde x’, y’ e z’ sa0 0s novos eixos rotacionados de 1 graus em relagao ao eixo
z.
Consequentemente, verifica-se que a matriz de rotagdo Rot(z,1)) é dada
por
c(y) —s(¥) 0
Rot(z,¢) = |s(¥) c(y) 0 (A-23)
0 0 1

Com o procedimento aqui descrito, consegue-se obter as trés matrizes
necessarias para compor a transformacao de W para os eixos de D. Assim,

pode-se construir a matriz de rotacio WRp, substituindo as equagoes (A-13),

(A-18) e (A-23) em (A-7), resultando em
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c() —s(@) 0 1 0 0 c@) 0 s(0)
WRp = [s(¥) c(@) 0] x|0 c(¢) —s(@)| x| 0 1 0| (A-24)
0 0 1 0 s(¢) c(9) —s(0) 0 ¢(0)

Por sua vez, efetuando o produto matricial, pode-se reescrever a equacao
(A-24) como

WRp = [c(¥)s(¢)s(9) — c()s(v) c(d)e(¥) s(¥)s(8) + c(¥)e(8)s(¢) (A-25)

A equacao (A-25) apresenta a forma final da matriz de rotagdo, uma das
ferramentas mais usadas e mais importantes tanto para a modelagem quanto
para o controle de quadricépteros. Conforme previamente explicitado pelas
equagoes (A-12), (A-17) e (A-22), para transformar um ponto no referencial
global (W) para o local (D) basta multiplicar este ponto pela matriz de rotagao.

Consequentemente, de forma geral, tem-se que

Tp c(P)e(8) + s(9)s()s(8)  c()s(¥) c(8)s(d)s(v¥) — c(v)s(6) Ty
yp | = |c(@)s(¢)s(0) —c(0)s(v) c(P)e(v) s(¥)s(0) + c(¥)c(0)s(d) | X |yw
ZD c(p)s(0) —5(¢) c(¢)e(0) W

(A-26)

No entanto, ressalta-se que o teorema dos angulos de Euler nao funciona
sempre para todos os casos, apresentando certas limitagdes. A escolha da ordem
especifica das rotacoes é feita para evitar problemas no mapeamento da matriz
de rotacao. Em particular, o teorema dos angulos de Euler permite obter a
matriz de rotagao de W para D, e consequentemente seria interessante que
fosse possivel passar de D para W usando a inversa dessa matriz de rotacao.
Este processo possibilitaria por exemplo determinar o angulo de inclinagao
da aeronave em um dado ponto do espaco no referencial global, a partir do
conhecimento desse ponto no referencial do quadricéptero (referencial local),
algo muito 1til para o acompanhamento e controle de trajetorias. Essa ideia é
valida para quase todos os pontos do espaco e para quase todos os angulos de
rotagdo. Entretanto, como pode ser observado na equagdao (A-25), a matriz de
rotagao do referencial global (W) para o local (D) possui senos e cossenos,
o que pode retornar miltiplas solugoes ao se calcular o problema inverso,
dificultando o caso de se precisar o dngulo de inclinacao da aeronave. Para
ilustrar esse problema, apresenta-se a matriz de rotacao R.,., obtida por uma
rotagdo em torno do eixo z, seguida de uma rotacao em torno do eixo y e depois

em torno do eixo z novamente, correspondendo aos angulos ZYZ de Euler, a
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qual é dada por

>
o
—~
<
~—
VA
—~
>
~—
VA
—~
<
~—
o
—~
>

—s(6)
(A-27)

Observando o termo ¢(f) pode-se assumir algumas condigoes, nas quais
ha a possibilidade de algum dos problemas expostos anteriomente surgirem.
Além disso, observando os termos s(6)s(v), —s(0)c(v)), s(¢)s(0) e c(p)s(0)
pode-se afirmar que se 6 for definido, ou seja, tenha seu valor conhecido, pode-

se obter tanto ¢ quanto . A seguir observa-se as condi¢oes previamente citadas

c(f) =1; (A-28)
c(f) = —1; (A-29)
le(O)] < 1; (A-30)

Na primeira equagao, (A-28) , para § = 0 os termos citados anteriormente
serao nulos e a matriz de rotacao sera funcao dos angulos ¢ e v, nao sendo

possivel determinar de forma tinica os valores desses angulos.

c(@)e() = s(9)s(¥) —c(@)s(¥) = s(P)e(v) 0
Reye = |8(0)c(v) +c(9)s(v)  —s(9)s(¥)) + c(d)e(y) 0O (A-31)
0 0 1

A segunda equagao, (A-29), é similar a primeira, para ¢ = II os termos
citados anteriormente também serao nulos, apresentando a inversao de sinal

em alguns termos.

—c(@)c(¥) = s(9)s(¥) c(9)s(¥) — s(@)e(v) 0
Reye = | =s(9)c(¥) +c(@)s(¢)  s(9)s(¥) + c(@)e(v) 0 (A-32)
0 0 -1

Na terceira equagao, (A-30), é possivel calcular § = arccos(cos(#)). No
entanto, s6 se pode garantir o médulo de #. Dessa forma, pode-se definir ¢ e
¢, contudo tem-se duas equagodes, dois conjuntos de angulos, que levarao para
a mesma resposta. Dessa maneira, fazer a relagdo inversa entre esses pontos
nao é possivel, pois a func¢ao nao sera bi-univoca.

A fim de solucionar este problema, cujo mapeamento de maneira biuni-
voca dos pontos nao é possivel, poder-se-ia usar outras matrizes de rotacao,

para tratar especificamente o caso explicitado, aumentando a complexidade
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do problema de modelagem. Assim, é possivel notar que, apesar de ser um
ferramenta simples e poderosa, o teorema dos angulos de Euler nao é eficaz em
todos os casos, devendo ser aplicado com cuidado para que consiga se adequar a
situacao que se deseja trabalhar, evitando os problemas citados anteriormente.

Essa é uma excelente ferramenta, principalmente para a modelagem de
quadricopteros, como visto na secao 2.3.2. No entanto, essa ferramenta apre-
senta limitagoes, como discutido acima. Em particular, a ocorréncia desses
pontos que geram erros nas transformagoes sao extremamente dificeis de li-
dar, principalmente na modelagem da dindmica do quadricépetro. Situagoes
como essas podem ser evitadas limitando as rotagoes do veiculo através do
seu controle. Existem também algumas formas de contornar esse problema
matematicamente, como por exemplo o uso de quatérnios [58,59], que entre-
tanto nao serao tratados aqui, uma vez que nao foram empregados no modelo
adotado.

A.2
Correcao de aceleracao para referenciais nao inerciais

Apresenta-se nesta secado um outro aspecto de fundamental importéancia,
proveniente exatamente do fato de se trabalhar em um conjunto de eixos
moveis, uma vez que as gradezas associadas ao movimento do quadricéptero
serao representadas em um referencial moével no espaco. Dessa forma, esta se¢ao
trata do termo de correcao que deve ser incorporado as equagoes de movimento
quando esse tipo de modelagem ¢é adotada.

Visando introduzir a conceituacao deste efeito, inicialmente analisa-se
um caso mais simples, em apenas duas dimensoes, e em seguida apresenta-se
um caso mais complexo em trés dimensoes, que é o caso da modelagem do
comportamento de um quadricéptero. Por sua vez, no final dessa se¢ao define-
se as equagoes de Newton-Euler, utilizadas para modelagem do quadricéptero
na secao 2.1, levando em consideragao as correcoes que serao aqui discutidas.

A Figura A.8 mostra o deslocamento de um corpo no espaco bidimensio-
nal. Além do deslocamento do corpo, nota-se também a variacdo da grandeza

V', que representa a velocidade do corpo.
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}T

instante r+ Ar

4
;J/'%-—"’_"".1
(,_-;__ L X
instante t

Figura A.8: Deslocamento de um corpo no espaco bidimensional.

Na Figura A.8, a grandeza V representa a velocidade do corpo por meio
de um vetor expresso no referencial local (mével). Por sua vez, nota-se que
no instante t + At a velocidade tem um incremento AV, resultando em uma
velocidade total V + AV que pode ser decomposta em duas componentes: uma
em z, denotada por v, + Av,, e outra em y, denotada por v, + Av,), ambas
no referencial local.

Dessa forma, observando a representacao detalhada apresentada na Fi-
gura A.9, pode-se escrever as variagdes da velocidade nas diregoes x e y, res-

pectivamente, por meio dos seguinte vetores de diferenca
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™,

— (v} +#_"i.1:_,l_}ser?ik.¢fr
(v, +Av, ) cosAw

Figura A.9: Decomposi¢ao dos vetores de deslocamento de um corpo no espago

bidimensional.
dvy = (vy + Avy) cos(AY) — v, — (v, + Avy) sin(A) (A-33)
dv, = (vz + Av,) sin(Ay) — vy, + (v, + Avy) cos(Ay) (A-34)

Admitindo que a inclinacao dos eixos A seja infinitesimal, tem-se que

sin(Ay) — A
Ah— 0 = (84) = Ay (A-35)

cos(AY) — 1
Ressalta-se que para pequenos deslocamentos angulares A, a equacao
(A-35) continua sendo uma boa aproximagao, de modo que, nestas situagoes,

as equagoes (A-33) e (A-34) podem ser reescritas como

dv, = (v + Avy) — v, — (v, + Avy) Ay (A-36)
dvy = (Vg + Avg ) AY — vy, + (vy + Avy) (A-37)

Por sua vez, desenvolvendo as equagoes (A-36) e (A-37), obtém-se
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dv, = v, + Avy — vy — v, AY — Av,Avp (A-38)
dvy = v, AY + Av, Ay — vy + v, + Av, (A-39)

e consequentemente

dv, = Av, — v, A — Av,Avp (A-40)
dvy = v, A + Av, Ay + A, (A-41)

Observe que as componentes associadas a variacdo da velocidade, Awv,
e Av,, sao também consideradas muito pequenas. Dessa forma, os termos
relacionados ao produto Av,AY e Av,Av tendem a ser muito menores do
que os demais, possibilitando simplificar as equagoes (A-40) e (A-41), de modo

a se definir dv, e dv, como

dv, = Av, — v, A (A-42)
dvy, = v, AY + A, (A-43)

Com as variagoes das componentes da velocidade definidas, pode-se
tentar obter como estas se comportam em fun¢do do tempo. Dessa forma,

com base nas equagoes (A-42) e (A-43), pode-se escrever

dv,  Av, A

= — Vy—— A-44
At~ At VAL ( )
dv,  Awv, A
E = Tt + Uq;ft (A—45)
Consequentemente, considerando-se At — 0, tem-se que
Ay = Uy — VyW, (A-46)
ay = Uy + VW, (A-47)

onde a; é a aceleracao na direcao i, v; € a taxa de variacao da velocidade na
direcdo 7 e w; é a taxa de variagdo do angulo de rotacao, projetada na direcao
i.

Dessa forma, evidencia-se que a aceleracdo nao é apenas dada pela

variagao da velocidade, visto que nas defini¢oes de a, e a, existe também um
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termo proveniente da rotacao do referencial. Assim, esse termo de correcao deve
ser levado em consideragao para uma estimativa adequada da aceleragao. Neste
intuito, na sequéncia sera apresentada uma andlise algébrica mais detalhada,
visto que tais correcoes serao aplicadas a desenvolvimentos realizados em seg¢oes
posteriores.

Os vetores de velocidade e aceleracao, anteriormente apresentados nesta
secao, podem ser definidos de maneira alternativa em termos dos vetores nas

dire¢oes unitarias, conforme descrito por

T = v,y + vyl (A-48)
= % = 00l + Vol + Dyl + vy, (A-49)

Por sua vez, observando a Figura A.10 pode-se definir tanto as variagoes
de i, quanto de 4, representadas respectivamente por Au, e At,, utilizando
as mesmas consideracoes de Ay muito pequeno adotadas nos desenvolvimentos

anteriores.

- ) yx

y_‘r‘ A VIAHT
{

@ X

X

Figura A.10: Decomposicao dos vetores unitarios para um referencial mével.

Assim, tem-se que
Aty = Ay, (A-50)
Aty = — Ay, (A-51)

Em seguida, pode-se também descrever como Au, e Au, variam em

funcao do tempo, conforme dado por
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Au, Ay,
= A-52
At At (A-52)
Aty Ay,
- A-
At At (A-53)
Por sua vez, considerando At — 0, obtém-se
Uy = w, i, (A-54)
Uy = —w, T, (A-55)

As equagoes (A-54) e (A-55) podem ser substituidas na equagao(A-49)de

modo a se obter

A = Uplly + VW, + Vylly — Vyw, Uy (A-56)

Reagrupando os termos da equacao (A-56) pode-se escrever

Az lly + Ayily = (Up — VyW, ) Uy + (V) + VW, )y (A-57)

Assim, de forma equivalente as equagoes (A-46) e (A-47), conforme
esperado, verifica-se que as componentes do vetor aceleracao sao efetivamente

dadas por

Ay = Uy — VyW, (A-58)

ay = Uy + Uy, (A-59)

Visando simplificar o equacionamento dos desenvolvimentos tanto em
modelagem quanto em controle que serao apresentados em se¢oes posteriores,
é interessante descrever matricialmente tanto as defini¢oes dos vetores wi, e
i, , apresentadas nas equacdes (A-54) e (A-55), quanto as das aceleragoes,
explicitadas nas equagoes (A-46) e (A-47). Dessa forma, buscou-se construir
a matriz a partir dos vetores unitarios. Definindo como @ o vetor das taxas
de variagdo dos angulos, projetadas nas direcoes z, y e z, pode-se comecar a

construir a matriz usando o vetor i,
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0 1 i k
Gxid,=]0|x[0l=0 0 w (A-60)
w, of [1 0 0
0
G X Uy = 00+ 0k 4+ w.) — 0k — 01 — 0] = |w, | = w.i, (A-61)
0
Uy = @ X iy (A-62)

De forma analoga, na sequéncia, da-se procedimento a obtencao da matriz

usando i,

0 of i j k

GXty=|0|x|[1|=1[0 0 w, (A-63)
w, 0| 1o 0

_wz
G XUy =004+0k+0] —0k—w,i—07=1] 0 | = —w.i, (A-64)
0
U, = @& X 1, (A-65)

Dessa forma, verifica-se que o passo-a-passo acima explicitado possibilita
a obtencao da representacao matricial do problema para duas dimensoes,
considerando os termos de correcao. No entanto, os estudos desta dissertacao
sao feitos em trés dimensoes. Consequentemente, deve-se encontrar os termos
de correcao para esse caso. Neste intuito, visando generalizar a analise feita

anteriormente, sao definidos os vetores de velocidade e aceleragao no espago

tridimensional.
T = Uglly + Vylly + Uyl (A-66)
77 N 5 .o = i =
a= % = Uglly + Vpliy + Vylly + Vylly + VU, + VU (A_67)

Por sua vez, o vetor i, é dado por
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XUy = |wy| X |0] = |w, wy ws (A-68)

0
G X iy = 04 0k 4+ w,] —wyhk—0i— 0] = | w, (A-69)
—w,
Uy = @ X Uy = Wil — Wyl (A-70)
Em seguida, defini-se o vetor ﬁy como
Wy 0 1 5 i
G Xty = |wy| X 1| =|w, wy w, (A-71)
W, 0 0 1 0
—w,
G X iy =004+ wek + ) — 0k —w,i—0j=| 0 (A-72)
Wy
Uy =& X Uy = —w,ily + wyils (A-73)
Por fim, o vetor i, é dado por
Wy 0 1 3 2
dX i, = |wy| X [0 = |wy, wy w, (A-74)
W, 1 0 0 1
—w,
G X Uy = wyi + 0k +0) — 0k — 01 —w,) = | wy (A-75)
0
U, = & X 1y = wyily — Wy, (A-76)

Com base nos resultados explicitados pode-se efetivamente construir a

matriz
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Wy 1 0 0 —W, Wy 1

OXUp=|wy| X [0l =] w |=|w: 0 —wy||0 (A-77)
W, 0 —Wy —Wy Wy 0 0
_wx_ 0] _—wz_ [0 —W, Wy 1 [o]

OXty= |wy| X [1|=]0|=]w 0 —wl|l (A-78)
Wy 0 Wy —Wy Wy 0 0
_wx_ 0] [ Wy ] [0 —W, Wy 1 [o]

OX U, = |wy| X |0] = |—w,| = | ws 0 —w.| |0 (A-79)
Wy 1 0 —Wy  Wg 0 1

Ademais, substituindo as equagoes (A-70), (A-73) e (A-76) na equagao
(A-67), obtém-se

A = Uy Uy + Vg (W, Uy — wylly) + Oytly + vy (—w, ity + wall,) + 0,1,

+ v, (wytly, — w,ty) (A-80)

—

A= (Vg + Vwy — Vyw,) Uy + (Vy + VpWw, — VoW, )Uy,

+ (0, + vy, — vywy) U,  (A-81)

Dessa forma, pode-se escrever as equagdes que representam as compo-

nentes da aceleragdo como

Ay = Vg + Vsy — VyW (A-82)
Ay = Uy + VW, — Uy (A-83)
Ay = U, + VyWy — Upy (A-84)

Por sua vez, estas equagdes podem ser escritas na forma matricial como
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ay . Valy — Uy,
ay| = |0y | + |Vpw, — Vo, (A-85)
a, U, VyWy — UgWy
Ay Vg 0 —w, wy Vg
ay| = [y + | w: 0  —w| |vy (A-86)
a, v, —Wy  Wp 0 Vs

a=14+0 XU (A-87)

Ressalta-se que o desenvolvimento apresentado nessa secao para a grandeza
aceleracao, em trés dimensoes, também é valido para outras grandezas. Con-
sequentemente, com base nos desenvolvimentos anteriormente explicitados,
pode-se definir as equagoes de Newton-Euler, levando em consideragao as cor-
re¢Oes para referenciais moveis, visto que as mesmas serao essenciais para de-

senvolvimentos apresentados em secoes posteriores.

A.2.1
Correcao da derivada vetor quantidade de movimento linear para equacao
de Newton em referencial mével

Tomando como base os desenvolvimentos explicitados ao longo deste
capitulo, pode-se inferir de maneira mais rapida e objetiva a correcdo da
derivada do vetor quantidade de movimento linear p e, consequentemente,
da equacao de Newton em referencial mével.

O vetor quantidade de movimento linear é expresso como

D= Pty + pyltiy + pyily, (A-88)

Por sua vez, o vetor v é dado por

U = Uyl + Uy Uy + Uyl + vyt + 0,0, + 0,0, (A-89)
VWy — VyW, .
N v -
U= |vaws = vawy | = - +W XU (A-90)

VyWy — UgWy

Dessa forma, pode-se inferir que
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D= Paily + Paily + Dylly + pyily + Poils + il (A-91)

pzwy - pywz N
U= Py — PWe | = % + X ﬁ (A_92>

DPyWa — Paly

Consequentemente

+ & X mb=m(0+& x 7 (A-93)

pP=mv—p= p

onde m representa a massa do objeto.

Assim, verifica-se que a forca F' calculada pela equacdo de Newton sera

dada por
L d .
ZF:C(?Jchxﬁ:m(ﬁJrﬁxU) (A-94)
Ux O _wz Wy U.Z’
> F = Oy | + | we 0 —w.| |vy (A-95)
0, —Wy Wy 0 v,
A.2.2

Correcao da derivada vetor quantidade de movimento angular para equa-
cao de Euler em referencial mével

De forma analoga ao procedimento executado na se¢ao anterior, também
pode-se inferir a correcdo da derivada do vetor quantidade de movimento
angular h e, consequentemente, da equacao de Euler em referencial movel.

O vetor quantidade de movimento angular é expresso como

h = byl + hyt, + hy, (A-96)

Dessa forma, pode-se inferir que

ﬁ:MQ+m@+@@+@@+m@+m@ (A-97)
howy — hyw, 7
U= |hyw, — how,| = 7 + @ xh (A-98)

hywy — haw,

(A-99)

Consequentemente
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(13 d(&@
(d;"> + @ x IQ:IE;:)JMTJ x I (A-100)

onde [ representa o momento de inércia do objeto.

h=13—h=

Assim, verifica-se que o torque 7 calculado pela equacao de Euler sera

dado por

ZF:WqL&xh:Jﬁ—HUxJ@ (A-101)
Wy Wy Wy

ST = |y, | + |wy| X T |w, (A-102)
W, W, Wy
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