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RESUMO

Aplicacdo do Método do Carregamento Estéatico Equivalente na
Otimizacao Topoldgica de Estruturas Planas

As estruturas reais projetadas pelo homem sofrem carregamentos que variam
ao longo do tempo. A otimizacao topoldgica € uma técnica numérica que consiste
em eliminar material de uma dada estrutura (i.e. reduzir o peso desta estrutura), de
tal maneira que a rigidez seja maximizada. No entanto, o processo de otimizacao
topoldgica para a condigdo de carregamento dindmico é extremamente custoso, sob
0 ponto de vista computacional. O presente trabalho estuda uma solucdo para
contornar este problema, o Método do Carregamento Estatico Equivalente, e
apresenta uma aplicacéo desta técnica em um exemplo real.

O método reduz o custo computacional vinculado ao problema por meio da
identificacdo do conjunto de carregamentos estaticos capazes de gerar 0 mesmo
campo de deslocamentos na estrutura que o carregamento dinamico. Além disso,
este trabalho apresenta uma revisdo tedrica de todas as etapas envolvidas na
resolucdo de um problema de otimizacdo topoldgica para estruturas sujeitas a

carregamentos dindmicos.

Palavras chaves: Otimizagdo estrutural, otimizacdo topoldgica, carregamento

estatico equivalente, carregamento dindmico, multiplos casos de carregamento



ABSTRACT

Topological Optimization of Structures Subjected to Dynamic Loads
Using Equivalent Static Loads

Real man made structures are subjected to loads that vary with respect to time.
Topological optimization is a numeric technique which consists of eliminating
material from a given structure (i.e. reducing weight), while maximizing rigidity.
However, the computational cost of topology optimization calculations when
dynamic loads are applied is extremely high. In this paper, a solution is studied for
this problem — the Equivalent Static Load Method, and is presented its application
in a real example.

The method lowers the computational cost of solving this problem by
identifying the set of static loads capable of generating the same displacement field
as the original dynamic loads. Furthermore, this paper presents a theoretical
revision of all the steps involved in the solution to the topological optimization

problem for structures subjected to dynamic loads

Keywords: Structural optimization, topological optimization, equivalent static

load, dynamic loads, multiple loading condition



SUMARIO

1. INTRODUCAO

1.1. Objetivo e estrutura do trabalho

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. Apresentagao do Problema
2.2. Analise Dinamica

2.3. Método do Carregamento Estatico Equivalente (ESL)

2.3.1. Obtencgado das cargas estaticas equivalentes

2.4. Otimizagao Estrutural

2.4.1. Otimizagdo Topoldgica

3. RESULTADOS NUMERICOS

3.1. Exemplo 1
3.1.1. Um caso de carregamento estatico
3.1.2. Dois casos de carregamento estatico

3.1.3. Estudo com “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes

3.2. Exemplo 2
3.2.1. Um caso de carregamento estatico
3.2.2. Dois casos de carregamento estatico

3.2.3. Estudo com “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes

4. CONCLUSOES

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

11

12
12

13
14

17

17
18
19
20

21
22
23
24

25

26



Lista de figuras

Figura 1 — (a) Favos de uma colmeia; (b) dente-de-1€80 [2].........ccccovveeiiiiiiieiiiiiiieenn. 7
Figura 2 — (a) Arranha-céus sujeitos a acdo dos ventos [3]; (b) ponte sujeita a

COITENTEZA A€ UM IO [4] .eeiieiieiiiee ettt e e 8
Figura 3 — (a) Modelo de viga engastada; (b) forca variavel aplicada.......................... 9
Figura 4 — Fluxograma mostrando o processo de resolucdo de problemas de

otimizacao topoldgica com o método de ESL. Adaptado de Lavér, 2019. [1]....10
Figura 5 - (a) Modelo de viga engastada; (b) forcas aplicadas [8] ......c..c.ccevveuvvvrnnen. 18

Figura 6 — Topologia final otimizada para apenas um caso de carregamento estatico

Figura 7 — Topologia final otimizada para dois casos separados de carregamento.. 19
Figura 8 — Topologia final otimizada para “n” casos de carregamento estatico

EOUIVAIBNTE ...t et e e e e b e e e e e nnees 20
Figura 9 - (a) Modelo de viga engastada; (b) forcas aplicadas ........ccccccceevvvvvvvvvnnnnnns 21

Figura 10 - Topologia final otimizada para apenas um caso de carregamento estatico

Figura 11 - Topologia final otimizada para dois casos separados de carregamento. 23

Figura 12 - Topologia final otimizada para “n” casos de carregamento estatico

L= T0 U 1AY=L= 01 = S 24



1. Introducao

Um fato interessante de se observar no mundo é a constante presenca de figuras geométricas
em estruturas naturais. Desde esferas, se fazendo presentes no dente-de-ledo, até hexagonos,
vistos nos favos das colmeias, essas formas permeiam o mundo natural, conforme ilustrado na
Figura 1. Embora isso confira um elemento estético deslumbrante, em muitos casos esse ndo é
0 seu principal propdsito. Na verdade, essas estruturas se configuram dessa forma por motivos
de eficiéncia. Como sempre, a natureza segue a lei da maior eficiéncia com o minimo de energia

gasta [1] e, em diversos contextos, as estruturas poligonais se mostram as mais eficientes.

Figura 1 — (a) Favos de uma colmeia; (b) dente-de-ledo [2]

O homem percebeu esse fato e se propds a estudar mais a fundo o tema, para aplicar em
estruturas artificiais. Esse € o principio da disciplina de otimizacgdo, que nada mais é do que a
escolha de um elemento a partir de um conjunto de possibilidades, para atender a algum critério.
Em problemas mais simples, em geral, esse critério diz respeito a maximizacao ou minimizacao
de alguma fungéo objetivo.

A otimizacdo como processo matematico foi desenvolvido durante a Segunda Guerra
Mundial, a partir da necessidade da otimizacdo dos processos logisticos e de treinamento das
pessoas. George B. Dantzig estudava esses problemas durante a Grande Guerra e, em 1947,
publicou o Método Simplex [2]. Apos o fim do conflito armado, as industrias se interessaram
por esses metodos, como uma forma de melhorar suas operacdes, maximizar receitas e reduzir
custos.

Nos projetos de engenharia, os problemas de otimizacdo aparecem constantemente. E
sempre desejavel atingir os objetivos do projeto, trabalhando com o minimo de tempo e de
material (custo). Isso gera uma série de decisdes complexas de projeto, com relacdo a qual
material escolher, qual forma o objeto deve ter, como aumentar a eficiéncia e a seguranca do
produto sem aumento de custo, entre outras. Evidentemente, ndo ¢ possivel realizar calculos de

otimizagdo para cada pequena decisdo ao longo do projeto, no entanto, para os itens mais



importantes, é fundamental deixar de lado a experiéncia e intuicdo do projetista e recorrer a
disciplina de otimizacéo.

O presente trabalho se propde a estudar a otimizacdo topoldgica quando aplicada ao caso
de estruturas submetidas a carregamentos dindmicos. Esse é um tema de extrema importancia,
uma vez que a grande maioria das estruturas projetadas pelo homem esta exposta a
carregamentos que variam ao longo do tempo. A forca causada pelos ventos em prédios ou
pelos rios nas pontes sdo alguns exemplos reais desses esfor¢os dindmicos, apresentados na

Figura 2.

e T
Figura 2 — (a) Arranha-céus sujeitos a acdo dos ventos [3]; (b) ponte sujeita & correnteza de um
rio [4]

O desenvolvimento de técnicas de otimizagdo estrutural considerando carregamentos
dindmicos apresenta desafios adicionais quando comparado aos problemas que envolvem
apenas carregamentos estaticos. Em primeiro lugar, como veremos mais a frente, toda a base
tedrica e computacional foi desenvolvida para o tratamento de carregamentos estaticos na pega
ou estrutura em questdo. A extensdo dessas técnicas para consideracdo de carregamentos
dindmicos é uma tarefa relativamente complexa, sob o ponto de vista matematico. Uma
alternativa interessante e relativamente simples, consiste em “dividir” ou “converter” os
carregamentos dindmicos em mdaltiplos carregamentos estaticos, aproveitando assim, toda a
base tedrica existente.

Essa solucdo gera um segundo desafio: 0 processo de otimizacdo para muitos casos de
carregamento eleva bastante o custo computacional. Em fun¢éo desse cenario, surge a solucéo
que sera estudada neste trabalho. O Método do Carregamento Estético Equivalente (Equivalent
Static Load — ESL) [5] é capaz de identificar, para um determinado carregamento dinamico,
qual seria o carregamento estatico capaz de gerar um campo de deslocamentos equivalente.

Com isso, torna-se viavel o estudo dos casos de carregamento dindmico.



1.1.0bjetivo e estrutura do trabalho

O principal objetivo deste trabalho é empregar o Método do Carregamento Estatico
Equivalente na otimizacdo topoldgica de uma estrutura plana, como uma forma de
complementar os estudos acerca deste tema e validar a metodologia para a otimizacéo de
estruturas sujeitas a carregamentos dinamicos.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: apos a introducdo, serd feito uma
sintese de toda a fundamentacdo teorica sobre cada uma das etapas aplicadas na solugédo do
problema de otimizacdo a ser apresentado. Na sequéncia, sera apresentado o problema
numérico, seguido da sua resolu¢do, empregando o método citado. Por fim, os resultados

serdo apresentados e serdo tracadas as conclusoes finais.

. Fundamentagao teoérica

2.1.Apresentacao do Problema

As estruturas do mundo real estéo sujeitas a esforgos que variam ao longo do tempo, em
funcdo de eventos externos, como ventos, marés, terremotos, trafego de pessoas ou veiculos,
maquinas rotativas, entre outros. Nesse contexto, o trabalho ira abordar um problema de
otimizacdo topoldgica em uma estrutura submetida a carregamentos dinamicos. Na Figura
3, pode-se observar um exemplo de uma viga simples sofrendo um forgamento que varia ao

longo do tempo, como o gréafico ao lado descreve:

L/3

NAONNNNANN
=
FN]

/2
t[s]

(@) (b)

-
L
-
ou
1

Figura 3 — (a) Modelo de viga engastada; (b) forca variavel aplicada
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A resolucdo de um problema de otimizagdo para casos como esse é extremamente cara
computacionalmente em funcédo da ordem de grandeza do sistema de equacdes que deve ser
resolvido, devido a variabilidade do forcamento aplicado. Com isso, sera empregado o
Método do Carregamento Estatico Equivalente, com o objetivo de reduzir tais custos.

Para que se possa iniciar adequadamente a Fundamentacdo Teolrica e facilitar a
construcdo do conhecimento acerca do tema, € importante ter uma visao geral sobre 0s
passos que serdo percorridos durante a resolucdo do problema definido. Na Figura 4, pode-
se explorar o fluxograma que demonstra a sequéncia de etapas a serem percorridas no

emprego do método de ESL em problemas de otimizag&o:

I Inicio I

\ 4

I Andlise Dinamica I:

\ 4

Calculo do Carregamento
Estatico Equivalente

Atualizagdo das variaveis

A4 de projeto

I Otimizacédo Topoldgica I 'Y

Convergéncia

Sim
\ 4

I Problema Resolvido I

Figura 4 — Fluxograma mostrando o processo de resolugéo de problemas de otimizagéo

topolégica com o método de ESL. Adaptado de Lavér, 2019. [1]

Na sequéncia, cada uma das etapas acima sera explorada em maior profundidade, para
que seja possivel construir, de forma clara e didatica, o conhecimento neste método de

resolucéo.
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2.2.Anédlise Dinamica

De acordo com o fluxograma apresentado na Figura 4, a primeira etapa de resolucdo
do problema de otimizagdo topoldgica é a andlise dindmica. Evidentemente, antes de
aprofundar nessa etapa, € necessario definir o modelo numérico que representa o problema.
Essa definicdo envolve selecionar o problema fisico que sera estudado, ou seja, identificar
o tipo de estrutura, sua forma, dimensdes, material e quais sdo as condi¢des de carregamento
e esforcos aos quais ela estard submetida. A partir desse ponto, é feita a elaboracdo do
modelo matematico representativo do problema real, que conterd as informacdes
necessarias para o desenvolvimento da analise dinamica.

Para a construgdo do modelo matematico, serd fundamental a utilizagdo do Método
de Elementos Finitos (MEF) [11]. Isso se faz necessario porque o estudo de estruturas reais
implica a necessidade de modelar geometrias bi ou tridimensionais para as quais ndo se
conhece solugdes analiticas. Desse modo, 0 MEF permite a discretizacdo do dominio,
subdividindo estruturas continuas em partes, representadas por nés, com o intuito de
simplificar a analise de deslocamentos para uma geometria complexa.

Baseada na anélise de elementos finitos, a andlise dindmica tem como objetivo
principal identificar os deslocamentos, velocidades e aceleracdes sofridos pela estrutura
estudada em cada instante de tempo, em virtude do forcamento variavel. Para isso, é
empregada a equacdo do movimento na sua forma matricial que, para o caso simples de

uma analise linear elastica, pode ser expressa da seguinte forma:

M(b)ii(t) + C(b)u(t) + K(b)u(t) = F(t) (2.1)

onde b corresponde ao vetor de variaveis de projeto, M(b), C(b) e K(b) correspondem as
matrizes de massa, amortecimento e rigidez da estrutura, respectivamente, e
it(t), u(t) e u(t) representam os vetores de aceleracdo, velocidade e deslocamento, nessa
ordem. F(t) expressa o forcamento dindmico a que a estrutura esta submetida.

Em geral, a resolucdo da Equacdo (2.1) fornece, primeiramente, o vetor u(t), contendo
0 deslocamento no tempo de cada um dos nds definidos anteriormente. Essa serd a

informac&o principal que permitira o célculo do carregamento estatico equivalente.
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2.3.Método do Carregamento Estéatico Equivalente (ESL)

Conforme foi discutido anteriormente, o célculo da otimizacdo topologica de
estruturas sujeitas a carregamentos dindmicos apresenta um elevado custo computacional,
em funcdo dos muitos sistemas de equacdes que deverdo ser resolvidos. O Método do
Carregamento Estatico Equivalente foi proposto como uma forma de contornar esse
problema e viabilizar os célculos de otimizacdo das estruturas que sofrem esforcos
dindmicos.

O carregamento estatico equivalente é definido como aquele que, em uma analise
estatica, produz o mesmo campo de deslocamentos que é produzido pelas cargas dinamicas
em um determinado instante de tempo. Na pratica, como foi visto anteriormente, tudo
comeca com o desenvolvimento da modelagem matematica do problema real, seguido pela
resolucdo do problema dindmico e, consequentemente, a obtencdo do campo de
deslocamentos.

A partir desse campo, o0 objetivo passa a ser identificar quais seriam as cargas estaticas
que gerariam 0s mesmos deslocamentos, para cada instante de tempo. Para isso, é

empregada a seguinte equacéo:

Fgg, (t) = K(b)uy(t) (2.2)

onde K(b) é a matriz de rigidez, uy(t) representa o vetor de deslocamentos estaticos e
F g (t) corresponde ao carregamento estatico equivalente, para um determinado instante

de tempo.

2.3.1. Obtencdo das cargas estéaticas equivalentes

Evidentemente, a Equacéo (2.2) resulta em uma expressdo, em funcdo do tempo,
para o0 carregamento estatico equivalente. 1sso é um problema, uma vez que, para o
processo de otimizacdo topoldgica, esse carregamento continuo ainda traria um custo
computacional extremamente elevado. Em funcdo disso, é necessario empregar um
processo de “selecao” das cargas estdticas, de modo que elas sejam capazes de
representar o todo e gerar uma otimizacdo topoldgica coerente com a realidade do

carregamento dindmico original.
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Esse processo se inicia com a identificacdo dos tempos criticos, ou seja, 0s
instantes de tempo em que ocorrem picos de deformacdo na estrutura. Com os tempos
criticos identificados, € possivel substituir, na Equacéo (2.2), o vetor u,(t) por us(t,),
aplicando os instantes de tempo encontrados. Com isso, sera possivel identificar os

carregamentos estaticos correspondentes:

Fpg (t.) = K(b)u,(t,) (2.3)

A resolucdo deste problema (Eqg. (2.3)) para todos os instantes de tempo criticos
ird gerar o conjunto de casos de carregamento estatico que serdo fornecidos a proxima
etapa de otimizacao topoldgica. Percebe-se que, por meio desse processo, foi possivel
transformar um carregamento dinamico em um conjunto de casos de carregamentos
estaticos, resolvendo assim o problema do elevado custo computacional decorrente de

calcular a otimizacgéo topoldgica para uma estrutura carregada dinamicamente.

2.4.0Otimizacgao Estrutural

A disciplina da Otimizacdo Estrutural tem como objetivo principal descobrir qual seria
a menor quantidade de material necessaria para a estrutura permanecer viavel. James Clerk
Maxwell foi pioneiro nos estudos de otimizacdo quando, em 1872, baseado apenas na teoria
da elasticidade, calculou as tensGes principais de uma estrutura e prop6s, conceitualmente,
que a estrutura mais eficiente em termos de uso de material seria aquela com treligas nas
mesmas direcdes das tensdes principais.

Hoje, a otimizacdo estrutural recorre as técnicas de programacdo matematica para
identificar a configuracdo da estrutura que produzira uma performance étima em relacéo a
alguma métrica definida. Além disso, devem ser respeitadas as restricdes de projeto, como
tensdo de falha, frequéncia natural critica e maximos deslocamentos permitidos. A
otimizacdo estrutural se divide em 3 &reas: otimizacdo dimensional, de forma e topoldgica:

= Dimensional: busca otimizar as dimensdes de uma estrutura, para reduzir peso ou

custo de fabricacdo, entre outros. E uma técnica comumente utilizada para
minimizar o peso de uma trelica que deve sustentar uma determinada carga,

mantendo-se a topologia inicial e variando-se, por exemplo, os diametros das barras.
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» Forma/Geometria: comum na Engenharia Aeroespacial, para projetos de
aerofolios, por exemplo, onde o algoritmo de otimizacdo identifica as posicdes
ideais dos nos, definindo uma nova geometria (forma) da estrutura, capaz de
minimizar o custo da estrutura ao diminuir o atrito com o fluido.

= Topologica: consiste em alteracdo da disposi¢do espacial dos elementos da estrutura
ou no padrdo de conectividade entre esses elementos. A partir do projeto original, o
algoritmo é empregado para retirar material de alguma regido, a fim de minimizar
seu peso e custo, mas garantindo que n&o ira falhar. E esta area que sera explorada

no presente trabalho.

2.4.1. Otimizacao Topologica

A Otimizacao Topoldgica busca descobrir qual seria a forma mais eficiente de se
distribuir material em uma regido especifica, de modo a satisfazer as restricdes de
projeto. O termo topologia vem da matemaética, onde ela é considerada uma extensdo da
geometria. Contudo, enquanto a geometria se prople a estudar matematicamente 0s
objetos e formas, a topologia busca analisar as diversas possibilidades de configuragdes
e formas para 0s objetos e suas relacdes de adjacéncia. Evidentemente, a aplicagéo deste

tema na érea de Otimizacdo Estrutural é ampla e extremamente importante.

2.4.1.1. Otimizacado Topoldgica de Estruturas

A Otimizacdo Topologica esta intimamente conectada aos estudos do Meétodo
de Elementos Finitos (MEF), um método matematico de discretizacdo de dominios
continuos, de modo a simplificar e viabilizar alguns calculos. Para a presente
aplicacdo, a unido dos dois temas foi proposta inicialmente por Bendsge e Kikuchi
em 1988. A partir disso, o conhecimento no assunto avangou bastante e, hoje, a
definicdo mais geral diz que a otimizacdo topoldgica em estruturas continuas deve
determinar, para cada ponto discretizado no espaco, se deve haver material ou n&o.

Uma outra forma de definir é dizer que a otimizacdo topoldgica busca
determinar o nimero, a localizacdo e a forma de furos e sua conectividade em um

determinado dominio. Assim, tendo sido definido o dominio, as condicBes de
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contorno, 0s carregamentos e as restricdes, a estrutura pode assumir a configuracéo
que ird atingir o melhor desempenho dentro dos critérios de projeto.

As métricas de desempenho devem ser escolhidas cuidadosamente, para que o
projeto alcance o seu propdsito real. Algumas das métricas mais comuns sdo a fadiga
de um componente mecénico, o nivel de vibracgdo toleravel, o peso, a rigidez ou a
compliance, ou seja, o inverso da rigidez. Esta tltima pode ser também considerada

como a flexibilidade da estrutura, e é dada por:
¢(p,u) = Fu (2.5)

onde F corresponde ao vetor de forgas externas e u, ao vetor de deslocamentos
nodais.

Dado um dominio de referéncia, considerando a funcdo objetivo como a
compliance, pode-se afirmar que o objetivo da Otimizacdo Topologica torna-se
encontrar o melhor tensor de rigidez ao longo desse dominio, ou seja, buscar

maximizar a rigidez.

2.4.1.2. Otimizacao Topoldgica de Estruturas para multiplos casos
de cargaindependentes

Em geral, ao dimensionar uma estrutura, se observa uma grande quantidade
de casos de carregamento. Nesse contexto, a fungédo objetivo a ser minimizada pode
ser tratada como um somatdrio das compliances de cada um dos casos. Para um
conjunto com m casos de carga e dados F; (parai = 1, ...,m), € possivel escrever a
formulacéo da geral da otimizag&o da seguinte forma:

i

min ¢(u(b)) = > Fa(b)

) s.a.: Z Vo = Vi <0 (2.6)
e

n
=1
0<bminSbe Sbméx, e=1,..,n

\ com K(b)u(b) = F;, i=1,..,m
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onde b € o vetor de variaveis de projeto, F corresponde ao vetor de forcas externas,
u é o vetor de deslocamentos nodais e m é o numero de casos de carregamento. V,
e V4, Correspondem ao volume de cada elemento e ao volume maximo permitido.
K representa a matriz de rigidez e n € 0 nimero de elementos de discretizacdo da

estrutura.

2.4.1.3. Otimizacado Topoldgica de Estruturas para carregamentos
dindmicos
Em problemas de carregamentos dindmicos, que sdo de fato o tema central
deste trabalho, 0 que anteriormente era interpretado como um somatorio das
compliances, agora sera visto como uma integral no tempo, de modo a considerar

todo o intervalo de variagdes no forgamento:

ty
min ¢, (u(b),t) = f FTu;(b) dt

to

n
st Z V, =V, <0 2.7)
e=1
b, <

0< bmin < bméx, e = 1, o, n

\com M(B)i(t) + C(b)u(t) + K(b)u(t) = F(),  t=ty, ...t

onde ¢, € a compliance da estrutura sujeita a carregamentos dindmicos, M e C séo
as matrizes de massa e amortecimento, respectivamente e u(t), @ (t) e it(t) séo os
vetores de deslocamento, velocidade e aceleracao.

No presente trabalho, a equacdo dindmica exposta na Gltima linha da Eq. 3.3
sera discretizada no tempo e resolvida pelo método implicito de integracéo

Newmark- (3, que calcula a resposta estrutural no tempo t + At como:

M(b)iiypr + C(D)iteype + K(B)Ueipe = Fryne (2.8)
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3. Resultados Numéricos

Nesta secdo, 0 objetivo primario serd apresentar exemplos de resultados numéricos, de
acordo com a metodologia desenvolvida na secdo anterior, como uma forma de complementar
0 entendimento acerca do tema. Para a resolucdo do problema, foi empregado o programa
PolyTop desenvolvido em Matlab por Lavor e Pereira [8], com algumas modificacdes,

permitindo a solucdo de problemas estaticos com multiplos casos de carregamento.
3.1.Exemplo 1

Este exemplo, originalmente apresentado por Behrou e Guest, 2017 [8] e revisitado
por Lavor, 2019 [1], apresenta uma viga retangular, com uma extremidade engastada e a
outra livre. Os parametros empregados, a geometria do problema, as condi¢6es de contorno
e a representacdo grafica dos carregamentos dinamicos aplicados estdo apresentados na
Tabela 1:

propriedade parametro valor unidade
Raio Trmin 0,01375 m
Maddulo de Elasticidade E, 2x1011 Pa
Poisson v 1/ -
Comprimento da viga L 0,9 m
Espessura da viga thick 0,01 m
Tempo tr /i S
Passo temporal At /0 s
Volume méaximo permitido Vinax 35% -

Tabela 1 — Parametros do exemplo analisado [8]
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Figura 5 - (a) Modelo de viga engastada; (b) forcas aplicadas [8]

3.1.1. Um caso de carregamento estatico

Primeiramente, sera apresentado o resultado do processo de otimizacao topolégica
para apenas um caso de carregamento estatico, com ambas as forcas aplicadas na viga
sendo consideradas estaticas e com modulo equivalente ao valor maximo assumido por

ambas. O resultado da topologia da viga esta apresentado abaixo:

Figura 6 — Topologia final otimizada para apenas um caso de carregamento estatico

Vale destacar alguns pontos interessantes sobre a configuracéo final da viga. Em
primeiro lugar, é possivel identificar como a estrutura é fundamentalmente composta
por duas barras horizontais espessas, uma na extremidade inferior e outra na superior.
Esses componentes serdo comprimidos e tracionados pelos momentos fletores
produzidos pelas cargas aplicadas na viga e, por isso, sua presenca é fundamental. A

regido intermedidria (entre as barras), a principio, ndo necessita de material, em virtude
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de sua proximidade do eixo neutro da viga, onde os esforcos de tragdo e compressao sao
significativamente menores.

Além disso, é notavel a existéncia de barras transversais na regido entre os dois
pontos de atuacdo das forcas. 1sso ocorre uma vez que esta regido esta submetida a
esforcos cortantes produzido pelos carregamentos. No entanto, como ambas as forcas
aplicadas ttm o mesmo maodulo e sentidos contrarios, toda a regido entre F; e 0 engaste
ndo observa esforco cortante algum. Também por esse motivo, ndo se observa barras
transversais nessa regiao.

Esse ponto é extremamente importante e ilustra muito bem a importancia de
considerar multiplos casos de carga ao estudar a otimizagdo topologica de estruturas.
Este primeiro item é um caso extremamente particular de configuracéo das cargas, onde
elas possuem exatamente 0 mesmo mddulo, o que permite a auséncia de suportes
transversais na regido discutida. No entanto, em situagOes reais, com carregamentos
dindmicos, existe uma alta probabilidade de, em algum momento, a regido “sentir”
esforcos cortantes, em virtude de diferencas nas forcas aplicadas. Caso isso ndo fosse
considerado e este primeiro resultado fosse tido como definitivo, seria fabricada uma

estrutura inadequada para suportar os esforcos dindamicos apresentados.

3.1.2. Dois casos de carregamento estatico

Para o segundo item, ser& apresentada a topologia final considerando, novamente,
carregamentos estaticos, porém analisando 2 casos de carga diferentes. Isso significa
que, desta vez, serd considerada a possibilidade de as cargas ndao apresentarem o0 mesmo

modulo. Com isso, pode-se observar uma configuracéo diferente:

Figura 7 — Topologia final otimizada para dois casos separados de carregamento
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Conforme era esperado, de acordo com a interpretagdo do primeiro caso, a regido
compreendida entre o0 apoio e 0 ponto de aplicacdo de F; agora possui material.
Retomando a explicacdo anterior, isso ocorre dado que, neste item, ao considerar casos
de carregamento diferentes, esta sendo englobada a possibilidade de as forcas nao se

cancelarem, produzindo esforgos cortantes na regido destacada.

3.1.3. Estudo com “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes

No terceiro caso, sera estudado o tema central de fato, ou seja, a aplicacdo do
Método do Carregamento Estatico Equivalente. Serdo consideradas cargas dinamicas
que, de acordo com o método discutido na secdo anterior, serdo convertidas em um

determinado numero de casos de carregamentos estaticos:

Figura 8 — Topologia final otimizada para “n” casos de carregamento estatico equivalente

Aqui fica claro, novamente, em funcéo da presenca das estruturas transversais ao
longo de toda a viga, a consideracdo dos multiplos casos de carga possiveis dadas as
duas forcas aplicadas na viga. E interessante de notar como o segundo caso apresentado
€ muito mais proximo do terceiro do que do primeiro. Novamente, esse fato serve como
um refor¢o para a importancia de se considerar multiplos casos de carregamentos ao
calcular a otimizagdo topoldgica de uma estrutura, independentemente do carregamento

ser estatico ou dinamico.
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3.2.Exemplo 2

Neste segundo exemplo, a geometria da estrutura estudada € semelhante, mas
possui algumas disting@es importantes. A viga, neste exemplo, é bi apoiada e as forcas
sdo aplicadas na superficie superior, a L/3 e 2L/3 da sua extremidade esquerda.
Novamente, os parametros empregados, a geometria do problema, as condicdes de

contorno e a representacdo grafica dos carregamentos dinamicos aplicados estdo

expostos na Tabela 2:

propriedade parametro valor unidade
Raio Tmin 0,01375 m
Médulo de Elasticidade E, 2x1011 Pa
Poisson % 1/ -
Comprimento da viga L 0,9 m
Espessura da viga thick 0,01 m
Tempo tr T s
Passo temporal At /50 s
Volume méaximo permitido Vinax 35% -

Tabela 2 — Parametros do exemplo 2 analisado
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Figura 9 - (a) Modelo de viga biapoiada; (b) forcas aplicadas
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3.2.1. Um caso de carregamento estético

Assim como foi feito no primeiro exemplo, serdo apresentados trés resultados de
otimizagdo diferentes, com diferentes casos de carregamento em cada. Em primeiro
lugar, sera analisado a situacdo com apenas um caso de carregamento estatico. Neste
caso, ilustrado na Figura 10, as duas forgas estaticas serdo aplicadas com mesmo

modulo, direcdo e sentido nas posicdes apresentadas anteriormente:

Figura 10 - Topologia final otimizada para apenas um caso de carregamento estatico

Em uma comparagéo com o primeiro caso do exemplo anterior, ficam evidentes
algumas diferencas marcantes, principalmente em funcéo da alteracdo dos suportes da
viga. Destaca-se a auséncia da barra na extremidade inferior da viga, uma vez que 0S
suportes bi apoiados permitem uma resisténcia a tracdo existente na regido inferior,
produzida pelos esforcos de flexdo impostos pelos forcamentos.

Outro ponto notéavel é a simetria da estrutura. Como o0s suportes e as forcas foram
configuradas de forma simétrica na viga, a principio, seria esperado que a estrutura
resultante também apresentasse simetria. Contudo, como vimos anteriormente, é
fundamental que sejam calculados os casos dindmicos das cargas, tendo em vista que
esses calculos consideram situacdes onde as forgas podem ter modulos ou sentidos

diferentes, podendo gerar resultados contra intuitivos para esse tipo de expectativa.
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3.2.2. Dois casos de carregamento estético

Na sequéncia, serd estudado o segundo cenario, onde serdo considerados dois
casos de carregamento. Assim como foi discutido no primeiro exemplo, agora sera
abordada a possibilidade das cargas terem sentidos opostos, produzindo o resultado

mostrado na Figura 11:

Figura 11 - Topologia final otimizada para dois casos separados de carregamento

E possivel observar na imagem que, em comparagio com 0 caso anterior, houve
um aumento no grau de complexidade da estrutura otimizada. Agora, sendo considerado
0 caso de cargas com sentidos opostos, a regido central da viga apresenta uma
configuracdo de barras transversais, além de ser possivel identificar a presenca de barras
na extremidade inferior da viga.

Entretanto, a simetria da estrutura se mantém, uma vez que ndo estdo sendo
considerados os instantes em que, potencialmente, as forgcas podem apresentar médulos

diferentes, gerando desequilibrios na estrutura.
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3.2.3. Estudo com “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes

Finalmente, para o terceiro caso, serdo estudadas as cargas dinamicas, sendo
convertidas em “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes. Assim como no
primeiro exemplo, aqui estd de fato sendo empregado o Método do Carregamento

Estatico Equivalente. Na Figura 12 pode ser observado o resultado:

Figura 12 - Topologia final otimizada para “n” casos de carregamentos estaticos equivalentes

Assim como no exemplo 1, fica clara a similaridade entre o segundo caso e o
terceiro, sendo a analise de apenas um caso de carregamento estatico nitidamente mais
simples e, provavelmente, inadequada para suportar os esfor¢os dinamicos, na forma
em se apresentam no mundo real.

As mesmas estruturas transversais que aparecem na regido central da viga
otimizada no caso anterior se manifestam nesta analise, sendo um reflexo dos casos em
que as forcas apresentam sentidos opostos. Além disso, no entanto, fica evidente a
auséncia do elemento de simetria na estrutura. O ponto de juncao das barras transversais
que, no caso anterior, se posicionava centralizado em relacéo aos apoios e aos pontos
de aplicacdo das forcas, agora se mostra consideravelmente deslocado para a esquerda.
Isso ocorre em funcdo de um desequilibrio nas magnitudes das for¢as no caso dindmico
estudado.

Mais uma vez, conforme foi comentado para o primeiro exemplo, fica evidente a
necessidade de, em problemas de otimizagéo, ser tratado o caso dindmico para as cargas
impostas a estrutura em questdo. Ndo basta analisar 0s casos de maximo carregamento
ou maximo deslocamento da estrutura, uma vez que ocorrem diferencas significativas
dos esforgos sofridos pela peca quando, em determinados instantes de tempo, 0s

forcamentos se configuram de formas assimétricas ou diferentes entre si. Tais
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configuragbes sdo capazes de gerar falhas na estrutura, quando ndo projetadas

adequadamente.

4. Conclusoes

De acordo com o0s pontos apresentados na se¢do de Fundamentagdo TeoOrica deste
trabalho, a expectativa era de que o Método do Carregamento Estético Equivalente seria capaz
de converter um carregamento dindmico aplicado em uma estrutura em um carregamento
estatico, gerando um mesmo campo de deslocamentos na pega.

A importancia do ESL é evidente, ao se constatar que a maioria das estruturas reais sofre
esforgos dindmicos. Construcbes como pontes, edificios e torres de transmissdo elétrica séo
alguns casos onde a otimizacdo topoldgica pode ser empregada, obtendo-se relevantes
economias de material e maximizando-se rigidez. No entanto, o fato de essas estruturas estarem
submetidas a esforcos varidveis ao longo do tempo impunha um alto custo computacional para
o célculo da otimizac&o topoldgica.

Nesse contexto, 0 ESL se propde a converter esses carregamentos dindmicos em estaticos,
viabilizando os calculos e promovendo os ganhos desejados. O presente trabalho empregou o
método em um caso real e constatou, reforcando a literatura existente sobre o tema, sua
efetividade para resolver o problema de otimizacdo topoldgica sem elevados custos
computacionais.

Evidentemente, ainda existem pontos a serem aprofundados na literatura acerca deste
topico, seja através de novas abordagens para as analises, seja pela elaboracdo de outros tipos
de modelos. Segundo Lavér [1], o estudo de novas formas de reduzir o nimero de casos de
carregamento produzidos pelo Método do Carregamento Estatico Equivalente é uma
possibilidade interessante. Para isso, podem ser utilizados os picos de deslocamentos ou uma
andlise estocastica [1]. Outra possibilidade seria a comparacdo de modelos numéricos com
modelos experimentais [1]. Além disso, a implementacdo do método para modelos
tridimensionais € um ponto que ainda pode ser mais desenvolvido [1] e, por fim, poderia se
considerar ndo linearidades nos problemas [1]. As pesquisas ainda estdo sendo conduzidas para

aprimorar o entendimento no tema.
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