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6 Apêndices 

6.1. Processos Estocásticos 

Processo de Markov é um processo em que a distribuição de 

probabilidade do valor futuro de uma variável depende apenas do seu valor 

atual. Random Walk é um processo de Markov que possui incrementos 

independentes na forma  xt = xt-1 + εt, onde εt é um fator de erro com 

distribuição normal, onde 2(0, )t Nε σ∼ . Random walk pode ser com ou 

sem crescimento (drift).  Um Processo de Wiener, também conhecido como 

Movimento Browniano, é um processo de Markov em tempo contínuo com 

incrementos independentes, onde estes incrementos são normalmente 

distribuídos com variância que cresce linearmente com o tempo. É uma 

versão de Random Walk em tempo contínuo, na forma: 

1 (0,1)t tx x dz onde dz dt e Nε ε−= + = ∼   

 

Movimento Aritmético Browniano (MAB) é um processo de Wiener 

com drift, portanto, também é um random walk. A sua forma é: 

1
2( , )

t tx x dt dz

dx dt dz dx N t t

µ σ

µ σ µ σ
−= + +

= + ∼
 

 

Movimento Geométrico Browniano (MGB) é um processo de tempo 

contínuo onde os incrementos são proporcionais e não mais absolutos como 

no MAB. A sua forma é: 

dxdx xdt xdz ou dt dz
x

µ σ µ σ= + = +  

 

Podemos observar que o incremento proporcional, ou taxa de 

incremento em x, ( dx
x

) , é um MAB e portanto temos 2( , )dx N t t
x

µ σ∼ . 
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Podemos também escrever ( ) 1lnd dxx dx
dx x x

= =  e verificar que  dx
x

 é 

também o incremento em ln x. Uma variável lognormal é uma variável cujo 

logaritmo natural tem uma distribuição normal. Se dx
x

 tem distribuição 

normal, e ( )lndx d x
x dx
= , então x tem distribuição lognormal, ou seja, um 

MGB. A distribuição de d ln x pode ser determinada através do Lema de Itô. 

Seja x uma variável lognormal na forma dx xdt xdzµ σ= + , e  R = ln x. 

Então  2 2 21 , 1 0R x x R x x e R t∂ ∂ = ∂ ∂ = − ∂ ∂ = . Por Itô temos: 

2
2 2

2

1
2

R R R RdR x x dt xdz
x t x x
µ σ σ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

21
2

dR dt dzµ σ σ = − + 
 

 

2
2ln ,

2
R x N t tσµ σ

  
= −  

  
∼      (6.1) 

 

Podemos observar que se os incrementos proporcionais ∆x/x, ou 

sejam, os retornos, são normalmente distribuídos, então os incrementos 

absolutos ∆x são lognormalmente distribuídos. 

6.2. Programação Dinâmica com Processos Estocásticos 
Distintos 

No caso de duas variáveis estocásticas, em que uma das variáveis 

segue um Movimento Geométrico Browniano e a outra siga um processo de 

reversão à média, por exemplo, a equação de valor do projeto se altera.  

A Equação Geral de Bellman para duas variáveis onde  ut  é a variável 

de controle e C(x,y,u,t) ∆t é o fluxo de lucros durante um período de tempo 

∆t é: 

N [ ]1( , , ) max ( , , , ) ( , , )
1

t

t t t t t
u

F x y t C x y u t t E F x y t t
tρ +∆ +∆

 
= ∆ + + ∆ + ∆ 
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N [ ]{ }

N [ ]{ }

(1 ) ( , , ) max ( , , , ) (1 ) ( , , )

( , , ) max ( , , , ) ( , , ) ( , , )
t

t

t t t t t
u

t t t t t
u

t F x y t C x y u t t t E F x y t t

tF x y t C x y u t t E F x y t t F x y t

ρ ρ

ρ

+∆ +∆

+∆ +∆

+ ∆ = ∆ + ∆ + + ∆

∆ = ∆ + + ∆ −
 

 

Quando o intervalo de tempo ∆t tende a zero e o tempo é contínuo, a 

equação de Bellman, pode ser escrita como: 

N [ ]1( , , ) max ( , , , ) ( , , )
u

F x y t C x y u t E dF x y t
dt

ρ  = + 
 

    

 
Se x segue um MGB na forma de x x xdx xdt xdzα σ= + , e y segue um 

processo de reversão a média na forma ( ) y ydy y y ydt ydzη σ= − + , por 

exemplo, e ( . )x yE dz dz dtλ= , desenvolvendo dF(x,y,t) por Itô e 

desprezando os termos dt de maior ordem, temos: 

2 21 1( , , )
2 2

                                                                      

x y t xx yy xy

xt yt

dF x y t F dx F dy F dt F dx F dy F dxdy

F dxdt F dydt

= + + + + + +

+ +
 

( ) ( )
2 2 2 2

( , , )

1 1           
2 2

x x x x y y y y

t xx x yy y xy x y

dF x y t F xdt xdz F ydt ydz

F dt F x dt F y dt F xy dt

α σ α σ

σ σ σ σ λ

= + + + +

+ + + +
 

Então 

2 2 2 21 1[ ]
2 2x x y y t xx x yy y xy x yE dF F x F y F F x F y F xy dtα α σ σ σ σ λ = + + + + + 

 
 

 

Substituindo na equação de Bellman, temos: 

N 2 2 2 2

( , , , )
( , , ) max 1 1

2 2

x x y y t

u xx x yy y xy x y

C x y u t F x F y F
F x y t

F x F y F xy

α α
ρ

σ σ σ σ λ

+ + + + 
 =  
+ +  

 

 

Podemos expressar o valor ótimo de u como uma função de Ft(x,y,t), 

Fx(x,y,t), Fxx(x,y,t), Fy(x,y,t), Fxy(x,y,t), Fyy(x,y,t),  bem como de x, y, t, e 

C(x,y,t). Assim, podemos reduzir a expressão da equação de Bellman para: 
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2 2 2 21 1 ( )
2 2
                                            ( , , ) ( , , , ) 0

xx x yy y xy x y x x y

t

F x F y F xy F x F y y y

F x y t F C x y u t

σ σ σ σ λ α η

ρ

+ + + + − −

− + + =
  (6.2) 

 
A diferença desta equação para a solução obtida por Contingent 

Claims Analysis é que em Programação Dinâmica substituímos a taxa livre 

de risco por uma taxa de risco exógena ρ. Assim, a taxa de apreciação do 

projeto (drift rate)  α  também é dada  por α = ρ - δ.  No caso de um 

processo de reversão à média a taxa de distribuição de dividendos (δ), ou 

convenience yield no caso de commodities, é uma função do valor do 

projeto, e não constante como no caso de um MGB.  

6.3. Transformação Algébrica da Árvore Binomial 

Para fazermos esta transformação, inicialmente estabelecemos a 

relação entre V0  e  V1 do fluxo determinístico. A partir da equação (3.5) 

temos: 

[ ] [ ]
(1 )

m
t

i t i
t i

E C
E V

µ −
=

=
+∑     ou simplesmente 

(1 )

m
t

i t i
t i

CV
µ −

=

=
+∑  

(1 )
(1 )

m
it

i t
t i

CV µ
µ=

= +
+∑  

(1 )
(1 )

m
i t

i t
t i

CV µ
µ=

= +
+∑  

1
(1 )

(1 ) (1 )

m
i i t

i i t
t i

C CV µ
µ µ= +

 
= + + + + 

∑  

1
(1 )

(1 )

m
i t

i i t
t i

CV C µ
µ= +

− = +
+∑      (6.3) 

 
Fazendo i = i + 1 e substituindo em (3.5) 

1 ( 1)
1 (1 )

m
t

i t i
t i

CV
µ+ − +

= +

=
+∑  

( 1)
1

1
(1 )

(1 )

m
it

i t
t i

CV µ
µ

+
+

= +

= +
+∑  
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( 1)
1

1
(1 )

(1 )

m
i t

i t
t i

CV µ
µ

+
+

= +

= +
+∑  

1
1

(1 ) (1 )
(1 )

i i

m
i t

i t
t i

V C

CV µ µ
µ+

= +

−

= + +
+∑

����	���

 como podemos ver pela equação (6.3) 

Então: 

( )1 (1 )i i iV V Cµ+ = + −              (6.4) 

 

Não há fluxo de caixa ou pagamento de dividendos no instante inicial 

(i = 0), uma vez que o projeto ainda não foi iniciado, portanto C0 = 0. Os 

únicos fluxos existentes no instante inicial são os que correspondem ao 

valor presente dos investimentos no projeto, e que representam uma saída de 

caixa, mas que não são computados para efeito do calculo do Valor Presente 

do projeto. Dessa forma temos: 

 

 1 0(1 )V Vµ= +               (6.5) 

  

A taxa de distribuição dos fluxos de caixa é assumida constante em 

cada período e igual a 

 

  i
i

i

C
V

δ =      e   i i iC Vδ=            (6.6) 

 

Em condições de incerteza temos: 

 

 , ,i j i i jC Vδ=               (6.7) 

 

Substituindo (3.10)  em  (6.7)  temos18:  

 
1

, 0
1

(1 )
i

i j j
i j i k

k

C V u dδ δ
−

−

=

 
= − 

 
∏  

 

                                                 
18 Note que usamos sempre o valor do projeto pré-dividendo. 
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Calculando Ci+1, j  em função do fluxo de caixa anterior Ci,j, para 

obtermos a fórmula de recorrência, temos: 

 

 
1 1

1
1, 1 0

1

(1 )
i

i j j
i j i k

k

C V u dδ δ
− +

+ −
+ +

=

= −∏  

 

,

1
1

1, 0
1

(1 ) (1 )

i j

i
i j ji

i j i i k
ki

C

C u V u dδ δ δ δ
δ

+
−+

+
=

= − ⋅ −∏
�����	����


 1
1, ,

(1 )i i
i j i j

i

C u Cδ δ
δ

+
+

−
= ⋅             (6.8) 

 

 

    Ci+1,j 

  Ci,j   

    Ci+1, j+1 

 

 

Por analogia temos: 

 

 1
1, 1 ,

(1 )i i
i j i j

i

C d Cδ δ
δ

+
+ +

−
= ⋅  

2,3,...,
0,1, 2,...

i m
j i
=

 =
          (6.9) 

   

e , 0 1i j j
i j iC V u d iδ −= =         (6.10) 

 

 

Com (6.8), (6.9) e (6.10) obtemos as fórmulas para os pseudo fluxos 

de caixa como função do pseudo fluxo do período anterior e da taxa de 

distribuição de dividendos δi.  

 

  ( )1, , 1, , ,i j i j i iC f C δ δ σ+ +=  

 

Essas fórmulas podem ser também expressas em função dos fluxos 

determinísticos, simplificando ainda mais o seu cálculo.  
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  ( )1, , ,i j iC f C σ µ+ =  

 

Substituindo  (3.8)  em  (6.10) temos: 

 

  , 0 1i j j
i j iC V u d iδ −= =  

 

Como  i
i

i

C
V

δ =  ficamos com: 

 

, 0 1i j ji
i j

i

CC V u d i
V

−= =  

 

Substituindo (6.5) na equação, ficamos com: 

 

  1
, 1

(1 )
i j ji

i j
i

C VC u d i
V µ

−= =
+

 

 

Como i = 1, ficamos com: 

  11
1, 1

j j
j

CC u d
µ

−=
+

          (6.11) 

 

Fazendo substituição semelhante em (6.8) e (6.9) temos: 

 

 1
1, ,

(1 )i i
i j i j

i

C u Cδ δ
δ

+
+

−
= ⋅   

 1
1, ,

1

1i i i
i j i j

i i i

C V CC C u
V C V

+
+

+

 
= − ⋅ 

 
 

 

Usando (6.4) e substituindo na equação temos: 

 1
1, ,(1 )( )

i i i i
i j i j

i i i i

C V V CC C u
V C C Vµ
+

+

 −
= ⋅ + −  
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1
1, ,

1
1, 1 ,

(1 )

2,3,..., 0,1,2,...
(1 )

i
i j i j

i

i
i j i j

i

CC C u
C

CC C d i m j i
C

µ

µ

+
+

+
+ +

 = ⋅ +

 = ⋅ = =
 +

(6.12) 

  

A expressão (6.11) fornece o valor dos pseudo fluxos de caixa no 

primeiro período do projeto. A partir deste, usando as fórmulas em (6.12) 

podemos obter o valor dos pseudo fluxos de caixa nos períodos e estados 

subseqüentes em função do fluxo de caixa imediatamente anterior, da taxa 

de desconto µ e dos parâmetros u e d.  

 

      (6.12) 

 (6.11) 

      (6.12) 

Figura 35 – Modelo Matemático para Árvores de Decisão 

 

Essa modelagem é apropriada para utilização em programas de 

software de geração de árvores de decisão, onde a estruturação do problema 

através de fórmulas incrementais como as da Figura 35 é mais simples. Para 

o caso de linguagens de programação geralmente é mais fácil trabalhar com 

vetores e matrizes com fórmulas absolutas, demonstradas a seguir. Partindo 

da equação (6.12) com uma mudança de variável, temos: 

 

 , 1,
1(1 )

i
i j i j

i

CC C u
C µ −

−

= ⋅
+

 

 

Substituindo o valor de  Ci-1, j  temos:  

 1
, 2,

1 2(1 ) (1 )
i i

i j i j
i i

C CC u C u
C Cµ µ

−
−

− −

= ⋅ ⋅
+ +

 

 

Substituindo o valor de  Ci-2, j  e assim sucessivamente até o período 1:  

 1 2
, 1,

1 2 3

.......
(1 ) (1 ) (1 )

i i i
i j j

i i i

C C CC u u u C
C C Cµ µ µ

− −

− − −

= ⋅ ⋅
+ + +
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 11 2 1
,

1 2 3

.......
(1 ) (1 ) (1 ) 1

j ji i i
i j

i i i

C C C CC u u u u d
C C Cµ µ µ µ

−− −

− − −

= ⋅ ⋅
+ + + +

 

 

, (1 )
i j ji

i j i

CC u d
µ

−=
+

           (6.13)

  

Com qualquer uma das fórmulas (6.12) ou (6.13), os pseudo fluxos de 

caixa são expressos como funções de Ci, µ, u e  d, todas constantes 

conhecidas. Podemos estruturar uma árvore de decisão com probabilidades 

neutras a risco p e (1-p) e os pseudo fluxos de caixa, que descontados a 

valor presente à taxa livre de risco nos dará o valor do projeto no instante 

zero. Sem a inclusão de nenhuma flexibilidade gerencial, o valor 

determinado por este modelo será idêntico ao valor determinado para o 

projeto em condições de certeza. 

 

,
0

0 0 (1 )

m i
i j

i
i j

E C
V

r= =

  =
+∑∑  onde  , ,(1 )i j j

i j i j

i
E C p p C

j
− 

  = −  
 

  e    
r te dp
u d
−

=
−

 

 

Para programas que utilizem a expressão incremental, a fórmula a 

utilizar será: 

 
,

0
0 0

(1 )

(1 )

i j j
i jm i

i
i j

i
p p C

j
V

r

−

= =

 
− 

 =
+∑ ∑          (6.14) 

 

A fórmula absoluta é: 

 

 0
0 0

(1 )

(1 ) (1 )

i j j
m i

i j ji
i i

i j

i
p p

j CV u d
r µ

−

−

= =

 
− 

 = ⋅
+ +∑ ∑         (6.15) 
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6.4. Código VBA 

6.4.1. Determinação da Volatilidade do Projeto através da SMC 

A simulação de Monte Carlo considera as variáveis estocásticas 

previamente definidas e tem como objetivo determinar a volatilidade do 

projeto. Ela pode ser feita diretamente através de programas de simulação 

amplamente disponíveis no mercado como @Risk e Crystall Ball. 

Alternativamente, pode-se utilizar o código apresentado a seguir.  

 
Sub Findvol2() 
        
'Faz N recalculos do Fluxo de Caixa que está na planilha 
'e acha a média e desvio padrão do retorno do projeto 
‘(k) 
    
    Dim Retorno As Double, Sk2 As Double, Vol As Double 
    Dim I As Long 
    Dim N As Long 
             
    Sk2 = 0 
    Retorno = 0 
    N = Range("N").Value 
    'Application.ScreenUpdating = False 
    Application.Calculation = xlManual 
     
    For I = 1 To N 
        Application.Calculate 
        Retorno = Retorno + Range("k").Value 
        Sk2 = Sk2 + Range("k").Value * Range("k").Value 
        Range("counter").Value = I 
    Next I 
 
    m = N 
    Vol = Sqr((m * Sk2 - Retorno * Retorno) / (m * m)) 
    Mean = Retorno / m 
     
    Range("vol").Value = Vol     'Retorna o valor de Vol 
    Range("mean").Value = Mean   Retorna o valor de Mean 
     
    Application.Calculation = xlAutomatic 
 
End Sub 
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6.4.2. Exemplo de 4 Períodos: Valor do Projeto 

O código a seguir calcula o Valor do Projeto sem Opções do exemplo 

em  3.4.7: 
 

Dim u As Double, d As Double, p As Double 
 
u = Exp(sigma) 
d = 1 / u 
p = (1 + r - d) / (u - d) 
 
V0 = 0 
CI(1) = C1 
CI(2) = C2 
CI(3) = C3 
CI(4) = C4 
 
For i = 1 To M 
  For J = 0 To i 
   CIJ(i,J) = (CI(i)/(1 + k) ^ i) * (u ^ (i - J))*d^J 
    

V0=V0+((WorksheetFunction.Fact(i)/       
(WorksheetFunction.Fact(i-J)* 
WorksheetFunction.Fact(J)))*p^(i-J)*(1-p)^J 
*CIJ(i,J))/((1+r)^i) 

     
Next J 
Next i 
ComputeValue = V0 
 
End Function 

6.4.3. Exemplo de 4 Períodos: Valor do Projeto com Opção de 
Abandono 

O código a seguir calcula o Valor do Projeto com opção de abandono 

no terceiro ano do exemplo apresentado em 3.4.7: 

 
Public Function ComputeOption(C1, C2, C3, C4, sigma As 
Double, µ, r, M As Integer, Aband, T As Integer) 
 
'Determina valor do projeto com opções a partir dos 
dados calculados anteriormente via SMC. 
'Opção de abandono no ano 3. T é o período em que 
ocorre a opção 
'Aband é o valor de abandono.  M é o número de períodos 
do problema 
'CI(4) são os fluxos determinísticos.  CIJ(4,4) são os 
pseudo fluxos 
 
Dim CIJ(4, 4) As Double, V0 As Double, CI(4) 
Dim u As Double, d As Double, p As Double, S As Integer 
 
u = Exp(sigma) 
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d = 1/u 
p = (1+r-d)/(u-d) 
 
V0 = 0 
CI(1)=C1; CI(2)=C2; CI(3)=C3; CI(4)=C4 
 
'Calcula valor do instante zero até o periodo antes da 
opção 
 
For I=0 To T-1 
   For J=0 To I 
       

CIJ(I,J)=(CI(I)/(1+µ)^I)*(u^(I-J))*d^J 
 
V0=V0+((WorksheetFunction.Fact(I)/(WorksheetFunct
ion.Fact(I-J)* WorksheetFunction.Fact(J)))*p^(I-
J)*(1-p)^J*CIJ(I,J)) /((1+r)^I) 

 
    Next J 
Next I 
 
'Calcula o valor do período da opção até o final, 
compara com a opção 'de abandono e toma a decisão 
ótima. 
 
For S=0 To T 

Prob=(WorksheetFunction.Fact(T)/(WorksheetFunction 
.Fact(T-S)* WorksheetFunction.Fact(S)))*p^(T-S)*(1-
p)^S 
 
VX=0 

     
For I = T To M 

       For J = S To I+S-T 
          CIJ(I,J)=(CI(I)/(1+µ)^I)*(u^(I-J))*d^J 
             

Prob1=(WorksheetFunction.Fact(I-
T)/(WorksheetFunction.Fact(I-T-
J+S)*WorksheetFunction.Fact(J-S)))*(p^(I-T-
J+S))*(1-p)^(J-S) 

            
A=(Prob1*CIJ(I,J))/((1+r)^(I-T)*(1+r)^T) 

             
VX=VX+A 

       Next J 
    Next I 

    
Max=Prob*WorksheetFunction.Max(VX,(Aband+CIJ(T,S)
)/(1+r)^T) 

   V00=V00+Max 
Next S 
 
ComputeOption = V0 + V00 
End Function 
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6.5. Simulação de Monte Carlo 

6.5.1. Risco de Tráfego 

O processo estocástico para o tráfego de veículos na rodovia foi 

assumida como sendo um Movimento Geométrico Browniano, cujos 

parâmetros foram obtidos a partir da série histórica do PIB brasileiro entre 

1970 e 2001. Devido a limitações na capacidade da rodovia, estimou-se que 

o tráfego máximo é limitado a 20.000 veículos TMDA. Na Figura 36 vemos 

a projeção do tráfego no período (linha em negrito), bem como a Simulação 

de Monte Carlo para esta variável, observado a limitação superior 

estabelecida no tráfego de veículos. 

5,000

10,000

15,000

20,000

0 5 10 15 20
 

           Figura 36 – Tráfego: Simulação de Monte Carlo 

6.5.2. Risco de Câmbio 

O risco cambial foi modelado como uma MGB, dado que a série 

histórica brasileira pós-plano Real não indica que a taxa de câmbio siga um 

processo de reversão à média como seria de se esperar. A Figura 37 ilustra a 

projeção realizada e também como o processo foi simulado. 
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Figura 37 – Taxa de Câmbio: Simulação de Monte Carlo 

 

6.5.3. Risco de Taxa de Juros 

Para a taxa de juros foi utilizada a série histórica da LIBOR de 6 

meses. O processo estocástico adotado foi o processo de reversão à média 

Geométrico de Ornstein-Uhlenbeck. A média de longo prazo, a projeção e a 

simulação realizada estão ilustrados na Figura 38. 

2%

4%

6%

8%

0 5 10 15 20
 

Figura 38 – Taxa de Juros: Simulação de Monte Carlo 
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6.6. Verificação da Premissa de Normalidade dos Retornos 

A premissa segunda afirma que em um mercado onde os preços 

refletem todas as informações futuras disponíveis, os retornos do projeto 

terão distribuição normal, uma vez que variações em torno do valor do 

projeto serão fruto apenas de eventos imprevistos, e portanto, aleatórios.  

Através de uma Simulação de Monte Carlo do projeto, foram obtidas 

50.000 amostras dos retornos do projeto que foram em seguida analisadas 

para verificação da premissa de normalidade da sua distribuição. Os testes 

indicaram que a distribuição que mais se aproxima dos dados da amostra é 

uma distribuição Logística, seguida da distribuição Normal, cuja 

comparação através da distribuições de densidade e cumulativa estão 

mostradas na Figura 39. 
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Figura 39 – Erro da Distribuição dos Retornos 

 

O p-value para a normalidade da distribuição é p < 0.005, o que indica 

uma boa aproximação para esta distribuição. Na Figura 40 podemos ver o 

Q-Q plot da amostra, que é também um teste para normalidade da série que 

indica os quantis de uma distribuição normal padrão. 
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Figura 40 – QQ Plot dos Retornos 
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