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6 Apéndices

6.1. Processos Estocasticos

Processo de Markov ¢ um processo em que a distribuicdo de

probabilidade do valor futuro de uma variavel depende apenas do seu valor

atual. Random Walk ¢ um processo de Markov que possui incrementos

independentes na forma x, = x.; + &, onde ¢ ¢ um fator de erro com
distribuigdo normal, onde ¢ ~ N(0,5°). Random walk pode ser com ou

sem crescimento (drift). Um Processo de Wiener, também conhecido como

Movimento Browniano, ¢ um processo de Markov em tempo continuo com
incrementos independentes, onde estes incrementos sdo normalmente
distribuidos com varidncia que cresce linearmente com o tempo. E uma

versao de Random Walk em tempo continuo, na forma:

X =x_ +dz onde dz=edt e e~ N(0,1)

Movimento Aritmético Browniano (MAB) ¢ um processo de Wiener

com drift, portanto, também ¢ um random walk. A sua forma é:

X, =X, +udt+odz
dx = udt+odz dx ~ N(ut,c’t)

Movimento Geométrico Browniano (MGB) ¢ um processo de tempo
continuo onde os incrementos sao proporcionais € ndo mais absolutos como

no MAB. A sua forma ¢é:

dx = uxdt +oxdz ou @ = udt+odz
X

Podemos observar que o incremento proporcional, ou taxa de

. dx , dx
incremento em x, (—) , ¢ um MAB e portanto temos — ~ N(ut,c’t).
X X
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Podemos também escrever i(lnx):ldx:ﬁ e verificar que ax ¢
X

dx X X

também o incremento em In x. Uma variavel lognormal ¢ uma variavel cujo

. e dx e
logaritmo natural tem uma distribuicdo normal. Se — tem distribui¢do
X

dx d . e .
normal, ¢ — :d—(ln x), entdo x tem distribuicdo lognormal, ou seja, um
X x

MGB. A distribui¢do de d /n x pode ser determinada através do Lema de Ito.

Seja x uma varidvel lognormal na forma dx = uxdt+oxdz, e R = In x.

Entio OR/dx=1/x, 0°R/ox’=-1/x" e OR/dt=0.Por It temos:

2
dR = a—Ru)cha—R+lalfosz dt+a—R0'de
ox ot 2 0x ox

dR :(,u—%ojjdt+0'dz

Rzlnx~N((,u—%2)t,0'2t] (6.1)

Podemos observar que se os incrementos proporcionais Ax/x, ou
sejam, os retornos, sdao normalmente distribuidos, entdo os incrementos

absolutos 4x sdo lognormalmente distribuidos.

6.2. Programacgao Dinamica com Processos Estocasticos
Distintos

No caso de duas variaveis estocasticas, em que uma das variaveis
segue um Movimento Geométrico Browniano e a outra siga um processo de
reversao a média, por exemplo, a equagdo de valor do projeto se altera.

A Equagdo Geral de Bellman para duas varidveis onde u; ¢ a variavel
de controle e C(x,y,u,t) At ¢ o fluxo de lucros durante um periodo de tempo

At é:

1
F(x’y’t) :%{C(X’y’u’t)At+ 1+,0At Ez [F(xt+Azayz+At’t+At)]}

U
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(1+ pA)F (x, y,1) = max { C(x, y,u, )At(1+ pAL) + E, [ F (X, > Yot + AD) ]}

U

PALF (x, y,1) = max { C(x, y,u, )AL+ E, [F(X,, 52 ¥, 0ol + A0 = F(x,3,0)]}

u,

Quando o intervalo de tempo Atz tende a zero € o tempo ¢ continuo, a

equacao de Bellman, pode ser escrita como:

1
F(x,y,t)=max<{C(x,y,u,t)+—E|dF (x, y,t
pF(x,y,1) u{(y )dt[ (y)]}

Se x segue um MGB na forma de dx =« xdt+0o_ xdz_, e y segue um

processo de reversdo a média na forma dy=n(y-y)ydi+o, ydz,, por
exemplo, e FE(dz,.dz,)=Adt, desenvolvendo dF(x,y,t) por It e
desprezando os termos df de maior ordem, temos:
dF(x,y,t) = Fdx+ F,dy + Fdt + %Fmdx2 + %Fyya’y2 + F, dxdy +
+ F, dxdt + F, dydt

dF (x,y,t)=F,(a, xdt+ 0, xdz,)+F, (ay ydt+o, ydzy)+

woy

+ Fdt+ % F olx’dt+ % F o2y’dt+ F 0.0, xyAdt
Entao

xx T x xyx7y

1 1
E[dF]:(Eraxx+Fya},y+F; +5F 02x2+5FWay2y2+F c.o xyl}dt

Substituindo na equagao de Bellman, temos:
Clx,y,u,t)+Fa x+Fa,y+F +

pF(x,y,t)=max
- +1F szle,,02y2+F o0, Xyl

2xxx 2}}y Xy xTy

Podemos expressar o valor 6timo de # como uma funcao de Fi(x,y,?),
Fx(xy,t), Fxx(x,y,t), Fy(x,y,t), Fxy(x,y,t), Fyy(x,y,t), bem como de x, y, t, e

C(x,y,t). Assim, podemos reduzir a expressao da equagdo de Bellman para:
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1 2.2 1 2.2 —
EFHO}X +§Fyy0'yy +nyaxay xyﬂ+anxx+Fy77(y—y)y—

(6.2)
-pF,y,t)+F +C(x,y,u,t)=0

A diferenca desta equagdo para a solucdo obtida por Contingent
Claims Analysis ¢ que em Programagdo Dindmica substituimos a taxa livre
de risco por uma taxa de risco exogena p. Assim, a taxa de apreciacdo do
projeto (drift rate) « também ¢é dada por o = p - 6. No caso de um
processo de reversdo a média a taxa de distribuicdo de dividendos (8), ou
convenience yield no caso de commodities, ¢ uma funcao do valor do

projeto, € ndo constante como no caso de um MGB.

6.3. Transformacao Algébrica da Arvore Binomial

Para fazermos esta transformacgdo, inicialmente estabelecemos a
relagdo entre V) e V; do fluxo deterministico. A partir da equagao (3.5)

temos:

ou simplesmente

Vi=(1+u){—cf L3 }

A+u) SH0+p)

V=G =(ep) 3 — (63)

()

Fazendo i =i+ 1 e substituindo em (3.5)

= C

t
—(i+1)

t=i+l (1 + lu)

V. = (14 p) D
i+l t;] (1 + [L[)t ( Il’l)

i+l
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1 I=Z[+:1 (1+ )
V= p) 3 —
i t=i+1 (1 + ILI)I

el
Entao:

Vi =+ ) (V,-C)
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como podemos ver pela equacao (6.3)

(6.4)

Nao ha fluxo de caixa ou pagamento de dividendos no instante inicial

(i = 0), uma vez que o projeto ainda ndo foi iniciado, portanto Cy = 0. Os

unicos fluxos existentes no instante inicial sd3o os que correspondem ao

valor presente dos investimentos no projeto, € que representam uma saida de

caixa, mas que ndo sdo computados para efeito do calculo do Valor Presente

do projeto. Dessa forma temos:

V=(+ w7,

(6.5)

A taxa de distribui¢ao dos fluxos de caixa ¢ assumida constante em

cada periodo e igual a

Em condicdes de incerteza temos:

C, =3,

>J

Substituindo (3.10) em (6.7) temos'®:

i—1
q,=@{n¢*d110—@ﬁ
k=1

'® Note que usamos sempre o valor do projeto pré-dividendo.

(6.6)

(6.7)
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Calculando Cj+;, ; em funcdo do fluxo de caixa anterior C;;, para

obtermos a formula de recorréncia, temos:

i-141
Ciij =0V, ut d’ H (1-6;)
k=1

i+1

Coay =220=0)u - &V &' T[0-6)
i k=1
Civ./
0.,,(1-9,
i+, :%) u'C[,j (6.8)
Ci+1,
Cij <
Ci+1, j+1
Por analogia temos:
(1= i=2,3,....m
Coiin :Md.cl_ ) (6.9)
" o, ’ j=0,1,2,..i
eC,=0V, u'd’ i=1 (6.10)

Com (6.8), (6.9) e (6.10) obtemos as féormulas para os pseudo fluxos
de caixa como fun¢dao do pseudo fluxo do periodo anterior ¢ da taxa de

distribuicao de dividendos oi.

Crry =1 (Cij»6,6,10)

i,j2 i i+l

Essas formulas podem ser também expressas em fun¢do dos fluxos

deterministicos, simplificando ainda mais o seu calculo.
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Cvi-*—l,j :f(ciﬂo_ﬂlu)
Substituindo (3.8) em (6.10) temos:

C,=6Vou'd’ i=1

Como ¢, =— ficamos com:

Como i = 1, ficamos com:

-G g (6.11)
I+ u

Lj

Fazendo substitui¢cao semelhante em (6.8) e (6.9) temos:

6:‘+ (1_51)
i+, leu’Ci,j
i = Culify Gju
TyL ol )

Usando (6.4) e substituindo na equagdo temos:

— CYi+1 L(K_Cqu,]u

C. .
o rmm-cyc\ v,

l


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9824825/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9824825/CA

121

C

Ci+1,j = C . iU
i(1+1u)
- (6.12)
C., .H:#l'q d i=2,3,...m j=0,1,2,..i
N OO E7) B

A expressao (6.11) fornece o valor dos pseudo fluxos de caixa no
primeiro periodo do projeto. A partir deste, usando as formulas em (6.12)
podemos obter o valor dos pseudo fluxos de caixa nos periodos e estados
subseqiientes em fun¢do do fluxo de caixa imediatamente anterior, da taxa

de desconto u e dos parametros u e d.

(6.12)
(6.11)
(6.12)

Figura 35 — Modelo Matematico para Arvores de Decisdo

Essa modelagem ¢ apropriada para utilizagdo em programas de
software de geragao de arvores de decisdo, onde a estruturagdo do problema
através de formulas incrementais como as da Figura 35 ¢ mais simples. Para
o caso de linguagens de programacao geralmente ¢ mais facil trabalhar com
vetores e matrizes com formulas absolutas, demonstradas a seguir. Partindo

da equacao (6.12) com uma mudanga de variavel, temos:

C

1

C,=——C_ . u
YL

Substituindo o valor de Ci-/, j temos:

¢  c,

Ci,j - u .Q—Z,ju
Co(l+p) C_,(1+p)

Substituindo o valor de Ci-2, j e assim sucessivamente até o periodo 1:

G . C . Co,

i u u u
G+ C, (I+ ) Cs(I+p)
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C = G u- G u- Cs U..... G u~d’

YOG+ CL(+p) C(l+p) 1+ u

C, =—S g (6.13)
(I+ 4)

Com qualquer uma das formulas (6.12) ou (6.13), os pseudo fluxos de
caixa sao expressos como fungdes de C;, u, u e d, todas constantes
conhecidas. Podemos estruturar uma arvore de decisdo com probabilidades
neutras a risco p e (1-p) e os pseudo fluxos de caixa, que descontados a
valor presente a taxa livre de risco nos dara o valor do projeto no instante
zero. Sem a inclusdo de nenhuma flexibilidade gerencial, o wvalor
determinado por este modelo serd idéntico ao valor determinado para o

projeto em condi¢des de certeza.

Vo= Y4 onde E|C ., |= “il—pYC e _
' 25}$(1+ry €., (jjp I=pyC, e p="—

Para programas que utilizem a expressdo incremental, a formula a

utilizar sera:

i _
.]p’ﬂ—pYQJ

h=33 (’

- (6.14)
=0 j=0 (I+r)
A formula absoluta é:
A j
w i | P =p)
J G i-j 7j
- uid (6.15)

i=0 j=0 (I+ ”)i (1+ /u)i
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6.4. Cédigo VBA

6.4.1. Determinacao da Volatilidade do Projeto através da SMC

A simulacdo de Monte Carlo considera as varidveis estocasticas
previamente definidas e tem como objetivo determinar a volatilidade do
projeto. Ela pode ser feita diretamente através de programas de simulagao
amplamente disponiveis no mercado como @Risk e Crystall Ball.

Alternativamente, pode-se utilizar o cédigo apresentado a seguir.

Sub Findvol2 ()

'Faz N recalculos do Fluxo de Caixa que estd na planilha
'e acha a média e desvio padrdo do retorno do projeto
Y (k)

Dim Retorno As Double, Sk2 As Double, Vol As Double
Dim I As Long
Dim N As Long

Skz2 =0

Retorno = 0

N = Range ("N") .Value
'Application.ScreenUpdating = False
Application.Calculation = xlManual

For T = 1 To N
Application.Calculate
Retorno = Retorno + Range ("k") .Value
Sk2 = Sk2 + Range ("k") .Value * Range ("k") .Value
Range ("counter") .Value = I
Next I

m
Vol Sgr ((m * Sk2 - Retorno * Retorno) / (m * m))
Mean = Retorno / m

=

Range ("vol") .Value = Vol 'Retorna o valor de Vol
Range ("mean") .Value = Mean Retorna o valor de Mean

Application.Calculation = xlAutomatic

End Sub
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O cddigo a seguir calcula o Valor do Projeto sem Opgdes do exemplo

em 3.4.7:

Dim u As Double, d As Double, p As Double

u = Exp(sigma)
d=1/u
p=(1+r-4d / (u-4d
vOo = 0
CI(l) = C1
CI(2) = C2
CI(3) = C3
CI(4) = C4
For i = 1 To M
For J = 0 To i
CIJ(i,J) = (CI(1)/(1 + k) ~ 1) * (u ~ (i - J))*d~J
V0=V0+ ( (WorksheetFunction.Fact (i) /
(WorksheetFunction.Fact (i-J) *
WorksheetFunction.Fact (J))) *p" (i-J)* (1-p)"~J
*CIJ(i,J))/ ((1+4r) 1)
Next J
Next i

ComputeValue = V0

End Function

6.4.3. Exemplo de 4 Periodos: Valor do Projeto com Opc¢ao de

Abandono

O codigo a seguir calcula o Valor do Projeto com opg¢ao de abandono

no terceiro ano do exemplo apresentado em 3.4.7:

Public Function ComputeOption(Cl, C2, C3, C4, sigma As

Double, p, r, M As Integer, Aband, T As Integer)

'Determina valor do projeto com opg¢des a partir dos

dados calculados anteriormente via SMC.
'Opcdo de abandono no ano 3. T é o periodo em que
ocorre a opgao

'Aband é o valor de abandono. M é o numero de periodos

do problema

'CI(4) sdo os fluxos deterministicos. CIJ(4,4) sao os

pseudo fluxos

Dim CIJ(4, 4) As Double, VO As Double, CI (4)

Dim u As Double, d As Double, p As Double, S As Integer

u = Exp(sigma)
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d = 1/u

p = (l+r-d)/(u-d)

Vo = 0

CI(1)=Cl; CI(2)=C2; CI(3)=C3; CI(4)=C4

'Calcula valor do instante zero até o periodo antes da
opgao

For I=0 To T-1
For J=0 To I

CIJ(I,J)=(CI(I)/(14u)"I)* (u”(I-J))*d"J

V0=V0+ ( (WorksheetFunction.Fact (I)/ (WorksheetFunct
ion.Fact (I-J)* WorksheetFunction.Fact(J))) *p"(I-
J)*(1-p) ~"J*CIJ(I,J)) /((l+r)"I)

Next J
Next I

'Calcula o valor do periodo da opgédo até o final,
compara com a opc¢do 'de abandono e toma a deciséao
6tima.

For S=0 To T
Prob= (WorksheetFunction.Fact (T)/ (WorksheetFunction
.Fact (T-S) * WorksheetFunction.Fact(S))) *p"(T-S)*(1-
p)"S

VX=0

For I =T To M
For J = S To I+S-T
CIJ(I,J)=(CI(I)/(1+p)"I)*(u”(I-J))*d"*J

Probl= (WorksheetFunction.Fact (I-

T) / (WorksheetFunction.Fact (I-T-

J+S) *WorksheetFunction.Fact (J-S))) * (p" (I-T-
J+3)) * (1-p) * (J-8)

A= (Probl*CIJ(I,J))/ ((l+r)~(I-T)* (1+r)"T)

VX=VX+A
Next J
Next I

Max=Prob*WorksheetFunction.Max (VX, (Aband+CIJ (T, S)
)/ (1+x) "T)
vV00=V00+Max

Next S

ComputeOption = VO + V0O
End Function
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6.5. Simulagao de Monte Carlo

6.5.1. Risco de Trafego

O processo estocastico para o trafego de veiculos na rodovia foi
assumida como sendo um Movimento Geométrico Browniano, cujos
parametros foram obtidos a partir da série histérica do PIB brasileiro entre
1970 e 2001. Devido a limita¢des na capacidade da rodovia, estimou-se que
o trafego maximo ¢ limitado a 20.000 veiculos TMDA. Na Figura 36 vemos
a projecao do trafego no periodo (linha em negrito), bem como a Simulacao
de Monte Carlo para esta variavel, observado a limitagdo superior

estabelecida no trafego de veiculos.

Figura 36 — Trafego: Simulagao de Monte Carlo

6.5.2. Risco de Cambio

O risco cambial foi modelado como uma MGB, dado que a série
histérica brasileira pés-plano Real nao indica que a taxa de cambio siga um
processo de reversdao a média como seria de se esperar. A Figura 37 ilustra a

projecdo realizada e também como o processo foi simulado.
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Figura 37 — Taxa de Cambio: Simulagao de Monte Carlo

6.5.3. Risco de Taxa de Juros

Para a taxa de juros foi utilizada a série historica da LIBOR de 6
meses. O processo estocastico adotado foi o processo de reversao a média
Geométrico de Ornstein-Uhlenbeck. A média de longo prazo, a projecao ¢ a

simulagdo realizada estdo ilustrados na Figura 38.

6%

Figura 38 — Taxa de Juros: Simulagao de Monte Carlo
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6.6. Verificagao da Premissa de Normalidade dos Retornos

A premissa segunda afirma que em um mercado onde os pregos
refletem todas as informacdes futuras disponiveis, os retornos do projeto
terdo distribui¢do normal, uma vez que variagdes em torno do valor do
projeto serdo fruto apenas de eventos imprevistos, € portanto, aleatdrios.

Através de uma Simulacao de Monte Carlo do projeto, foram obtidas
50.000 amostras dos retornos do projeto que foram em seguida analisadas
para verificagdo da premissa de normalidade da sua distribuigdo. Os testes
indicaram que a distribui¢do que mais se aproxima dos dados da amostra ¢
uma distribuicdo Logistica, seguida da distribuigdo Normal, cuja
comparacdo através da distribuicoes de densidade e cumulativa estdo

mostradas na Figura 39.

Normal(0.15831, 0.20437) Normal(0.15831, 0.20437)
25 1.0 f

0.0 0.0

1.0

1 |
< bl <
S} o -

0.0+

=]

i J/ )
I I
L L
< <

-1.0

< 5.0% 90.0% 50% > < 5.0% 90.0% 50% >
-0.1778 0.4945 -0.1778 0.4945

Figura 39 — Erro da Distribui¢cao dos Retornos

O p-value para a normalidade da distribuicao € p < 0.005, o que indica
uma boa aproximagdo para esta distribui¢do. Na Figura 40 podemos ver o
Q-Q plot da amostra, que ¢ também um teste para normalidade da série que

indica os quantis de uma distribui¢ao normal padrao.
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