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2 Revisao da Literatura

2.1. Método do Fluxo de Caixa Descontado (FCD)

Em mercados completos, podemos determinar o valor de um projeto
pelo método do FCD, observando o pre¢o de mercado de um conjunto de
investimentos financeiros que repliquem os fluxos de caixa futuros do
projeto em todos os estados da natureza e em todos os periodos futuros. Para
assegurar o direito aos fluxos de caixa futuros, o gerente entdo estaria
indiferente entre adquirir o projeto ou os ativos financeiros que compde este
portfolio replicante, j4 que ambos produzem exatamente os mesmos fluxos
de caixa. Em conseqiiéncia disso, pelo principio da ndo arbitragem, ambos
terdo necessariamente o mesmo valor.

Por outro lado, os custos de cada um desses investimentos podem ser
diferentes. Num mercado de ativos financeiros eficiente, ndo ¢ possivel criar
valor adquirindo este portfolio, pois o seu custo sera sempre igual ao seu
valor, e conseqlientemente, o seu VPL sera zero. J4 o mercado de ativos
reais nao ¢ eficiente, e a empresa podera criar valor se puder comprar os
direitos aos fluxos de caixa futuros através de um projeto que tenha um
custo menor do que o do seu portfolio replicante, e conseqlientemente, VPL
positivo. Uma empresa pode entdo criar valor para seus acionistas se ela
consegue gerar essas oportunidades de arbitragem entre os mercados de
ativos reais e os mercado de ativos financeiros.

Em condic¢des de incerteza em mercados incompletos, haverd sempre
um erro (“tracking error”) oriundo da diferenga entre os fluxos do portfolio
replicante e os do projeto, a ndo ser em alguns casos especiais como em
alguns projetos de extracdo mineral onde os fluxos do projeto podem ser
perfeitamente replicados por um portfélio de contratos futuros da
commodity e investimentos em ativos sem risco. Nesses casos, algumas
alternativas existentes para avaliar um projeto de risco pelo método do FCD

sdo a de descontar os fluxos futuros esperados a uma taxa ajustada ao risco,
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descontar os Equivalente Certos dos fluxos de caixa futuros a taxa livre de
risco, ou utilizar Probabilidades Neutras a Risco para descontar os fluxos de

caixa futuros a taxa livre de risco.

2.1.1. Taxa Ajustada ao Risco (CAPM)

A taxa de desconto apropriada ao risco do projeto ¢ determinada
através do CAPM, sendo o ajuste ao risco feito no denominador. O Valor

Presente nesse caso ¢ dada por:

yP=E[C(t)e™dt onde k=R, +B[E(R,)-R;] e

C(t) = Fluxos de Caixa futuros no instante ().

ou, em tempo discreto:
p E(C()

VP = "
= (14 R, + B[ E(R,)-R, )

2.1)

2.1.2. Equivalente Certo

O ajuste ao risco pode também ser feito no numerador, substituindo-se
o Fluxo de Caixa Esperado pelo seu Equivalente Certo (EC) e descontando-
se este a taxa livre de risco. Comegando pelo retorno no modelo

uniperiodico, temos:

VP:@ e k= Q— ¢ também
1+k, VP
cov(lg ﬁm)_ 1 cov( ~,Rm)

ﬁj Var( ) VP Var(ﬁ )

Substituindo a expressao de f em (2.1), ficamos com:
E(C
vp (€)
1 COV(C, m)
I1+R, +| — ~
' Var(R )
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E(C’)—X-cov((:’,ﬁm) onde -

VP = —_—
(1+R;) Var(R

para chegarmos a:
_£e(€)

onde EC(@)zE(@)—Ncov(é,ﬁm)

O Valor Presente ¢ determinado descontando-se o Equivalente Certo a
taxa livre de risco. No caso de commodities negociados em mercados
futuros, os pregos futuros de mercado sdo os equivalentes certos do valor
destas commodities. Em projetos cujos fluxos de caixa futuro sejam
perfeitamente correlacionados com o valor destas commodities, podemos
achar o seu valor simplesmente utilizando estes pregos futuros diretamente e

descontando-os a taxa livre de risco. No caso de um investidor avesso a

risco, o Valor Esperado do Fluxo de Caixa { E (é)} ¢ substituido pelo seu

Valor Esperado da Utilidade do Fluxo de Caixa { EU ((:’ ) }, onde a fungao

utilidade U(.) reflete a aversdo a risco do investidor.

2.1.3. Probabilidades Neutras a Risco

O ajuste ao risco pode também ser feito nas probabilidades de
mercado atribuidas aos diversos estados da natureza. Esse método ¢
simplesmente uma aplicagdo do principio da nao arbitragem, em que os
precos dos ativos devem ser consistentes de forma que seja impossivel
auferir lucros sem correr risco. Dessa forma, sempre existird uma
distribuicdo neutra a risco em relagdo a qual o retorno esperado de qualquer
ativo ¢ a taxa livre de risco. Isso foi primeiro constatado por De Finetti
(1937) na década de 30 e posteriormente por Arrow (1950). Em mercados
completos, onde o nimero de ativos linearmente independentes ¢ igual ou
maior do que o numero de estados, as distribui¢des de probabilidades

neutras a risco € o preco dos ativos tém solugcdo unica. Em mercados
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incompletos, a distribuicdo neutra a risco ndo tem solugdo unica, mas ¢
composta de um conjunto de distribui¢des que determinam os limites
superior e inferior de precos dos ativos. No caso de um projeto em que o
investimento necessario representa uma parcela significativa da riqueza (ou
do orcamento de investimento de uma empresa), a distribuicdo de
probabilidades neutra a risco em mercados incompletos pode ser
determinada através da sua funcao utilidade e probabilidades subjetivas.
Infelizmente essas ferramentas nao nos dao o valor de mercado do projeto,
mas apenas um valor que leva em conta a aversdo a risco de um
determinado investidor.

Segundo Smith & Nau (1993), uma alternativa utilizada ¢ a de separar
os riscos do projeto em riscos de mercado (riscos que podem ser replicados
por um portfolio de titulos de mercado) e riscos privados (riscos que nao
podem ser replicados no mercado), Para o primeiro caso, ¢ considerado que
o mercado ¢ completo, e para o segundo caso, pode ser desenvolvida uma
funcdo utilidade que leve em conta a aversao a risco do investidor, a partir
do qual se determina o Equivalente Certo, que ¢ entdo descontado a taxa

livre de risco.

2.1.4. Limitacdes do Método do Fluxo de Caixa Descontado

Como a maioria das ferramentas utilizadas para valoragdo de ativos, o
método do FCD foi desenvolvido para valorar ativos financeiros como
titulos e agdes. Lemme (2000) identifica alguns dos problemas decorrentes

da aplicacao deste método para ativos reais: (Tabela 1)
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Comentario

Divisibilidade

Indivisibilidade

Projetos ndo sao divisiveis ;valor
do controle faz com que o todo nédo
corresponda a soma das partes

Repeticdo de Eventos

Eventos Unicos

N&o replicabilidade reduz utilidade
de medidas estatisticas

Alta liquidez Baixa Liquidez Baixa liquidez aumenta o risco
Baixo custo de Alto custo de transagéo Viola premissa do CAPM
transacao

Informagdes Assimetria de Permite ganhos de arbitragem
amplamente informacao entre

difundidas investidores

Existe Mercado

Auséncia de Mercado

Sem prego de mercado

Risco de Mercado

Risco de Mercado e
Risco Privado

Risco Privado nao correlacionado
com o Mercado

Curto Prazo

Longo Prazo

Tempo para expiragao

Tabela 1 — Diferencas entre Ativos Financeiros e Ativos Reais

Além desses, outra caracteristica importante ¢ que ativos financeiros
sdo investimentos tipicamente passivos onde o preco ¢ determinado pelo
mercado e independe de qualquer a¢ao que um investidor individual possa
tomar. Embora isso possa ser verdade no caso de alguns ativos reais,
certamente ndo o ¢ para muitos outros que apresentam flexibilidade
operacional e interagdes estratégicas com outros projetos. Deparado com
uma incerteza futura a respeito do nivel de precos ou de demanda do
mercado, o método do FCD atribui probabilidades a cada um dos estados
possiveis e calcula o Valor Esperado desta incerteza. Dessa forma, o método
do FCD avalia o projeto apenas com as informag¢des disponiveis no instante
zero. Na pratica, ao tomar conhecimento na época futura do real nivel de
preco e de demanda, o gerente pode ajustar a sua producao e/ou estratégia
empresarial a realidade do mercado para maximizar o seu lucro ou para
minimizar o seu prejuizo. O importante ¢ notar que a operagdo do projeto, €
conseqiientemente, os seus fluxos de caixa futuros, podem ser alterados em
funcdo de decisdes gerenciais @ medida que esse futuro for se revelando,
fato esse que ¢ desconsiderado no método do FCD.

Dessa forma, o gerente de uma empresa que investe em um ativo real
como um projeto de investimento que apresente flexibilidade gerencial, tem
a responsabilidade de administrar e operar este investimento visando

maximizar o valor para os acionistas. Para tanto, ele tem a flexibilidade de
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escolher entre diferentes estratégias de investimento e operacionais e tomar
decisdes que afetardo os fluxos de caixa futuros deste projeto, e
conseqiientemente, o seu valor. Nestas condi¢cdes, o método tradicional do
FCD ¢ falho porque nao captura o valor que essa flexibilidade gerencial traz
para o projeto ao assumir que o projeto ¢ gerenciado de forma estética, e
ndo dindmica. A premissa implicita no método do FCD ¢ que a taxa de
desconto e o Valor Esperado dos fluxos de caixa futuros sdo conhecidos, e
que o projeto sera iniciado imediatamente. Ao considerar que projetos de
investimento sdo operados de forma passiva, sem nenhuma interferéncia ou
flexibilidade gerencial ap6s o seu inicio, 0 método do FCD ignora o valor de
op¢ao existente nessa oportunidade de investimento, e pode levar a decisdes

de investimento ndo otimas.

2.2. Método das Opc¢oes Reais

Para que um projeto apresente valor de opg¢do, trés condigdes sao
necessarias: que o investimento seja total ou pelo menos parcialmente
irreversivel, que exista flexibilidade suficiente no projeto que permita ao
gerente operar o projeto de forma diferenciada (adiando, suspendendo,
ampliando, abandonando, etc.) dependendo do estado da natureza que venha
a ocorrer no futuro, e que exista incerteza sobre o nivel dos fluxos de caixa
futuros que este projeto podera gerar. O motivo disso ¢ que uma empresa
que esta considerando uma oportunidade de investimento ¢ detentora de
uma opg¢ao de compra: ela tem o direito, mas nao a obrigacdo de investir
num projeto num tempo futuro. Ao realizar o investimento, a empresa perde
a op¢ao de adiar e de levar em conta novas informacdes que possam afetar a
sua decisdo de investimento. Assim, tomar uma decisdo de investimento
irreversivel tem um custo de oportunidade que precisa ser considerado para
avaliarmos corretamente a decisdo de investimento. Dessa forma, podemos
observar que existe valor mesmo que a empresa ndo tenha ainda realizado o
investimento: esse valor ¢ o valor da opcdo de investir. Se esse valor ¢
perdido uma vez que o projeto ¢ realizado, entdo o valor do projeto deve
cobrir ndo apenas o custo do seu investimento inicial, mas também o custo

de oportunidade da opgao de investir.
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Embora académicos e executivos de empresas soubessem desde ha
muito que projetos apresentam valor de op¢ao, ndo existia uma metodologia
quantitativa que permitisse a sua valoracdo. Via de regra, esses valores sao
incorporados através de analises qualitativas e subjetivas sob o titulo
genérico de “Valor Estratégico”, e a decisdo tomada ignorando-se os valores
obtidos pelo método do FCD. Os problemas com esta metodologia sdo
Varios:

1. Sendo subjetivos, esses ajustes sdo dificeis de terem a sua
consisténcia ou acerto verificados, ficando a sua determinacdo na

dependéncia da intui¢do do gerente responsavel.

2. A presenga de opgdes altera o risco do projeto, tornando dificil

determinar qual a taxa de desconto apropriada no caso.

Um dos primeiros trabalhos a abordar as limitagdes do método do
FCD foi Robichek & Van Horne (1967) que analisou a op¢ao de abandono
de um projeto e concluiu que a analise tradicional nao incorpora esse valor.
Embora as suas conclusdes estivessem corretas, a sua funcdo de valoracao
estava incorreta, pois ndo incorporava os métodos de valoragdo de opgdes
que so seriam desenvolvidos anos mais tarde por Black, Sholes ¢ Merton
(1973). Assim, foi apenas com o desenvolvimento da Teoria das Opgdes
Reais nos tltimos vinte anos que se pode estabelecer uma metodologia para
se quantificar estes valores (Pindyck & Dixit, 1994).

Diversos trabalhos pioneiros abriram o caminho para a aplicagdo a
ativos reais dos conceitos desenvolvidos por Black & Scholes (1973) e
Merton (1974) para opgdes financeiras. Tourinho (1979) utilizou o conceito
de opcao para avaliar uma reserva de recursos naturais ndo renovaveis com
incerteza de preco; Brenann & Schwartz (1985) analisaram a politica
operacional o6tima de uma mina de cobre; McDonald e Siegel (1986)
determinaram o timing Otimo para se investir num projeto que demande
investimentos irreversiveis e cujos custos e beneficios sejam representados
por processos estocasticos de tempo continuo. Nesse trabalho, verificaram
que este custo de oportunidade, nao capturado pelo método do FCD, pode

assumir valores significativamente maiores que o investimento original no
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projeto. Dixit e Pindyck (1994) e Trigeorgis (1995) foram os primeiros a
sintetizar diversas destas idéias em um Unico texto.

Quando existem significativas flexibilidades gerenciais como a de
adiar, abandonar, expandir, suspender ou retomar um projeto com
investimento irreversivel em condi¢des de incerteza, o método das opgdes
reais pode levar a valores substancialmente maiores que os determinados
pelo método do FCD. A implicagdo disso ¢ que o método do FCD tende a

subestimar projetos que apresentem valor de opgao.

2.2.1. Opgoes Reais em Mercados Completos

A literatura a respeito da aplicagdo da Teoria das Opgdes Reais em
mercados completos ¢ bem extensa, sendo Dixit e Pindyck (1994),
Trigeorgis (1995), Brennan e Schwartz (1985), MacDonald e Siegel (1986)
alguns dos autores mais representativos. O fundamento tedrico ¢ o0 mesmo
aplicado as opgdes financeiras, € como tal, parte do principio da nao
arbitragem para determinar que o valor de um projeto ¢ idéntico ao de um
portfolio dinamico de mercado que replique perfeitamente as caracteristicas
estocasticas desse projeto. Dado que o detentor do projeto tem direito a
exatamente o mesmo fluxo de caixa que o detentor deste portfélio, o valor
do projeto sera o0 mesmo que o valor de mercado deste portfolio replicante,
pois qualquer diferenga porventura existente daria margem a ganhos de
arbitragem. A premissa basica neste caso ¢ de que existe no mercado um
numero suficiente de ativos linearmente independentes que possibilite a
estruturacao deste portfolio replicante. Nesse sentido, diz-se que o mercado
¢ completo, sendo que esta ¢ uma premissa largamente utilizada na
avaliacao de Opcdes Reais, e ¢ o que torna possivel a avaliagdo neutra a
risco. Tipicamente neste caso, o problema ¢é resolvido por Contingent

Claims Analysis.

2.2.2. Opcoes Reais em Mercados Incompletos

Quando ndo ¢ possivel montar um portfolio de ativos que mapeie as

mudangas estocasticas do projeto, ou quando a correlacdo entre o projeto e o
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portfolio de mercado ¢ menos do que perfeita, diz-se que o mercado ¢
incompleto. Um dos principais problemas que ocorrem nesse caso ¢ a
determinagdo da taxa de desconto apropriada para o projeto, uma vez que
nao podemos, neste caso, utilizar a avaliagao neutra a risco.

Dixit e Pindyck (1994) propde o uso de Programag¢do Dinamica para a
solugdo destes casos, através da aplicagdo da Equacdo de Bellman, que
estabelece que o valor de um investimento ¢ a soma do valor auferido em
um pequeno intervalo de tempo, acrescido do Valor Esperado de todos os
fluxos de caixa futuros, descontados a uma taxa de risco e considerando-se
que todas as decisdes futuras sao 6timas. O problema deste método ¢ que ele
pressupde uma taxa de desconto exogena arbitraria. Dixit e Pindyck
afirmam que sem mercados completos nao existe uma teoria para determinar
o valor correto para a taxa de desconto, dado que nesse caso o CAPM nao
pode ser utilizado para calcular a taxa de desconto ajustada ao risco da
maneira usual. Dessa forma, apenas na condi¢do de neutralidade ao risco a
Programacdo Dindmica dara os mesmos resultados que o CCM.

Copeland e Antikarov (2001) propde que se adote o Valor Presente do
projeto sem nenhuma opgao, com a taxa de desconto calculada de acordo
com o CAPM, como numa avalia¢ao pelo método do FCD tradicional, como
o seu valor de mercado. Isso permitiria a utilizacdo do prdoprio projeto como
o ativo basico do portfolio replicante (o outro seria um investimento sem
risco), ou seja, como o seu ativo basico do projeto com opgdes. A esta
premissa ele da o nome de Marketed Asset Disclaimer (MAD). A utilizagao
do proprio projeto como o seu ativo basico e parte do seu portfolio
replicante torna o mercado completo para este projeto, garante uma perfeita
correlacdo entre o projeto e este portfolio replicante, e permite o uso da
condicdo de neutralidade ao risco para a solu¢ao do problema de valoragao.

Smith e Nau (1993) fazem uma distingao entre o risco de mercado de
um projeto, para qual o mercado ¢ completo, e o seu risco privado, para o
qual o mercado ¢ incompleto. Os riscos correlacionados com o mercado
permitem a montagem de um portfolio replicante e o hedge desse risco, que
por ser tratar de um risco sistematico, ndo pode ser diversificado pelo
investidor. O risco privado nao ¢ correlacionado com o mercado, portanto,

ndo pode ser hedgeado, mas por ser um risco ndo sistematico, pode ser
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diversificado pelo investidor. Os autores propdem que a fun¢ao utilidade do
investidor seja utilizada para se determinar o Equivalente Certo do risco

privado, descontando-o em seguida pela taxa livre de risco.

2.2.3. Contingent Claims Analysis

A premissa fundamental no Contingent Claims Analysis ¢ que o
mercado seja suficientemente completo para que as mudancas estocasticas
no valor do investimento possam ser replicadas através de um portfolio
dindmico de ativos, cujo prego seja perfeitamente correlacionado com o
valor do projeto. Uma vez feito isso, podemos utilizar a avaliagdo neutra a
risco para resolver o problema. Caso se queira ainda saber qual a taxa de
desconto apropriada para o projeto, basta observar no mercado o retorno do
portfolio replicante, embora isso ndo seja necessario para a determinagdo do
valor do projeto.

Seja V(x,t) o valor de mercado de uma empresa que tera um fluxo de
lucro futuro C (x,f), onde x ¢ uma variavel de estado do pre¢o do seu
produto e p o retorno deste ativo, onde p = a + & = ganho de capital +
dividendos. Assumindo que este produto ¢ negociado no mercado e que seu

prego x segue um Movimento Geométrico Browniano (MGB), temos:

dx=axdt+ocxdz (2.3)

onde dz ¢ o incremento de processo de Wiener. Podemos montar um
portfolio composto de um investimento unitario em um ativo sem risco e n
unidades do ativo produzido pela empresa a um custo total de (1 + nx). Num
periodo de tempo dt o retorno deste portfolio sera o retorno do investimento
no ativo sem risco, » dt, dividendos auferidos de nx & df e um ganho de
capital de n dx = no x dt + no x dz. Dessa forma, a taxa de retorno deste

portfolio replicante sera dada por:

(r+nx(a +8))dt+(5 nxdz
1+nx '
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O projeto tem um valor de V(x,f) e um retorno instantdneo de C(x,¢)

dt, além de um ganho de capital de dV(x,t). Expandindo dV(x,t) pelo Lema

1 2.2
de It6 chegamos a ContV +Vox+;V.ox dt Viox

+— dz. Por
Vi(x,t) Vix,t)

defini¢do, ambos investimentos devem apresentar 0 mesmo risco € 0 mesmo

retorno, e igualando os termos ficamos com um sistema com duas equacgoes:

nx  Vx

1+nx_V(x,t)

r+nx(0c+8)dt:C(x,t)+Vt+Vx0Lx+%Vxx62x2 gt
1+ nx V(x,t)

A resolugdo deste sistema nos da a equacdo diferencial parcial para o
valor do projeto: (Uma andlise mais detalhada desta metodologia pode ser

encontrada em Dixit & Pindyck (1994)).

162XV (x,0)+ (r=8)xV.(x,t) +V,(x,t) — 1V (x,t) + C(x,) =0 (2.4)

A mesma conclusdo pode ser obtida montando-se um portfolio livre
de risco composto da firma e na venda a curto de »n unidades do ativo
produzido pela empresa, onde n ¢ determinado de forma a obrigar este

portfolio a ndo ter risco.
¢1+ _ V1+ _ I’l)C1+
¢ =V - nx <
o7 = Vi -nxs
dd=dV—ndx

Desenvolvendo dV por Itd, chegamos a:

dd =(K +Vax+iV o’x’ —nocx)dt+(Vx —n)o xdz
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Para eliminar o risco do portfolio fazemos V. —-n=0 e n=V_.

Como este portfolio € livre de risco, o seu retorno livre de risco tem que ser
igual ao seu retorno total, e ficamos entdo com rop dt =ddp + C(x,¢) dt - o
Vx x dt. Substituindo os valores de ¢ e dd chegamos com a mesma

equagao (2.4) derivada anteriormente:
10 XV (6,0 + (r=8)xV. (x,t) + V. (x,t) = rV (x,t) + C(x,t) = 0 (2.5)

O valor das opgdes reais do projeto ¢ determinado estabelecendo-se

condig¢des de contorno especificas para o tipo de op¢ao em consideracao.

2.2.3.1. Duas variaveis estocasticas lognormais

O nivel de complexidade aumenta substancialmente quando
incorporamos mais de uma incerteza no projeto. Seja V(x,y,t) o valor de um
projeto com duas varidveis estocasticas, que gera um fluxo de caixa C(x,y,?)
ao longo de toda a sua vida 1til. Assumimos que o mercado ¢
suficientemente completo que possibilite a montagem de um portfolio de
ativos de mercado que repliquem as caracteristicas estocasticas do projeto e
utilizamos o método de Contingent Claims Analysis para resolver o
problema. Caso o mercado ndo seja completo, recorremos ao método da
Programag¢do Dindmica para a sua solucdo, adotando uma taxa de desconto

exogena p. Assumindo que x e y seguem uma MGB, temos:

dx=o xdt+c xdz
dy=a, ydi+c, ydz,

Var(dz) = Var(e~Jdt) = dt.Var(e) = dt
Var(dz) = E(dz*)— E*(dz) = dt

0

Assim temos  E(dz,) = E(dz}) =dt e

Cov(dz,,dz,) E(dz,dz))
p = pdzxdzy = =

6.5, dt

¥
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E(dz,.dz,)=pdt

Montamos a seguir um portfolio livre de risco ¢ com duas posi¢des curtas,
uma para cada variavel aleatoria.

o =V—-—mx—ny

do = dV —mdx — ndy onde

2 2 2
dea—de+a—Valy+aa—lt/a’ﬁla Vi + 0 de2 + o

1 1 )
5 P ——dt" +
ox oy 2 ox 2 oy 2 ot

2 2 2
o dxdy ++ o dxdt + o
Ox0y OxOt oyot

+

dydt

Eliminando os termos em d¢2 ¢ mudando a notagao:

1 1
dV:I/xdx+Vydy+V,dt+5Vxxdx2+5Vyydy2 + 2.6)
+V,dxdy +V, dxdt +V, dydt
Mas
dx’ =c x’dt, dy’ =0iy2dt e dr* =0
dxdy = (o, xdt +0 _ xdz, )(ocy ydit+o |, ydz, )

dxdy =o o, xydt’ +o,6, xydz dt +o 6 xydz di+6 & xydz dz,

0 0 0
dxdy =06  xydzdz,
dxdy =c &, xypdt

dxdt =dydt =0

Substituindo em (2.6) ficamos com:

X

v =V, (a, xdt+cxxdzx)+Vy (ocy ydt+o ydzy)+V,dt+
Xy~ x>y

+%Vxxcsfx2dt+%Vnyy2y2dt+V G G xypdt

Substituindo em d¢:
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XX X

do =V, (o, xdt+o xdzx)+Vy(ocy ydt+c, ydzy)+1/tdt+%V o x’dt+

+%V 62y'dt+V.c o xypdt—m(ocx xdt+6 xdzx)—n(ocy ydit+o ydzy)

woy Xy - x-y

do =V, —m), xdt +o, xdz )+ (V,—n)o, ydt +o , ydz )+ V,dt +

+%Vxxcfx2dt+%1/yy6;y2dt +V o o xypdt

Xy - X"y

Como queremos que este portfolio seja sem risco, eliminamos os
termos estocasticos, o que conseguimos fazendo m = Vx e n = Jy.

Assim, ficamos com:

do :tht+%Vxfox2dt+%Vyyciy2dt+V G G, xypdt

Xy x-y

Para evitar ganhos de arbitragem, o retorno deste portfolio sem risco
durante um espacgo curto de tempo dt devera ser (r ¢ dt). Por outro lado, os
ganhos com este ativo durante o mesmo periodo de tempo dt sdo o ganho de
capital (d¢), o fluxo de lucros C(x,y,t)dt, menos o custo de se manter a
posigao curta deste portfolio, (m 6 x x + n & y y) dt. Igualando estes dois
retornos temos:

ro dit =d +C(x, y,t)dt —mxd di —nyd dt
r (V(x, V,t)—mx — ny) dt =d +C(x, y,t)dt —mxd dt —nyd dt

r(V—Vxx—Vyy):%+C—Vxx8x—Vnyy
1 2.2 1 2.2
r(V—Vxx—Vyy)th+EVG x+=V oy +V.ococ xyp+

XX X 2 yy y Xy X y

+C-V.x5, —Vnyy

1 2.2 1 2.2
EVUGXx +5Vyy6yy +ny6x6yxyp+(r—8x)Vxx+(r—8y)Vyy—

2.7)
_rV(xayat)—i_I/t +C(xayat):0

A equagdo (2.7) fornece a funcdo valor de um projeto sujeito a duas
fontes de incertezas estocasticas lognormais. Essa equacao nao tem solugao

analitica, sendo necessario recorrer a métodos numéricos para a sua solugao.
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No caso em que os mercados ndo forem completos para o projeto e ndo for
possivel montar o seu portfolio replicante, a sua solucdo deve ser feita pelo
método da Programagdo Dinamica, onde a taxa de desconto do projeto €

exogenamente arbitrada, conforme apresentado em 2.2.4.

2.2.4. Programacao Dinamica

O método dos ativos contingenciais requer que os mercados sejam
completos. Quando este ndo ¢ o caso, uma solucao utilizada ¢ o método da
programacdo dinamica, onde se adota uma taxa de desconto exdgena p € o
problema de valoracdo ¢ dividido em duas partes: a decisdo imediata e uma
funcdo de valoragdo que engloba as conseqiiéncias de todas as decisdes
subseqiientes. Uma vez modelado desta forma, a solu¢do do problema ¢
obtida a partir da otimizagdo estatica do ultimo periodo, e voltando-se deste
ponto final até o instante inicial, considerando-se que sempre serdo tomadas
decisdes otimas em cada periodo a partir das informacgdes existentes naquela
instante. Assim o valor de todas as oportunidades 6timas de investimento

sera:

F, =max{Vo—1,#Eo(Fl>}
1+7

A Programacgao Dinamica pode ser expressa através da Equagao Geral
de Bellman, onde u, ¢ a variavel de controle utilizada para maximizar o

valor do projeto, e C; (x, ) € o fluxo de lucros no instante ¢.

1
E(xz) = %{Ct (xt:uz) +EE1 [EH (le)]}

U

Quando o intervalo de tempo Atz tende a zero € o tempo ¢ continuo, a

equagado de Bellman, pode ser escrita como:

p F(x,t)= %{C(x,u,t)JriE[dF]}
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Se a variavel aleatéria x segue um processo de Itd6 na forma de

dx =a(x,u,t)dt +b(x,u,t)dz , temos:

p F(x,t) =max {C(x,u,t) + F,(x,0) + a(x,u, ) F, (x,t) + 1 b7 (x,u, ) F, (x, 1))

No caso do problema de parada 6tima, a equagdo se reduz a:

1
1+ pdt

F(x,t) = max {Q(x, 1),C(x,t)dt + E[ F(x+dx,t+dt)] x]}

onde Q(x,7) ¢ o beneficio obtido exercendo-se a op¢do de abandono
(payoff terminal). Na regido de continuag¢do, o segundo termo do lado
direito da equagdao ¢ o maior dos dois, por defini¢do, portanto o payoff

terminal sera ignorado e a expressao simplifica para:

F(x,t)=C(x,t)dt + 1 E[F(x+dx,t+dt)| x]

+ pdt
Expandindo pelo Lema de It6, apos alguma algebra chegamos a:

%bz(x, HE _(x,t)+a(x,))F (x,t)+ F,(x,t)—p F(x,t)+C(x,t)=0 (2.8)

Esta ¢ a equacdo diferencial que satisfaz a Fungdo de Valoracdo do
projeto na regido de continuacdo, onde a segunda parcela da equagdo de
Bellman ¢ maior do que a primeira, Q(x,f), e vale para x > x*(f). Para
valores menores que x*(¢), Q (x,f) ¢ maior, portanto vale mais a pena parar.
Podemos notar que se fizermos a(x,u,f) = a x e b(x,u,t) =oc x e lembrando
que o =r — 0 e que em Programagao Dinamica arbitramos uma taxa de
desconto exdgena p ao invés da taxa livre de risco r, verificamos que a
equacdo acima ¢ a mesma equagdo (2.4) obtida pelo método de Contingent

Claims Analysis.
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2.2.5. Decision Tree Analysis (DTA)

As limitagdes do método do FCD podem ser superadas também com o
uso de modelos de arvore de decisao. Com DTA, a flexibilidade gerencial ¢
modelada em tempo discreto através de instantes de decisdo futuros que
permitem ao gerente maximizar o valor do projeto condicionado as
informacdes disponiveis naquele instante, quando diversas incertezas
possivelmente ja foram resolvidas. Dessa forma, a presenca da flexibilidade
gerencial embutida nos nés de decisdes futuras permite que se modele um
processo de gerenciamento ativo do projeto. Essa modelagem, no entanto,
altera os fluxos de caixa futuros esperados, € conseqiientemente, as
caracteristicas de risco do projeto. O desvio padrao dos fluxos de caixa do
projeto com flexibilidade ndo ¢ o mesmo do projeto sem flexibilidade. Isso
faz com que a taxa de desconto ajustada ao risco determinada inicialmente
para o projeto sem flexibilidade, ndo possa ser utilizada para a determinagao
do valor do projeto com opgdes reais.

Esse problema pode ser resolvido com o uso de probabilidades neutras
a risco, conforme demonstrado a seguir. Seja Sy o valor do projeto sem
flexibilidade e SS;" e S;” os fluxos de caixa esperados apds um periodo nos
dois estados da natureza possiveis. Seja Fy o valor do projeto com

flexibilidade. (Figura 1)

S’ F,"
Sy Fy
S Fr

Figura 1 — Projeto com dois estados da natureza

Vamos supor ainda que p seja a probabilidade neutral a risco de Sp.
Isso implica que p ¢ a probabilidade que dé o valor do ativo basico quando

descontamos os fluxos de caixa futuros a taxa livre de risco.

p S
So
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Entio S, = pS; +(1-p)S, = p= So(lj"’)__Sl
I+r A

(2.9)
Montamos um portfélio sem risco (@) composto do projeto com
flexibilidade e n posi¢des vendidas de S. Ao final de um periodo, os valores

possiveis para este portfolio serdo: (Figura 2)

@1+ = F1+—I’ISI+

@(): F()—I’lS() <
@1_: Fj_—l’lS[

Figura 2 — Portfélio livre de Risco

Como este portfolio ¢ sem risco, podemos fazer:
D" = @)-

F'=nS, "= F =nS/

n(S; —-Sr)=F - Fr

R -F

S-S/

n=

Para evitar ganhos de arbitragem, um investimento sem risco tem

necessariamente que retornar a taxa livre de risco:

0, =21
1+7
Fy—nS, =2 "0
1+7
F _F —nS"+nS,(1+r)
‘ I+7

Substituindo o valor de n, ap6s alguma algebra chegamos a:
Fi+
S1+ — Sl_

F
S-S

F+ (S,(1+r)-5)- (S,(1+r)-S;)

F'O:

1+7
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p I-p
I Sy(I+7r)=S§; CF S =S,(1+r)
oSS AN
F =
0 1+7
Entao:

1+7

A equagdo (2.10) mostra que podemos determinar o valor do projeto
com opgdes (F)p) utilizando probabilidades neutras a risco determinadas para
o projeto sem opg¢des conforme equagdao (2.9), e descontando o valor

esperado destes fluxos de caixa através da taxa livre de risco.

2.2.6. O Modelo Binomial

A distribui¢do de probabilidade lognormal continua pode ser
modelada através de uma arvore binomial discreta. De acordo com o modelo
primeiramente desenvolvido por Cox, Ross and Rubinstein (1979), a cada
passo o preco (S) ¢ multiplicado por uma variavel aleatéria que pode tomar

dois valores, u ou d. (Figura 3)

Su?’

Su 2
Su Su 2d

S

2
S§ Sud

Sd
Sd3

Figura 3 — Modelo de Cox, Ross e Rubinstein

Para que essa representacdo emule uma distribui¢do lognormal, ¢é
necessario escolher valores apropriados para u, d e a probabilidade p, de
forma que a média () e a variancia (c2) dos retornos de S sejam os mesmos

que os parametros do Movimento Geométrico Browniano (MGB) de S,
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dS =uSdt+c Sdz. Definindo S, =S, e™, temos VAt = ln(S’l /SO). Para

simplificar, assumimos que Sy=1 e ficamos com vAf = F [ln 5‘1} .

Apo6s um periodo, S; assumird o valor Su ou Sd. Da mesma forma, o

retorno (V) nesse periodo sera ln(Su/ S ) =Inu ou In d, com probabilidade

p e (1-p) respectivamente, conforme ilustrado na Figura 4.

Su v'=In(SwS)=Inu

1'p 1_p

Sd v =In(S#/S)=Ind

Figura 4 — Modelo Binomial de um Periodo

O Valor Esperado e a Variancia destes retornos serao respectivamente
E[In§ |=phhu+(-p)ind e Var[In§, |=p(-p)(Inu-Ind)’. B

sabido que os retornos de uma distribuicdo lognormal tém distribuicao

normal. Assim, temos d1InS =dv=vdt+ocdz e ficamos com:
E[InS§, |=vAr
Var [ln SJ =G At

Igualando esses valores as formulas determinadas anteriormente,
ficamos com:

VAt = plnu+(1-p)Ind (2.11)

62At=p(1-p)(Inu—Ind)’ (2.12)

Temos um grau de liberdade uma vez que temos trés incognitas e

apenas duas equacdes. Fazendo Inu =-1Ind, ou seja, u = 1/d temos:

vAt=2p-1)Inu (2.13)

oAt = p(1- p)4(Inu)’ (2.14)
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Fazendo (2.13)° + (2.14) obtemos (Inu)’ =v*Ar* +oAr.

Substituindo em (2.13) chegamos a:
1

R SR S
P 2 2 |2
5 +1
VAL

Substituindo o valor de p em (2.13) obtemos o valor de In u:

VAt

1 1 1
2l =+ -1
{2 2\/62/V2At+1]
Inu =VV’A? +6°At

Ind = —JV’At* +o *At

Inu =

U=e VIAPR 46 XAt p 2
onde v=p-—
d _ e—Vv2A12+52At 2

Para valores pequenos de At, essas formulas podem ser simplificadas

para:
1 1v \/—
u=e"™ (2.16)
d=e°"™ (2.17)

Essas formulas estdo apresentadas em funcdo dos parametros dos
retornos da variavel lognormal. (v e o sdo o valor esperado ¢ o desvio
padrdo dos retornos). Podemos também definir o valor de p em funcdo da
propria variavel lognormal:

E[S;]=S,e"
E[S;]=pSqu+(1-p)S,d
S,e" = pSu+(1-p)S,d
e =pu+(1-p)d

et —d
u—d

= (2.18)
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