Gabriel Fischer Abati

Simulacao e Validacao Experimental de Controle PID e LQR

em um Sistema Sub-Atuado com Péndulo Invertido

Projeto de Graduacao apresentado ao Departamento de Engenharia
Mecénica da PUC-RIO

Orientador: Marco Antonio Meggiolaro

Rio de Janeiro
Novembro de 2020






Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, aos meus pais, Cristina e Ismael, pelo amor, apoio e paciéncia

que permitiram a realizacdo dos meus sonhos.

Ao professor orientador e amigo, Marco Antonio Meggiolaro, pela confianga,

ensinamentos e disponibilidade para a realizacdo deste e de tantos outros trabalhos.

Ao meu mentor e amigo Jodo Carlos Virgolino Soares, pelos ensinamentos que levarei para

a vida toda.

A todos os membros da melhor equipe de robdtica do mundo, RIOBOTZ, que me fizeram

crescer e me apaixonar ainda mais pela engenharia.

Aos colegas do Laboratério de Robdtica da PUC-RIO — LabRob, que me deram todo o

suporte para realizar os necessarios experimentos deste trabalho.

Aos meus professores da PUC-RIO que, no pleno exercicio dessa nobre profissdo,

souberam tdo bem transmitir seus conhecimentos e me cativar.

Aos amigos e amigas que fiz nesta incrivel trajetdria e aos nossos inesqueciveis momentos,

dentro e fora de sala de aula que, para sempre, ficardo na minha histdria!



Resumo

Abati, Gabriel Fischer, Meggiolaro, Marco Antonio. Simulacéo e Validagao
Experimental de Controle PID e LQR em um Sistema Sub-Atuado com
Péndulo Invertido. Rio de Janeiro, 2020 — Projeto de Graduagdo-
Departamento de Engenharia Mecénica. Pontificia Universidade Catdlica

do Rio de Janeiro.

H& uma grande demanda hoje por sistemas robdticos autbnomos para aplicagdo no dmbito
da industria aeroespacial, de salde, lazer, militar, dentre outros setores. O péndulo
invertido, sistema instavel por natureza é muito utilizado como benchmark para

averiguacdo de métodos de controle, assim como para desenvolvimento de novas técnicas.

O escopo deste trabalho consiste em projetar um péndulo com auxilio do software
SOLIDWORKS, construir uma bancada experimental de acordo com os desenhos técnicos
feitos no projeto, bem como desenvolver o hardware necessario para o seu funcionamento,

com objetivo final de testar diferentes métodos de controle.

Para implementar os métodos de controle, é proposta a modelagem matematica do péndulo
utilizando a formulacdo de Lagrange. Ao final, sdo comparados trés métodos de controle
diferentes: um controle classico proporcional integrativo derivativo (PID), um controle

moderno linear quadratico (LQR) e um modelo e controlador ndo-linear de Swing-up.

Sdo analisados o tempo de resposta, a robustez e os distirbios de cada controle, sendo em
seguida comparados entre si. Também é feita a comparacdo com os dados experimentais e
dados gerados em simulagdes utilizando o software MATLAB/SIMULINK.

Palavras-Chave: Péndulo Invertido; PID; LQR; Swing-up.



Abstract

Abati, Gabriel Fischer, Meggiolaro Marco Antonio. Simulation and
Experimental Validation of PID and LQR Controllers in a Subactuated
Inverted Pendulum. Projeto de Graduacdo-Departamento de Engenharia

Mecanica, Pontificia Universidade Cat6lica do Rio de Janeiro.

There is a great demand today for autonomous robotic systems for application in the scope
of the aerospace, health, entertainment, military, among other sectors. The inverted
pendulum, a system that is unstable by nature is widely used as a benchmark for

investigating control methods, just as the development of new techniques.

The objective of this work consists of designing a pendulum with the aid of the
SOLIDWORKS software and building an experimental bench according to the technical
drawings made in the project, as well as developing the necessary hardware for its

operation, in order to test different control algorithms.

A mathematical model of the system using Lagrange formulation is proposed in order to
obtain the system dynamics equations. In the end, three different control methods were
compared a classic derivative proportional integrative control (PID), a modern linear

guadratic regulator (LQR) and a non-linear Swing-up controller.

The response time, robustness and disturbances of each control were analyzed and then
compared with each other. There is also a comparison between the experimental data and
results generated by simulation with the software MATLAB/SIMULINK.

Keywords: Inverted Pendulum; PID control; LQR control; Swing-up.
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Lista de Abreviacdes e Simbolos

PID = Proportional Integrative Derivative
LQR = Linear Quadratic Regulator
CAD = Computer Aid Design

Eq. = Equacéo

EDO = Equacéo Diferencial Ordinaria
ZOH = Zero Order Hold

M = massa da base

m = massa da haste

| = distancia ao centro de massa da haste
g = aceleracdo da gravidade

I = momento de inércia

b = coeficiente viscoso de amortecimento translacional da base
X = posicdo da base

0 = angulo da haste

x = velocidade da base

6 = velocidade angular da haste

f = forga aplicada na base

X = aceleragéo da base

6 = aceleracdo angular da haste

u = resposta a lei de controle

U = vetor saida da lei de controle

X = vetor de variaveis de estados

A = matriz de estados do sistema continuo



B = matriz de entrada do sistema continuo

C = matriz de saida do sistema continuo

D = matriz de alimentagdo do sistema continuo
® = matriz de estados do sistema discreto

I' = matriz de entrada do sistema discreto

H = matriz de saida do sistema discreto

J = matriz de alimentacdo do sistema discreto
C.ontr = Matriz de controlabilidade do sistema
Ob = matriz de observabilidade do sistema
J1or = funcdo de custo do controlador LQR
K = ganhos 6timos da lei de controle

K™ = ganhos de Ackermann

X, = vetor de estado desejado

V = matriz de ruido dos sensores

W = matriz de perturbagdes

P = matriz de estimativas preditas

P = matriz de estimativas corrigidas

L. = ganho 6timo do estimador de Kalman
Id = matriz de identidade

Y = vetor de saidas de estados

X = vetor de estados preditos

X = vetor de estados corrigidos

E) = energia cinética do sistema

E, = energia potencial do sistema

T = periodo de amostragem

Y = fun¢do genérica ndo-linear



Y = funcdo genérica ndo-linear

F = matriz jacobiana de ¥ em fun¢do de X
G = matriz jacobiana de ¥ em fungdo de U
H™= matriz jacobiana de Y em funcdo de X

J*= matriz jacobiana de Y em fun¢do de U
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Capitulo 1 Introducéo

Na didatica de engenharia de automacdo e robotica, um dos sistemas que se destaca é o
péndulo invertido sub-atuado em sua variante, montado em uma base controlada com
deslocamento horizontal. Esse sistema experimental agrega conhecimentos de mecénica,
elétrica e eletrbnica, e se caracteriza como classico exemplo para a teoria de controle e
analise dindmica. Este péndulo invertido resulta em um sistema ndo-linear, instavel e com
dois graus de liberdade: referentes ao deslocamento horizontal da base e a rotacdo da haste,

em um plano vertical que contém o eixo de deslocamento da base.

O desenvolvimento tecnolégico em seguimentos da indUstria aeroespacial, saude, lazer,
militar, nuclear, dentre outros, pode se beneficiar com a automacdo de processos de
producdo que exigem alto grau de precisdo e repetitividade a fim de obter maior
produtividade no processo, consumir menos recursos, e produzir em tempo reduzido, tem

exigido dos engenheiros um constante aprimoramento nos sistemas de controle.

O péndulo invertido abordado neste trabalho, mecanismo extremamente dindmico e
complexo, € um problema comum em pesquisas na &rea de sistemas de controle e
automacgdo. AMBA (2015), em sua tese, sugere que o controle de um péndulo invertido é
analogo ao equilibrio de um cabo de vassoura no dedo indicador, “com o movimento de
controle restrito a uma Unica dimensdo do espaco, embora apresente certas propriedades e

peculiaridades que dificultem seu controle” (ALVES, 2018).

De forma similar, no péndulo invertido temos uma haste metalica e uma base que se desloca
em uma direcdo, porém nos dois sentidos e que busca manter a haste na posicdo vertical.
O acoplamento entre a haste e a base é sub-atuada, ou seja, somente a base possui um motor

gue atua no controle do sistema.

O sistema do péndulo invertido tem sido uma das ferramentas classicas utilizada no ensino
e pesquisa da teoria de controle desde meados de 1950 (BOUBAKER, 2012).
A primeira abordagem para esse sistema foi descrita por ROBERGE, em 1960,
descrevendo em sua obra The Mechanical Seal, o desenvolvimento e modelagem de um
servomecanismo para estabilizar um modelo de sistema fisico de péndulo invertido
(LUNDBERG, 2010).

Vérios autores abordaram esse sistema, desde suas versfes mais simples a outras mais

complexas, aplicando diferentes técnicas de controle para estabiliza-lo. Alguns autores com
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objetivos didaticos, de representar em controle linear um sistema instavel, outros para
apresentar a viabilidade das técnicas aplicadas (ASTROM & FURUTA, 1996).

A importancia tedrica do sistema de péndulo invertido vem do fato de 0 mesmo néo ser um
sistema linear e ser relativamente complexo. Seu comportamento pode ser descrito por
equacdes diferenciais, sendo possivel lineariza-lo em torno de um ponto de equilibrio para
possibilitar aplicacdo de técnicas de controle linear, a fim de estabiliza-lo. As variantes
aplicadas em sua modelagem e simulagdo advém do principio de que o péndulo invertido
pode ser aplicado extensivamente a adversos outros sistemas do dia a dia, tornando-o um
importante objeto de estudo e ensino na area de engenharia, dindmica e controle de sistemas
(KAFETZIS & MOYSIS, 2017).

Vérios estudos sobre a modelagem matematica e o controle do péndulo sdo observados em
diversas areas da ciéncia além da engenharia de controle, tais como na biomecanica e na
construgdo civil (PRADO, 2011; SILVA, 2013).

Na érea da biomecanica, por exemplo, pesquisas estudam o modelo do caminhar humano
a partir do modelo do péndulo invertido. J& na engenharia civil sdo estudados sistemas de
protecdo contra abalos sismicos para pontes e prédios que se fundamentam no principio de

controle do péndulo invertido.

Também, utilizando o principio do péndulo invertido, é notavel o surgimento de novos
tipos de veiculos elétricos auto equilibrantes para transporte humano, como os segways e
os hoverboards (RIBEIRO,2007), mostrados na Figura 1.

(@) (b) (©)

Figura 1 — AplicacBes para o péndulo invertido em veiculos equilibrantes

Fonte: (a, b, ¢) Google imagens
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Destacam-se, ainda, dentre as diversas aplicacdes da andlise e simulagdo desse sistema, 0
controle de comportamento de navios sujeitos a oscilagbes forcadas provocadas pelo
movimento de ondas (RAHMAN; NAYFEH, 2007), o controle da postura ereta natural de
robds bipedes (NAVES, 2006) e o controle de posicdo de veiculos espaciais na fase de
lancamento (OGATA, 2003). A partir do momento que o foguete é desacoplado ele tende
a cair, a menos que se compense essa tendéncia, favorecendo o surgimento de empresas
tais como a SpaceX, que tem como objetivo reduzir 0s custos para o transporte espacial e
possibilitar a colonizagdo de Marte até 2050. A companhia atingiu inova¢des importantes
na indudstria, como a manobra de partes de foguetes de volta a Terra com seguranca, 0 que
barateia 0s langamentos. Na Figura 2 é ilustrada a aterrisagem vertical de dois foguetes

desta empresa.

(AN

Figura 2 — Space X Landings

Fonte: Google Imagens

A importancia do controle para os projetos atuais é de tal magnitude que muitos sistemas,
como por exemplo as grandes aeronaves, simplesmente ndo conseguem se tornar
operacionais sem a participacdo de sistemas de controle automatico realimentados
(OGATA 1993).

O péndulo invertido é um sistema amplamente utilizado como referéncia para testes e
desenvolvimento de algoritmos de controle em malha fechada, tais como controladores
PID, representacGes de espaco de estado, redes neurais, controle fuzzy e algoritmos

genéticos.

O modelo do péndulo invertido é estudado desde 1960 (LUNDBERG; BARTON, 2010), e
inmeras propostas de controle ja foram publicadas, a maioria delas utilizando
controladores classicos como o mencionado PID. Esse controlador de malha fechada é

muito conhecido por sua eficiéncia e confiabilidade e, de acordo com ASTROM (2006),
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responde por mais de 95% das malhas de controle na indUstria. O controlador recebe uma
variavel desejada pelo programador/usuario e compara este valor desejado com valores
adquiridos por sensores. A diferenca desses valores é chamada de erro, e 0 objetivo do

controlador é levar esse erro a zero.

Porém, controladores PID independentes em cada grau de liberdade néo sdo uma boa opc¢éo
guando aplicados em sistemas com varias variaveis acopladas. Por sua vez, controladores
LQR lidam muito melhor com esse tipo de sistema. O LQR é um controlador étimo,
largamente utilizado em diversos tipos de aplicagdes, com o objetivo de determinar uma
lei de controle que faca com que o sistema atenda as especificagdes de desempenho com
pesos escolhidos pelo usuario, minimizando um indice quadratico sujeito as restricGes do

sistema linear.

O projeto e desenvolvimento de um péndulo invertido mecanicamente robusto, permitindo
a visualizacdo de seu comportamento e eficiéncia sob a influéncia de parametros e
perturbacdes, pode ser uma ferramenta didatica na formacdo e insercdo de futuros
profissionais no mercado de trabalho, abrangendo o0s conhecimentos e expectativas

exigidos em diversas aplicagfes industriais e académicas.

Dentre as motivages para o desenvolvimento deste trabalho, além das diversas alternativas
de aplicacBes em pesquisas, inclui-se a possibilidade de que 0 mesmo possa se tornar uma
ferramenta didatica para uso académico nos cursos de Controle da PUC-Rio, a fim de
formar profissionais com uma base sélida de conhecimentos e com alguma experiéncia

pratica em projetar e implementar diversas técnicas de estabilizacao.

1.1 Reviséao Bibliogréfica

Esta Secédo destaca o desenvolvimento histérico do péndulo invertido a partir das principais
teorias sobre sua dindmica e controle. A presente revisdo demonstra o auxilio do péndulo
nos principais conceitos fisicos e como o seu modelo ainda impacta grandes avangos

cientificos.

Em 1638, no livro The New Sciences, Galileo-Galilei escreveu os primeiros estudos feitos
com péndulos invertidos, dando espago para discussdes e estudos que se alongaria por
séculos. De fato, seu estudo do movimento do péndulo suscitou importantes questdes na
area da mecanica, cujas respostas surgiram décadas depois, com a formulacdo das leis de
movimento de Newton e de estudos de outros pesquisadores. Huygens, em 1656,
desenvolveu as primeiras definicbes de um péndulo com o intuito de medir com precisdo o

tempo, criando assim o relégio de péndulo.
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Contribuindo para a relevancia do péndulo, o trabalho de Stokes (1851) deduz uma série de

equacgOes que considera os fatores influentes no intercurso do movimento pendular.

Léon Foucault, em 1878, utilizando um péndulo longo e pesado, conseguiu demonstrar a
rotagdo da Terra em torno de seu proprio eixo. Outro avanco cientifico importante foi feito
por Westfall, em 1990, que descreveu a relevancia do péndulo demonstrando a influéncia
de um dos principais trabalhos escritos por Isaac Newton, intitulado Principia Mathematica
- publicado em 5 de julho de 1687.

Ainda em 1990, Drake registra que vérias leis da fisica ndo existiriam ou teriam levado
muito mais tempo para serem descobertas, ndo fossem os estudos relativos ao péndulo

invertido.

A importancia do péndulo invertido, além de sua utilidade no estudo/pesquisa de seus
diversos modelos, também é considerada em aplicacfes didaticas. O sistema é mencionado
como exemplo classico por diversos autores que tratam de sistemas dinamicos e controle
moderno, utilizando o péndulo como exemplo ndo-linear e instavel (OGATA, 2011; DORF
e BISHOP, 2009), além do estudo de sistemas sub-atuados e, portanto, ideal para estudantes

universitarios de todos os niveis.

Ademais, o péndulo invertido € utilizado para a modelagem de diversos sistemas praticos
de engenharia, como descritos no presente Capitulo, seja para modelar o langamento de um
foguete, em aeronautica, ou para modelar a marcha bipede, em biomecanica, ou ainda

modelar veiculos auto-balanciaveis, em robdtica, dentre outras aplicacGes.

Em engenharia, existem exemplos de problemas de sistemas de controle onde a dindmica
do péndulo fornece informacdes Uteis e um estudo dos sistemas pendulares é uma excelente

ferramenta para compreender as questdes de dinamica e controle ndo-linear.

1.2 Objetivos

Os objetivos deste trabalho de conclusdo de curso sao:

- Elaborar um projeto mecanicamente robusto de um péndulo invertido com base
controlada horizontalmente, para ser utilizado no estudo de sistemas de controle;

- Obter um modelo matematico do péndulo invertido em questéo;

- Construir um péndulo invertido para aplicacbes de métodos de controle;

- Estudar a estabilidade e tempo de resposta entre trés controladores: o controlador
PID, o controlador LQR e o controlador ndo-linear Swing-up;

- Comparar dados simulados utilizando a ferramenta MATLAB/SIMULINK com

dados experimentais providos pelo péndulo real, em cada controlador.



16

1.3 Organizacgéo do Trabalho

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira. O proximo item, Capitulo 2,
apresenta a modelagem matematica e suas derivacdes para obtengdo das equagfes da
dindmica do sistema, bem como 0 modelo de espago-estado, tanto continuo como discreto.
No Capitulo 3 sdo apresentadas as descricdes matematicas das técnicas de controle PID,
LQR e do controlador ndo-linear de Swing-up. Na etapa do Projeto do Péndulo, Capitulo
4, constam 0s componentes e as especificacdes dos materiais utilizados na bancada, seu
desenho mecénico e a transmissao utilizada. Ainda nesse Capitulo, constam também todos
os detalhes do hardware empregado e a demonstracdo da construcdo e montagem do
péndulo. Os resultados, tanto simulados quanto realizados na bancada experimental, sdo
apresentados no Capitulo 5 e, no Capitulo 6, constam as conclusdes sobre os resultados

obtidos com os diferentes controladores experimentais e simulados.
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Capitulo 2 Modelagem do Péndulo Invertido

Um péndulo invertido é intrinsicamente um sistema instavel que requer um controlador
para manté-lo na posicdo vertical estdvel. O projeto consiste em uma base com uma
haste/barra que pode se deslocar em uma direcdo, porém nos dois sentidos. Sob efeito da
gravidade, a haste/barra tende, naturalmente, a cair, e para ser estabilizado deve ser aplicada
uma for¢a horizontal & base, de modo que a haste/barra permanega na vertical (sentido
norte). Matematicamente o objetivo é manter o angulo da haste/barra bem préximo a zero,

e este controle é feito através dos movimentos da base, que buscam equilibra-la.

Uma forma de modelar um sistema é encontrar as equaces fisicas que o descrevem. No
presente caso do péndulo invertido foi necessario descobrir suas equac¢fes de movimento
de modelacéo de velocidade, de controle de torque, de compensacéo de friccdo e de energia.
Neste Capitulo sdo apresentados o modelo matematico, o sistema de coordenadas de

referéncia e a definicdo das varidveis e constantes necessarias para a construcdo do modelo.
2.1 Dinamica do Sistema

Na Figura 3 observa-se um esquema simplificado do péndulo invertido. Uma base de massa
M atuado por uma forca u desloca-se com atrito viscoso bx no eixo x. Construido acima
da base estd um ponto de piv6, onde uma haste com massa m, centro de massa G € momento
de inercia I, localizado no centro da haste, gira livremente. A descricdo da modelagem

linear serd fundamental para o controle do péndulo utilizando os controladores PID e LQR.

U —

0 ®)

V-

Figura 3 - Esquema do péndulo invertido
Fonte: https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?g=tbn%3 AANdIGCcTNAC02E7GWCX8bHqL -
AErCfoecZ93L-rPTIA&usqp=CAU
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https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn%3AANd9GcTNAc02E7GWCX8bHqL-AErCfoecZ93L-rPTlA&usqp=CAU
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Para obter as equagdes de dindmica do sistema utiliza-se o0 método de energia de Lagrange
O método de Lagrange possibilita a obtencdo das equagdes de movimento de um sistema
dindmico utilizando os principios de conservacdo de energia e momento, sem a necessidade
de identificar as forcas envolvidas, como na mecanica newtoniana. Definindo os vetores de

posicdo para a base e para o péndulo, temos:

Pyase = [x, O]T 1)

Ppena =[x + 1sen(6),1 cos(0)]" 2)

Derivando esses vetores obtém-se as velocidades do carro e do péndulo:

VUbase = [x,0]" 3
Vpena = [% + 16 cos(6),—1 6 sen(@)]T 4)
Calculando o mdédulo de vpend:

2 . : 2 3 2 .2 . 242 ®)
|vpend| =x+ 10 cos(9) +(—l€sen(9)) =x“+2x601lcos(@)+1°0

A energia cinética pode ser calculada por:

T=%Mx2+%m|vpend|2+%19’2 ©)
A energia potencial é calculada por:
Upot = m g L cos(0) @)
E calculando o Lagrangeano por L = T — Upot:
L=%Mx2+%m|vpend|2+%I@2—mglcos(0) ®
As equacbes de Euler-Lagrange para este sistema sdo dadas por:
d oL 0L 9)

2= f by
dtox ox TP
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d L oL _ (10)
dt 96 00

Resolvendo as duas equacdes obtém-se as equacBes de dinamica do sistema:

L (11)
ax
oL ) 12
— =M +m)x+m1l6 cos(0) (12
ax
d dL " j
— — =M +m)¥ +ml[f cos(§) — 0% sen(6)] )
dt 0x
oL ,
P lx 0sen(@) + m g lsen(0) (49
oL .
— = +ml*)6+mlxcos(d) )
a0
d dL . 3
v i (I + ml?)6 + m I[% cos(8) — x 0 sen(6)] 1o

Substituindo os valores na equacdo de Euler-Lagrange, resultam as seguintes equacfes de

dindmica do sistema:

(M +m)¥ +mlxcos(@) —ml6%sen() = f — bx (17)

I+miIDi+mlicos(@) —mglsen(®) =0 (18)
Analisando o0 modelo para &ngulos pequenos pode-se linearizar as equagdes de dindmica a
partir das seguintes simplificacdes:
0=0 (19)
sen(8) =6 (20)

cos(@) =1 (21)
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Considerando as Egs. 19 a 21, as equacdes linearizadas de movimento se tornam:

M+m)i+mlb=f—bx

I+ml?)d —mli—mgld =0

2.2 Parametros do Sistema

(22)

(23)

Para fins de modelagem e simulacdo especificas deste projeto, a partir da bancada

experimental, a ser explicada no Capitulo 4, foram obtidos os seguintes parametros do

sistema, apresentados na Tabela 1.

Uma vez obtidos os parametros, é possivel proceder a modelagem dindmica do sistema,

conforme descrita neste Capitulo.

SIMBOLO PARAMETRO VALOR
M Massa da base 0.618 Kg
m Massa da haste 0.157 Kg
I Distancia ao centro de massa da haste 0.160 m
g Aceleracdo da gravidade 9.810 m/s?
I Momento de inercia 3.496 10~* Kg m?
b Coeficiente viscoso de amortecimento
translacional da base 0.100 Ns/m

Tabela 1 — Parametros do sistema

2.3 Funcéo de Transferéncia

Uma forma inteligente de lidar com EDOs de sistemas lineares é utilizar a transformada de

L . o . . d d
Laplace. A ideia desta transformada é substituir o operador diferencial -, OU -~ poruma

variavel no dominio da frequéncia ’s’. Desta forma, equagdes diferenciais tornam-se

equacOes algébricas. Define-se matematicamente a transformada de Laplace como:
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H(s) :f h(t) eStdt (24)
0
Logo, aplicando-se a transformada de Laplace nas equag¢fes de movimento obtém-se:

M+m)X(s) s2+bX(s)s+mlO(s)s?>=f=U(s) (25)

I +ml1?)O(s) s> + ml X(s) s> —mglO(s) =0 (26)

Reorganizando as Eqgs. 25 e 26 calcula-se as func¢des de transferéncia do sistema. H& duas
funcGes de transferéncia para o sistema do péndulo invertido, sendo elas: (i) o
comportamento da base dado um input de forca e (ii) 0 comportamento do angulo da haste

dado um input de forca:

O(s) _ -mls o
U(s) M I+ml+Mmli2)s3+ (I +ml2)bs?— (M +m)mgls — bmgl

2ye2 _
X(s) (I + ml?)s? — mgl (28)

U(s) MI+ml+Mmi2)s3+ (I+ml2)bs?— (M +m)mgls — bmgl

Aplicando os valores obtidos do péndulo real da tabela 1 calcula-se as funcdes de

transferéncia para o sistema:

O(s) —0.02507s (29)
U(s) 0.00275s3 + 0.0004361s2 — 0.1905s — 0.0246
X 0.004361s% — 0.246

() _ s (30)

U(s) 0.00275s* +0.0004361s3 — 0.190552 — 0.0246

2.4 Analise do Sistema em Malha Aberta

A sequir é feita uma analise da estabilidade do sistema utilizando os polos associados a cada
funcgdo de transferéncia. Os polos sdo raizes dos polindmios denominadores de cada funcéao
de transferéncia. E esperado para este sistema que pelo menos haja um polo positivo em cada
polinémio. Polos positivos sdo uma indicacdo forte que o sistema é instavel, visto que, e

tende a infinito para valores de A positivos.
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8.3095 0

P,=| -8.339 ] p | 83095
—0.12908 X —8.339
~0.12908

Observa-se que, de fato, existem polos positivos para ambas fungdes de transferéncia. Isto

indica que o péndulo invertido é instavel, como esperado para tal sistema.

Analisando o comportamento do sistema ao aplicar uma entrada degrau, percebe-se que
tanto o dngulo da haste quanto a posicdo da base tendem a oo e -0, respectivamente. Desta
forma, conclui-se que o sistema do péndulo invertido € instdvel com a haste direcionada
para cima. Na Figura 4 é apresentada a simulacdo do péndulo em malha aberta em resposta

ao degrau.

100 Malha Aberta resposta ao degrau

{ X
80 — — — -theta | 7

40} .

-60 | |

-80 | 1

-100

Figura 4 - Resposta ao degrau em malha aberta

2.5 Modelo de Espaco-Estado

A representacdo de espaco-estado é um modelo matematico de um sistema fisico como um
conjunto de variaveis de entrada, variaveis de saida e variaveis de estado relacionadas a
equacOes diferenciais. Para sistemas lineares € comum a representacdo em diagrama de

blocos, como demonstrado na Figura 5.
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¥
=

| =
Y
L]
s

Figura 5 - Representacdo do modelo de espago-estado para um sistema linear

O sistema é representado pelas Egs. 31 e 32, onde A é a matrix de estado do sistema, B é a
matrix de entrada do atuador, C é a matrix de saida e D é a matrix de alimentacdo, ou
feedforward. Como o sistema é em tempo real, a matrix D é nula. X é o vetor de estados do
sistema, Y é o vetor de saida do modelo e U é conhecido como vetor de controle, que ira

alimentar o atuador.
X = AX + BU (31)
Y=CX+DU (32)

Utilizando as Egs. 22 e 23 de movimento linearizado e rearrumando-as para que fiqguem

com base de x e 6 tem-se:

= +ml*)bx —m?*1?g6 + (I + mI*>)f

: (33)
M I+ ml+ Mml?)

_mlbx + (M + m)mglo — mlf

(34)
(MI +mI + Mml?)

T
Definindo o vetor de estados como X = [xx 0, 9] a representacdo de espaco-estado do

sistema é escrita como:

) 0 0 [ 0 1

x —(1+m12)b -m?i%g 0 x —(1+mi?)

X (M1+m1+Mm12) (MI +mI+Mm 12) X (MI +mI+Mm1?)

. +

y i o[+ || @)
o] mlb (M +m)mgl Jg l_imlj

MI+mI+Mmi12  (MI+mI+Mmi?) MI +mI+Mml2

X
ol + o) 1) (36)
0
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Aplicando-se os pardmetros do péndulo real, as matrizes A, B, C e D ficam:

0 1 0 0
4= |0 —0.1586 —2.2425 0
0 0 0 1
0 09117 69.2898 0
0
1.5859
B=1"
-9.1173
1 0 0 0
C_[o 0 1 0]
0
b= [0]

2.6 Zero Order Hold

O equivalente zero order hold (ZOH) é um modelo matematico que converte sinais
continuos em sinais discretos. Isto é necessario visto que o controlador do sistema sera
efetuado por um computador ou microcontrolador que trabalham somente com amostras de
informacdes vindos de sensores em um periodo de T segundos. O equivalente ZOH para o
modelo de espaco-estado é calculado da mesma forma que no modelo continuo. As matrizes
C e D continuam com os mesmos valores, porém sdo renomeadas para H e J. As matrizes

A e B sdo substituidas por @ e T, respectivamente. Para um T = 100ms tem-se:
® = eAT (37)

1"=f e45ds B (38)
0

A partir das Eqgs. 37 e 38 é possivel calcular as matrizes discretizadas @ e I', tendo agora o
modelo espaco-estado discreto representado pelas matrizes @, I', H e J:

1 0.01 -0.0001 0

0 0.9984 -0.0224 -0.0001
0 0 1.0035 0.01

0 0.0091 0.6936 1.0035
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0.0001
0.0158
—0.0005

—0.0912

1000]

H:[0010

_T0
J= [0]
As equacbes de espaco-estado foram modificadas obtendo-se a notacdo discreta com as
novas matrizes calculadas por:
Xk +1) = oX(k) + T'U(k) (39)

Y (k) = HX (k) + JU (k) (40)
2.7 Modelagem N&o-Linear

Nesta Secdo apresenta-se a descricdo das equacdes da dindmica desconsiderando as
simplificacfes feitas pelas Eqgs. 19a 21. Esta modelagem seré necessaria para as simulacdes

utilizando o controlador nao-linear de Swing-up, apresentadas no Capitulo 3.

A partir das Egs. de movimento 17 e 18, a seguir transcritas respectivamente, serdo

calculadas as matrizes do modelo n&o-linear do espago-estado.

(M + m)i + mlécos(8) — mlo2sen(0) = f — bx

(I + mI?)6 + ml% cos(0) — mglsen(8) = 0

Reescrevendo a Eq. 18 com & em evidéncia tem-se:

_ ml (gsen(0) — %cos(0))

41
I + ml? (41)

g

Substituindo a Eq. 41 na Eq. 17 e reformulando para obter-se i e susbstituindo % da Eq. 42

na Eq. 18, tem-se as seguintes equacgdes da dindmica nado-linear:

o +mi? (f — bx + ml@izsen(é)) — m?12gsen(0)cos(6) 42)
x= (I + ml?)(M + m) — m?1? cos?(0)
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§ - (M + m)mglsen(8) + bmlx cos(9) — m21262sen(6) cos(8) — fmlcos(8)

43
(I + mI2)(M + m) — m?1? cos?(0) (43)
O sistema é escrito, de forma geral, por:
X =9, U) (44)
Y =Y(X,U) (45)
Onde ¥ e Y sdo fungdes genéricas ndo-lineares de X e U, logo:
%
. P, I +ml?) (f — bx+ mle‘Zsen(e)) — m?12gsen(8)cos(6)
s X _ | U +mi2)(M +m) — m212 cos (0
leg =Ilpz _ m n; m?212 cos?(6) (46)
6 ¥y (M + m)mglsen(8) + bmlx cos(8) — m?1262sen(8) cos() — fmlcos (8)
(I + mi2)(M + m) — m212 cos2()
_ Yl] _[* (47)
r= [Yz - [9]

Para o célculo das matrizes para 0 modelo de espaco-estado, as funcgGes serdo linearizadas
localmente por X(K), com aproximagdo de primeira ordem. As matrizes jacobianas, F, G,

H* J* de W e Y em relagdo a X e U sdo calculadas por:

F = Z—)”: (48)
G = Z_Z (49)
H* = Z—i (50)
r=c (51)

Como as matrizes demonstradas anteriormente dependem do estado X e da saida de
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controle U, essas matrizes precisam ser recalculadas para cada interacdo do simulador.

Resolvendo as fungdes ndo-lineares ¥ e Y, as matrizes do modelo de espago-estado sdo

obtidas por:
0 1 0 0
0 oY, d¥, aJv,
F= ax 06 06
0 0 0 1
oY, 0¥, JY,
ox 06 06
0
(I +ml)
= (I + mD)(M + m) — m?12 cos?(0)
- 0
—mlcos (6)
L(I + ml)(M + m) — m?1? cos?(6).
«_[1 0 0 O
H _[0 0 1 0]
« [0
=1
Onde:

r=+mDM +m) —m?l? cos?(8)

0%, B —( +mDb
ox r

v, (U+ ml)ml62 cos(8) — m?12 g cos(26))

a0 T
(I +ml) (f — bx + mlG‘Zsen(H)mzlzsen(ZH))
_ —
m*l* g sen? (26
N g (20)

2r?
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0¥, 2(I+ml)fsen ()
a6 r

0%, mlicos(0)
ax T

o,
90
[(M + m)mlgcos(0) — bmlxsen(8) — m?1? cos?(20) + fmlsen(6) ]
r

B [(M +m)mglsen(0) + bmlx cos(6) — m21262sen(6) cos(6) — fmlcos(e)]mzlzsen(ZG)
7"2

0%, —m?1*6sen(0)
96 T

As fungdes de X e Y sofrem modificagdes devido a ndo linearidade do modelo, sendo

descritas por:

X=XU)+F)(X - X))+ G(k)(U — UK)) (52)

Y=Y(k)+H ()X - X(K))+ ] ()U - UKk)) (53)

Simulando o sistema para amostras entre k e k+1 a saida do controlador permanece
constante, logo (U -U (k)) = 0. O proximo estado X(k+1) pode ser calculado a partir de

X(K), U(k), @ (k) e I (k) pela Eq. 56:

X=Xk = F(k)(X — X (k)) (54)
X=FU)X+ [P(Xk),Ulk)) — F()X(K)] (55)
Xk +1) ="X(k) + L[¥ (X k), U(k))] (56)

Onde: ®*=efT e I, = fOOOeFSds
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Capitulo 3 Controle

Neste Capitulo séo apresentados trés controles distintos que foram simulados e aplicados na
bancada experimental. Para verificar o funcionamento de qualquer um desses controles é
necessario, previamente, analisar a controlabilidade e observabilidade do sistema. Desta
forma, é demonstrado o equacionamento de cada controle para estabilizar o sistema com a

haste para cima.
3.1 Controlabilidade

Controlabilidade é uma importante propriedade em engenharia de controle. A partir da
verificagdo de controlabilidade do sistema é possivel determinar se os estados tem a
capacidade deserem controlados pelos atuadores. Um sistema € dito controlavel quando for
possivel transferir o sistema de um estado arbitrario para um estado desejado. A
importancia dessa analise deve-se ao fato de que a solucdo para um problema de controle
O0timo ndo existir para sistemas ndo controlaveis. Para a derivacdo da matriz de

controlabilidade considera-se, genericamente, um sistema de controle discreto por:
x((k + DT) = ox(kT) + T'u(kT) (57)

Onde:

e x(kT) = vetor de estados na amostra k
e u(kT) =sinal de controle na amostra k
e @ = matriz de estado discreta
e ['=matriz de entrada discreta

e T =periodo de amostra

A solucéo para a Eqg. 57 do sistema de controle discreto é dado por:

x(nT) = ® x(0) + Y[@" I ru(n— 1)T] (58)

A partir desta solucdo obtém-se a Eq. 59
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u((n—1T)
x@T) — o™ x(0) = [0 or o?r o] [HT DD (59)
u(0)

Onde [@ &I &2 @3] é chamada de matriz de controlabilidade. Se o rank desta
matriz for igual ao nimero de colunas n, entdo para um estado arbitrario existe um
sequéncia de sinais de controle u que satisfaz a Eq. 57. Para o sistema deste trabalho com
as matrizes de estado ® e matriz de entrada I calcula-se a matriz de controlabilidade C.,:

por:

Ceoner = @ oI oI @3]

0.0001  0.0003  0.0004 0.0006
c _ | 0.0158 0.0158  0.0158  0.0158
contr = {_0.0005 —0.0014 —0.0023 —0.0033

—0.0912 —0.0917 —0.0929 —0.0947

Nota-se que o valor (rank(C.,nr)), isto é, 0 nimero de colunas lineramente independentes

da matriz C_,pner, POSSUI 0 mesmo valor que o nimero de estados do sistema. Isto prova

que o sistema é completamente controlavel.
3.2 Observabilidade

A observabilidade também &, junto com a controlabilidade, uma propriedade importante para
determinar caracteristicas do sistema. Verificando a observabilidade do sistema é possivel
concluir se todas as variaveis de estado do sistema podem ser estimadas. Estimadores sdo
interessantes pois mesmo havendo variaveis de estado que ndo podem ser medidas
diretamente, ainda assim, é possivel obter todas as variaveis de estado. Paraderivar a matriz
de observabilidade considera-se um  sistema de controle discretizado definido,

genericamente, por:

x((k + 1)T) = @ x(kT) (60)
y(KT) = H x(KT) (61)

Um sistema é dito completamente observavel se todo estado x(0) pode ser determinado
pelas observagdes y(kT) com um numero finito de amostras. A solu¢do para a Eqg. 60 é

descrita por:

x((k + 1T) = ¥ x(kT) (62)
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A partir desta solucdo obtém-se:

y(kT) = H ®¥ x(0) (63)

Para determinar  x,(0), x,(0), x5(0),...,x,(0) a partir das observagdes

y(0),y(T), y(2T), ...,y(nT) de forma Gnica é necessario escrever n equacdes linearmente

independentes tais que:

y(0) = Hx(0)

y(T) = H @ x(0)

y((n —1)T) = H "1 x(0)

Amatriz 0y = [H H® H®d? H@3]T é chamada de matriz de observabilidade e assim
como a matriz de controlabilidade ¢ analisado seu rank para determinar se o sistema é
completamente observado. A matriz de observabilidade do sistema do péndulo invertido é

calculada a seguir:

H®
H®?
H®3

Ob =

0 0 0
0 1 0
0.01 —-0.0001 0
0 1.0035 0.0

1
0
1
0 1
1 002 -0.0004 0
0
1
0

Ob =
0.0002 1.0139 0.0201
0.0299 -0.001 0

0.0004 1.0313 0.0303-

Percebe-se que rank(Ob) é igual ao nimero de variaveis de estado, logo todas as variaveis
sdo observaveis. Isto é importante ja que o péndulo em questdo ndo possui sensores para

medir xe 6. Sendo assim, é necessario estimar essas variaveis de estado para se

obter o modelo completo.

3.3 PID

O controlador PID funciona a partir do erro e(t) entre os valores medidos pelos sensores e

o valor de referéncia do sistema. Para cada grau de liberdade, até trés constantes (Kp, Kd,
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Ki) sdo adotadas como ganhos, associadas as parcelas proporcional, derivativa e integral,
respectivamente. Configurando essas constantes é possivel controlar o sistema em questéo.

Abaixo é apresentada a fungéo de controle do PID para um erro e(t):

t
u®) = Kpe(® + Kif e(t) dt' + Kd—de;(tt) (64)
0

A resposta proporcional é dependente somente da diferenca entre a variavel do processo e
o valor de referéncia. O ganho proporcional Kp determina a taxa de saida para o sinal do

erro.

A componente derivativa tem como objetivo diminuir a resposta do controlador quando a
variavel de controle aumenta rapidamente, controlando a taxa de variacdo desta variavel.
Para altos valores de Kd o controlador reaje mais fortemente & mudangas do erro e(t),

aumentando a velocidade de resposta do controlador.

A parcela integral soma os erros ao longo tempo. Ela € utilizada para conduzir o sistema
do estado atual para o estado desejado em regime permanente ou "Steady-State"”. Windup é
0 nome do fendmeno quando a acdo do ganho Ki satura a resposta do integrador, sendo

assim, necessario utilizar um algoritmo de anti-windup.

Foram desenvolvidos dois designs diferentes envolvendo o controlador PID para o presente
trabalho: (i) utilizando somente a variavel do &ngulo da haste como feedback para o sistema
e (ii) utilizando uma combinacdo de dois controladores PID com duas variaveis de estado

para realimentacdo, a posicdo da base e o0 &ngulo da haste.
3.3.1 PID com feedback 6

O primeiro controlador proposto para controlar a haste do péndulo invertido utiliza somente
um controlador PID, que controla o erro entre uma referéncia desejada do angulo da haste
com a medicdo do angulo provida pelos sensores. Adicionado ao resultado do controle, um
impulso é aplicado para desestabilizar o sistema e para que o controlador atue em recuperar
a estabilidade. Essa forca do atuador é enviada para o modelo discreto de espaco-estado
calculado com as matrizes &, H,J, descritas na Secdo 2.6. Na Figura 6 é apresentado o
diagrama de blocos do controlador PID com & sendo a Unica variavel de estado

realimentada ao sistema.
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Impulso

n

Péndulo Invertido X
Referéncia
0 + Xpel = Axy + Buiy D
PID(z) N L o L
Va = Oy + Dhty Theta
Theta & X

theta Discrete PID Controller

Figura 6 - Diagrama de blocos controlador PID com feedback 6

3.3.2 PID com feedback 6 e x

O segundo design utiliza dois controladores PID independentes. Um controlador para o
angulo 9 e outro para a posicao x. O resultado desses dois controladores sdo somados, junto
a um impulso para simular um distirbio no sistema, para que 0 mesmo saia de uma posi¢éo
estavel. Essa forca é enviada para 0 mesmo modelo de espaco-estado mencionado
anteriormente, na Se¢do 2.6. A Figura 7 mostra o diagrama de blocos do controlador

descrito.

Referéncia X

0 PID(z)

Discrete PID Controller1

Impulso ﬂ_ﬂ

+ Xn+1 = Axp + Bu, L D
. J Yn = Cn+ Dty Theta [P

>
0 4’?—5 PID(z) " Péndulo Invertido Theta1
Referéncia Theta Discrete PID Controller

Figura 7 - Diagrama de blocos controlador PID com feedback 6 e x

e L&k |

3.3.3 Calibragem de Ganhos

Para a calibragem dos ganhos K,,, K, e K; dos controladores PID, foi utilizado o método
de Pole Placement que consiste em modificar os polos do sistema para polos desejados
arbitrariamente.

Para o ajuste dos ganhos do primeiro design foi aplicado o método interativo Ziegler-

Nichols (ZN). O procedimento tem, basicamente, quatro etapas. O primeiro passo consiste
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em inicializar os ganhos K; = K; = 0 e K,, sendo um valor pequeno. A seguir, K, é
incrementado gradativamente até que o sistema apresente comportamento oscilatério puro.
Na sequéncia, define-se K,, = K,, e mede-se o periodo oscilatorio T,,. Por Gltimo, consulta-

se a Tabela 2 para obtencdo dos pardmetros do controlador PID, contida na primeira linha.

CONTROLE K, T, T, K; K,
oID 0.6 K, T,/2 T,/8 1.2K,/T, | 0.075K,T,
o 0.5K, - - - -
o1 0.45 K, T,/1.2 - 0.54 K,/T, -
oD 0.8K,, - T,/8 - 0.1K,T,

Tabela 2 — Parametros ZN

A formulacdo de Ackermann, apresentada na Eq. 65, foi utilizada no segundo design, para
posicionar os polos de malha fechada nos eventuais polos desejados. Isto €, que os polos

do sistema contenham os autovalores (@ — I' K™).

K*=[0 0 0 1] Cooner ac(®) (65)

Onde o termo a.(z) é o polindmio cujas raizes sdo os polos desejados sendo a.(®) é o

valor de a.(z) quando z = &. Além disso, a resposta de K*é interpretada

por [k¥ KX Kf Kil]lekF=kf=o.
3.4LOR

Nesta Secdo, é realizado o projeto do controlador LQR para estabilizar a posicdo da base e
da haste do sistema. O controlador LQR é um método de controle étimo baseado na teoria
de controle moderno capaz de controlar todas as variaveis de estado do sistema e permitir

maior robustez e confiabilidade ao controle.

Para se obter a solu¢do para um problema de otimizacdo deseja-se encontrar um vetor de
controle u que possa guiar o estado atual do sistema para um estado desejado, de tal forma

gue minimize funcdo de custo quadratica linear na sua forma discreta, mostrada na Eq. 66.

1
Jign =5 0 XK QX () + UK QU ()] (66)

Onde Qe Q, sdo matrizes de peso simétricas, positivas e semi-definidas. Por meio do
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indice de performance J, Eq. 66, pode-se demonstrar uma lei de controle 6tima para um

controlador linear com feedback como:

Uk) = —K X (k) (67)

Onde K, para esta aplicacdo com somente um atuador, é um vetor de ganhos desconhecido
a ser definido. A Figura 8 ilustra o diagrama de blocos do modelo de espago-estado com

realimentagdo de estados.

Referéncia v
u ;
e o> (O
‘ L
Phi
K [€4—

Figura 8 - Representacdo do modelo de espaco-estado em malha fechada

Para obter o ganho 6timo do controlador K foram realizados 0s seguintes procedimentos.
Primeiramente, o problema exige que se minimize a Eq. 66, dada a restricio do modelo

linear de espaco-estado:

Xk +1) =& X(k) + T U(k) (68)

Assumindo A(k + 1) sendo um vetor multiplicador de Lagrange e substituindo a funcéo de

custo na Eq. 66, obtém-se:

1
Jigr,U,2) =3 D X QuX(K) + UG QU + Ak + DT (~X(k + 1)

+®X(k) + T Uk))]

(69)

Derivando parcialmente a funcéo de custo na Eg. 69, em relagdo ao multiplicador A(k +

1), X(k) e U(K) resulta:

aJ LQR

2X(k) =X(k)TQ, —A2k)T+ Ak + DTd =0 (70)
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9] Lor

20 (00 =U)TQ, +Ak+1)TTr=0 (71)

9/ Lor

1
Ak + D) =5 [-Xk+DT+oxk)+TUE)]T =0 (72)

Onde Eq. 70 é chamada de equacdo adjunta, a Eq. 71 é a equacdo de controle e a Eq. 72 €

a de equacdo de estado.

Definindo S(k) como A(k) = S(k) X(k) a equacdo de controle ( ) X resulta:

Uik)TQ, =—-Ak +1Tr (73)

QUk) =-TTSk + DX(k + 1) (74)

QU(k) = —TTS(k + D[®X (k) + T'U(k)] (75)

Uk) =[Q, + 'Sk + DI rs(k + 1)oXx (k) = —K (k)X (k) (76)

Como a matriz Q, ¢é simétrica, e utilizando-se a propriedade QF = Q,, a equagdo adjunta

YLOR roqyita na Eq.79:
X (k)
Ak) = Q. X(k) + ®TA(k + 1) (77)
Sk)X(k) = Q X(k) + TS(k+ DX (k+ 1) (78)
Sk)X(k) = QX (k) + ¢TS(k + D[PX (k) + T'Uk)] (79)

Substituindo a lei de controle, Eq. 67, na equagédo adjunta ]LQR , Eq. 79, e isolando X(k)

tem-se:



37

SU)X (k) = Q. X(k) + @TS(k + 1)@X (k)

80
—oTS(k + Dr(Q, + ''stk + DIr1~rrsk + HeX (k) (80)

Sk) —Q, — oTS(k + D)@ (61)
+ ®TS(k + Dr(Q, +r''stk + Hr1~rrstk + HNexk) =0

O coeficiente precisa ser nulo para validar Eq. 81 para qualquer X(k) gerando assim, a
equacao de recorréncia reversa:
Sk)=0Q, + TSk +1) =Sk + DIr[Q, + 'Sk + DI 'r'stk + N (82)

Como o problema é um caso regulador, o somatoério de 0 a co para um horizonte de tempo
finito, J é minimizado para U(N) = 0, pois U(N) influencia somente X(k<N) ndo afetando

o resultado do indice de performance. Portanto, a equacdo de controle, Eq. 71, resulta em:

AN+1)=0 (83)
AN) = Q:X(N) = S(N)X(N)) (84)
S(N) =@, (85)

S(N) é calculado recursivamente desde k=(N-1) até k=0 utilizando a Eq. 82. Assim, a lei

de controle 6timo fica com ganho variavel:

Kk)=1[Q, +I''S(k + DI]"'r'stk + @ (86)

Para o problema regulador, onde N tende a infinito, S(k) tende a matriz constante S.

S=Q, +®TS—STr[Q, +r'sr ir'se (87)
Onde S é a solucdo da equacdo discreta de Riccati € 0 ganho 6timo do controle passa a ser
contante também, conforme Eq. 88.
K=[Q,+rTsr1/ir'se (88)

Aplicando as matrizes de espago-estado &, I, H e J com as seguintes matrizes arbitrarias
Q1 e Q2. Ocritério de escolha para otimiza¢do dos ganhos considera somente o controlador

de posicdo, desconsiderando, portanto, os erros provenientes de x e 8, que s6 seriam
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relevantes para um controle de velocidade. Como deseja-se minimizar os erros de estado,
a matrix Q,, que penaliza esses erros deve ser maior que o termo @Q,, que por sua vez,
penaliza os atuadores. Os ganhos de Q, e Q, foram obtidos empiricamente, analizando a

convergéncia da resposta do sistema.

SO OO
S O OO
o O OO

K =[-4.0443 -3.5444 —21.9837 -—2.7165]

3.4.1 Entrada de Referéncia

Para posicionar a base em uma posicdo diferente de zero é necessario calcular a referéncia

de entrada Urer , onde define-se:

U= Uy — KX (89)

Xk +1) = (@ — TK)X(k) + [Uypes (k) (90)

Para um estado desejado Xd , em regime permanente:

Xk +1) = X(k) =X, (91)

Xg = (® —TK)Xy+ T'Upop (k) (92)
TUpes = (Ip — ® + T'K)X, (93)

Upep = ("D T (I — ®) Xy + KX, (94)

Uret pode ser incorporado a nova lei de controle, Eq. 89, contanto que o primeiro termo

seja nulo para garantir que o estado X do sistema se direcione para Xd e ndo para outro
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estado desejado que resulte no mesmo Uret. Porém, como a parcela (I, — @) tem primeira

coluna nula a nova lei de controle pode ser simplificada para Eq. 96:

U=Ur—KX=—-KX =X+ T, — 0)X, (95)

U=-KX-X,) (96)
3.4.2 Filtro de Kalman

A seguir é descrito o procedimento para o design do estimador de estado do sistema.
Observadores utilizam relacbes matematicas para determinar uma estimativa para as
variaveis de estado que ndo estdo sendo medidas diretamente. Como todos os estados do
sistema X = (6, x, 8,x) ndo sdo medidos diretamente por meio de sensores, é necessario
estimar x e 6. Para ilustrar o design de um observador, a Figura 9 mostra um diagrama
de blocos do sistema linear de malha fechada com um observador, onde Lp s&o os ganhos

do mesmo.

Reférencia

Figura 9 - Representacdo em diagramas de blocos do sistema em malha fechada com
observador

O filtro de Kalman é um estimador robusto que considera a estatististica dos erros das

estimativas das variaveis de estado.

Dado um vetor A = [a1, @, ..., an] varidvel com componentes médias p = E(ai), onde E(ai)
¢ o valor esperado de aj, pode-se definir, genericamente, uma matriz de covariancia P semi-

definida e simétrica da seguinte forma:
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[ E[(A;—n)?] E[(A;—pu)(A; — )] - E[(Ar— 1) (An — )]
P = | E[(A; - ﬂz) (A;— uy)] E[(Xz - ﬂz)z] E[(A; - HZ?(An = Uy)] |
LETCA, — 1) Ay — 1] El(An — Ay = )]~ E[(Ay—p)?] |

Conhecendo a estatistica dos erros dos sensores e de eventuais pertubacfes do sistema, é
possivel calcular matrizes Lp otimizadas por Kalman. O filtro atualiza a estimativa das
variaveis de estado X (k) predita no Ultimo loop computacional, obtendo um estado
corrigido X(k) a partir da leitura dos sensores Y (k). A lei de controle U (k), Eq. 96, é
calculada a partir da estimativa corrigida X (k). Por fim, X (k) e U (k) calculam a préxima
estimativa X (k). O filtro é baseado em um algoritmo recursivo. Este pode ser executado
em tempo real utilzando somente as medicBes de entrada atuais, o Ultimo estado calculado

e a matriz de covariancia P.

Como existem erros e pertubacdes dos sensores, o filtro de Kalman precisa também
atualizar a matriz de covariancia P do estado, que mede a precisdo da estimativa. Assim, o

filtro de Kalman assume:

Xk +1) = ®X(k) + TUK) + L, w (97)

Y(k) =HX(k) +v (98)
Onde:
» w vetor de nx1 de pertubacGes aleatdrias com matriz de convariancia W
+ v vetor de mx1 de ruidos dos sensores com matriz de covariancia V

Assume-se que ndo ha pertubagdes nos sensores encoders, logo a parcela I, w pode ser

desconsiderada. Alem disso, a matriz I;, possui os mesmo valores que I'.

Pode-se calcular a matriz de ruido V de um sensor com resolucdo de g=13 bhits com

probabilidade uniforme entre _7‘1 e g por:

co 2 x2 q2
v =J. x*p(x)dx = f_ —dx = — (99)
—o _2‘1 q 12

132
V=" =14.08 (100)
12
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14.08 0 ]

V= [ 0  14.08

Com matrizes V e W calculadas, pode-se definir estimativas preditas P e corrigidas
P da matriz de covariancia P que serdo atualizadas a cada iteracdo computacional do filtro

por:

P=E[X-X)X-X)T] (101)
p=E[(x-R)(x-%)] (102)

Conhecendo P previsto na amostra anterior, utilizando a covariancia da resposta dos

sensores como a matriz de ruido V e pode-se definir a equacédo do estado corrigido por:

X = (I — LH)X(K) + LY (k) (103)

Temos a equagdo da estimativa corrigida da matriz de covariancia P:

P=(,—LHPW)Ip—L:HT +L. VLT (104)

Assumindo que ndo ha ruidos no atuador, é possivel obter a expressdo para préxima

estimativa predita P(k + 1) a partir da estimativa atual corrigida P (k) :

P=aoPk)oT + L, WL, (105)

O objetivo do filtro de Kalman é encontrar L. para minimizar o erro medio quadratico:

n
D (#-x) =E[(®-X)" (%~ X)] = trao(P) (106)
i=1
Expande-se a equacio de P (k) obtendo assim:

P:= P(k) — L.HP(k) — P(k)HTLT + LLHP(K)HTLL + LV LT (107)

O ganho ideal L para minimizar o erro é apresentado na Eg. 109:
dtraco (P (k _ _ 108
%:0 - —2P(k)HT + 2L (HP(k)HT +V) =0 (108)
c

L.:=P&)HT(HP(K)HT + V)1 (109)

Para este ganho, P (k) simplifica para:
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P(k):= (Ip — LcH)P (k) (110)
O controlador LQR com filtro de Kalman pode-se resumir, portanto, pelas seguintes etapas:
- MedicBes dos sensores, Eq. 98:
Y(k) =HX(k)+v
+ Célculo do ganho 6timo do estimador de Kalman, Eq.109:

L.:==PK&)HT(HP(k)HT + V)1

- Correcdo do dltimo estado predito Eg. 103 e sua estimativa predita, Eq. 110,

respectivamente:

() =X k) + L (Y (k) — HX(K))

P:= (I, - L.H)P(k)
« Cdlculo da resposta do controlador U(k), a partir da estimativa corrigida, Eq. 89:
U(k):= Upep — KX (k)

- Célculo do novo estado predito, estimativa predito e simulacdo do préximo estado séo

calculados respectivamente por:

Xk +1):=0X(k) +'U(k) (111)
Pk +1):= @P(k)o” + [,WILT (112)
X(k+1) = oX(k) + TU(k) + I,w (113)

3.5 Controle Nao-Linear de Swing-up

Nesta Secédo é descrita o controlador ndo-linear para controle da haste do péndulo invertido.
Nesta configuracdo, o péndulo comega com sua posi¢do inicial com a haste voltada para
baixo e tem como objetivo estabilizar-se com a haste para cima. Para isto, é necessario

modificar as equacdes linearizadas da dindmica do sistema, descritas nas Egs. 22 e 23, pois
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para &ngulos da haste fora da regido linear as simplificacbes descritas nas Egs. 19 a 21 ndo
sdo mais vélidas e os controladores descritos anteriormente ndo séo capazes de controlar o

sistema.

A técnica proposta para o controle ndo-linear se chama energy shaping (SINGH). Esse
método consiste em modelar e controlar a energia total do sistema E. A energia total é

calculada pela soma da energia cinética E;, com a energia potencial gravitacional E,,.

1o M+m  mlcos(0)]x
Bie = 2 L ol mlcos(@) I+ ml? “9] (114)
E, =m g lcos(0) (115)

Paraobter o equilibrio o péndulo em 6 = 0 com velocidades nulas, isto é, E;, = 0, a energia

desejada E; total precisa ser:

E;=mglcos(0) =mgl (116)

Uma condicdo para o controlador é igualar a energia total do sistema & energia desejada
E = Eg, isto é, o controlador precisa minimizar o erro de (E; — E), onde E é descrito pela
Eq. 117.

E= %[(M +m)x%+ (I +ml?)6% +2m % 6 cos(8)] + m g Lcos(0) )] (117)

Para estimular o péndulo, aumentando a energia do sistema, é adotada uma estratégia
empirica para forcar a base no sentido contrério da velocidade relativa entre base e haste.
E proposto uma lei de controle no-linear para aumentar a energia do péndulo se E < E,.

A lei de controle é apresentada na Eq. 118.
UK) = —Kg[Eq — E(O)] sign (§(K) cos (6(0)) ) — Kp2 ()™ (118)

Onde Kz é um ganho proporcional ajustavel, sign é uma funcdo que retorna o sinal de
6 cos(@). O termo ndo-linear —Kpx(k)'! é adicionado na equagéo para evitar que a base
saia de sua faixa de trabalho. O alto expoente é utilizado para que o termo seja desprezivel
em sua faixa de trabalho, exceto quando a base estiver muito préxima das bordas. O
controlador ndo-linear proposto é suficiente para erguer o pendulo de sua posicao inicial
com a haste para baixo, porém néo é suficiente para garantir estabilidade ao atingir (6=0).
Desta forma, troca-se a lei de controle para um controlador LQR, apresentado na Secdo
3.4, quando o péndulo estiver proximo de (6= 0). A Figura 10 a seguir ilustra a area de

atuacdo de cada controlador.
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Y

Figura 10 - Representacdo gréfica do funcionamento do controlador ndo-linear

Outro detalhe importante para o funcionamento deste controlador é a converséo do angulo

da haste & para permanecer na faixa —z < 6 < z. permitindo assim, a estabilidade do

sistema mesmo se a haste der uma volta completa.
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Capitulo 4 Projeto do Péndulo

Neste Capitulo sdo apresentados os subsistemas que, em conjunto, permitem que o péndulo
invertido seja controlado. O dispositivo fisico foi projetado com componentes modelados
especificamente para a construcdo da bancada, visando maior robustez mecénica contra 0s

efeitos inerciais do sistema.
4.1 Desenho Técnico

A bancada foi projetada com o auxilio do software de CAD, SOLIDWORKS, que consiste
em um ambiente virtual para a modelagem de pecas e montagens, a partir das
especificagdes do usuario. Desta forma, na Figura 11 é ilustrada a montagem final do
péndulo e bancada. Foram utilizados diversos materiais no projeto, tais como: madeira,

pléstico, aluminio e ago.

Figura 11 — Montagem da bancada em SOLIDWORKS

Para cada material empregado foram utilizados processos distintos de fabricagéo tais como:

- Paraa fundacgdo da estrutura, a madeira foi cortada por impressora laser, concedendo alta

precisdo nas medidas;

- As pecas em plastico foram fabricadas por impressora 3D, que permitiu a criacdo de

modelos complexos e de forma rapida;
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- O eixo de acoplamento, entre a base e a haste, foi fabricado em aluminio usinado por

torno mecanico, e

- A guia linear da base foi adquirida online, no site da McMaster-CARR.
4.2 Hardware Eletrénico

O aparato eletrénico para este projeto consiste em 4 médulos. O mddulo de alimentacao
para energizar todos os componentes, 0 modulo de sensores que faz a leitura do
deslocamento da base e da posicdo angular da haste, 0 médulo do controlador, que é uma
combinacdo entre um Raspberry Pi 3B+ e um driver de motor da marca Odrive, onde se
faz o processamento de dados dos sensores para a malha fechada de controle e obtém-se o
sinal de saida para o ultimo mdédulo, que é o atuador do sistema. Na Figura 12 é observado

0 esquema simplificado do médulo eletrdnico.

[Fonte de Alimetagéow

Y
Raspberry Pi H Qdrive H Motor w
) e M \ /
’ Sensorx Sensor Theta

Figura 12 — Esquematico da eletrbnica

4.2.1 Médulo de Alimentacao

Para a alimentacdo dos componentes do sistema é utilizado um conversor AC-DC com
valor varidvel de saida, configurado para 48V e uma corrente elétrica de no maximo 6A. O
sistema também admite como fonte de alimentacdo baterias que tenham essas
especificacdes de tensdo e corrente elétrica. Este conversor alimenta o driver de motor
Odrive que, por sua vez, também converte essa tensdo elétrica para alimentar os sensores.
Junto ao conversor tem-se uma fonte separada para o Raspberry Pi 3B+. Essa separagio
entre fontes € necessaria para evitar que picos de tensdo e corrente elétrica danifiguem o

circuito logico do sistema.
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4.2.2 Médulo de Sensores

Para medir a posicdo da base e o angulo da haste, utilizou-se sensores encoders
incrementais com resolugdo de 13 bits, modelo CUI AMT102-V, como demonstrado na
Figura 13a. Esse sensor funciona com um emissor e receptor infravermelho e um disco com
8192 furos. Cada fresta que os sensores infravermelhos capturam simboliza uma rotacéo

de 0.0439 graus. A Figura 13b mostra com mais detalhes o funcionamento do sensor.

signal

P <o

A \ -~ Light getecter
Q 3 3 + Photo cell
+ Photo dade
; i « Photo transistor
o

“v;’,?_‘_ e Light source
Patert No. gt « Incondescent
« LED
* Neon

—. Degrees or rotation
par pulse

Incremantal
ancadaer wheel

(a) Sensor encoder CUI AMT 102-V, (b) Funcionamento de um encoder

Figura 13 — Sensor

Os sensores foram posicionados no eixo do motor de atuacdo do sistema para medir a
posicdo da base e outro sensor de mesmo modelo foi posicionado no eixo rotativo do

péndulo invertido para a medicdo do angulo associado.

4.2.3 Médulo Controlador

Para controlar o sistema, o moédulo controlador é baseado em uma placa de
desenvolvimento RaspberryPi 3B+, um poderoso microprocessador com sistema
operacional Debian Linux. O codigo para o controle do péndulo real foi feito utilizando-se
a linguagem de programacdo Python. Conectado ao Raspberry Pi estd um driver de motor
da marca Odrive. Esse drive proporciona algumas vantagens para o sistema, como a leitura
dos sensores com filtro de Kalman e estimadores, que foram discutidos no Capitulo 3. Além
disso, a placa acompanha pardmetros de seguranca para ndo danificar o motor por alta
tensdo ou corrente elétrica. O driver Odrive recebe a informacdo dos dois sensores e se
comunica com o Raspberry Pi por meio de uma comunicagdo serial. O microprocessador,
ao receber os dados, alimenta a malha de controle e calcula o resultado. Esse resultado é
entdo enviado novamente para o Odrive, que converte o sinal em uma tensdo elétrica
fazendo girar o motor e, com isso, gerar uma forca que move a base pelo seu curso e, entdo,

o ciclo se repete com os novos estados do sistema. Na Figura 14 observa-se 0 médulo
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controlador completo, que utiliza o driver Odrive e a placa Raspberry Pi, montados na

bancada experimental.

R =t
‘AR O
= _

Figura 14 — Mddulo controlador

4.2.4 Médulo de Atuacéao

Para a atuacdo do péndulo invertido foi utilizado um motor DC, sem escovas, da marca
Odrive modelo D6374 150kv, como mostrado na Figura 15a. O motor possui uma polia
que acoplada a uma correia faz a transmissdo do torque do atuador para a movimentagdo
da base pelo seu trilho. A Figura 15b mostra 0 motor montado na bancada experimental

com detalhes da devida transmissdo e sensoriamento do sistema.

(@) Motor modelo D6374 150kv (b) Atuador na Bancada Experimental
Figura 15 — Atuador
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4.3 Acoplamento Mecanico

O projeto proposto € um péndulo sub-atuado, ndo possuindo, portanto, um atuador na junta
entre base e haste. Desta forma, o acoplamento foi projetado com um eixo biapoiado por
rolamentos que conectam a base com a haste de forma passiva, permitindo, assim, a
modelagem do péndulo com dois graus de liberdade. A Figura 16 ilustra o acoplamento
descrito, bem como a localizagdo do sensor que mede o &ngulo da haste, a transmissdo por

correias e a haste voltada para baixo.

Figura 16 - Acoplamento mecénico

Reunindo todas as especificacbes do projeto, a bancada experimental completa pode ser

vista na Figura 17.

Figura 17 — Bancada experimental
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Capitulo 5 Resultados

Neste Capitulo sdo apresentados os resultados simulados, utilizando a modelagem
matematica apresentada no Capitulo 2 e as técnicas de controle descritas no Capitulo 3.
Além disso, sdo mostrados os resultados experimentais, comparativamente as simulac6es
de cada controlador. Os dados obtidos foram analisados com enfoque nas caracteristicas de

robustez e tempo de estabilidade.
5.1 Resultados PID

Como apresentado na Secdo 3.3, serdo comentados a seguir, e respectivamente, 0s
resultados obtidos para as simulacbes e bancada experimental para os dois designs
propostos. Vale ressaltar que ndo foi utilizado o filtro de Kalman para os controladores
PID.

5.1.1 Resultados PID com feedback @

Simulando o sistema na plataforma SIMULINK/MATLAB e analisando as varidveis de
estado em questdo, & e x, obtém-se os resultados apresentados a seguir. Para um impulso,
nota-se que o sistema é capaz de controlar o angulo @ da haste, porém ndo consegue
estabilizar a posicdo da base. A base se mantém em velocidade constante para estabilizar a
haste. No sistema real, isso resultaria na base colidir com uma das extremidades. Com
auxilio do método de Ziegler-Nichols, apresentado na secdo 3.3.3, foram estimados 0s

ganhos K, = —85, K; = —88 e K; = 0. Na figura 18 sdo apresentados os resultados

simulados do controlador PID com feedback 6.
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; =107

Cart (x)

— — — -Pendulum (theta)

Figura 18 - Simula¢do do controlador PID com feedback &

Para o experimento com o péndulo real, foi iniciado ensaio com a haste direcionada para

cima e a base localizada em uma das extremidades. Entdo, foi dado impulso na ponta da

haste e os dados de @ e x foram coletados até a base colidir com a outra extremidade.

Percebeu-se que o controlador conseguiu estabilizar a haste com uma tolerancia de 1.5

graus, enquanto a base se comportou conforme esperado pela simulagdo. Nas Figuras 19a

e 19b sdo apresentados os resultados obtidos com a bancada experimental, utilizando os

mesmos ganhos Kp, Kq € Ki.
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Figura 19 - Resultados experimentais com controlador PID simples

5.1.2 Resultados PID com feedback @ e x

Analisando os resultados do segundo controlador nota-se uma semelhanga com a resposta

do primeiro. O sistema ainda € capaz de estabilizar a haste para cima, porém a base se
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mantém em uma velocidade constante, ocorrendo a mesma colisdo como no primeiro
controlador PID. Outro problema com esse design é a independéncia de cada controlador
PID, levando os controles a competirem para adquirir a estabilidade de x e 6. Logo, o
método classico de controle para um sistema como o péndulo invertido ndo tem a
capacidade de estabilizar as variaveis de estado # e x a0 mesmo tempo. Visto que 0s
resultados foram semelhantes aos do primeiro controlador, novos dados experimentais ndo

foram coletados para este controlador.

Empiricamente, analisando a convergéncia e o desempenho desejado, e seguindo o critério
dos polos estarem contidos dentro do circulo unitario no plano Z, portanto estaveis, e ainda,
proximos ao limite do circulo, visando uma resposta rapida ao sistema, optou-se pelos
polos [0.81 0.81 0.91 0.91] . Aplicando-se tais polos na formulagdo de Ackermann,

apresentada na se¢éo 3.3.3, resulta nos ganhos Kj; = —178, Kg = -102, Kg = —327

eK = K{’ = 0. NaFigura 20 € apresentada asimulacdo do controlador PID com feedback

dexe 6

Cart (x)

05F /-""“'\\\ — — — -Pendulum (theta) |
B
- \‘--._‘_ " i B

05+

251

-35

Figura 20 - Resultados simulados com controlador PID duplo

5.2 Resultados LQR

Simulando no ambiente MATLAB/SIMULINK o controlador LQR, nota-se a estabilidade
das variaveis de estado em questdo. Verifica-se que a base ndo estabiliza na sua origem,
devido ao controlador LQR ndo ter uma componente integrativa para diminuir o erro em

regime permanente. A Figura 21 demonstra a trajetoria do angulo da haste e a trajetoria da
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base para os pesos Q.e @, definidos arbitrariamente e os ganhos do controlador K

calculados conforme na secdo 3.4.
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-0.04
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01t \
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Cart (x)
— — — -Pendulum (theta) | |

Figura 21 - Resultados simulados com controlador LQR

Para a bancada experimental,

novamente a haste do péndulo foi iniciada com direcdo

voltada para cima e a base localizada no centro de seu percurso. Aplicou-se um impulso

na extremidade da haste e coletou-se os dados até a estabilizacido do péndulo. E possivel

observar que ambos os dados simulados e medidos se assemelham, ha bastante distdrbios

no controle da haste, porém o controlador é capaz de controla-la perto de 6=0 e x=0. O

péndulo reconquistou a estabilidade depois de 4 segundos. Nas Figuras 22a e 22b sdo

apresentados os comportamentos de & e x ao longo do tempo. Vale ressaltar que para este

controlador foi utilizado o filtro de Kalman proveniente da placa Odrive, que possui as

matrizes V e W ja configuradas.
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Figura 22 - Resultados experimentais com controlador LQR
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5.3 Resultados Swing-up

Por ultimo, sdo apresentados os resultados do controlador ndo-linear de Swing-up.
Utilizando novamente a ferramenta MATLAB/SIMULINK para simular o controle do
sistema e iniciando agora o péndulo com a haste direcionada para baixo nota-se que o
controlador de energy shaping fornece energia ao sistema até que a haste se aproxime de
6=0. Proximo deste ponto, troca-se o controlador pelo LQR para manter a haste

estabilizada. Constam da Figura 23 os resultados simulados do controlador néo-linear.

Swing up control, T = 0.01s, fmax =4N

Cart (x)
6L s — — — -Pendulum (teta)| |

Figura 23 - Resultados simulados com controlador Swing-up

Nas Figuras 24a e 24b sdo apresentados os comportamentos do angulo da haste e a posicdo
da base, respectivamente. Percebe-se que o sistema real possui uma estabilidade melhor
que os outros controladores previamente apresentados. O controlador conseguiu adquirir
estabilidade depois de sete segundos. Além disso, existe uma diferenca consideravel entre

0s resultados simulados e experimentais devido a ndo linearidade do sistema.
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Figura 24 - Resultados experimentais com controlador Swing-up

Na Figura 25 é ilustrado o péndulo equilibrado pelo controlador Swing-up. Para uma
melhor visualizacdo de todo o sistema em funcionamento, o QRCode na Figura 26
direciona o leitor para o video do péndulo invertido sendo equilibrado.

Figura 25 — Péndulo equilibrado pelo controlador Swing-up
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Capitulo 6 Conclusdes

Este trabalho apresentou o projeto e construcdo de um péndulo invertido, juntamente com
a demonstracdo matematica da modelagem do sistema e estudo de trés técnicas de controle
distintas, PID, LQR e Swing up.

Foi projetada e construida uma bancada experimental, mecanicamente robusta para futuros
experimentos e trabalhos na &rea de engenharia de controle, tais como: controle de péndulo

duplo invertido e controle por reinforcement learning.

O controlador PID foi capaz de manter o péndulo com haste para cima até colidir com a
extremidade do curso da base. Tal controlador, mesmo sendo largamente utilizado na
industria, ndo é aconselhavel para sistemas com muitas variaveis de estado. Porém, sua

performance pode ser incrementada com uma melhor escolha de ganhos.

O controlador 6timo LQR, juntamente com filtro de Kalman, foi capaz de controlar o

péndulo em x e & a0 mesmo tempo.

O controlador ndo-linear Swing-up teve sucesso em equilibrar o péndulo, a partir de uma
posicdo inicial da haste orientada para baixo, para uma posicéo final com a haste do péndulo

para cima.
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