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Resumo

Leite Lima, Hugo Leonardo; Anteneodo, Celia; Rodrigues Vieira,
Allan. Estudo da dindmica estocastica de redistribuicao
da riqueza usando uma equacao de Fokker-Planck. Rio de
Janeiro, 2020. 75p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Fisica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

A dindmica da distribuicao da riqueza para o modelo conhecido em inglés
como Yard-Sale Model (Modelo da Venda de Quintal) pode ser descrita através
de uma equacao de Fokker-Planck para a funcdo densidade de probabilidade
P(w, t) da riqueza w em um instante t. Neste trabalho foi investigado o efeito
de um arrasto redistributivo nao linear nessa dindmica. Considera-se (I) uma
taxacao do tipo linear por partes, onde apenas aqueles com riqueza acima
de um determinado valor sdo taxados, e, (II) uma taxacdo na forma de lei
de poténcia, que inclui os tipos progressivo e regressivo. Em todos os casos,
o total arrecadado é distribuido igualmente. Analisou-se como essas regras
podem modificar a distribuicdo da riqueza numa populagao e, principalmente,

o nivel de desigualdade medido pelo indice de Gini.

Palavras-chave
Dinamica estocastica; distribuicao de riqueza; equacao de Fokker-Planck;

modelo de agentes.
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Abstract

Leite Lima, Hugo Leonardo; Anteneodo, Celia (Advisor); Rodrigues
Vieira, Allan (Co-Advisor). Study of the stochastic dynamics
of wealth redistribution using a Fokker-Planck equation.
Rio de Janeiro, 2020. 75p. Dissertacao de Mestrado — Departamento
de Fisica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The dynamics of wealth distribution for the so-called Yard-Sale Model
can be described by a Fokker-Planck equation for the probability density
function P(w,t) of wealth w at time ¢. In this work, the effect of nonlinear
redistributive drifts was investigated. It was considered (I) a piecewise linear
tax, where only those with wealth above a certain threshold are taxed, and, (II)
a power-law tax that includes the progressive and regressive types. In all cases,
the collected amount of wealth is redistributed equally. We analyze how these
rules modify the distribution of wealth across the population and, mainly, the

inequality level measured through the Gini index.

Keywords
Stochastic dynamics; wealth distribution; Fokker-Planck equation; agent-

based model.
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Lista de figuras

Figura 1.1 Exemplos de distribui¢gées de riqueza. Em (a)
temos a distribuigao P(x) da riqueza normalizada dos 400 mais
ricos nos Estados Unidos no periodo de 1988 a 2003 (Extraido
da Ref. [5]). Em (b) observa-se a riqueza liquida em délares dos
mais ricos nos Estados Unidos em outubro de 2003 (Extraido

da Ref. [6]).
Figura 1.2 Distribuicao da riqueza no mundo. Extraido da
Ref. [9].

Figura 1.3 Quantidade de bilionarios com riqueza equiva-
lente & metade mais pobre da populagdo mundial ao
longo do tempo. Fonte: Oxfam, 2019.

Figura 2.1 Ilustracao do modelo de trocas MVQ. Extraido de
[11].

Figura 2.2 Algoritmo utilizado nas simulagées do MVQ sem
taxacao.

Figura 2.3 Simulacao do MVQ usando a regra do mais pobre
com N = 10% agentes e ¢ = 0,5. Em cada figura temos a
distribuigdo de riqueza no instante inicial ¢ = 0 (azul), bem
como a distribuicdo apé6s t passos de Monte Carlo (a cada
unidade de tempo, ocorrem N negociagbes). Em cada gréfico
inserido, é mostrada uma ampliagao para o intervalo de riqueza
dos mais ricos.

Figura 2.4 Simulagao do MVQ usando a regra do mais pobre
com N = 10* agentes para diferentes valores de . Em cada
figura temos a distribui¢do de riqueza no instante inicial £ = 0
(azul), bem como a distribuicdo no tempo ¢t = 10 passos
de Monte Carlo. Em cada grafico inserido, é mostrada uma
ampliacao para o intervalo de riqueza dos mais ricos.

Figura 2.5 Curva de Lorenz, Y(w) vs X(w), separando as
areas a e b, utilizadas no calculo do indice Gini. A linha
diagonal verde indica total igualdade. Quanto maior a area
em amarelo (a), maior a desigualdade, que no caso extremo
(condensagao dos mais pobres com riqueza préxima de zero e
concentragao da riqueza numa fragado infima dos mais ricos) é
representada pela curva em vermelho.

Figura 2.6 Exemplos de distribui¢des (a) com suas correspon-
dentes curvas de Lorenz (b). A curva em azul é uma FDP de
Pareto tipica com indice de Pareto igual a 2 (veja a Ref. [28]).
Em verde temos uma distribuicao normal com média 3 e vari-
ancia 1, enquanto que a curva laranja é uma distribuicao quase-
igualitaria, na qual todos os agentes possuem a mesma riqueza
w = 1.
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Figura 2.7 Evolugao temporal da FDP da riqueza P(w,t) da
Eq. (2-1) para diferentes tipos de distribuigdes iniciais
Py(w). Em (a) todos os agentes possuem inicialmente a mesma
riqueza w = 10, Enquanto que em (b) a distribuigao inicial é
uniforme. Apés t = 0 (linha tracejada vermelha), a evolugao é
representada para tempos crescentes da curva mais clara para
a mais escura, a cada At = 3/80 para 3/80 < t < 27/80 e
a cada At = 3/8 para 3/8 < t < 3. Os intervalos de tempo
entre as curvas sao os mesmos em ambos os painéis. Nos graficos

inseridos sao representadas as mesmas curvas em escala log-log.

Figura 2.8 Evolucgao temporal do indice de Gini para os casos
da Fig. 2.7. As linhas sdo somente um guia para a visao.
Figura 2.9 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valo-
res de x no caso de taxacao linear, integrando a Eq. (2-15),
desde uma distribui¢do inicial Py(w) aproximadamente igua-
litdria (linha mais clara). As distribuigdes sdo representadas
da curva mais clara para a mais escura, a cada intervalo de
tempo At = 0,1, para 0,0 < ¢t < 2,0 e a cada At = 0,5, para
2,0 < t < 5,0. A curva mais escura corresponde a t = 5,0
que coincide com a solugao estaciondria (linha verde tracejada)
obtida diretamente da Eq. (2-15), conforme detalhado no Capi-
tulo 5. No grafico inserido, em escala logaritmica, a linha mais
clara corresponde ao instante inicial ¢ = 0,0 e a mais escura a

t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a solucao estacionaria.

Figura 2.10 Evolugao temporal do indice de Gini (a) e Gini
estacionario em fungao de x (b) para o MVQ com taxagao
linear.

Figura 3.1 Percentual tributado (aliquota) em funcgao da
renda no Brasil. Além da faixa livre de impostos, existem
quatro faixas de taxacao, que a partir das regras estabelecidas
levam a uma aliquota efetiva descrita pela curva preta ponti-
lhada. Para rendas > R$ 20.000,00, a aliquota efetiva tende a

taxa maxima de 27,5%. Dados: Receita Federal do Brasil em 2020.

Figura 3.2 (a) Fungao de arrecadagao g(w) linear por partes,
para diferentes valores do limite de isencao wy indicados na
figura. O caso linear é recuperado quando wy = 0 (curva preta).
(b) Aliquota g(w)/w para os mesmos casos.

Figura 3.3 (a) Fungao de arrecadagao g(w) = w®. (b) Aliquota
g(w)/w = w1 para diferentes valores de «. As linhas pretas
correspondem ao caso linear (o = 1).
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Figura 4.1 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valo-

res de x e wy, da integragao numérica da Eq. (3-1). As distribui-
¢Oes sao representadas da curva mais clara para a mais escura,
a cada intervalo de tempo At = 0,1, para 0,0 <t < 2,0 e a cada
At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura corresponde
a t = 5,0 que coincide com a solugdo estacionaria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1), conforme detalhado
no Capitulo 5. No grafico inserido, temos em escala logaritmica
a linha mais clara para o instante inicial ¢ = 0,0 e a mais escura
para t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a solucao estacionaria
da Eq. (3-1).

Figura 4.2 Distribui¢bes estaciondrias da Eq. (3-1) no caso

g(w) linear por partes para diferentes valores de Y.
Partindo de wy = 0, o limite minimo de tributacao cresce a
cada Awy = 0,1 da curva mais clara para a mais escura, onde
wo ~ 2,5 (a), wo =~ 1,7 (b), wog =~ 1,4 (¢) e wg ~ 1,1 (d).

Figura 4.3 (a) Indice de Gini Estacionario para diferentes x em

fungao de wy. (b) Moda de P(w,t) (simbolos cheios) vs. wg. O
segundo maximo, caso exista, ¢ mostrado em simbolos ocos. As
linhas sao apenas um guia para a visao.

Figura 4.4 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valo-

res de x e a. As distribuigoes sao representadas da curva mais
clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo At = 0,1,
para 0,0 < t < 2,0 e a cada At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0.
A curva mais escura corresponde a t = 5,0 que coincide com a
solugdo estaciondria (linha verde tracejada) obtida diretamente
da Eq. (3-1). No gréfico inserido, temos em escala logaritmica
a linha mais clara para o instante inicial ¢ = 0,0 e a mais es-
cura para t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a distribuicao
estaciondria da Eq. (3-1) obtida diretamente.

Figura 4.5 Distribui¢Ges estacionarias da Eq. (3-1) com ar-

recadagao g(w) = w* para diferentes valores de . Os
valores de o crescem da curva mais clara para a mais escura, a
cada Aa =0,1 para 0,5 <a<09e Aa=1para 1l < a < 10.

Figura 4.6 (a) Indice de Gini Estaciondrio para diferentes y em

fungao de a. (b) Moda de P(w,t) (simbolos cheios) vs. a. O
segundo maximo, quando existe, ¢ mostrado em simbolos ocos.
As linhas sdo apenas um guia para a visao.

Figura 4.7 Esquema II: evolugao temporal para o caso linear

por partes. (a) FDP da riqueza, P(w,t) vs. w, com [ variavel,
para os mesmos tempos usados na Fig. 4.1. (b) Indice de Gini
vs. tempo para os esquemas I (preto) e II (verde-claro), com
pardmetros que verificam as Eqs. (3-13) levando ao mesmo
estado estacionario.
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Figura 4.8 Esquema II: FDP estacionaria para riqueza no
caso de arrasto linear por partes, para x fixo, de acordo
com a legenda, e diferentes valores de wy variando (da linha
mais clara para a mais escura) a cada Awy = 0,1 de 0,0 até 1,0
em (a) e de 0,0 até 0,9 em (b). grafico inserido: mesmos dados
em escala log-log a fim de exibir os extremos.

Figura 4.9 Indice de Gini estacionario para o esquema II em
funcao de wy (a) e o (b). As linhas funcionam como guia para
a visao.

Figura 5.1 (a) Evolugao temporal de 7, a partir da integracao
numérica da Eq. (3-1), para valores de x e wy conforme legenda.
O valor de v para tempos longos coincide com o obtido pela in-
tegracao direta da Eq. (3-1) no estado estacionério. (b) Evolu-
¢ao do indice de Gini G(t). As linhas tracejadas representam
os valores estacionarios. O esfor¢o computacional aumenta con-
forme se aproxima do limite sem arrasto x = 0.

Figura 5.2 Valor estacionario de v em fungdo de wy (a) e «
(b), para diferentes valores de x indicados na legenda. Em (a),
as linhas verticais tracejadas indicam a assintota. Em (b), a
regiao proxima da origem aparece de forma ampliada no grafico
inserido. As linhas cheias servem apenas como guia.

Figura 6.1 Curvas de Lorenz para diferentes valores de x
e wy. A curva tracejada azul corresponde a distribuicao inicial
(G ~ 0.59), enquanto a igualdade total é indicada pela linha
pontilhada preta (G = 0). Todos os casos se referem ao estado
estacionario.

Figura B.1 Evolugao temporal da FDP da riqueza P(w,t) da
Eq. (2-1) para diferentes tipos de distribuigées iniciais
Py(w). Apés t = 0, a evolugdo ocorre da curva mais clara para
a mais escura, a cada At = 3/80 para 3/80 < ¢t < 27/80 ¢ a
cada At = 3/8 para 3/8 <t < 3. Em todos os casos Fy(w) =0
exceto na regiao w, — % <w < w.+ %, onde w,=10e L =10,5
(a), 1 (b), 2 (c), 4 (d), 8 (e) e 15 (f). Nos gréficos inseridos sao
representadas as mesmas curvas em escala log-log.

Figura B.2 Efeito da mudancga do parametro L das FDPs ini-
ciais Fy(w) para o MVQ sem taxagao. As figuras mostram
a evolugao do valor maximo de P(w,t) (a) e da moda (b) para
diferentes valores de L. Assim como nas Figs. B.1 e 2.7, L re-
presenta o tamanho da regiao de uniformidade da distribuicao
inicial Py(w). As PDFs para L = 0,1 e L = 19 constam nas Figs.
2.7a e 2.7b, respectivamente. As Figs. (a) e (b) apresentam os
mesmos instantes de tempo das Figs. B.1 e 2.7, exceto t = 0,
onde ndo had um tnico ponto de maximo.
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Figura B.3 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes va-

lores de y com taxacgao linear, integrando numericamente a
Eq. (2-15) partindo de uma FDP inicial Py(w) aproximadamente
igualitaria. As distribuigoes sao representadas da curva mais
clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo At = 0.1,
para 0,0 < t < 2,0 e a cada At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0.
A curva mais escura corresponde a t = 5,0 que coincide com a
solugdo estaciondria (linha verde tracejada) obtida diretamente
da Eq. (2-15). No gréfico inserido, em escala logaritmica, a linha
mais clara corresponde ao instante inicial £ = 0,0 e a mais escura
at = 5,0. Os circulos ocos referem-se a distribuigao estacionaria
da Eq. (2-15) obtida diretamente.

Figura B.4 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes va-

lores de x e wy, integrando a Eq. (3-1). As distribuicoes sao
representadas da curva mais clara para a mais escura, a cada
intervalo de tempo At = 0,1, para 0,0 < ¢t < 2,0 e a cada
At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura corresponde
a t = 5,0 que coincide com a solugao estaciondria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1). No gréafico inserido,
temos em escala logaritmica a linha mais clara para o instante
inicial £ = 0,0 e a mais escura para t = 5,0. Os circulos ocos
referem-se a distribuicdo estacionaria da Eq. (3-1).

Figura B.5 Distribuigées estacionarias para a Eq. (3-1) no

caso ¢g(w) linear por partes para diferentes valores de
x. Partindo de wy = 0, o limite minimo de tributagdo cresce a
cada Awy = 0,1 da curva mais clara para a mais escura, onde
wo = 3,6 (a), 2,0 (b), 1,8 (¢) e 1,2 (d).

Figura B.6 Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes va-

lores de x e «a, integrando a Eq. (3-1). As distribuigbes sao
representadas da curva mais clara para a mais escura, a cada
intervalo de tempo At = 0,1, para 0,0 < t < 2,0 e a cada
At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura corresponde
a t = 5,0 que coincide com a solugdo estacionaria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1). No gréafico inserido,
temos em escala logaritmica a linha mais clara para o instante
inicial £ = 0,0 e a mais escura para t = 5,0. Os circulos ocos
referem-se a distribuigdo estaciondria da Eq. (3-1) obtida dire-
tamente.

Figura B.7 Distribuicoes estacionarias da Eq 3-1 com g(w) =

w® para diferentes valores de y. Os valores de a crescem
da curva mais clara para a mais escura, a cada Aa = 0,1 para
0,0 <a<09e Aa=1paral <a<10.

Figura B.8 Comparacao entre os esquemas I e II, para valores

dos parametros estacionarios, indicados na legenda, seguindo as
relagoes de correspondéncia na Eq. (3-13).
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Lista de tabelas

Tabela 4.1 Percentual da riqueza total por classe econémica
para o estado estacionario do caso linear por partes, de
acordo com os parametros y e wy.

Tabela 4.2 Percentual da riqueza total por classe econdmica
para o estado estacionario da EFP com taxacao tipo lei
de poténcia, de acordo com os parametros x e a.
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Lista de Abreviaturas

MTA — Modelo de Troca de Ativos

EFP — Equagao de Fokker-Planck

MVQ — Modelo de Venda de Quintal, do inglés Yard-Sale Model

FDP — Funcao Densidade de Probabilidade

PTCE — Progressivo no Tempo e Centrado no Espaco, do inglés Forward Time
Centered Space (FTCS)

NR — Newton-Raphson
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Above all things, good policy is to be wused,
that the treasure and moneys in a state be
not gathered into few hands; for, otherwise,
a state may have a great stock, and yet starve.
And money is like muck, not good except it be
spread.

Francis Bacon, Essays.
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1
Introducao

Segundo Atkinson [1], a riqueza de um individuo pode ser definida como
a soma de todos os ativos reais (iméveis, terras, bens de consumo durdveis
como automéveis, mobiliario, além de joias e obras de arte, mas o semiduraveis
como roupas também poderiam ser incluidos) e financeiros (dinheiro, depésitos
bancario, acoes de empresas, titulos de dividas, cotas de fundos de pensao,
etc.), menos as dividas.

No inicio do século XX, o engenheiro, economista e sociélogo Vilfredo
Pareto [2] estudou dados de renda e de riqueza. Ele observou que a posse de
terras na Italia seguia a proporgao 80/20 (20% da populagao possuindo 80%
das terras), resultado posteriormente conhecido como principio de Pareto. Esta
observacao ¢é consistente com uma distribuicao de riqueza decaindo como uma
lei de poténcia, observada em diversos casos reais para a distribuicao dos mais

ricos [3, 4, 5, 6], como ilustrado na Fig. 1.1 para dados dos Estados Unidos.

10— L e
- (b)
wh W @ ] .
. 1100 \
a o ‘.
§m = a = \.‘
. " 10 W,
10° il L ool L ) ]' I I
. 10° 10"

net worth in US dollars

Figura 1.1: Exemplos de distribui¢cbes de riqueza. Em (a) temos a
distribuicdo P(x) da riqueza normalizada dos 400 mais ricos nos Estados
Unidos no periodo de 1988 a 2003 (Extraido da Ref. [5]). Em (b) observa-
se a riqueza liquida em délares dos mais ricos nos Estados Unidos em outubro
de 2003 (Extraido da Ref. [6]).

Uma das contribui¢cbes desses estudos é quantificar a desigualdade.
Apesar do crescimento econémico e da reducao da pobreza extrema nas tltimas

décadas [7], a desigualdade de riqueza ainda se encontra em niveis elevados
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Figura 1.2: Distribuicdo da riqueza no mundo. Extraido da Ref. [9].

no mundo [8]. Segundo o banco de investimentos Credit Suisse [9], a metade
mais pobre da populagdo soma menos de 1% da riqueza mundial, enquanto
que para os 10% mais ricos esse montante chega a 82% do total, sendo que
somente o percentil mais alto possui 44% dos ativos (veja Fig. 1.2). Além disso,
dentro da parcela mais rica, ha também um nitido aumento de concentragao
da riqueza ao longo do tempo. Como pode ser visto na Fig. 1.3, em 2009
a riqueza combinada dos 380 mais ricos era equivalente ao total da riqueza
dos 50% mais pobres, ja em 2018 temos apenas 26 biliondrios com riqueza
equivalente a metade mais pobre da populaciao. Com efeito, os mecanismos de
enriquecimento podem levar a uma retroalimentacao positiva, com actimulo
continuo de ativos, acentuando a desigualdade de riqueza, como observado na
maioria paises ao longo do tempo [10, 11, 12]. As causas dessa desigualdade,
suas consequéncias, bem como as possiveis solugoes, sao temas de debate em
diversas areas do conhecimento. Portanto, os efeitos de processos regulatérios

capazes de neutralizar ou mitigar essas tendéncias merecem serem estudados.
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Figura 1.3: Quantidade de bilionarios com riqueza equivalente a
metade mais pobre da populacao mundial ao longo do tempo. Fonte:
Oxfam, 2019.

As ferramentas da mecanica estatistica para lidar com processos fora
do equilibrio podem ser tuteis para a compreensao da dinamica da riqueza.
Diferentes abordagens podem ser usadas, como os modelos de agentes ou
teorias probabilisticas.

Os modelos estocasticos baseados em agentes sao conhecidos, neste
contexto como Modelos de Troca de Ativos (MTAs) [13, 14, 15], que foram
inicialmente modelados matematicamente dentro de uma descrigdo de campo
médio [16]. A cada passo de tempo, dois agentes sao escolhidos aleatoriamente,
e da mesma forma, determina-se aquele que “vence” a negociagdo, sendo
consideradas diversas regras para definir a quantidade de ativos transferida
em cada negociagao de pares [17, 18, 19, 20]. A distribui¢ado da riqueza entre
os agentes pode ser observada em determinados instantes de tempo. Estes
modelos tiveram sucesso em mostrar o surgimento endégeno de alguns fatos
estilizados das distribuicoes reais de riqueza, como a concentracao da riqueza
nas maos de poucos e a condensac¢ao de agentes numa camada de pessoas muito
pobres [21, 22|. Um trabalho publicado no ano 2000 intitulado “Statistical
mechanics of money” [23] mostrou, através de um modelo de agentes, fortes
evidéncias de que a distribuicao desigual de riqueza surge naturalmente, a
partir da propria dindmica de negociagoes entre os agentes, mesmo quando
esses sao considerados idénticos. Resultados semelhantes foram obtidos por
meio de abordagens diferentes [21, 24, 25].

Um MTA proposto por Chakraborti em 2002 [26] passou naquele mesmo
ano a ser conhecido como Yard-Sale Model, modelo de venda de quintal (MVQ),
apds a expressao ser usada por Hayes [27]. Os resultados de ambos os trabalhos
revelaram que, no limite de tempo longo, toda a riqueza se concentra em poder

de um tnico agente, tendéncia ja observada no primeiro MTA [16], embora as
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regras de negociacao fossem diferentes. Apesar da tendéncia a concentracao,
observou-se a possibilidade de que o sistema alcancasse um estado estacionario
diferente do de concentracao absoluta, inserindo-se algum tipo de regulagao
externa com redistribui¢do [27].

Para o MVQ, no limite de pequenas transagoes, Bruce Boghosian deri-
vou uma equagao de Fokker-Planck (EFP) para a evolugao temporal da fun-
¢ao de densidade de probabilidade (FDP) da riqueza, P(w,t) [28, 29, 30, 31],
apresentada resumidamente no Apéndice A. Com a inclusdo de um termo de
arrasto na EFP, representando mecanismos redistributivos lineares, a distribui-
¢ao de riqueza pode atingir um estado estacionario, evitando a condensacao.
Além disso, uma variante do modelo original [22] foi capaz de reproduzir da-
dos empiricos com excelente precisao. A EFP tornou mais simples a descri¢ao
matematica tanto do ponto analitico quanto do ponto de vista numérico, pos-
sibilitando investigar com mais clareza aspectos importantes como a forma de
regulacao, assunto aqui tratado.

A contribui¢do do presente trabalho reside em considerar mecanismos
redistributivos nao lineares, que podem ser regressivos, progressivos ou isentar
a populagdo mais pobre. O objetivo é investigar como a inser¢ao da regulacao
nao linear na EFP pode afetar a redistribuicao de riqueza e especialmente como
pode contribuir para reduzir o nivel de desigualdade. Além da néao linearidade,
o modelo aqui apresentado inclui seja a modulagao da arrecadacao em funcao
do tempo, mantendo-se a redistribuigao fixa (Esquema I), seja modulagao da
redistribuigdo mantendo a arrecadagao fixa (Esquema II).

O primeiro foco do Capitulo 2 consiste em discutir os principais conceitos
a serem aqui utilizados, dando maior énfase ao MVQ), pois € nele que se sustenta
o modelo matematico adotado neste trabalho. As curvas de Lorenz e o indice
de Gini, importantes para a analise da desigualdade, também sao introduzidos
nesse capitulo. Também é mostrado o desenvolvimento de testes preliminares,
reproduzindo como controle alguns resultados do modelo de Boghosian [30]
(utilizando diferentes valores dos pardmetros), primeiramente suprimindo a
tributagao, e em um segundo momento, utilizando taxacao linear.

A proposta deste trabalho é introduzida no Capitulo 3. Nele sao des-
critas as funcoes de arrecadacao nao lineares estudadas, bem como as EFPs
resultantes, e o papel dos parametros envolvidos.

No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados principais do trabalho.
Sao analisados os resultados relativos a evolucao temporal da distribuicao de
riqueza em diversos casos. Também é analisado o estado estacionario, assim
como o indice de Gini para todas as formas de redistribuicao nao linear

propostas, comparando-se o impacto das diversas formas de taxacdo sobre
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a distribuicao da riqueza.

As EFPs aqui estudadas possuem algumas peculiaridades, como o carater
integro-diferencial e a dependéncia temporal de alguns coeficientes, caracteris-
ticas que tornam a analise e a integracao numérica um pouco trabalhosas,
requerendo adaptacoes dos métodos usuais. Assim, o Capitulo 5 tem por fina-
lidade descrever os detalhes e aprimoramentos dos métodos utilizados, tanto
no Capitulo 2 quanto no Capitulo 4, sendo estas adaptagoes outra contribuicao
do trabalho.

Por fim, no Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusoes e perspectivas

futuras.
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2
Modelo de trocas

O modelo de trocas conhecido em inglés como yard-sale model, que
significa “modelo de venda de quintal” (MVQ), consiste em uma forma
simplificada de descrever a dinamica de transagoes em um grupo de individuos.
O nome do modelo remete a um tipo de comércio onde pessoas em uma
vizinhanga colocam a venda itens em frente as suas casas. Isto ocorre seja
no quintal ou na garagem, pelo que este tipo de troca é também conhecida
como “venda de garagem”. Ao final do dia é feito um inventario, a partir do
qual quantifica-se a riqueza de cada agente. A soma das riquezas de todos os
individuos permanece a mesma.

H4 uma premissa importante no modelo, quanto a precificacao dos
produtos. Assume-se que os itens possuem um valor tedrico, o qual nenhum
dos agentes conhece exatamente. Desse modo em toda negociacao, devido a um
“erro de avaliagdo” [11, 28], um dos agentes ¢ favorecido aumentando assim
sua riqueza, enquanto o outro tem seu patrimonio reduzido em igual valor
(Fig. 2.1). Na prética isso ocorre, por exemplo, quando o comprador paga um

prego abaixo (ou acima) do valor teérico do item.

Figura 2.1: Ilustragdo do modelo de trocas MVQ. Extraido de [11].

Quanto as regras do modelo, inicialmente, considera-se que todos os
agentes possuem o mesmo valor de riqueza. A partir de entao, a cada rodada,
escolhem-se aleatoriamente dois agentes, cada um com 50% de chances de ser

o vencedor da negociagao. O lucro (ou prejuizo) é definido a partir da chamada
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regra do mais pobre, que limita esse valor a uma fracao ¢ da riqueza do mais

pobre dos dois agentes.

2.1
Simulacoes

A abordagem deste trabalho é baseada no estudo de EFPs para a
distribuicao da riqueza, entretanto, somente para ilustrar a dinamica do
MVQ, foram feitas algumas simulagbes de agentes, conforme o algoritmo
esquematizado na Fig. 2.2.

Inicia-se com uma populagio

de agentes, todos com a
mesma riqueza

Escolhem-se aleatoriamente
dois agentes

Escolhe-se aleatoriamente o

129D ol vencedor da negociagdo

Aplica-se a regra do mais
pobre e atualizam-se as
riquezas dos agentes

Figura 2.2: Algoritmo utilizado nas simulagcoes do MVQ sem taxagao.

Inicialmente, todos os NV agentes recebem a mesma riqueza w = 1 e, apos
um certo numero ¢ de unidades de tempo de Monte Carlo (com N negociagoes
correspondendo a um passo de Monte Carlo), verifica-se em maior ou menor
grau, uma assimetria positiva da distribui¢ao de riqueza, indicando dois efeitos:
(i) condensagdo da populagao na faixa dos mais pobres e (ii) concentracao
da riqueza em poucos agentes (oligarquia). Esses fendmenos se manifestam
e acentuam, conforme ¢ aumenta, como mostrado, a titulo de ilustragdo, na
Fig. 2.3.
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Figura 2.3: Simulacao do MVQ usando a regra do mais pobre com
N = 10* agentes e ¢ = 0,5. Em cada figura temos a distribuicdo de riqueza no
instante inicial t = 0 (azul), bem como a distribui¢do apés ¢ passos de Monte
Carlo (a cada unidade de tempo, ocorrem N negociacoes). Em cada gréfico
inserido, é mostrada uma ampliagdo para o intervalo de riqueza dos mais ricos.

Note que (ver Fig. 2.4) € altera a escala de tempo. Entretanto, diminuir &
apresenta um custo computacional grande, requerendo tempos maiores. Nesse
sentido, a descricao matematica do MVQ através de uma EFP, como veremos
em seguida, pode ser muito ttil frente as simulagoes numéricas, e sera a

metodologia usada neste trabalho.
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Figura 2.4: Simulacao do MVQ usando a regra do mais pobre com
N = 10* agentes para diferentes valores de . Em cada figura temos a
distribuigao de riqueza no instante inicial ¢ = 0 (azul), bem como a distribuigao
no tempo ¢t = 10 passos de Monte Carlo. Em cada gréafico inserido, é mostrada
uma ampliagao para o intervalo de riqueza dos mais ricos.
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2.2
Equacao de Fokker-Planck para o MVQ

Conforme mostrado por Boghosian [28], considerando o limite de peque-
nas transacgoes (¢ < 1), o MVQ pode ser descrito mediante uma equagao
de Fokker-Planck para a fungao densidade de probabilidade (FDP) P(w,t) da
seguinte forma: 9 9

P 190 9

com A e B funcionais definidos como:

A= Alw,t) = /Ooda:P(x,t), (2-2)

w

B = B(w,t) = /Ow dx 2°P(x,t). (2-3)

Dado que P(w,t)dw é a probabilidade de encontrar um agente com

riqueza entre w e w + dw num instante ¢, vale a condi¢ao de normalizacao

/Oo P(w,t)dw = 1. (2-4)
A densidade de agentes pode Ser obtida como N P(w,t), onde N é o total de
agentes que assim como a riqueza total W, sdo grandezas que se conservam no
modelo.

Ja a riqueza média é dada pelo primeiro momento de P(w,t):

W= ‘]/[V/ = /OOO wP(w,t)dw. (2-5)

2.3
Medindo a desigualdade

Conhecendo P(w, t), é possivel determinar valores acumulados de agentes

X(w,t) e de riqueza Y (w,t), dados por

X(w,t) = /0 " P(w, t)dw, (2-6)

Y(w,t) = /Ow wP(w, t)dw. (2-7)

1
w

O gréfico de Y(w,t) vs X(w,t) determina o que é chamado curva

'Uma derivacdo da EFP para o MVQ, extraida de [29], com alguns ajustes, consta no
Apéndice A.
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—

Fracdo acumulada da riqueza, Y
total desigualdade

Fracao acumulada da populacao, X

Figura 2.5: Curva de Lorenz, Y (w) vs X(w), separando as areas a e b,
utilizadas no calculo do indice Gini. A linha diagonal verde indica total
igualdade. Quanto maior a drea em amarelo (a), maior a desigualdade, que
no caso extremo (condensagao dos mais pobres com riqueza préxima de zero
e concentragao da riqueza numa fracdo infima dos mais ricos) é representada
pela curva em vermelho.

de Lorenz (Fig. 2.5), representando a distribui¢do acumulada da riqueza. A
igualdade total corresponde a uma linha reta ligando os pontos (0,0) e (1,1).
O caso de desigualdade total é dado pela linha vermelha, correspondendo a
condensacao dos mais pobres com riqueza proxima de zero e concentragao da
riqueza numa fragdo muito pequena dos mais ricos. Como ilustracao, a Fig. 2.6b

mostra as curvas de Lorenz correspondentes as distribui¢oes da Fig. 2.6a.

—

10 | (2) g | P (b)

—— dist. normal

%

1074

o

1078

P(w,
z

10712 —— Pareto
delta

o

Fragao acumulada da riqueza

dist. normal

107104 5 "
10 10 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

w Fragao acumulada da populagao

Figura 2.6: Exemplos de distribui¢des (a) com suas correspondentes
curvas de Lorenz (b). A curva em azul é uma FDP de Pareto tipica com
indice de Pareto igual a 2 (veja a Ref. [28]). Em verde temos uma distribuigao
normal com média 3 e varidncia 1, enquanto que a curva laranja é uma
distribuicao quase-igualitaria, na qual todos os agentes possuem a mesma
riqueza w = 1.
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Para quantificar a desigualdade através de uma tunica medida, uma
quantidade bastante utilizada é o indice de Gini G. Por meio das curvas de

Lorenz esse indice pode ser obtido a partir da relacao

a
G = =1-2b 2-8
a+b ’ (2-8)

onde a e b sdo as areas indicadas na Fig. 2.5. Usando

b= /0 yax - /O T dwY (w)P(w) (2-9)
— /0 = de(w); /0 " dw'' P(w) (2-10)
= [T awptw) [ dwu' Pw) (2-11)
_ 110 7w P [ dwp(w) (2-12)
_ 110 /0°° dw'w! A(w') P(w') (2-13)

na Eq. (2-8), podemos obter o indice de Gini através da relacao

G=1- j} /0 ~ dwwA(w)P(w). (2-14)
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2.4
Evolucao temporal

A evolugao temporal da FDP da riqueza P(w,t) referente ao MVQ
sem redistribui¢do pode ser obtida integrando numericamente a EFP (2-1),
a partir de uma dada condigao inicial. Sucintamente, foi usado um algoritmo
de diferengas finitas progressivo no tempo e centrado no espago [32]. Entretanto
o procedimento padrao foi adaptado para tratar o problema nao linear mais
geral, sendo esta outra contribuicdo do presente trabalho, e serd apresentado
detalhadamente no Capitulo 5, depois de introduzido o problema geral.

Os resultados da integracao numérica sao apresentados na Fig. 2.7 para
dois dos casos estudados.? Assim como nas simulagoes de agentes (Segdo 2.1),
verifica-se a ocorréncia de condensacao da distribui¢do, onde a maior parte da
populacao possui riqueza muito menor que a minoria mais rica. Uma vez que
nao ha estado estacionario, foi estabelecido um tempo maximo t,,,, = 3 no
calculo de P(w,t).

0l 102

40

Figura 2.7: Evolugao temporal da FDP da riqueza P(w,t) da Eq. (2-
1) para diferentes tipos de distribui¢ées iniciais Py(w). Em (a) todos
os agentes possuem inicialmente a mesma riqueza w = 10, Enquanto que em
(b) a distribuicdo inicial é uniforme. Ap6s ¢t = 0 (linha tracejada vermelha),
a evolucao ¢ representada para tempos crescentes da curva mais clara para a
mais escura, a cada At = 3/80 para 3/80 < t < 27/80 e a cada At = 3/8
para 3/8 < t < 3. Os intervalos de tempo entre as curvas sao os mesmos em
ambos os painéis. Nos graficos inseridos sdo representadas as mesmas curvas
em escala log-log.

2Optou-se por apresentar aqui os casos extremos (total igualdade e ampla regido de
uniformidade), os demais resultados estao detalhados na Fig. B.1.
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Conforme a Fig. 2.8, observa-se crescimento monotonico de G. De fato,
segundo demonstrado por Boghosian [33], no caso da EFP para o modelo MVQ,

vale a seguinte relacao:
dG
—_— >
dt —
De forma complementar, foi obtida a evolugdo temporal do valor maximo
(Fig. B.2a) e da moda (Fig. B.2b) das FDPs P(w,t), a fim de fornecer mais

ferramentas para caracterizar a evolucao temporal da distribuicao de riqueza.

0.

0.61 —+— Io(w) igualitdria
—— Py(w) uniforme
0.41
G
0.21
0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 2.8: Evolucgao temporal do indice de Gini para os casos da
Fig. 2.7. As linhas s@o somente um guia para a visao.
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2.5
Equacao de Fokker-Planck para o MVQ com taxacao linear

Para criar um mecanismo que evite a condensagao de P(w,t) préximo de

w = 0, foi introduzido, na Ref. [28], um termo de arrasto linear na Eq. (2-1),
resultando a EFP

or 1 0?

O = o ([wA+ B] P) — xy ([0~ w]P). (2-15)

ow

Para entender a origem do ultimo termo do lado direito da Eq. (2-15), note
que, na auséncia do termo difusivo, a equacdo dP/d0t = —xO([w — w]P)/ow
é uma equagdo de continuidade para o fluxo x(w — w)P. O pardmetro x
modula a intensidade relativa do processo de arrasto com relacao ao difusivo,
ou equivalentemente, controla a taxa ou frequéncia relativa com que o processo
redistributivo é aplicado. O termo yw ¢ a quantidade redistribuida por unidade
de tempo (igual para todos e lembrando que w = %) J& o termo yw significa
o montante tributado por unidade de tempo, de um agente com riqueza w.
Desse modo y(w — w) representa o saldo (recebido - arrecado) de um agente
com riqueza w por unidade de tempo.

Os resultados obtidos da integragao numérica da Eq. (2-15) sao ilustrados
na Fig. 2.9 . Mostram claramente que a regulacao evita a ocorréncia de conden-
sacao, introduzindo também uma queda abrupta para w grande. Comparando-
se os graficos inseridos, nota-se o efeito do parametro x na cauda, suprimindo
as camadas de pobreza extrema e reduzindo a parcela mais rica. Para valores
maiores de y, observa-se a tendéncia de estreitamento da FDP acompanhada
do deslocamento da moda em direcao a média, diminuindo assim a assimetria
em termos absolutos. Tendo por base o niimero de curvas visiveis nos graficos
principais, pode-se concluir que o tempo para atingir o estado estacionario
diminui com o aumento de . Resultados complementares para outros valores

de x podem ser vistos na Fig. B.3 do Apéndice B.
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Figura 2.9: Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valores de x
no caso de taxagao linear, integrando a Eq. (2-15), desde uma distribuigao
inicial Py(w) aproximadamente igualitaria (linha mais clara). As distribuigoes
sao representadas da curva mais clara para a mais escura, a cada intervalo de
tempo At = 0,1, para 0,0 <t < 2,0 e a cada At = 0,5, para 2,0 <t < 5,0. A
curva mais escura corresponde a t = 5,0 que coincide com a solucao estacionaria
(linha verde tracejada) obtida diretamente da Eq. (2-15), conforme detalhado
no Capitulo 5. No grafico inserido, em escala logaritmica, a linha mais clara
corresponde ao instante inicial ¢t = 0,0 e a mais escura a t = 5,0. Os circulos

ocos referem-se a solugao estacionéria.
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Os resultados do calculo do Gini relativo a evolu¢ao temporal da distri-
bui¢do de riqueza sao mostrados na Fig. 2.10a. Observamos que o indice de
Gini atinge um valor estacionario que depende do parametro y, diminuindo a
medida que aumenta y Fig. 2.10b, mostrando que a regulacdo diminui a desi-
gualdade, como esperado. Quanto maior o valor de y mais rapido se atinge o

estado estacionario.

0.4

0.31

¢ 0.21

0.14

0.0 : : : :
0 1 2 3 4 5

0.61

0.4+

0.21

0.0

1 2 3 4
X

Figura 2.10: Evolugao temporal do indice de Gini (a) e Gini estacio-
nario em fungao de x (b) para o MVQ com taxagao linear.

Resultados complementares mostrando a evolucao temporal para dife-

rentes valores de x sdo apresentados no Apéndice B (Fig. B.3).
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3
Equacao de Fokker-Planck para o MVQ com taxacao nao
linear

Neste capitulo, apresenta-se a contribuicao deste trabalho para a mo-
delagem da dindmica da redistribuigao de riqueza [34]. Analisaremos agora a
seguinte EFP para o MVQ com taxacao:

oP 1 9? 9 0
— =—— A+B|P)——(fP 3-1
ot 200w <{w * } ) 3w(f ) (3-1)

onde o arrasto f(w) é dado por

f(w) = x (Bw —yg(w)), (3-2)

sendo composto pela diferenga entre a quantidade recebida (que é igual para
todos, e proporcional a w) e a parcela arrecadada (que depende da riqueza,
proporcionalmente a g(w)), por unidade de tempo. A fungao de arrecadagao
g(w) define a forma de tributagao, ja os coeficientes f = [(t) e v = (t)
servem para modular (ajustar) no tempo, respectivamente, a redistribuigao
e a arrecadacdo, para conservar a riqueza total. O pardmetro (constante no
tempo) y possui um papel igual ao descrito para o arrasto linear na Eq. (2-
15) e permite ajustar o peso desse arrasto em relagdo ao termo difusivo e
eventualmente eliminar a taxacao.

Note-se que a aliquota é dada por g(w)/w, tal que a parcela arrecadada
de um individuo com riqueza w é g(w)/w x w = g(w). Por exemplo, no Brasil
nao ha imposto direto sobre a riqueza, porém consideremos o imposto de
renda. Nesse caso, a taxa de arrecadagao (ou percentual tributado) mostrada
na Fig. 3.1, define, a menos de um fator constante, g(w)/w.

No caso em que a arrecadagdo é proporcional a riqueza (caso linear
g(w) = w) a taxa é constante, independente da riqueza. Entretanto, se a ali-
quota g(w)/w é uma funcao crescente (decrescente) de w, entao a arrecadagao

¢ progressiva (regressiva).
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301

27.5

22.5

201

101 -

Aliquota no Brasil (%)

0 5 10 15 20
Renda (x10% R$)

Figura 3.1: Percentual tributado (aliquota) em fungao da renda no
Brasil. Além da faixa livre de impostos, existem quatro faixas de taxacao,
que a partir das regras estabelecidas levam a uma aliquota efetiva descrita
pela curva preta pontilhada. Para rendas > R$ 20.000,00, a aliquota efetiva
tende & taxa maxima de 27,5%. Dados: Receita Federal do Brasil em 2020.

Foram estudadas duas familias de fungoes de arrecadagao g(w) nao

lineares (ou seja, ndo proporcionais), que serao descritas a seguir.

3.1
Linear por partes

No primeiro caso,
g(w) = (w — wp)O(w — wp), (3-3)
onde O(z) é a fungao degrau de Heaviside,

1 sex>0,
O(z) = (3-4)
0 caso contrario.

Esta funcao é ilustrada na Fig. 3.2a, para trés valores diferentes de wy,
que representa o limite de isengao (ou limiar de tributac¢do). Na Fig. 3.2b, é
mostrada a taxa g(w)/w. Nota-se que, no caso linear, a taxa é uma constante
independente da riqueza. Ja para wy > 0, a taxa é uma funcao crescente com
a riqueza (progressiva) acima do limiar de tributac¢do, como pode ser visto na
Fig. 3.2b.

Desse modo, a tributagao incide apenas sobre os agentes que possuem
riqueza w > wy, sendo que o montante arrecadado é igualmente dividido entre
os agentes. Esse esquema é uma simplificacdo do aplicado no Brasil para a
renda (veja Fig. 3.1), em que hd um limite de isen¢do a partir do qual a

aliquota é uma fungao crescente (progressivo).
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g(w)/w

— 10y = ()

—wy = 0.2

wy = 1.0

0 2 4 6 8 10

Figura 3.2: (a) Funcdo de arrecadagao g(w) linear por partes, para
diferentes valores do limite de isencao wy indicados na figura. O caso linear
¢ recuperado quando wy = 0 (curva preta). (b) Aliquota g(w)/w para os
mMesmos casos.

3.2
Lei de poténcia

O segundo tipo de funcao de arrecadacao nao linear tratado é a lei de
poténcia

g(w) = w*, (3-5)

onde o > 0 (como ilustrado na Fig. 3.3a).

Observe na Fig. 3.3b, que mostra a aliquota g(w)/w, como o regime de
tributagao pode ser progressivo, quando a > 1 (aliquota crescente com w),
ou regressivo, para 0 < a < 1 (aliquota decrescente com w). O caso linear

(aliquota constante) ocorre para o = 1.

a=05

a=1 (a) (b)
a=15

a2 0.3

a=3

Figura 3.3: (a) Fungao de arrecadagao g(w) = w®. (b) Aliquota g(w)/w =
w®~! para diferentes valores de . As linhas pretas correspondem ao caso linear
(a=1).
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3.3
Modulacao temporal

Diferentemente do caso linear, os coeficientes 5 e 7 definidos na Eq. (3-
2) possuem um papel fundamental na dindmica da riqueza, proporcionando
ajustes (modulagao) durante a evolugao da FDP, seja na redistribuigdo ou na
arrecadagao, respectivamente.

Considerando que tanto o nimero de agentes quanto a riqueza total se
conservam (consequentemente o mesmo vale para w), deve ser nulo o fluxo

médio, ou seja,

/O  F(w) P(w)dw = 0. (3-6)

O estudo do arrasto nao linear foi separado nos dois esquemas a seguir.

3.3.1
Esquema | (arrecadacdo modulada)

Neste caso, temos

fi(w,t) = x (w —~y({t)g(w)), (3-7)

onde apenas a arrecadagdo é modulada, tendo considerado 5 = 1 na Eq. (3-2).
Assim, a EFP Eq. (3-1) explicitamente é

or 10"

ot 2ow?

([02A+B] P) ~ X (0~ 1(0g(w)) P, (39)

complementada com a condigao de conservagao da riqueza dada pela Eq. (3-6),

que neste caso tem a forma

I) [ gw)Plw, tydw = . (3-9)

Note que (t) é obtida (ge forma auto-consistente junto com a evolugao

da EFP, sendo seu valor inicial determinado a partir da FDP inicial através
da Eq. (3-9).

3.3.2
Esquema Il (redistribuicdo modulada)
Neste caso, o arrasto é

fri(w,t) = x (B(t)w — g(w)), (3-10)
tendo considerado v = 1 na Eq. (3-2). Assim, a EFP Eq. (3-1) torna-se

O L2 (w4 B] P) —x 2 (B ) P). (311
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com a condigdo dada pela Eq. (3-6).
Bty = [ g(w)Plw,t)dw, (3-12)
0

que novamente fornece §(t) de forma auto-consistente com a evolugao de da
PDF.

3.3.3
Estado estacionario

Junto com a relaxacdo da FDP para o estado estacionéario, concomitan-
temente, as fungoes () no esquema I e 5(t) no esquema II também atingem
valores estacionarios. Uma mesma distribuicdo estacionaria pode ser alcan-
cada através dos dois esquemas, com coeficientes estacionarios relacionados da

forma

B = 1/,
X=Xl (3-13)

Entretanto a evolucao temporal de uma dada condigao inicial é diferente
quando a EFP é modulada por cada esquema I ou II, devido a que a
equacao integro-diferencial possui coeficientes dependentes do tempo, y(t) e
B(t), associados a diferentes termos (compare as Eqgs. 3-8 ¢ 3-11).

No caso da arrecadacao linear, nao é necessario um ajuste dos coeficientes
para conservar a riqueza, dado que a condigao 3-6, se reduz a (t) = y(t) =1

para todo t, porque

= [T wP(wtdw. (3-14)

Nesse caso ambos esquemas (zzoincidem.

Para observar o comportamento da evolugao temporal de P(w,t), foi
realizada a integracdo numérica da Eq. (3-1). A distribuigdo estacionaria
foi obtida de forma direta e posteriormente comparada com a solugao da
evolucao temporal para tempos suficientemente grandes, mostrando excelente

concordancia. Os métodos utilizados serao descritos no Capitulo 5.
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4
Resultados para a EFP com taxacao nao linear

4.1
Taxacao linear por partes

A evolugao temporal da Eq. (3-1) no esquema I, com taxagao linear por
partes, pode ser vista na Fig. 4.1 para diferentes valores de y e wy. A FDP
inicial possui G = 0,59 e foi construida a partir da evolugao da Eq. (2-1) até o
instante ¢t = 2,5.

Percebe-se a influéncia do pardmetro y no estreitamento das curvas, a
exemplo do que foi observado no caso linear, que é retomado quando fazemos
wo = 0. Assim como esperado, além de nao haver condensacdo em w = 0,
héa diminuicao significativa da pobreza. A Tab. 4.1 mostra que a riqueza dos
mais pobres mais do que dobra quando comparamos os casos das Figs 4.1a e
4.1f, atingindo 7,3% do total para o 1° decil e 15,8% até o 2° decil. Para os
mais ricos o fluxo é oposto, reduzindo a riqueza do ultimo decil de 21,6% para
9,8% do total. Considerando os 20% mais ricos observamos queda proporcional

semelhante.

parametros mais pobres classe média mais ricos

X wy | 10% 20% 20% 20% 10%
0,5 0,5 2.9 7.3 17,4 37,6 21,6
0,5 1,0 3,0 7.8 19,4 33,4 182
1,0 0,5 4,2 9,9 18,8 32,3 17,8
1,0 1,0 46 11,2 20,0 275 14,1
4,0 0,5 6,4 13,7 19,0 254 135
4,0 1,0 73 158 19,6 20,8 9.8

Tabela 4.1: Percentual da riqueza total por classe econ6mica para
o estado estacionario do caso linear por partes, de acordo com os
parametros x e wy.

As diferengas em relacdo ao caso linear comecam a ficar mais claras
com o aumento do pardmetro wy. Para y = 0,5 (Figs. 4.1a e 4.1b) nota-se
a formagao de uma regido de platd (Fig. 4.1b), onde a distribuicao da riqueza
é aproximadamente uniforme. As Figs. 4.1c e 4.1e possuem assimetria positiva,
enquanto que nas Figs. 4.1d e 4.1f a assimetria é negativa. Observando-se a

cauda nos graficos inseridos, nota-se uma queda no nimero de ricos cada vez
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mais abrupta a medida que se aumenta o limite inferior de tributacao wy.
Resultados complementares para outros valores de x e wy podem ser observados
na Fig. B.4.

1.6 1.6
(a) x =05 wy=0.5 (b) x =05 wy=1.0
1.2 100 1.2 100
= i
£ 084 107! 0.8
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Figura 4.1: Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valores de x
e wy, da integracao numérica da Eq. (3-1). As distribuigdes sdo representadas
da curva mais clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo At = 0,1,
para 0,0 <t < 2,0 e a cada At = 0,5, para 2,0 <t < 5,0. A curva mais escura
corresponde a t = 5,0 que coincide com a solucdo estaciondria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1), conforme detalhado no Capitulo 5.
No grafico inserido, temos em escala logaritmica a linha mais clara para o
instante inicial £ = 0,0 e a mais escura para t = 5,0. Os circulos ocos referem-
se a solucao estacionaria da Eq. (3-1).
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Figura 4.2: Distribuicoes estacionarias da Eq. (3-1) no caso g(w) linear
por partes para diferentes valores de y. Partindo de wy = 0, o limite
minimo de tributaciao cresce a cada Awy = 0,1 da curva mais clara para a
mais escura, onde wy ~ 2,5 (a), wo &~ 1,7 (b), wo = 1,4 (¢) e wo ~ 1,1 (d).

A Fig. 4.2 apresenta as curvas estaciondrias para y fixo e diversos
valores de wy. Outros casos semelhantes analisados podem ser encontrados
na Fig. B.5. O aumento na taxa y produz estreitamento da FDP em torno
da média, particularmente, o limite minimo de riqueza ¢ deslocado de modo a
eliminar faixas mais amplas de pobreza. Tal comportamento também pode ser
observado no caso linear e nao é afetado de modo perceptivel por wq [30].
O limite minimo de taxacdo wy tem maior efeito nas faixas de riqueza
intermediarias e altas. A FDP pode tornar-se bimodal (e.g., Fig. 4.2b),
indicando classes com nivel de riqueza definido. A inversdo do sinal da
assimetria ocorre para 0,2 < xy < 0,5 e é mantida para valores maiores de
x (Figs. 4.2b-d). Além disso, em geral, um aumento no limite de tributagao
wo tende a criar um nitido limiar acima do qual P(w,t) — 0. Essa tendéncia
ocorre devido ao fluxo da riqueza ocorrer no sentido da populagdo com menor
nivel de ativos, diminuindo a populacao mais rica da cauda.

O valor G do indice de Gini para as FDPs para tempos longos e diferentes
valores de x pode ser observado na Fig. 4.3a. O Gini diminui quando wy
aumenta, como se esperaria, porém, um valor finito minimo é atingido no
valor limite de wy. Quanto maior for y, maior a sensibilidade de G ao valor
de wy. A fim de possibilitar uma visao global, considerou-se o espectro total

de valores, apesar de alguns intervalos possivelmente nao serem realistas. Por
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Figura 4.3: (a) Indice de Gini Estaciondrio para diferentes y em funcéo
de wy. (b) Moda de P(w,t) (simbolos cheios) vs. wg. O segundo méximo,
caso exista, € mostrado em simbolos ocos. As linhas sdo apenas um guia para
a visao.

exemplo, no valor limite de wy, o salto A~, diverge, a fim de preservar a média
w fixa, e a FDP torna-se truncada como se pode observar na Fig. 4.2 (este
resultado sera justificado no Capitulo 5).

A Fig. 4.3b apresenta a moda, Wy, (simbolos cheios), assim como o
segundo maximo (simbolos ocos), quando existem. Para valores menores de
X, a moda é fracamente afetada por wy, mantendo-se abaixo de w (e.g., caso
x = 0,2), produzindo distribui¢oes com assimetria positiva. Quando x é maior,
a moda é deslocada no sentido da linha w,,., = wy, podendo exceder o valor da
média w, que nos exemplos aqui descritos é unitaria. Em determinados casos,
para valores maiores de y, desenvolve-se um segundo pico, que pode se tornar

a moda conforme wy aumenta (e.g., para xy = 0,5 nas Fig. 4.2b e 4.3b).

4.2
Taxacao por lei de poténcia

O comportamento da FDP com arrasto por lei de poténcia, ao longo do

tempo, consta na Fig. 4.4, com casos complementares na Fig. B.6. Utilizou-se
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Figura 4.4: Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valores de
x e «. As distribuigoes sao representadas da curva mais clara para a mais
escura, a cada intervalo de tempo At = 0,1, para 0,0 < t < 2,0 e a cada
At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura corresponde a t = 5,0 que
coincide com a solugdo estaciondria (linha verde tracejada) obtida diretamente
da Eq. (3-1). No grafico inserido, temos em escala logaritmica a linha mais
clara para o instante inicial £ = 0,0 e a mais escura para t = 5,0. Os circulos
ocos referem-se a distribuicao estacionaria da Eq. (3-1) obtida diretamente.

aqui a mesma distribuicao inicial do caso linear por partes, além dos mesmos
instantes de tempo. De forma geral, o padrao obtido é muito semelhante ao do
caso linear por partes, o que se pode verificar, por exemplo, comparando-se as
evolugdes para a = 2,0 com aquelas para wyg = 0,5 (Fig. 4.1). Apesar de pouco
perceptivel nesses casos, as curvas do caso lei de poténcia sdo mais suaves. Essa
caracteristica fica mais evidente comparando-se casos com valores maiores de
wo e « (coluna da direita das Fig. 4.1 e 4.4). Assim como no caso linear por
partes, podem ocorrer distribuigdes bimodais, e de assimetria negativa (Fig
4.4f). Um aumento do pardmetro y reduz a cauda, mais acentuadamente no
lado de maior riqueza, concentrando a FDP em torno de w.

Nas Fig. 4.5, complementada pela Fig. B.7, podemos observar o compor-
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tamento estacionario das FDP com taxacio do por lei de poténcia. E possivel
verificar diversas semelhancas com os casos de mesmo y na Fig. 4.2. Estreita-
mento em torno da média, regioes de platd, ocorréncia de dois picos e ocorrén-
cia de um limiar a acima do qual Ps(w) — 0, além de inversao da assimetria,
sao efeitos que também podem ocorrer quando « > 1, com a diferenca de se

apresentarem em curvas mais suaves em comparacao com os casos da Fig. 4.2.

1.8 (a) x = 0.2 1.2 (b) x =0.5
10° A 100
12 0.8
3 1074 1074
Ef \
0.6 10 101 100 0.4 \\ 0 101 100
0.0 - " y ; 0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
1.2 : (d) x =4.0
10° 109
7
= 0.8 \ 10- 2 10-
&
1054 ‘ 10-5 1
0.4 10~! 10° 1 10~! 10°
0.0 . " " ; 0 ;
0 1 2 3 4 5 0 3 4 5
u u

Figura 4.5: Distribuigoes estacionarias da Eq. (3-1) com arrecadagao
g(w) = w* para diferentes valores de y. Os valores de « crescem da curva
mais clara para a mais escura, a cada Aa = 0,1 para 0,5 < a <0,9e Aa=1
para 1 < a < 10.

parametros mais pobres classe média mais ricos

X a  [10% 20% 20% 20% 10%
0,5 2,0 2.8 7.1 17,8 37,6 21,2
0,5 4,0 3,0 7.8 19,1 33,9 183
1,0 2,0 4,0 9,6 19,0 325 17,8
1,0 4.0 45 10,7 19,9 294 15,5
2,0 2,0 6,4 13,9 19,7 26,0 13,7
2,0 4,0 7.0 15,2 19,9 244 124

Tabela 4.2: Percentual da riqueza total por classe econ6mica para
o estado estacionario da EFP com taxacao tipo lei de poténcia, de
acordo com os pardmetros x e a.

De fato, as Tabs. 4.1 e 4.2 mostram variacoes proporcionais parecidas em
todas as classes comparando-se casos com mesmo valor de y, porém o caso lei

de poténcia apresenta uma reducdo de riqueza mais branda entre os 10% mais
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ricos, para valores maiores de x. Na Tab. 4.2 quando x = 1, o aumento de
a leva a uma queda de 13% na riqueza dos mais ricos, porém quando y = 4
essa queda passa a ser de 9,5%. Olhando para os dados do caso linear por
partes (Tab. 4.1) para x = 1, percebemos uma queda de 20,8% no montante
dos mais ricos com o aumento de wy, ao passo que para Y = 4 a queda ¢
proporcionalmente maior, alcancando 27,4%.

Os valores estacionarios de Gini vs a para valores de y fixos sao

apresentados na Fig. 4.6.

—— =0.20 —¥— x=0.52
—— x =040 x = 0.60
—4— x =0.50 —— x =4.00

0.61

0.41 o o o N
(5: ru >
0.21
0.0 :
0 ) 10 15 20
Q

’u}TH(l.’If

Figura 4.6: (a) Indice de Gini Estacionario para diferentes y em funcao de
a. (b) Moda de P(w,t) (simbolos cheios) vs. a. O segundo maximo, quando
existe, € mostrado em simbolos ocos. As linhas sdo apenas um guia para a
visao.

Comparando essas curvas com os seus similares da Fig. 4.3 é possivel
notar a relagdo o ~ 4wy 2 1. Enquanto a taxagdo progressiva (com a > 1)
mais se assemelha ao caso linear por partes wy, as principais diferengas ocorrem
para a < 1, devido ao seu carater regressivo.

No limite @ — 0 dos casos regressivos, respeitando a imposicao de

conservagao da riqueza, a partir da Eq. (3-1), temos

" wPtw, tdw =~ [~ Plw,dw, w1
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o que resulta em uma constante v = w. Logo

flw) = x(@ ) =0 2L [fP] =0, (42
levando o termo de arrasto da EFP a zero quando ae — 0. Consequentemente,
retorna-se ao caso sem taxagao, onde a curva apresenta condensacao e cauda
alongada. Ainda assim, o esquema impositivo para a < 0 produz valores
relativamente baixos do indice de Gini para x suficientemente grande. De fato,
(G, cai rapidamente com « no caso regressivo. A respeito do que é mostrado na
Fig. 4.6, a moda ultrapassa a média w e um segundo maximo pode aparecer

somente para o muito alto.

4.3
Esquema Il - redistribuicao modulada

Até aqui, estudou-se o comportamento da distribuicdo de riqueza no
esquema I, onde a constancia do montante distribuido decorre de fixar § =1,
enquanto o coeficiente v varia em funcao do tempo de modo a respeitar a
condicao de conservacao da riqueza média. Passa-se agora a analisar o esquema
IT, onde v = 1 e B é ajustado. Quando o arrasto no estado estacionario coincide
nos dois esquemas, ou seja fr(w) = frr(w), entdo as respectivas solugoes para
P(w) também coincidem, o que ocorre para valores assintéticos das fungoes de
modulagao relacionados mediante a Eq. (3-13).

A fim de observar a validade das relagoes acima, seguiu-se a evolucao
do esquema II, usando parametros que permitem sua correspondéncia com
o esquema I. Enquanto os estados estaciondrios coincidem (veja Fig. B.8)
as evolugoes temporais diferem. Essa diferenca também pode ser observada
através do indice de Gini em funcao do tempo, na Fig. 4.7b. O estado
estacionario é atingido mais rapidamente no caso II.

Em contraste com o caso I, onde um aumento no limite wy reduz a
desigualdade medida por G, no caso II, surge uma dependéncia oposta em
wy, para os valores x estudados, como mostra a Fig. 4.9a. Para valores baixos
de wq, pode ser observado que o valor estacionario do Gini é quase insensivel
a variacdo de wy, entretanto acima de certo valor do limiar, o indice de
Gini aumenta sensivelmente com wy. Quando é ampliada a faixa de isencao
(aumentando-se wy) a arrecadacao total é menor. Note-se que, no caso II,
o prefator v do termo de arrecadagdo contendo g(w) no arrasto da EFP
nao depende explicitamente do tempo (y = 1), desse modo a arrecadagao
decresce no tempo, a medida que a regulacao trunca cada vez mais a cauda da
distribuigao. Concomitantemente, a devolugao, modulada por §(t) que resulta

ser uma funcao decrescente do tempo, também decresce. Diferentemente, no
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2.01
(a) X =25784 wy=10 ~r=1.0
1.51
210
A 3
0.5
0.0+4 T
0 3 4
w
—a— =05 wy=10 g=1.0
0.61 (b) Y =25784 wy=10 v=10

0.21

0.0

Figura 4.7: Esquema II: evolucao temporal para o caso linear por
partes. (a) FDP da riqueza, P(w,t) vs. w, com [3 varidvel, para os mesmos
tempos usados na Fig. 4.1. (b) Indice de Gini vs. tempo para os esquemas I
(preto) e II (verde-claro), com parametros que verificam as Eqs. (3-13) levando
ao mesmo estado estacionério.

caso I, o fator v(t), que cresce com o tempo, garante a diminuigdo de G. Assim
sendo, seria melhor remover o limite wy no esquema II para produzir menor

desigualdade.
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As FDPs estacionarias, para diferentes valores de wg valores correspon-

dentes constam na Fig. 4.8.

1.01

(a) x =1.0

) 1 2 3 1
w
Figura 4.8: Esquema II: FDP estacionaria para riqueza no caso de
arrasto linear por partes, para y fixo, de acordo com a legenda, e diferentes
valores de wy variando (da linha mais clara para a mais escura) a cada
Awy = 0,1 de 0,0 até 1,0 em (a) e de 0,0 até 0,9 em (b). grafico inserido:
mesmos dados em escala log-log a fim de exibir os extremos.
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Para a taxagdo por lei de poténcia, o indice de Gini diminui com « (Fig.

4.9b), também no esquema II.

051 (a)
04/
. 0.3
G

0.21
—— =05
| —— X =
0'1 —h— X =
—4— x=10
0.0 : : : :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Wo
0.3
(b) —— =10
0.21
<
0.14
0.0 .
2 4 6 8 10 12
(07

Figura 4.9: Indice de Gini estacionario para o esquema II em funcéo
de wy (a) e a (b). As linhas funcionam como guia para a visao.

Obviamente, nos limites wy — 0 ou a@ — 1, retorna-se ao caso linear,

onde os dois esquemas coincidem.
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Sobre as estratégias de integracao numérica da EFP

5.1
Evolucao temporal

A fim de obter a evolucao temporal da funcao densidade de probabilidade
P(w,t), foi feita a integracdo numérica da EFP (3-1) usando o método
das diferencas finitas conhecido como Progressivo no Tempo e Centrado no
Espago (PTCE) (Forward-Time Centered-Space (FTCS) em inglés) [32], muito
utilizado em problemas de difusao. Foi utilizado um algoritmo de primeira
ordem. Tratando-se de uma equacao integro-diferencial, as integrais foram
estimadas usando a regra dos trapézios. Algumas adaptagoes do procedimento
padrao foram feitas para este tipo particular de equagao.

Para uma func¢do genérica u(z,t), primeiramente definimos os pontos
0<z;<Le0<t, <M onde a funcao u(z,t) serd avaliada, respeitando as
seguintes relagoes:

Tir1 — Ty = Azr = ) (5—1)

= 8=l

bogt —ty = At = —, (5-2)
onde N ¢ o total de pontos para a varidvel = no intervalo [0, L] e M o nimero
de pontos para t no intervalo [0,7]. A partir do método de Euler explicito,

aproximamos a derivada temporal, bem como as espaciais conforme as relagoes

n+1 o n
ou U U

5 = R TO), (5-3)
ZZ _ W + O(Az), (5-4)
R PR
com
u(z;, ty) = uy. (5-6)

Dessa forma, é possivel discretizar a EFP para a obtencao da solugao aproxi-
mada numericamente.

Nos testes preliminares constantes do (Capitulo 2), a integragdo numérica
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foi feita na varidvel w, enquanto que nos casos nao lineares (Capitulo 4) optou-
se por uma mudanca de variaveis, a fim de diminuir o esfor¢o computacional.

A partir da EFP descrita no Capitulo 3, podemos escrever todos os
casos estudados com um ajuste apropriado dos parametros. Numa forma mais

compacta, a Eq. (3-1) pode ser escrita como:

oP 9D 9C

9wt ow (5-7)
onde C' e D sao:
D = D(w,t) = ;<w2A+B)P. (5-9)

com A, B e f(w,t) definidos conforme as Egs. (2-2), (2-3) e (3-2), respectiva-

mente. A Eq. (5-7) discretizada tem a seguinte forma:

Pin+1 = _Pin + 79 (D?-Fl — QDZL + D?_l) -—nN (C’Ln—i-l - ’Ln—l) ) (5_10)
onde
At
= — 5-11
& 2Aw’ ( )
At

Em todos os casos, as integrais acima foram estimadas numericamente
usando o método do trapézio [32].

As expressoes para os estudos preliminares mostrados no Capitulo 2
foram obtidas escolhendo apropriadamente f(w,t) na Eq. (5-8), para entao
usar o resultado na Eq. (5-10). No caso sem taxacao f(w,t) = 0, enquanto que
no caso linear f(w) = x(w — w).

Para os casos ndo lineares (Capitulo 4), foi feita inicialmente a seguinte
mudanca de variaveis:

w=—In(l—y). (5-13)
A qual leva univocamente o dominio do intervalo [0, +00) para o intervalo
[0,1) [30]. Dessa forma, as Equagoes (2-2), (2-3), (2-5) e (3-2) tornam-se,
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respectivamente:
Aly,t) = /yoowczx, (5-14)
B(y,t) — /Oylnl(l__xw)P(w(x),t)dx, (5-15)
R = (5-16)
ft) = x(BOD = 1O9ww)). (517

Lembre que, y(t) (ou B(t), dependendo do esquema utilizado) deve
ser obtido usando a colorteal Eq. (3-9) (ou a Eq. (3-12)), para garantir a
conservacao da riqueza total. Esta etapa nao existe no caso linear, em que o
arrasto médio é nulo por definicao.

Além disso, considerando a condicao de normalizacao e sem perda de

generalidade, a Eq. (2-4) torna-se:

/01 Wdy ~1. (5-18)

Para uma funcio f = f (w(y)), pela regra da cadeia temos

of aygf_1af_1 of

=L - 22 2 (]~ -1
Ow ow Oy g—‘; dy (1=y) y (5-19)
*f o |of| 0 of
2w - 2w [&d] =(1-y) oy [(1 - y)@ (5-20)
_ of &f
= (1-vy) [ o + (1 y)ay?} ' (5-21)
A partir dessas relagoes, podemos reescrever a Eq. (3-1) como:
) oC 0?’D 0D
- —a-p{o-n52-2h ew
com C e D da seguinte forma:
D = D(y.1) ; (m2(1—y) A+ B) P. (5-24)

Com base nas Egs. (5-3), (5-4) e (5-5), discretizamos a Eq. (5-22):

P = PP =11 = ) (B — i) +m(1 = ) (D — 2D} + DI,), (5-25)
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onde

E = E(yt)=C+D, (5-26)
At

L= oAy (5-27)
At

No caso linear por partes, a evolucao temporal de v no esquema I consta
na Fig. 5.1a, enquanto que a Fig. 5.1b representa a evolu¢ao do indice de Gini.
Na hipdtese de nao existir regulacdo (x = 0), ocorreria uma condensacao,
levando a uma dramética desigualdade, onde G cresceria monotonicamente.
Por outro lado, para x > 0, o indice de Gini se estabiliza. Dependendo da
condicdo inicial, essa estabilidade pode ocorrer apés um crescimento de G

(por exemplo, para x = 0,05), ou até mesmo ap6s um grande decréscimo,

81 00 pwEaEEEEE - - - -
(ﬂ‘) x=005 wy=05 —e— x=05 wy=1.0
X=01 wy=05 —— x=10 wy=0.5
64 x=02 wy=05 —m— x=10 wy=10
» x=05 wy=0.5
—————————— @-———--@-—-———@-——— =
v

2 AR HHHHHHHHH SN == = = = W======i No======i ¥o======

0

0 1 2 3 4

(b)

0.6 4

0.41

0.24

H X0 u

0.0
(

Figura 5.1: (a) Evolugdo temporal de 7, a partir da integracdo numérica
da Eq. (3-1), para valores de x e wy conforme legenda. O valor de v para
tempos longos coincide com o obtido pela integracao direta da Eq. (3-1) no
estado estaciondrio. (b) Evolu¢do do indice de Gini G(¢). As linhas trace-
jadas representam os valores estacionérios. O esfor¢co computacional aumenta
conforme se aproxima do limite sem arrasto y = 0.
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quando P(w,t) se apresenta mais préxima de uma distribuigdo igualitdria de
riqueza para y grande o suficiente. Enquanto o decréscimo inicial depende
mais fortemente de x, ao se aproximar do estado estacionério fica cada vez

mais evidente a influéncia de wy.

5.2
Estado estacionario

No caso da taxacao linear descrita na Secdao 2.5, temos [ = v = 1,
independentemente do valor que xy > 0 ou o tempo possam assumir, logo o
valor estaciondrio é v; = 1 (ou s = 1). Nos demais casos, obteve-se o valor
estaciondrio 7, por meio da integragdo da forma estaciondria da Eq. (3-1), a
qual sob a condicdo de nao haver fluxo apresenta-se da forma
;;/ P =0, (5-29)
onde p = pu(w) = (w?*A+ B)P(w) e o simbolo “/” indica a derivada em relagao
a w.

A fim de resolver a Eq. (5-29), generalizou-se o método numérico descrito
na Ref. [30]. Esse método consiste em separar a Eq. (5-29) nas equagoes

diferenciais acopladas

A = —P=—p/(w?A+ B), (5-30)
B = w?P =w’n/(w*A+ B), (5-31)
W = =2fP=2fu/(w*A+ B), (5-32)

com as condigbes iniciais A(0) = 1, B(0) = u(0) = 0, em conjunto com a
condigao de normalizagdo Ay = lim, o A(w) = 0. Essa integragao apresenta
uma dificuldade adicional, devido ao comportamento singular de P(w) préximo

da origem, o qual pode ser descrito como [28]:

P(w) ~ ;exp (2 / e (f)d:c> , (5-33)

T

onde C' é uma constante. Usa-se P(dw), A = 1 e B = 0, integrando-se o
conjunto de equagoes diferenciais (5-30), (5-31) e (5-32), no intervalo [dw, 1),
onde dw < 1. Ainda assim, essa condi¢ao inicial depende de C, que deve ser
determinado a partir da condigdo de normalizagao Ag = lim,, o, A(w) = 0. A
partir do gréafico de Ag(C') vs. C', usando o método de Newton-Raphson (NR)
dentro de um lago iterativo, C' pode ser determinado, resolvendo-se A(C') = 0,
que possui uma Unica raiz. Esse é, essencialmente, o procedimento descrito
anteriormente para o caso linear [30].

No caso nao linear, ainda é necessario determinar o valor de 7, (esquema
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I) ou fs (esquema IT) que define f(w), com a condigao de conservar a riqueza
média w. Entao, um segundo lago NR deve ser realizado (além do usado no
caso linear) para encontrar o valor correto de 5 ou s para cada valor de C' que
entra no primeiro laco. Na integragao numérica, utilizou-se a mesma mudancga
de varidveis descrita pela Eq. (5-13). As solugoes estacionarias P;(w) obtidas
usando o procedimento aqui descrito coincidem com as solugoes para instantes
de tempo muito longos obtidas pela integracao numérica da EFP dependente
do tempo, como ilustram os gréafico inseridos das Figs. 4.1 e 4.4.

Na Fig. 5.2, é possivel observar o valor estacionario v, para diversos
valores de x com =1 (esquema I), em funcdo de wy (a) e a (b).

Em (a), a partir de wy = 0 (caso linear) temos 75 = 1, aumentando até
divergir quando wy atinge um valor critico wy., indicado pelas linhas verticais
tracejadas, de acordo com a escala v, ~ (wo. —wp) 2. Essa divergéncia implica

o truncamento de P(w,t) no valor critico wy., como mostra a Fig. 4.2.

103 [ | 4 i
—— x =02 en o/ |
i Wi
—=— =10 R !
102 — x=20 fiF !
—— x=10 o/ !
Vs vy !
1 "¢ i
1/ 1I :
1 !
10 A |
100 HEH H - ]
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
Wo
100.
107!
Vs
10—2.
1073

Figura 5.2: Valor estacionario de ~ em funcdo de wy (a) e a (b), para
diferentes valores de y indicados na legenda. Em (a), as linhas verticais
tracejadas indicam a assintota. Em (b), a regido proxima da origem aparece
de forma ampliada no grafico inserido. As linhas cheias servem apenas como
guia.
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Em (b), para o caso g(w) = w?®, o coeficiente v estacionario atua de forma
diferente. Inicialmente a curva aumenta desde v, = 1 até um valor maximo,
para entao cair exponencialmente até zero. Quando a = 1 (caso linear), entao
Vs = L.

No caso @ = 0, a partir da Eq. (4-2), temos v = w (= 1 nos
casos estudados). Consequentemente, o termo de arrasto com o mecanismo
redistributivo se anula, retornando a dindmica ao caso sem taxacao, quando
o sistema se torna uma oligarquia dos mais ricos para tempos muito longos,
concomitantemente com uma fase condensada dos mais pobres (ver grafico
inserido da Fig. 5.2). O esfor¢co computacional aumenta ao se aproximar do

limite em que nao ha mais arrasto.
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Conclusoes

Ha diversas evidéncias mostrando que o livre mercado conduz a uma
completa oligarquia dos mais ricos [11, 25, 26, 33]. Assim sendo, entende-
se que a regulacao da economia seja uma possivel solu¢ao para o problema
da desigualdade [25, 35]. De forma geral, os resultados aqui obtidos vao
ao encontro dessa ideia, revelando também nuances ainda nao descritas na
literatura, diretamente relacionadas com o tipo de nao linearidade incorporada
na regulacao.

No esquema I, constatamos que o parametro x tem relacao direta com
o estreitamento da FDP em torno da média, enquanto que o surgimento
de FDPs bimodais, regides de uniformidade e inversao de assimetria sao
caracteristicas mais ligadas ao tipo de nao linearidade expressa pela fungao
de arrecadagao g(w). Nos estados estaciondrios, para valores extremos de
wy, formam-se maximos agudos seguidos de quedas abruptas em w — wy
(Fig. 4.2), enquanto que as camadas de extrema pobreza sdo suprimidas,
indicando um fluxo de riqueza dos mais ricos para os mais pobres. Obteve-
se resultados similares para g(w) = w® com « > 1 (arrecadagao progressiva),
apesar disso, as curvas apresentaram maior suavidade em comparagao com o
caso linear por partes, principalmente quando se comparam FDPs para valores
de wy e a relativamente grandes. Analisando os percentis correspondentes as
classes econdmicas (Tabelas 4.1 e 4.2) observa-se que a classe média é pouco
afetada pelo aumento dos parametros x, wy e a, enquanto que os mais pobres
experimentam um aumento significativo e os mais ricos uma consideravel queda
em seus ativos. A diferenca de suavidade entre as curvas nas duas formas de
tributacgao fica mais pronunciada na faixa dos 10% mais ricos. Nessa faixa de
riqueza em especial observamos que valores maiores de x potencializam o efeito
do aumento do limiar de excecao tributaria wy, enquanto que para o caso da
lei de poténcia o aumento de x torna a distribuicao cada vez menos sensivel ao
aumento de «. Devido ao elevado esfor¢o computacional necesséario (associado
a tendéncia a concentrar a populagdo na regiao de mais baixa riqueza), nao
foi possivel obter as evolugoes temporais para a < 1, porém a partir dos casos
estaciondrios, identificou-se também nessa faixa de valores, a semelhanga com

o caso linear por partes ja descrita.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812662/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1812662/CA

Capitulo 6. Conclusées 58

Para o esquema II, foram obtidas relagoes de correspondéncia com o
esquema I, no caso estaionario, impondo-se igual arrasto f;(w) = fr(w). A
importancia desse resultado reside na possibilidade de obten¢do de um mesmo
estado estacionario por dois caminhos distintos, optando-se pela rapidez de um
processo com elevada carga tributaria ou por uma lenta transicao até o estado

estacionario com tributacao reduzida.

1.0

0.61

inicial

igualdade

—— x=05 wy=05

0.89 —e— x=05 wy=10
x=10 wy=0.5 /'I

—a— =10 w =10

0.41

0.21

-

fracao da riqueza acumulada

-

(. s ' ' : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

fracao da populacao acumulada

Figura 6.1: Curvas de Lorenz para diferentes valores de y e wy. A
curva tracejada azul corresponde a distribuicao inicial (G & 0.59), enquanto a
igualdade total é indicada pela linha pontilhada preta (G = 0). Todos os casos
se referem ao estado estacionério.

Observando-se o indice de Gini (Figs. 4.3a ¢ 4.6a), bem como as curvas
de Lorenz (Fig. 6.1) do esquema I, é possivel concluir que a desigualdade
diminui com o aumento dos parametros x, wy e a. Por outro lado, os resultados
obtidos no esquema II para taxagao linear por partes indicam que a modulagao
do montante distribuido, além de nao promover reducao da desigualdade, pode
elevar o indice de Gini quando consideramos valores suficientemente grandes
de wy (Fig. 4.9a). J& no caso lei de poténcia (Fig. 4.9b) os resultados sao
semelhantes aos obtidos no esquema I.

Trabalhos futuros podem contemplar mais generalizagoes, usando por
exemplo, uma funcao de redistribuicdo dependente de w. Sistemas que nao
conservam W poderiam refletir o efeito de fuga de capital quando a parcela
mais rica da populacdo sofre tributacdo em excesso, ou entrada e saida de
capital estrangeiro de acordo com a atratividade da economia. Riqueza total
variavel pode ter também origem interna, como na producao de valor através do
trabalho. Do mesmo modo, sistemas com N variavel poderiam refletir processos
de imigracao e emigracao, assim como a variabilidade demografica. Apesar do
modelo aqui utilizado servir como base para que se tenha um panorama da

redistribuicao da riqueza, sdo necessarias adaptagdes mais precisas quando se
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pretende reproduzir dados reais da economia. Nesse sentido de adaptagoes
realistas, trabalhos como a Ref. [22] podem ser um bom ponto de partida, pois

ja mostram grande acurdcia na reproducao de dados empiricos.
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A
Derivacao da equacao de Fokker-Planck a partir do MVQ

Podemos encontrar em alguns trabalhos de Boghosian [28, 29] descrigoes
detalhadas da obtencao da EFP para o MVQ por diferentes abordagens.
Uma reproducao de uma dessas descrigoes [29] serd apresentada a seguir, com
pequenas adaptacoes para este trabalho.

No MVQ), assume-se que a riqueza trocada em cada negociagao seja uma
fragdo e < 1 do montante do mais pobre (limite de pequenas transagoes) [28].
Entéao, o valor trocado entre dois agentes, com riquezas w e w’, pode ser definido
assim:

A(w,w',r) = er min(w,w'), (A-1)
onde a fun¢do min(w,w’) representa a riqueza do mais pobre dos dois agentes
que negociam. A variavel aleatéria r somente pode assumir os valores -1 e 1,

com probabilidade 1/2. Podemos reescrever a Eq. A-1 como:
A(w,w',r) =erfwd(w —w) +w'O(w — w')], (A-2)

onde O ¢ a funcao degrau de Heaviside (Eq. 3-4).

Quando a quantidade w varia em pequenos passos aleatérios A (apro-
ximado como um ruido branco gaussiano), sua FDP, P(w,t), obedece uma
EFP [36],

oP 0 9% M,
g0 P 5 | 5P

ot ow (4-3)
onde M; e M sao o primeiro e o segundo momentos da distribui¢ao dos passos
A, respectivamente. O primeiro termo a direita da Eq. A-3 refere-se ao arrasto,
a0 passo que o segundo estd relacionado a difusdo. A riqueza w de um agente
ap6s uma transacao possui duas fontes de estocasticidade. Uma delas, a riqueza
w" do outro agente envolvido, é sorteada através da FDP P(w’), enquanto que

a outra é a variavel aleatéria r, para a qual definimos a FDP

S(r—1)4+0(r+1)

) = . , (A-4)
onde ¢ refere-se a distribuicao delta de Dirac, de modo que
+00
/ n(r)dr = 1. (A-5)

Definimos ainda o primeiro momento de uma funcao h(w’,r) sobre essas duas

fontes de estocasticidade como
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o] “+o0o
()= [~ dw' P@) [ () (A-6)
0 —00
A partir da Eq. A-6, podemos obter os valores de M; e Mo:

M, = /Ooo dw'P(w') /;oo A(w,w',r)n(r)dr (A-T)
_ /000 dw,P(w,)A(w,w’, +1) —;— A(w,w', —1) _o, (A-8)
My = [Tawpw) [ fww,w',m]?n(mdr (A-9)
_ OOO dw’P(w’) [A(w7 wlv _1)]2 ;_ [A(wv wlv +1)]2 (A—lO)

= g2 OOO dw' P(w')[wO(w' — w) + w'O(w — w'))? (A-11)

= e[ dw' P(w')[w?O(w' — w) + w0 (w — w')] (A-12)
0

- ” dw' P + €2 / " dw! P(w ) (A-13)
w 0

= ¢ [w?A(w) + B(w)], (A-14)

onde A(w) e B(w) sao integrais definidas a seguir.

Afw) = /  dw' P(w) (A-15)

w

¢ a densidade acumulada complementar, ou seja a densidade para a riqueza

maior ou igual a w, sendo
/OO dw'P(w') =1 (A-16)
0

a condicao de normalizacao.

B(w) representa o segundo momento incompleto, definido como

B(w) = /w dw' P(w")w'. (A-17)
0
Assim, finalmente, podemos reescrever a Eq. A-3 da forma
or &% o2 5

Essa equacdo é idéntica & Eq. 2-1, a menos de um fator €2, o qual pode ser
absorvido na escala de tempo.

A Eq. A-18 pode ser modificada incluindo-se um termo de arrasto, a
fim de representar o modelo com redistribuicdo. Para isso, primeiramente

definiremos a funcdo f (w), similar a Eq. 3-2:
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fw) =7 (B — vg(w)), (A-19)

onde 7 é a aliquota aplicada e os demais parametros sdo os mesmos da Eq. 3-2.

Sua contribuicao aparece apenas no termo de arrasto da EFP, obtendo

oP 0 1~ g2 o? 9
= 5 7P| + 55 [(w?A+ B)P|. (A-20)
Absorvendo £2 na escala de tempo e definindo a aliquota por unidade de

tempo na nova escala como -

X = o2 (A-21)
podemos finalmente reescrever a Eq. A-3, obtendo-se
oP 0 1 02
— =——[fPl+ = |(w*A+B) P A-22
ot ow P+ 2 Ow® Kw * ) } 7 ( )

que de fato é a Eq. 3-1.
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B
Graficos complementares

B.1
MVQ sem taxacao

Na Fig. B.1 sao apresentados os resultados da evolucao temporal do
MVQ sem taxagao, considerando diferentes distribuicoes iniciais Py(w), desde
distribuigoes de riqueza préximas da igualdade (Fig. B.la), até casos com
uma ampla regido de uniformidade (Fig. B.1f). Os casos descritos sao testes
complementares aqueles da Fig. 2.7, executados com a finalidade de verificar
como uma FDP Py(w) poderia afetar a evolucao de P(w,t).

Observando as curvas da Fig. B.1 percebe-se uma tendéncia a concen-
tragdo de P(w,t) préxima a origem, independentemente da distribuicao inicial
Py(w). Tal comportamento fica ainda mais claro quando verificamos o aumento
exponencial dos maximos P,,, para diversos valores de L e t > 1 (Fig. B.2a),
juntamente com uma queda também exponencial da moda w,,., (Fig. B.2b).
Em geral pode-se dizer que a variacao do pardmetro L tem pouca influéncia no
comportamento de P(w,t). Apenas nos casos em que a regiao de uniformidade
se inicia préxima da origem (e.g., L = 15 e L = 19), a moda assume sempre
valores notadamente menores em comparagao ao que ocorre para os demais
valores de L.

Em todos esses casos (Figs. 2.7 e B.1), a integracdo numérica foi trun-
cada num limite maximo w = w,,q,, UmMa vez que o limite superior é no infi-
nito. O valor de w,,,, foi estabelecido de forma que, respeitando-se a relacao
lim,, o0 A(w) = 0, fosse possivel obter resultados com menor esforgo computa-
cional. Nos estudos subsequentes foi usada uma mudanca de variavel adequada

para tratar o tamanho infinito da faixa de integracao.
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......

1()Ll 16"

Figura B.1: Evolugao temporal da FDP da riqueza P(w,t) da Eq. (2-
1) para diferentes tipos de distribuig¢des iniciais Py(w). Apés t = 0, a
evolugao ocorre da curva mais clara para a mais escura, a cada At = 3/80 para
3/80 <t < 27/80 e a cada At = 3/8 para 3/8 <t < 3. Em todos os casos
Py(w) = 0 exceto na regiao w, — % <w < we + %, onde w, =10e L = 0,5
(a), 1 (b), 2 (c), 4 (d), 8 (e) e 15 (f). Nos graficos inseridos sdo representadas
as mesmas curvas em escala log-log.
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Figura B.2: Efeito da mudanga do pardmetro L das FDPs iniciais
Py(w) para o MVQ sem taxagao. As figuras mostram a evolugao do valor
maximo de P(w,t) (a) e da moda (b) para diferentes valores de L. Assim
como nas Figs. B.1 e 2.7, L representa o tamanho da regiao de uniformidade
da distribuicao inicial Py(w). As PDFs para L = 0,1 e L = 19 constam nas
Figs. 2.7a e 2.7b, respectivamente. As Figs. (a) e (b) apresentam os mesmos
instantes de tempo das Figs. B.1 e 2.7, exceto ¢ = 0, onde nao ha um tnico
ponto de maximo.
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B.2
MVQ com taxacao linear

No Cap. 2, foram apresentados diversos testes para o MVQ com taxacao
linear. Como dito anteriormente, o objetivo de tais testes era tao somente

aferir o método utilizado por meio da reproducao de resultados ja descritos na

literatura [30], como controle.

1.21 (a) x =0.2
10!
. 10721
+ 0.81
3 -5 |
= “ \ 10
-\\\ 108 ' I
0.41 102 107! 109 10!
0.0 i
0 1 2 3 !
w
2.0
n (b) x = 8.0
151 [\ 10"
~— l. “‘ 10_2_
g 1.0 P
y I -
| Vo - .
0.51 ' \ 1072 107 10° 10!
0.0 - ' —— i '
0 1 2 3 4
w

Figura B.3: Evolugdo temporal de P(w,t) para diferentes valores de
X com taxagdo linear, integrando numericamente a Eq. (2-15) partindo
de uma FDP inicial Py(w) aproximadamente igualitdria. As distribui¢bes sao
representadas da curva mais clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo
At = 0,1, para 0,0 <t < 2,0 e a cada At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva
mais escura corresponde a t = 5,0 que coincide com a solugao estacionaria
(linha verde tracejada) obtida diretamente da Eq. (2-15). No grafico inserido,
em escala logaritmica, a linha mais clara corresponde ao instante inicial ¢ = 0,0
e a mais escura a t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a distribuigado estacionéria

da Eq. (2-15) obtida diretamente.
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A fim de obter os dados de forma mais eficiente, verificou-se primei-
ramente a validade do método comparando resultados estacionarios obtidos
diretamente com seus correspondentes constantes no trabalho de Boghosian
[30], uma vez que, de modo geral, a obtengao direta dos dados para os esta-
dos estacionarios demanda menor esfor¢co computacional se comparada com a
curva para tempos longos, seguindo a evolucao temporal. Os testes reprodu-
ziram os resultados esperados, validando o modelo para obtencao dos estados
estacionarios.

Num segundo momento, objetivou-se verificar a validade do método
para obtencao da evolucao temporal, comparando as curvas para tempos
suficientemente longos com aquelas obtidas por integragao direta dos casos
estacionarios. A Fig. B.3 comprova a validade do método de obtencao da
evolugao temporal, onde em todos os casos analisados, as curvas para tempos
longos concordam perfeitamente com as correspondentes estacionarias fruto da

integracao direta.
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B.3
MVQ com taxacao nao linear

Apo6s a validacao dos métodos para obtencao dos casos estacionarios e das
evolugoes temporais no caso linear, foram feitos ajustes pontuais para adequa-
¢a0 aos casos nao lineares. Em todos os testes, verificou-se a equivaléncia das

solugoes estacionarias com as obtidas para tempos longos. Na Fig. B.4 temos

(a) x =0.2 wy=0.5 (b) x =02 wy=1.0
1.2 10! 1.2 10!
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3 5 -
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0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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((t) X = 2.0 woy = 0.5 ((1) X = 2.0 wy = 1.0
10" 10"
— 1.6 10-2 L6 1072
a ~ x
= 10- 107
= 0 0
0.8 10784+ : 0.8 10784+
1072 107! 10° 10! 1072 107! 10° 10!
0.0 . 0.0
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Figura B.4: Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valores de
X € wy, integrando a Eq. (3-1). As distribuigoes sao representadas da curva
mais clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo At = 0,1, para
0,0 <t <20eacada At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura
corresponde a t = 5,0 que coincide com a solu¢do estaciondria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1). No gréfico inserido, temos em
escala logaritmica a linha mais clara para o instante inicial ¢ = 0,0 e a mais
escura para t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a distribuicao estacionaria da
Eq. (3-1).

os resultados complementares para o caso linear por partes. As caracteristicas
ja observadas no Capitulo 2 se repetem aqui. Ainda assim, podemos desta-
car a proximidade entre as curvas a cada instante de tempo quando x = 0,2
(Figs. B.4a e B.4b), que significa uma evolugdo mais lenta até o estado esta-
cionario, em comparagao com os casos onde x é 10 vezes maior (Figs. B.4c e
B.4d), os quais apresentam curvas mais espagadas. Nas as distribuigoes esta-
ciondrias para y = 0,1 (Fig. B.5a), apesar de nao haver wy capaz de eliminar
as camadas de extrema pobreza, nota-se uma gradativa reducao das caudas
até o limite onde wy = 3,6, no qual o qual a cauda é eliminada e a FDP

truncada em w = wy. Nas Figs. B.5b, B.5c e B.5d também ocorre supres-
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sao gradativa da cauda, porém nesses casos ja ¢ possivel observar a reducao
das camadas mais pobres. A assimetria é reduzida gradativamente em termos
absolutos (Figs. B.5a-B.5c¢), até a inversao de sinal (Fig. B.5d).

2.0 1.2
(a) x =0.1 (b) x = 0.3

wt

100
0.8
107

0.4 1084

107! 10°

ot

w w

Figura B.5: Distribuigées estaciondrias para a Eq. (3-1) no caso g(w)
linear por partes para diferentes valores de y. Partindo de wy = 0, o
limite minimo de tributacao cresce a cada Awg = 0,1 da curva mais clara para
a mais escura, onde wy = 3,6 (a), 2,0 (b), 1,8 (¢) e 1,2 (d).

O segundo modelo de taxacao nao linear discutido no Capitulo 3 foi
o caso lei de poténcia, para o qual quando a > 1 (caso progressivo) foram
obtidos resultados qualitativamente similares aos do caso linear por partes,
porém com curvas mais suaves. A Fig. B.6 mostra as evolugbes temporais
complementares aos casos ja vistos no Capitulo 4. Analisando sequencialmente
as distribuigoes estacionarias para o = 10 nas Figs. B.7a-B.7d, podemos
observar uma tendéncia de diminui¢ao do valor absoluto da assimetria, seguida
da formacao de um platé bem definido para 0,5 < x < 0,6 (ver Figs. 4.5b e
B.7b) e inversao de assimetria (Fig. B.7d).
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Figura B.6: Evolugao temporal de P(w,t) para diferentes valores de
X e a, integrando a Eq. (3-1). As distribui¢bes sdo representadas da curva
mais clara para a mais escura, a cada intervalo de tempo At = 0,1, para
0,0 <t <20eacada At = 0,5, para 2,0 < t < 5,0. A curva mais escura
corresponde a t = 5,0 que coincide com a solucdo estaciondria (linha verde
tracejada) obtida diretamente da Eq. (3-1). No grafico inserido, temos em
escala logaritmica a linha mais clara para o instante inicial ¢ = 0,0 e a mais
escura para t = 5,0. Os circulos ocos referem-se a distribuicao estacionaria da

Eq. (3-1) obtida diretamente.
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Figura B.7: Distribuigées estacionarias da Eq 3-1 com g(w) = w® para
diferentes valores de y. Os valores de o crescem da curva mais clara para a
mais escura, a cada Aa = 0,1 para 0,5 < a <0,9e Aa =1 para 1 < a < 10.
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B.4
Comparacao entre os esquemas | e |l

No Capitulo 3, mostrou-se a relacao de equivaléncia entre casos estacio-
narios dos esquemas I e II. Na Fig. B.8 temos as curvas estacionarias para os
esquemas I e Il constantes nas Figs. 4.2b e 4.7a, respectivamente. As curvas
coincidem perfeitamente, atestando graficamente a validade das Egs. (3-13),

impondo igual arrasto nos dois esquemas.

0.8
- \ —a— fi(y=1) x=25784 wy=10
(B=1) x=05 wy=10
0.61
= 04
A
0.2
0.0

Figura B.8: Comparacao entre os esquemas I e II, para valores dos
parametros estacionarios, indicados na legenda, seguindo as relagdes de cor-
respondéncia na Eq. (3-13).
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