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Resumo

de Souza, Vinicius Ferreira; Vidal, Thibaut Victor Gaston; Pessoa,
Artur Alves. Um novo algoritmo branch-and-cut para o prob-
lema de influéncia de menor custo generalizado em redes. Rio
de Janeiro, 2020. 71p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Informatica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

A propagacao de influéncias tem sido objeto de extensos estudos de-
vido a seu importante impacto em redes sociais, epidemiologia e muitas
outras areas. A compreensao do mecanismo de propagacao é critica, por
exemplo, para controlar a disseminacao de noticias falsas ou controlar uma
epidemia. Neste trabalho, seguimos uma perspectiva de otimizacao e iden-
tificamos o menor grupo de usuarios que precisam ser convertidos para
atingir um certo nivel de influéncia em toda a rede. Portanto, estudamos
formalmente o problema de influéncia de menor custo generalizado, pro-
pondo algoritmos de programacgao matematica para resolver este problema.
Introduzimos novos algoritmos de planos de corte e separagao, e os incorpo-
ramos em um algoritmo de branch-and-cut. Nossos resultados experimen-
tais em instancias da literatura demonstram a capacidade do método de
resolver pequenas e médias instancias, bem como diminuir o gap da melhor
solugdo conhecida e inclusive encontrando também solugoes 6timas para

alguns problemas em aberto.

Palavras-chave

Propagacao de influéncia; Programacao Inteira Mista;  Branch-and-

Cut;
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Abstract

de Souza, Vinicius Ferreira; Vidal, Thibaut Victor Gaston (Advisor);
Pessoa, Artur Alves (Co-Advisor). A new branch-and-cut algo-
rithm for the generalized least cost influence problem in net-
works. Rio de Janeiro, 2020. 71p. Dissertacao de Mestrado — Depar-
tamento de Informatica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

Influence propagation has been the subject of extensive study due to
its important role in social networks, epidemiology, and many other areas.
Understanding the propagation mechanism is critical, e.g., to control the
spread of fake news or to control an epidemic. In this work, we follow
an optimization perspective, and attempt to identify the smallest group
of users that needs to be converted to achieve an certain influence level
over the entire network. We therefore formally study the generalized least
cost influence problem, proposing mathematical programming algorithms
to solve the challenging problem. We introduce new cutting plane and
separation algorithms and embed them into a branch-and-cut algorithm.
Our experimental results on classical benchmark instances demonstrates
the method ability to solve small-to medium-scale benchmark instances,

also finding optimal solutions for some open problems.

Keywords
Influence propagation;  Mixed-integer programming;  Branch-and-

cut;
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“Toda vez que dou um passo o mundo sai do
lugar.”

Siba
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1
Introducao

As redes sociais desempenham um papel importante na disseminacao
de informagoes, opinioes, ideias, inovacao, boatos, etc. (Giinneg et al., 2017).
A década passada testemunhou o nascimento do estudo da propagacao de
informagoes nas redes sociais (Banerjee et al., 2018)

Geralmente motivado por aplicacbes em marketing viral, um problema
central que recebeu consideravel atencao nesse dominio é o problema de
maximizacao de influéncia, cujo objetivo é identificar um pequeno subconjunto
de individuos em uma rede social que possam servir como adotantes iniciais de
uma nova tecnologia ou produto e sejam capazes de desencadear um grande
efeito “boca a boca” na rede (Singer, 2012). Porém o nimero de solugoes para
tal problema é exponencial, o que sugere estudar o problema sob a 6tica de
um problema de otimizacao combinatoéria.

Banerjee et al. (2018) ilustra esse processo para um estabelecimento co-
mercial, cujo objetivo ¢ atrair novos clientes para a compra de um determi-
nado produto. Eles declararam que a melhor maneira de fazer isso é distribuir
amostras gratis (oferecer descontos ou algum outro incentivo financeiro) para
um conjunto de individuos altamente influentes. Se eles gostarem do produto,
compartilhardo as informagoes com seus vizinhos, e assim devido a sua alta
influéncia, muitos vizinhos tentarao o produto e por sua vez também irao com-
partilhar suas opinides com seus conhecidos. Esse processo em cascata sera
continuado e, finalmente, uma grande fragdo dos usuarios tentara o produto.
Naturalmente, o nimero de amostras gratis (incentivos financeiros) é limitado
devido a razoes economicas.

Portanto, a eficacia do processo tem uma extrema dependéncia com a
escolha inicial dos individuos para oferecer incentivos financeiros, idealmente
distribuidos entre os individuos com maior influéncia da rede. Demaine et al.
(2014) também observam que um problema-chave nessa area é entender como
o comportamento em cascata pode comecar. Por exemplo, se uma empresa
deseja introduzir um novo software e acredita que os amigos dos usuarios
provavelmente se tornarao usuarios, como eles devem alocar copias gratuitas
do software para maximizar o tamanho de sua base de usuarios?

Grande parte da pesquisa sobre propagacao de influéncia concentra-se
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em marketing viral como citam Brown and Reingen (1987), Domingos and
Richardson (2001), Goldenberg et al. (2001) e Chen et al. (2010). Mas existem
trabalhos também que visam selecionar perfis influentes do Twitter (Weng
et al., 2010; Bakshy et al., 2011); selecionar um conjunto de blogs informativos
que estao mais atualizados, para tentar capturar a maioria das historias que
se propagam no meio dos blogs (Leskovec et al., 2007); classificar o feed
de um microblogging para maximizar a atividade geral na rede, através do
compartilhamento de memes (Ienco et al., 2010).

Apesar da aplicacao direta voltada para marketing viral, compreender
esse mecanismo de propagacgao é crucial, por exemplo, para controlar uma
epidemia ou para detectar e controlar a disseminagao de rumores e noticias
falsas (Kimura et al., 2009; Dreyer Jr and Roberts, 2009; Zhang et al., 2016,
2019).

Além desses trabalhos no contexto de redes sociais, ha outros trabalhos
voltados a areas como: encontrar as melhores localizagcoes para sensores em
uma rede de distribuicao de 4gua em uma regiao metropolitana (Ostfeld et al.,
2008); escolher o conjunto inicial de usuéarios de uma rede mével para receber
e propagar informagoes de forma a minimizar o trafego de dados méveis (Han
et al., 2010; Cheng et al., 2015); auxiliar no processo de anotacao de imagens
para uma base dados (Houle et al., 2011, 2013).

O comportamento em cascata é crucial para diversas aplicacdes na inter-
net e entender esse fendmeno pode levar a percepgoes importantes (Kleinberg,
2007). Observar esse mecanismo de difusdo além de ajudar a entender como
funciona a propagacao de novas ideias, pode também ajudar a prever o su-
cesso ou fracasso de certos processos, inovagoes, etc. em seus estagios iniciais.
Com isso, podemos utilizar esse conhecimento de forma a moldar o processo
de modo a aumentar ou reduzir as chances de sucesso (Kleinberg, 2007).

Dessa forma, visando compreender melhor esse mecanismo de propaga-
¢ao, se faz necessario mais estudos sobre o tema.

Neste trabalho, seguimos uma perspectiva de otimizacao combinatoéria e
estudamos formalmente o problema de influéncia de menor custo generalizado
(GLCIP, do inglés Generalized Least Cost Influence Problem ) (Fischetti et al.,
2018), no qual buscamos identificar o grupo minimo de individuos para serem
convertidos inicialmente, através de incentivos, de forma a atingir um certo
nivel de influéncia em toda a rede.

Para isso, usamos grafos para modelar essa rede, com individuos ou
organizacoes representados como vértices e os relacionamentos ou interagoes
como arestas. Ao longo dessa dissertacao, utilizaremos o termo wvizinho para

denominar os individuos que estdao conectados ao no de interesse, ou seja, que
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possuem alguma aresta com esse no.

Neste trabalho desenvolvemos novas abordagens utilizando programacao
matematica para tratar o GLCIP, e para isso, usamos como base uma for-
mulagdo matemaética introduzida por Fischetti et al. (2018) e a partir desta,
primeiramente mostramos como estender esse modelo de forma a lidar com
certos casos nao tratados inicialmente. Além disso, introduzimos um novo al-
goritmo de plano de corte e separacao, incorporando-os em um algoritmo de
branch-and-cut.

Nos avaliamos o método em um conjunto de instancias sintéticas forne-
cidos por Fischetti et al. (2018) e os resultados demonstram que o algoritmo
consegue alcancar o valor 6timo em cerca de 30 instancias que estavam em
aberto, enquanto que nas outras ou alcanca o valor 6timo ja reportado ou
consegue aumentar o limite inferior, e consequentemente o gap entre o limite
inferior e limite superior, em comparacao com os resultados reportados no es-
tado da arte, demonstrando assim que o método é competitivo. Vale destacar
também que nas instancias mais densas que foram avaliadas, o método pro-
posto consegue reduzir bastante o gap entre o limite inferior e superior do
valor da melhor solugao, inclusive naquelas que nao se tinha nenhum resultado

reportado na literatura até entao.

1.1
Estrutura da Tese

O restante desse texto é organizado como segue: usamos o Capitulo 2 para
nos aprofundar em algumas nomenclaturas e definigcbes em comum que cercam
o GLCIP, e alguns trabalhos da literatura sobre variantes desse problema.
A seguir, no Capitulo 3, descrevemos o método de plano de corte e separacao
desenvolvido, bem como o algoritmo de branch-and-cut proposto. O Capitulo 4
apresenta detalhes sobre os experimentos e analises dos resultados encontrados.
Finalmente, no Capitulo 5 discutimos as limitagoes, descobertas do trabalho e

possiveis dire¢oes para pesquisas futuras.
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2
Literatura

Nesse capitulo, nés discutimos alguns dos modelos bésicos de propagacao
de influéncia, visando definir o mecanismo pelo qual a difusao de informacao
ocorre. Além disso, descrevemos alguns tipos de problemas de otimizacao que
envolvem esse tema, e como essas variantes sao generalizadas até servir de base

para definir formalmente o GLCIP.

2.1
O mecanismo de propagacao de influéncia

A difusao ou propagacao em uma rede acontece quando um individuo se
torna ativo ao executar uma determinada ag¢ao, como comprar um determinado
produto, compartilhar uma musica, anunciar um evento, espalhar alguma
fofoca, etc. Esses individuos que sao ativos inicialmente, os early adopters, sao
chamados de seeds. A partir dai, este individuo pode compartilhar com um de
seus vizinhos para realizar a mesma acgao, entao, este se torna ativo também.
Esse processo pode se repetir, a medida que os recém-ativos compartilham a
mesma agao com seus respectivos vizinhos, e assim, a ativacao pode propagar
por toda a rede (Vallet et al., 2015).

Obviamente, essa ideia é bastante simplificada quanto ao real mecanismo,
servindo apenas como ilustracao do processo. E por isso, diferentes modelos de
propagacao foram desenvolvidos para tentar capturar especificidades e assim,
ter uma maior eficiéncia ao replicar diferentes fené6menos observados nas redes
do mundo real (Vallet et al., 2015).

No campo da matematica, a pesquisa inicial a respeito de difusao de
informagoes deu inicio por volta da década de 1970, a partir de trabalhos
como o de Granovetter (1978), Schelling (2006), entre outros, que formularam
modelos matematicos basicos pelos quais ideias e comportamentos se difundem
por uma populacao.

Esses modelos de difusao podem ser classificados em progressivos e nao-
progressivos. Essa propriedade modela a dire¢do que a influéncia é propagada.
Dessa forma, nos modelos progressivos, uma vez que um né se torna ativo,
entao permanecera ativo nos passos seguintes do processo de propagacao. Essa

caracteristica tipicamente ¢ desejada para modelar, por exemplo, a adoc¢ao
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de uma nova tecnologia ou compra de um produto, ja que nao sao facilmente
reversiveis. Enquanto que nos modelos nao-progressivos, os nés podem alternar
entre os estados ativos ou inativos ao longo do processo. Isso geralmente é
desejado para, por exemplo, na difusao de ideias ou opinides, que podem mudar
a partir de novas informagoes coletadas (Chen et al., 2013).

Entre os varios modelos de propagacao existentes, neste trabalho vamos
limitar em ilustrar apenas os dois modelos progressivos mais basicos e ampla-
mente utilizados, mas que diversas extensoes podem ser consideradas. Ambos

discutidos no classico trabalho de Kempe et al. (2003):

1. Independent Cascade Model: modelo proposto por Goldenberg et al.
(2001), que dado um grafo G = (V,A), no qual cada arco possui a
probabilidade de influéncia p(u,v). Nesse modelo, inicialmente, apenas
0 nés seeds estao ativos. Assim, dado um né ativo u no tempo t — 1
(incluindo os nés seeds ativos no t = 0), entdo no tempo ¢, 0 né u tem uma
tnica chance de ativar um de seus vizinhos v € 67 (u) com probabilidade
p(u,v), e essa ativagao é independente de outras ativagoes. Se u nao ativa
o né v no tempo ¢, entao nao ird tentar ativar nos passos futuros (Chen
et al., 2013). Este é adequado para modelar a difusdo de informagoes ou
virus, por exemplo, ja que a exposi¢ao para apenas uma unica fonte pode
ser suficiente para ativar um individuo, chamado também de contdgio
simples (Centola and Macy, 2007).

2. Linear Threshold Model: modelo proposto por Granovetter (1978), que
dado um grafo G = (V, A), no qual cada né u possui um limiar necessario
para ativa-lo, dado por h,; e cada arco representa a influéncia que um né
u exerce sobre um né v, dado por d,,. Nesse modelo, um né u se torna
ativo no tempo ¢, se a soma das influéncias recebidas de seus vizinhos ja
ativos no tempo t — 1 alcangam um determinado limiar. Esse limiar h,,
determina a probabilidade que o né u é influenciado pelos seus vizinhos
ativos v € §~(u), assim, quanto maior o valor de h,,, maior o nimero de
vizinhos ativos necessérios para influenciar o n6 u (Chen et al., 2013). Por
outro lado, esse modelo ¢ mais proximo do chamado contdgio complexo,
como, por exemplo, para a adocao de novas tecnologias ou para realizar
migragoes de risco, ja que miltiplas fontes de ativacao sao necessarias,
pois o contato com apenas um vizinho ativo pode néo ser suficiente para
ativar o né (Centola and Macy, 2007).

Seguindo o contexto de marketing viral, daqui em diante seguiremos o

Linear Threshold Model e diremos que um né ¢é ativo (ou influenciado) se este
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adotou o produto (ou ideia, tecnologia, foi contaminado com um virus, etc.) e

caso contrario esse né é dito inativo.

2.2
Maximizacao de influéncia como um problema de otimizacao

A intencao de maximizar a disseminacdo de informacoes virais em uma
rede sugere naturalmente muitos problemas de otimizacao interessantes.

Domingos and Richardson (2001) e Richardson and Domingos (2002)
deram inicio a essa gama de problemas relacionados com a propagacgao de
influéncias, ao iniciar o que seria conhecido como problema de Maximizagao
de Influéncias, no contexto de marketing viral. Nesse problema, um pequeno
conjunto de usuérios influentes, chamado de conjunto de alvos, deve ser
alvejado inicialmente para desencadear uma adocdo em cadeia. Sendo os
clientes como os ndés em uma rede social, modelaram a influéncia entre cada
n6 dentro de um framework probabilistico através de Markov Random Fields.

Baseado nesses trabalhos, Kempe et al. (2003) foram os primeiros a
formular a maximizacdo de influéncias como um problema de otimizacao,
utilizando o Linear Threshold Model, modelo de difusao descrito anteriormente,
proposto por Granovetter (1978), que explicitamente representa o passo-a-
passo do mecanismo de propagacao.

Assim, dado um grafo direcionado (uma rede social, por exemplo)
G = (V,A), no qual os nés representam os usudrios, as arestas represen-
tam a influéncia entre os individuos; e um nimero k, que pode ser entendido
como um or¢amento. Entdo o objetivo é encontrar k individuos, chamados de
seeds, tal que se ativados inicialmente, maximizam a propagacao de acordo
com algum modelo de difusdo (Kempe et al., 2003).

Além disso, Kempe et al. (2003) também provaram que é NP-dificil
computar o subconjunto 6timo de seeds para serem ativadas inicialmente e,
assim, desenvolveram algoritmos aproximativos para o problema.

A partir dai, diversas variantes desse problema foram desenvolvidas,

devido a sua importancia pratica e algumas delas sdo descritas a seguir.

2.2.1
Target Set Selection Problem

Introduzida por Chen (2009), outra variante do problema de Maximiza-
¢ao de Influéncias foi desenvolvida, mas voltada para a minimizacao de custos,
na qual o objetivo é encontrar o nimero minimo de noés para atingir toda a
rede, ao invés de maximizar a propagacao para um numero k de individuos

serem ativados inicialmente.
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Nessa variante, chamada de Target Set Selection Problem (TSSP), dado
um grafo conexo G = (V, E), que por exemplo, modela uma rede social, assim
como o problema antecessor. Inicialmente todos os nés estao inativos e seja
(i) o grau do né i, entdo cada né i possui um limiar 1 < h; < (7). Assim, um
subconjunto de nés é selecionado para serem ativados inicialmente (o chamado
target set). Apoés isso, iterativamente um no ¢ se torna ativo se pelo menos h;
de seus vizinhos estao ativos no passo anterior. O objetivo é encontrar o menor
target set para garantir que todos os nés (ou uma fragao fixa) estejam ativos ao
final do processo (Chen, 2009). Neste trabalho, os autores também discutem
que o problema é NP-dificil.

Ackerman et al. (2010) deram um passo a frente, tendo como primeira
contribui¢cdo propor um formulacdo matematica baseada em programacao
linear inteira para o TSPP.

Essa formulagao utiliza variaveis para mapear os nés e arestas do grafo.
Seja um grafo direcionado G = (V, A), seja E' o conjunto de nao-arestas
{(u,v) | (u,v) ¢ E}. Cada vértice ¢ € V possui um limiar minimo de
ativacao h; e a variavel x; representa quando o vértice ¢ é selecionado para
o target set. O objetivo é ter um subconjunto de F U E’' que produz um
digrafo aciclico cujo grafo subjacente nao direcionado estd completo. Assim,
para cada (ndo-) aresta (u,v) € E U E’, as varidveis z;; mapeiam quando
(u,v) pertencem a esse subconjunto de F' U E’ e representam o caminho que

propagagao acontece, assim, se z;; = 1, entao o vértice 7 influencia o né j.

(ACK)
MIN 3o (2-1)
i€V
st Yz > hi(1—xy), VieV (2-2)
(i) EE
Zij+tzjs =1, Vi,jeVii#j (2-3)
Zij+ Zjk + 265 < 2, Vi,j ke Vii#j#k (2-4)
z; € {0, 1}, VieV (2-5)
2 € {0,1}, V(i,j) € E (2-6)

A Fungao Objetivo (2-1) minimiza o nimero de nés selecionados para o
target set. O conjunto de restri¢oes (2-2) modela a propagagao de influéncias,
assim, um vértice ¢ é ativo ou quando a soma de seus vizinhos ja ativos
ultrapassa seu limiar h; ou quando este vértice i é selecionado diretamente para

o target set. As restrigdes (2-3) garantem que a propagagao ocorre em apenas
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uma dire¢do entre quaisquer dois nés do grafo. As restrigdes (2-4) garantem
que o grafo induzido pelas arestas e nao arestas que sao escolhidos é aciclico e
isso decorre do fato que uma corda em um ciclo direcionado cria um ciclo mais
curto, seja qual for sua orientacdo (Ackerman et al., 2010). Por fim, em (2-5)

e (2-6) sao as restri¢oes de integralidade.

2.2.2
Weight Target Set Selection Problem

Baseados nessa ideia do T'SSP, Zhang (2016) deu um passo além e
introduziu o Weight Target Set Selection Problem (WTSSP). Assim, para cada
n6 ¢ € V ha um peso positivo b;, para modelar o fato que diferentes nds
(individuos) requerem diferentes niveis de esfor¢o para se tornarem adotantes
iniciais. Vale ressaltar, que o valor h; diz respeito apenas a fracdo minima de
vizinhos que precisam ser ativos antes para influenciar o no i, enquanto que o
b; esta associado com o esforco necessario para ativar o no6 ¢ diretamente, sem
nenhuma influéncia de seus vizinhos.

Zhang (2016) apresentaram uma formulagao extendida, embutida em um
algoritmo de branch-and-cut para o WTSSP.

Primeiramente, criam um novo grafo G; a partir do grafo de entrada
G = (V, F) adicionando um né dummy entre cada aresta em G. Assim, para
cada aresta (i,j) € E, inserem um né dummy d e seja D o conjunto de nds
dummy. Dessa forma, os nés dummy dividiram cada aresta no grafo original em
duas, substituindo cada aresta original (i, j) € E por duas arestas (i,d) e (d, )
no grafo Gy = (V U D, E;). Os nés dummy d € D nao podem ser selecionados
para o target set, e todos possuem um limiar hy = 1, e, consequentemente, se o
seu vizinho for ativado, entao este ird propagar a influéncia para outro vizinho
(Zhang, 2016).

Assim, uma variavel binaria x; é criada para cada n6 i € V para indicar
quando o né i ¢é selecionado para o target set. Duas varidveis binarias sao
criadas e; 4 € e4; para cada aresta (i,d) € Ey, i € V,d € D para representar
a direcao da propagacao de influéncia, e, assim, se um né ¢ influéncia o no d,
entao e; g = 1 e 0 caso contrario. Seja 2 € VU D, o conjunto de vizinhos é dado
por N; (Zhang, 2016).

A variavel e; 4 € E; é definida em termos do grafo auxiliar Gy, mas visando
que a solugao seja aciclica, uma terceira variavel ¢é utilizada, definida no grafo
original. Seja o conjunto de variaveis z;; e z;; para toda aresta (i,j) € E,
assim, se z;; = 1, entao o no ¢ influéncia o né j, z; ; = 0 caso contrario (Zhang,

2016). Denominada de BIP2, a formulagao é descrita a seguir:
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(BIP2)
MIN Y b (2-7)
iev
st Y eiq>1, Vd € D (2-8)
€Ny
T < €4, Vi e V;Vd € N; (2-9)
€id+eq; =1, V(i,d) € E; (2-10)
> eai+ hixg > hy, ieV (2-11)
deN;
> oz <0l -1, V ciclo C C E (2-12)
(¢,5)eC
Zij -+ Zji = 1, V(Z,j> ek (2—13)
Zij < €id, Zji S €jd, V(i,j) € E;V(i,d), (j,d) € E (2-14)
z; € {0,1}, VieV (2-15)
zigs 24 € {0, 1}, V(i,j)) e E (2-16)
€, edi € 10,1}, V(i,d) € E; (2-17)

A Funcao Objetivo (2-7) minimiza o custo total. As restri¢oes (2-8)
garantem que os nos dummy possuem pelo menos um arco de entrada. As
restriges (2-9) dizem que se um né é selecionado, entdo este propaga a
influéncia para todos os seus vizinhos. As restri¢oes (2-10) garantem que a
influéncia s6 seja propagada em uma tnica dire¢ao. Em (2-11) dizem que um
n6 ¢ € V deve ser selecionado para o target set ou possui exatamente h; arcos
de entrada. O conjunto de restrigdes (2-12) garante que o grafo solu¢ao G(z)
seja um grafo aciclico direcionado (DAG). Por sua vez, as restrigoes (2-13)
certificam que a influéncia se propaga em apenas uma direcdo no grafo original.
As restrigbes (2-14) sao utilizadas para vincular e sincronizar a influéncia
propagada entre Gy e o grafo original G. Por fim, as restrigoes (2-15), (2-16) e
(2-17) sao as restrigoes de integralidade.

Nesse modelo, existe um numero exponencial das restrigoes (2-12) e,
por isso, os autores propoem um algoritmo de separagao dessas inequagoes
baseados em um algoritmo de caminho mais curto (shortest path algorithm)
para utilizar em um algoritmo de branch-and-cut e adicionar tais cortes em

tempo de execucao (Zhang, 2016).
2.2.3
Least Cost Influence Problem

Outro problema relacionado é o denominado de Least Cost Influence

Problem (LCIP) proposto por Gunnec (2012) e investigado posteriormente
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em Gunnec and Raghavan (2017) e Giinneg et al. (2017). Nessa variante do
WTSSP é permitido pagar incentivos (ou pagamentos) parciais para incentivar
um né a se tornar ativo ao invés de pagar a quantia maxima b; para o né i que
¢ selecionado para o target set, isso reduz o limiar h; e permite a combinagao
de incentivos parciais com a influéncia de seus vizinhos.

Motivados por consideragoes praticas, a introdugao desses incentivos per-
sonalizados permite modelar o fato de que os individuos podem ser parcial-
mente influenciados através de incentivos financeiros, como cupons de desconto
para reduzir o pre¢o de um produto ao invés de receber o produto gratuita-
mente, Unica forma possivel considerando o WTSSP, a versao anterior desse
problema (Giinneg et al., 2017).

Vale ressaltar que apesar da definicdo do L CIP introduzir incentivos par-
ciais ao WTSSP, ha outros dois trabalhos que consideram o uso de incentivos
parciais no contexto de marketing viral: Demaine et al. (2014) e Cordasco et al.
(2015). Nesses trabalhos, os autores descrevem sobre o aspecto tedrico de in-
troduzir incentivos parciais para esse tipo de problema e propoem algoritmos
aproximativos para resolvé-los.

Dessa forma, assim como nas versoes anteriores, no LCIP cada né i
possui um limiar h; e o valor d; ; indica a influéncia que o né i exerce sobre
o n6 7, se ¢ foi ativado em um passo anterior que o né j. Logo, um né ¢
se torna ativo quando a soma das influéncias de seus vizinhos que ja foram
ativados antes e um incentivo (pagamento) p; for maior ou igual ao seu limiar
hi; (Gunnec, 2012). O objetivo do LCIP ¢ minimizar a soma dos incentivos
oferecidos ativando uma fracao de pelo menos « nos.

Glnneg et al. (2017) provaram que o LCIP é NP-dificil e desenvolveram
formulacbes matematicas baseadas em programacao linear inteira para o
problema. Desenvolveram uma primeira formulagdo mais simples, indexada
no tempo, que serd detalhada mais adiante.

Nesse trabalho, também observaram que o nimero de vizinhos influentes
h; necessarios para ativar o né ¢ pode ser pré-computado, e, a partir disso,
desenvolvem uma outra formulacdo com trés variaveis por arco indicando a
influéncia total, parcial ou nenhuma influéncia exercida. Para cada nd, no
maximo h; — 1 vizinhos podem exercer influéncia total sobre o né i, em
contrapartida no maximo um vizinho pode exercer influéncia parcial. Baseado
nisso, uma formulagdo de programagcao linear inteira é desenvolvida, que utiliza
também restrigoes para eliminagao de ciclos e garantir também que o grafo
solugdo seja um DAG (Giinneg et al., 2017).

A seguir é descrita a formulagao indexada no tempo proposta por Glinneg

et al. (2017) para o LCIP, que tem ideias reaproveitadas em formulagoes
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seguintes. Esse modelo de programagao inteira mista introduz a nocao de
periodos de tempo t = 1,2,...,T (como existem |V| nds, entao no pior caso,
T = |V|) em que um né se torna ativo. As variaveis bindrias y; ; indicam que o
né 7 esta ativo no tempo ¢ (e permanece ativo até o fim), e y; 7 = 1 determina
que o no ¢ esta ativo no final do processo de propagacao. Enquanto que as
variaveis p; indicam o incentivo oferecido para o né i. Assim como descrito
anteriormente, N; é o conjunto de vizinhos do no i.

O objetivo do problema é minimizar a soma de incentivos garantindo
que uma fracdo de a nods estejam ativos ao final. Entdo o modelo pode ser

formulado como segue:

(MIP1)

MIN ) p (2-18)

1%
s.t. Yio = O, VieV (2—19)
Pi + Z dijyj,tfl Z h‘iyi,l‘n Vi € V,t = 1, 2, ce ,T (2—20)

JEN;

> yir = alV], (2-21)

eV
pi =0, VieV (2-22)
yis € {0,1}, VieVit=1,2,....T (2-23)

A Funcao Objetivo (2-18) minimiza a soma de incentivos oferecidos. As
restri¢oes (2-19) atribuem todos os nés inativos no inicio do processo. Ja as
restrigdes (2-20) modelam o processo de propagagao de influéncia de fato, no
qual um né inativo 7 se torna ativo se o incentivo p; e a soma das influéncias
vindas de seus vizinhos ja ativos é maior ou igual h;. A restrigao (2-21) garante
que no final do processo, o nés estejam ativos. Por fim, as restrigoes (2-22) e

(2-23) garantem que as varidveis p e y sejam bindrias.

2.2.4
Generalized Least Cost Influence Problem

Introduzido por Fischetti et al. (2018), o Generalized Least Cost Influence
Problem (GLCIP), é modelado através de um grafo direcionado G = (V, A),
cujo os vértices representam individuos dessa rede, e as arestas mapeiam a

relacdo entre eles. A seguir sao listadas as demais definigbes do problema:

— O valor d;; > 0 V(i,j) € A mede o quanto um né ¢ € V' exerce ao né
jev;
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— O limiar h; > 0 define o limite que precisa ser alcancado através das

influéncias e incentivos oferecidos para ativar o n6 i € V;

— Cada né possui um conjunto de incentivos positivos possiveis P; e o custo
w; , > 0 para oferecer o incentivo p € P; ao n6 7 € V. Vale ressaltar que

para cada vértice, esse incentivo pode ser 0, com custo 0;

— O parametro 0 < a < 1 define a proporcao de nés que precisam estar

ativos;

- N; ={j € V|(j,i) € A} denota o conjunto de vizinhos, ou seja, os nés

que diretamente influenciam o n6 ¢ € V;

— A fungédo de ativagao é dada por f;(U,p), assim, um n6 ¢ € V se torna
ativo (influenciado) se, e somente se, f;(U,p) > h;, ou seja, se um
potencial incentivo oferecido p e a influéncia recebida de um sub-conjunto

de vizinhos ativos U C N; alcancar seu limiar h;.

O objetivo do GLCIP é determinar quais incentivos devem ser oferecidos
aos no6s de forma a minimizar os custos totais > ;cy W p, -

Fischetti et al. (2018) desenvolveram uma generalizagdo do LCIP e que
engloba também todas essas outras versoes descritas anteriormente. O TSSP é
um caso especial do GLCIP com P; = {0, h;} e w; 5, = 1,Vi € V. Por sua vez,
o WTSSP é um caso do GLCIP em que todos os vizinhos possuem a mesma
influéncia, ou seja, d;; = d;,Vj € N; e dois arcos, com influéncia d; = 1,
opostamente direcionados sao introduzidos para cada aresta nao direcionada.
E assim como TSSP, os incentivos para ativar um né é o proprio valor de
hi = [fﬂ O LCIP é também um caso especial do GLCIP em que todo
incentivo p € {0, h;} com o custo w;, = p de oferecer o incentivo p ao nd i e a
funcdo de ativacao é dada por fi(U,p) = p+ > ey dji, YU € Nisp € B

A seguir, na Figura 2.1 estd um exemplo de uma instancia para o GLCIP,
com 10 vértices. Nessa imagem, cada vértice é representado por i (h(i)) e as
arestas contém o valor d;.

Para uma mesma instancia, diferentes solugoes podem ser geradas, a
depender do valor de «, que define a fragdo minima de nds que precisam estar
ativos (influenciados). Assim, a Figura 2.2 contém 3 exemplos de diferentes
solugoes para os valores de a € {0.1,0.5,1.0} para a instancia da Figura 2.1.
Nessa imagem, os vértices na cor verde sao os nos que estao ativos, enquanto
que os nos em vermelho sao os nés que nao estao ativos. Bem como, as arestas
em verde representam por onde a influéncia esta sendo exercida, enquanto
que as arestas em azul representam o incentivo p recebido por determinado

no6 i. Vale observar que a solugao da Figura 2.2a contém mais do que « |V/|
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Figura 2.1: Exemplo de instancia do GLCIP com 10 vértices.

nos ativos, mas nao influencia no custo final da solucao, ja que o custo sé é
calculado em relacao aos incentivos oferecidos.

Na Secao 4.1 serd melhor detalhado o conjunto de instancias utilizadas
neste trabalho.

Fischetti et al. (2018) propuseram dois diferentes modelos exatos utiliza-
dos como base: uma formulacao baseada em Set Covering, chamada de COV;
e uma outra formulagdo baseada em arcos, chamada de ARC. Os autores de-
senvolveram também duas varia¢des do modelo COV, além de dois algoritmos
heuristicos.

Na Secgao 3.1 estd descrito o modelo ARC, que ¢é utilizado como modelo
base nesta dissertacao e a diante, segue a definicdo do modelo COV.

Primeiramente, seja U C N; um subconjunto de vizinhos ativos de um
n6ie€V,comp =min{p € P, | fi(U,p) > h;} sendo o menor incentivo (pos-
sivelmente igual a zero) requerido para tal ativa¢do. Entao, esse subconjunto
U ¢é definido como conjunto minimo de influéncias se, e somente se, nao existe
um subconjunto U’ C U tal que f;(U’,p’) > h;. Com isso, para cada n6é i € V,
A; € N; é definido como o conjunto com todos os subconjuntos minimos de
influéncia (Fischetti et al., 2018).

Dessa forma, o modelo COV é descrito a seguir, que utiliza trés conjuntos

de variaveis:

1. As varidveis dos nés: x; € {0,1},Vi € V| utilizadas para indicar quando
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(c) a=1.0
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Figura 2.2: Solugbes para diferentes valores de a da instancia da Figura 2.1
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o né 7 esta ativado ou nao;

2. As variaveis referentes aos arcos: z;; € {0,1},Y(,j) € A, usadas para

indicar os arcos em que a influéncia é exercida;

3. As variaveis dos subconjuntos de influéncia: AV € {0,1},Vi € V;VU €
A;, para indicar quando um conjunto minimo de influéncias U é utilizado

(com o incentivo apropriado) na ativagdo do no i.

Além disso, p! = argmingep, {f;(U,p > h;)} é o menor incentivo (e

tnico) para ativar o n6 ¢ quando influenciado pelo subconjunto U, e o custo

deste incentivo pY é constante e dado por w{ = w,,v. Vale destacar que
W

w! = 0 se apenas o subconjunto U ¢é suficiente para ativar o né i sem nenhum

incentivo.
(COov)
MIN > > wiA (2-24)
i€V Uel,;
st YA >, VieV  (2-25)
UeA;
oo A =z, V(i,j) € A (2-26)
UeAj:uicU
Yooz < D> V ciclo C € A;VEk € V(O); (2-27)
(i,§)eC ieV(O)\{k}
Zij < Ly, V(j, Z) eA 8t<2,]) ﬁé A (2—28)
> > [a|V]] (2-29)
eV
z; € {0, 1}, VieV (2-30)
Zij € {07 1}7 V(j, Z) €A (2_31)
A >0, Vi e VYU € A, (2-32)

A Funcao Objetivo (2-24) minimiza a soma total de todos os incentivos
oferecidos. As restrigoes (2-25) garantem que apenas um subconjunto de
influéncias deve ser selecionado para cada né ativado i € V. As restrigoes (2-26)
asseguram que todos os arcos nos quais a influéncia é exercida sejam escolhidos
também. As restri¢oes (2-27) garantem que o sub-grafo formado pelos arcos em
que a influéncia é exercida seja aciclico, nas quais V(C) = {i € V' | (i,j) € C}.
Por sua vez, as restri¢oes (2-28) garantem que a influéncia s6 pode ser exercida
no arco (i,j) € Ase ond i € V esta ativo. As restrigoes de cobertura (2-29)

sdo responsaveis por garantir que a fracdo minima de « nods estejam ativos.
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Por fim, as restri¢oes (2-30), (2-31) e (2-32) sdo as restri¢des de integralidade
e defini¢oes das variaveis do modelo.

Vale ressaltar que existe um ntimero exponencial das varidveis AV refe-
rentes aos subconjuntos de influéncia, sendo assim, é preciso de um método
de geragao de colunas que resolve um algoritmo de pricing para adicionar tais
variaveis ao modelo a medida que vai sendo necessario. Como utilizamos esse
modelo COV apenas para comparacao, entao para mais informagoes sobre esse
algoritmo de pricing vide Fischetti et al. (2018). Além disso, também existe
um numero exponencial das restrigdes (2-27) e, dessa forma, se faz necessario
um algoritmo de separacao para adicionar tais restri¢coes ao modelo apenas

quando necessario. Esse algoritmo de separacao ¢ descrito na Segao 3.1.1.

2.2.4.1
Generalized propagation constraints

Fischetti et al. (2018) desenvolveram também uma familia de cortes
para o modelo COV visando fortalecer ainda mais o modelo, denominada de
restrigoes de propagagdo generalizadas (Generalized propagation constraints).
Este corte é baseado na observagao de que para cada conjunto de nés X C V

contendo um né ativo k, pelo menos uma das seguintes condigoes ¢é verdadeira:

— Pelo menos um n6 j € X ¢ ativado através de um conjunto minimo de
influéncia U € A; (com incentivo p;) que ndo contém nés de X, ou seja,
UNnX =0;

— Pelo menos um né j € X recebe incentivo p; | f;(0,p;) > h;, assim, esse

no j ¢ ativado sem receber nenhuma influéncia de seus vizinhos V;.

Se nenhuma dessas condigoes forem validas, entdo o subgrafo induzido
pelo conjunto de varidveis de arco escolhidos induz um ciclo dentro de X. Com

isso, as seguintes inequagoes sao validas:

SO W Vke X,VX CV (2-33)

i =
JEX UeA;:UNX=0

Fischetti et al. (2018) propoem dois algoritmos para separar as restrigoes
(2-33), sendo um heuristico e outro exato. E, com isso, implementam duas
variagoes do modelo COV: a variante C' que utiliza um algoritmo de separacao

heuristica; e a variante CF que usa separagao heuristica e exata.
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3
Metodologia

Esse capitulo descreve o modelo de programacao matematica, proposto
para resolver o GLCIP. Para isso, utilizamos uma modelagem baseada em
arcos, proposta por Fischetti et al. (2018), e introduzimos novos planos de

corte e separacao, e os incorporamos em um algoritmo de branch-and-cut.

3.1
Formulacao Matematica

Essa formulagdo com varidveis de arco (referida como ARC') generaliza
formulacoes de arco semelhantes da literatura para variantes do GLCIP
(Fischetti et al., 2018) com fungdao de ativagao f;(U,p) = X;cydji + p.
A principal caracteristica dessa formulacao é garantir ao final um grafo de
propagagao aciclica direcionada (DAG). Nesse modelo, as varidveis x; €
{0,1},Vi € V indicam quando o né i estd ativo (influenciado) ou nao; as
variaveis de arco z; € {0,1},V(4,j) € A indicam em que arcos a influéncia
¢ exercida, ou seja, z;; = 1 se o n6 j influencia o né ¢, 0 caso contrario; e as

variaveis y;, € {0,1},Vi € V,Vp € P; se referem ao incentivo p dado ao no i.
(ARC)

MIN 3w (3-1)

1€V peP;

s.t. Z PYip + Z dj,izi,j Z hil'z‘, VieV (3-2)
peP; (j,i)eA
> Yip = i, VieV (3-3)
peP;

ooz < > Y ciclo C € A;VE € V(C);  (3-4)

(4,0)eC i€V (C)\{k}
Zi,j S Zi, V(j, Z) c A 8t<l,j) ¢ A (3-5)
>z > [alV]] (3-6)
eV
z; € {0,1}, VieV (3-7)
Yip € {07 1}7 Vi € V: vp € PZ (3_8>

zij €40,1}, V(i) € A (3-9)
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A fungao objetivo (3-1) minimiza a soma de todos os custos relacionados
aos incentivos oferecidos. As restrigdes (3-2) modelam a propagacao de influén-
cia entre os noés, assim, se as influéncias recebidas de seus vizinhos somadas
com um potencial incentivo atingem seu limiar de ativagao (h;), entdo o né i
passa a ser ativo. As restrigoes (3-3) garantem que um né ativo receba apenas
um incentivo. As restrigoes (3-4) sdo utilizadas para eliminagao de ciclos, e
garantir que a solucao seja aciclica. As restrigoes (3-5) garantem que um né i
s6 pode exercer influéncia no né j se o nod ¢ estiver ativo. A restrigao (3-6) é
responsavel pela fracdo minima de ndés que precisam ser ativos. Por fim, (3-7,
3-8 e 3-9) sao as restrigoes de integralidade.

Vale destacar que no trabalho de Fischetti et al. (2018) a fungao de
ativagao é dada por f;(U,p) = (ZjeU dj,i)r +p, e com isso, a restrigao (3-2) s6
funciona para I' = 1. Mais adiante, sera apresentada uma generalizacao desta
restricao para outros valores de I'.

Além disso, exite um nimero exponencial das restrigoes (3-4), sendo as-
sim, se faz necessario um algoritmo de separagao para adicionar tais restrigoes

quando estas estiverem violadas.

3.1.1
Algoritmo de separacao das restricoes para eliminacao de ciclos

O algoritmo para separar as restrigoes (3-4) foi o mesmo utilizado no
trabalho de Fischetti et al. (2018). Este método é uma adaptacao do algoritmo
de caminho mais curto proposto em Grotschel et al. (1985) para separacao dos
classicos cortes de eliminagao de ciclos.

Neste método, sejam ;, 2;; referentes aos valores relaxados das varidveis
(3-7) e (3-9) respectivamente. Entdo, para cada aresta do grafo sao calculados
0s pesos w;; = &; — Z; > 0, V(i,7) € A. Assim, para cada né k € V é
computado o caminho mais curto para todos os seus vizinhos N, para isso
é utilizado o algoritmo de Floyd-Warshall (Floyd, 1962; Warshall, 1962) que
computa o caminho mais curto entre todos os pares de vértices. Se o peso total
desse ciclo C' formado pelo caminho de k até o n6 j € Ny e pelo arco (j,k)
for menor do que zy, entao encontramos uma restricao de eliminacao de ciclos

(3-4) violada e adicionamos-a ao modelo.

3.1.2
Extensdo do modelo (ARC)

Para determinar quando um né passa a ser ativo, nés utilizamos a funcao
r
de ativacao: f;(U,p) = (Zje N; djz-) +p, seguindo a mesma convengao utilizada
em Fischetti et al. (2018).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721743/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721743/CA

Capitulo 3. Metodologia 30

Para valores de I' = 1, entao f; é uma funcao aditivamente separavel e
linear (Fischetti et al., 2018). Isso significa que ndo ha um efeito cruzado de um
argumento sobre o efeito marginal que o outro exerce sobre o valor da funcao,
simplificando bastante a andlise (Buja et al., 1989).

Valores de I' > 1, modelam, por exemplo, a pressdo dos pares em que
a influéncia exercida tem um efeito maior que o normal. Por sua vez, valores
de I' < 1 caracterizam uma funcao sub modular e modelam a situacao de
influéncias marginais decrescentes (Fischetti et al., 2018).

Apesar da definicao da funcao de ativagao, o modelo ARC foi proposto
apenas para o caso de I' = 1. Assim sendo, nessa subsecdo propomos uma
alteracdo no modelo para considerar diferentes valores de I' na funcao de
ativacao utilizada.

Primeiramente precisamos incluir o I" na restri¢ao (3-2), para ser equiva-

r
lente com a fungao de ativagao f;(U,p) = (ZjeU dM) +p > h

r
> Y+ ( 3 dﬁzﬁ-) > hix;, VieV (3-10)
pEFR; (4i)eA

Porém tal restricao passa a ser uma fungao nao linear e por isso precisa-
mos de alguma forma transformar tal restricio em uma funcao linear.

Apenas um incentivo pode ser oferecido para cada né ¢ € V. Sendo
assim, o somatorio >, p, py;p val ter apenas um incentivo ptalquey;y =1e
Yip = 0,Vp € P,\{p'}. Com isso, uma forma para linearizar a inequagao (3-10)
¢ realizar manipulagoes algébricas de forma a eliminar a poténcia elevada a
I' do termo (Z(j,i)e A dﬂzj,i)F, podendo mover essa poténcia elevada a I' para
os outros termos da inequacao. Dessa forma, podemos chegar na inequagao a

seguir:

Z (hzl/r — (hl — p)l/F)yip + Z djiZji Z hzl/rl'l VieV (3—11)

pEPR; (Ju)eA

Ha casos em que o incentivo p € P; oferecido ao n6 ¢ € V' é maior que o
limiar de ativacao desse no, ou seja, p > h;. Como h; — p pode ser um valor
negativo, entao ¢ desejavel que h; — p seja substituido por 0, nesses casos. E

para isso podemos modificar a inequagao anterior para a seguinte:

Z (hzl/r — maX(O, hz - p)l/r)yip + Z dj,;ZjZ' Z hZI/FZL’Z VieV (3—12)

pEP; (ji)EA
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Como os outros coeficientes sdo inteiros, para fortalecer a desigualdade
podemos arredondar para cima todos os termos elevados a 1/I'. Por fim,

chegamos na inequacao a seguir:

> (W/FW — Tmax(0, h; — p)""" yip + > djizi > ”’/il/r—‘xi VieV

PEFR; (j)eA

(3-13)

Porém, precisamos ainda provar que ambas restri¢oes sao equivalentes e
para isso vamos dividir em casos, fixando os valores de x; € ¥ p.

Prova.

1. Primeiramente, para z; = 0:

> ("] = Tmax(0, hi = p) " Nysp + Y- djizi 20, VieV

pEPR; (j,i) €A

(3-14)

E com isso, independentemente dos valores das variaveis y, ambas as

restrigoes (3-10) e (3-14) sao satisfeitas.

2. Apenas um tnico incentivo é oferecido para um né, logo apenas um valor
da variavel y; ,, Vi € V,p € P, é igual a 1. Assim, para z; = 1 e seja p’ o

incentivo oferecido para o né i, ou seja, y; ,» = ley;, =0, Vp € P\ {p'}:

= [B#] — [max(0,h; — )" 1+ 3 djizsi > [BF], Vi€V (3-15)

(J)eA
= Y djizj > [max(0,h; — )", VieV (3-16)
(j)eA

Com a inequagao (3-16), vamos subdividi-la em dois casos.

(a) Para h; — p’ > 0, ou seja, quando apenas o incentivo p’ nao é

suficiente para ativar o né ¢, assumindo valores inteiros de d;;, temos:

= Z djizji 2 [(hz - p/>1/1"‘|7 Vi eV (3—17)
(4r)eA
= Z djizji Z (hz - p/>1/1"7 Vi eV (3—18)

(4i)eA
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Elevando a I' ambos os lados da inequacao:

= ( > djizj,) > ((hy — p")VD)E, VieV (3-19)

(4i)eA

T
= ( Z djizji) Z hl - p/, YieV (3-20)

(JH)eA

r
=p' + ( > djizji) > hy, VieV (3-21)
(

Ji)EA

Como apenas um incentivo é pago para um no, podemos substituir
novamente p’ por > pep; PYip, Obtendo a seguinte inequagao equiva-
lente a (3-10):

T
= Z PYip + ( Z djizji) > hi, VieV (3—22)
(

peEP; ji)EA

(b) Em contrapartida, para h; — p’ < 0, o incentivo p’ é maior que h;,

ou seja, suficiente para ativar o né i. Neste caso, temos:

(J)eA

Esta inequacdo é satisfeita independentemente dos valores das

varidveis z, assim como (3-10).

[

Podemos interpretar que essa transformacao redefine os valores dos
incentivos e custos associados, e, com isso, reduz qualquer caso com I'" # 1.0
para um caso equivalente ao caso linear com I' = 1.0, mas com os incentivos
e custos alterados. E por simplicidade, nas formulagoes descritas daqui em
diante, manteremos a restri¢ao (3-2) original no modelo, sabendo que nos casos

com I' # 1.0 é necessario substitui-la pela restricao (3-13).

3.2
Cover Propagation Elimination Cut

Nesta se¢ao propomos uma nova familia de cortes para serem adicionados
ao modelo, uma prova que esse tipo de corte ¢ valido e o algoritmo usado para
separagao dessas restrigoes. Esse corte foi denominado de Cover Propagation
Elimination Cut, porque usa ideias presentes nos cover cuts para o problema
da Mochila (Knapsack Problem) (Crowder et al., 1983).
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Vale ressaltar que esse corte é inspirado e tem muita semelhanga com
o corte proposto em Fischetti et al. (2018), denominado de Generalized
Propagation Constraints e descrito na Secao 2.2.4.1, que sdo expressos em
relacao a uma formulacao estendida onde cada variavel representa nao apenas
uma mas um conjunto de influéncias que um individuo pode sofrer de modo
a ativa-lo. Trata-se de uma formulacao baseada em um modelo de cobertura
de conjuntos (set covering). A limitagao desta formulagao é que o nimero de
variaveis pode crescer exponencialmente com o nimero de vizinhos de cada
individuo.

Os cover propagation elimination cuts, apesar de supostamente mais
fracos, tém a vantagem de serem expressos em relacdo a variaveis que nao
apresentam esta possibilidade de crescimento exponencial. Eles sao expressos
em relacdo a varidveis que s6é dao informagdo de apenas uma influéncia
exercida, como o incentivo p oferecido ao né i (y;,), qual vértice estd ativo
ou nao (z;) ou para determinar quando um né ¢ exerce influéncia sobre um né
J (#j). Dessa forma, utilizar da ideia presente nos cover cuts foi uma forma
de traduzir os cortes propostos em Fischetti et al. (2018) para funcionar em
uma formulacdo mais simples, baseada em arcos, ao invés de uma formulacao
baseada em conjuntos.

Ambos os cortes sao baseados no fato de que, dado um conjunto de nés
X C V contendo um no ativo k, pelo menos um né ¢ € X recebe um incentivo p
e influéncias vindas de nés que estao fora do conjunto X suficientes para ativa-
lo, ou seja, existe U C V tal que f;(U \ X, p) > h;. Sejam N; e §; um conjunto
de vizinhos de 7 e uma influéncia que, juntos, nao sao capazes de ativar o né
1 € X, ou seja, fi(Ni,ﬁi) < h;. Este conjunto N; é inspirado no conjunto cover
proposto para o problema da mochila, cujos elementos excedem a capacidade
da mesma. Neste caso, o cover propagation elimination cut se baseia no fato
de que existe pelo menos um noé ¢ € X que recebe um incentivo p > p; ou pelo
menos uma influéncia vinda de um né que estd fora dos conjuntos X e N;.

A Figura 3.1 contém uma representagao visual para ilustrar o corte e
nessa figura as arestas destacadas (mais escuras) representam quais arestas
podem ser consideradas no corte, sdo as arestas que pertencem ao conjunto
N\ (X UN,).

Seja um n6 k € X C V, e seja um conjunto N; € N; \ X(i € X) e

pi € Pi(i € X) que ndo sao suficientes para ativar o né 7, tal que Vi € X:

r
S dji | 5 <h (3-24)

JEN;
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N, X
N,
O ==L
S
. O
o

Figura 3.1: Tlustracdo do cover propagation elimination cut

Entao,

DD vt Y. Yooz >y, (3-25)

ieX gig i€X jeN;\(XUN;)

¢ uma inequacao valida Vk € X.

Prova. Seja (z,7,%Z) uma solucdo vidvel. Dado k, X, N, P satisfazendo as
condigbes acima e se T, = 0, entao a restri¢ao (3-25) é satisfeita. Caso contrério,
seja k' o primeiro individuo ativado em X (possivelmente k' = k). Se k" recebe
um incentivo maior que py, entao existe um p > py tal que Y, = 1, que &€
suficiente para satisfazer a restrigdo (3-25).

No caso restante, nés demonstramos que (3-25) é satisfeita por contra-
digdo. Vamos assumir que tal restricio nao esta satisfeita e, portanto, que
todas as influéncias recebidas por k' vem de X ou Nj. Como k' é o pri-
meiro no ativado em X, influéncias que venham de X nao podem ser uti-
lizadas. Seja U = {j € Niw \ X|zw; =1}, e p € Py é o tnico valor tal que
Yp = 1. Como (3-25) nao é satisfeita, U C Ny e p < p. Assim, por (3-
24), fw(U,p) < (ZjeNk/ djk/)r + P < hp que contradiz a suposicao que k' é
ativado. [ |

A seguir, apresentamos um exemplo numérico desse corte:

Exemplo 1: Seja uma instdncia com n = 20, k = 8§,
B =03, a =10, " = 1.0 e conjunto de incentivos possiveis
P = {0.0,9.0,17.0,26.0,34.0}. A Figura 3.2 retrata o corte em

uma determinada iteracao do branch-and-cut, na qual o conjunto
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X ={13,19}, k =13, p; = 0, x13 = 1 e x19 = 1. Nessa instéancia,
o limiar de ativacao dos nos hi3 = 14, hig = 14, bem como a lista
de incentivos para os nés 13 e 19 é dado por: P;3 = {0.0,9.0,17.0}
e Pig ={0.0,9.0,17.0}. Cada aresta (7, ) da Figura 3.2 representa

o valor d; ;, influéncia que o nod i exerce sobre o no j.

2,79

Figura 3.2: Tlustracao do cover propagation elimination cut em uma instancia
aleatoria

Com isso, o conjunto Nig junto com o incentivo p;g nao sao
suficientes para ativar o n6 ¢ = 19. Dessa forma, a inequagao (3-25)

é um corte valido e pode ser adicionado ao modelo:

Y13,9 + Y1317 + Y199 + Y1917 + 2133 + 2139+

z13,10 + 213,12 T 2195 + 219,15 + 219,16 = T13 (3-26)

O n6 7 = 19 esta ativo e nao recebe nenhuma influéncia vinda de
algum elemento do conjunto X e assim é um no candidato a iniciar
a propagacao dentro do conjunto X que vai levar a ativacao do né
k. Como z; = 1, e a restricao (3-26) esta violada ja que o lado
esquerdo da inequacao ¢ igual a zero, entao adicionar tal restrigao
ao modelo vai forcar a pagar algum incentivo ou forcar que alguma

influéncia seja exercida ao n6 13 ou ao n6 19.

Assim sendo, no corte, o n6 ¢ é um possivel candidato a iniciar a a
propagacao dentro do conjunto X, de forma a ativar o no k.

O incentivo p; e o conjunto de individuos fora do conjunto X que geram
as influéncias N; sdo escolhidos a priori como parametros de entrada do corte.
A escolha deles tem que ser feita de modo a satisfazer (3-24). Tipicamente vao

existir incentivos e influéncias vindas de fora do conjunto X suficientes para
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ativar o né k. Se isso acontecer, temos que tirar alguns nés do conjunto N;

e/ou reduzir p; até que a soma nao seja suficiente para a ativagao.

3.2.1
Algoritmo de separacao

O problema de separacao é resolvido de forma exata, através de um
modelo de programagao inteira mista (MIP) e os cortes gerados sao adicionados
apenas na raiz do branch-and-cut. Assim, para cada né ativo k € V' o algoritmo
resolve um MIP e se a restrigdo (3-25) correspondente a solugdo encontrada
estiver violada, esta é adicionada ao modelo. Isso acontece quando o lado
esquerdo da inequagao (3-25) é menor que o lado direito, dessa forma, o MIP
de separacao trata de um problema de minimizagao deste lado esquerdo, o que
corresponde a maior violacao possivel.

Seja (Z,y,z) uma solugdo da relaxagao linear do modelo (ARC). O
algoritmo de separagao resolve entao um MIP, descrito mais adiante, para
cada valor de k € V | zx > € buscando uma restrigdo (3-25) violada. Se o
valor da funcao objetivo for menor do que o valor da variavel zj, entao a
inequacao (3-25) estd violada, e deve ser adicionada ao modelo (ARC). Sendo
assim, para cada execucao, o algoritmo pode adicionar zero ou mais cortes ao
modelo, sendo um para cada k.

A formulagao desse MIP, a qual nos referiremos como (SEP), utiliza

cinco conjunto de varidveis: a variavel s; Vi € V indica se o n6 ¢ pertence ao
0
i?j
p; € os nés j € N; que nao sao capazes de ativar o no i. Enquanto que as
1
(2]
e consequentemente, sao os valores que sao considerados no corte. Dessa forma,

subconjunto X C V ou nao. As variaveis y?p e z; . representam o incentivo

variaveis yi{p e z; . representam os incentivos p > p; e os nés j € N; \ (X U NZ),

o algoritmo determina quais nés devem ser incluidos no conjunto N; e incentivo

p; de forma a maximizar a violagdo de (3-24). O modelo é descrito a seguir:

Variaveis:
— s, =1se1€ X e0 caso contrario
~ yp, = 1sep=p;e0 caso contrério

- yi{p: 1set € X ep>p; e caso contrario

0
i7j

- ZijzlseieXejENi\(XUNi)eOcasocontrério

— z;.=1sej € N; e0 caso contrario

Formulacdo: Seja uma relaxagao linear formada por (z,v, z), referente ao

valores relaxados das varidveis (3-7), (3-8) e (3-9) respectivamente:
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(SEP)
MIN > gipyilp +> ) Eijzilj (3-27)
i€V peP; i€V jEN;
pEP; JEN;
Yo = Si— Y Yins VieV,¥pe P (3-29)
qeEP;
qzp
2 > 8 — 55 — 2y Vie V,VjeN; (3-30)
s; € {0, 1}, VieV (3-31)
zi; € {0, 1}, Vi € V,Vj € N; (3-32)
2 € {0, 1}, Vi € V,Vj € N; (3-33)
Yip € 10,1}, VieV,Vpe b (3-34)
v, € {0,1}, Vi e V,¥p e P, (3-35)

A Fungao Objetivo (3-27) maximiza a violagdo da inequagao (3-25),
quando o lado direito da inequagdo estd fixo. As restri¢oes (3-28) garantem
que o conjunto N; e um incentivo p; nao sejam capazes de ativar um n6 ¢ € V.
Enquanto que as restrigoes (3-29) e (3-30) sao utilizadas para vincular y!* com
y? e 2! com 2Y) respectivamente. Por fim, as restrigoes (3-31), (3-32), (3-33),
(3-34) e (3-35) definem as varidveis bindrias do modelo.

De maneira andloga ao que é descrito para as restrigoes (3-2), o caso
em que I' # 1.0 reduz para um caso equivalente com I' = 1.0, mas com os
incentivos e custos associados alterados. Dessa forma, se faz necessério realizar
uma substituigdo nas restrigoes (3-28) de maneira similar ao que ocorre nas
restrigoes (3-13).

Vale notar que essa formulacdo permite yy, = i) = 1 para p # ¢, mas
simplesmente atribuindo yzo,min(p, g = 0 ¢ vidvel com o mesmo custo. De maneira
andloga, z?j = 1 quando j € X. Finalmente ¢é desejavel que ambos o conjunto
N; e o valor de p; sejam maximos em relacao a (3-24). Se isso ndo ocorrer na
solugdo do MIP acima, entdo deve-se aumentar ambos respeitando (3-24) até
que nao seja mais possivel (lifting).

Cada execugao deste algoritmo de separacao é denominada de uma rodada
de corte e como apresentado antes, uma rodada de corte pode adicionar zero
ou mais cortes. Porém, vale destacar que o branch-and-cut é parametrizado em
relacdo a esse nimero de rodadas de corte que vai executar e possui também
um outro parametro que define o tempo maximo que vai continuar adicionando
cortes ao modelo, dessa forma, o algoritmo para de adicionar cortes quando

alcanca esse limite de tempo ou quando alcanga o nimero de rodadas de corte
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definido, a condi¢ao que for valida primeiro. Isso se faz necessario pelo fato do
algoritmo ser pesado e pode fazer com o que o algoritmo passe muito tempo
adicionando cortes e pode consumir muito do tempo total do branch-and-cut,
e, consequentemente determinar o valor desses parametros é muito importante

para o sucesso do método.
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4
Experimentos computacionais

Neste capitulo descrevemos os diferentes experimentos realizados para
o algoritmo de branch-and-cut implementado, o conjunto de instancias de
benchmark utilizado, reportamos e discutimos os resultados. Os experimentos
foram executados usando apenas 1 core de uma maquina Intel Xeon E5-2620v4,
2.1 GHz. Ambos os modelos foram implementados utilizando a linguagem de
programacao Julia® através da biblioteca? JuMP v0.18.5 (Dunning et al., 2017)
e o solver IBM ILOG CPLEX 12.10, com seus parametros padroes.

A seguir sdo descritos o conjunto de instancias de benchmark, bem como

os resultados e analises dos experimentos avaliados.

4.1
Instancias e detalhes de implementacao

O conjunto de instancias utilizado foi criado e cedido por Fischetti et al.
(2018). Para isso, os autores geraram grafos usando o método proposto por
Watts and Strogatz (1998). Este algoritmo classico é utilizado para gerar grafos
aleatérios com propriedades de pequeno mundo (small world networks), ou
seja, um tipo de grafo no qual a maioria das liga¢oes sao estabelecidas entre os
vértices mais proximos e a distancia média entre quaisquer dois vértices nao
ultrapassa um nimero pequeno de vértices, dai o nome mundo pequeno (Watts
and Strogatz, 1998).

O método de Watts-Strogatz comega com uma matriz circular de N
vértices. Cada ndé na rede é inicialmente ligado entre seus K vizinhos mais
proximos. Apds isso, o grafo passa por um processo de religacao (rewiring)
dessas arestas, e dessa forma, cada aresta tem uma probabilidade S de ser
religada a algum outro né restante (Watts and Strogatz, 1998).

Vale ressaltar que quanto menor o valor de 3, e mais préximo de 0, menor
serd a aleatoriedade do grafo e mais regular sera o grafo, e consequentemente,
quanto maior o valor de 3, e mais préximo de 1, maior a aleatoriedade da
rede (Watts and Strogatz, 1998). A seguir, a Figura 4.1 ilustra o processo de
geracao desse tipo de grafo.

https://julialang.org

2https://jump.dev/JuMP.j1/v0.18/
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/File:Watts—-Strogatz-rewire.png


https://julialang.org
https://jump.dev/JuMP.jl/v0.18/
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Watts-Strogatz-rewire.png
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Figura 4.1: Exemplo do método de Watts-Strogatz

Fonte: Wikimedia Commons 3
Dessa forma, Fischetti et al. (2018) geraram 5 diferentes instdncias
usando o método de Watts-Strogatz para cada configuragdo de pardmetros

descritas a seguir:

— Numero de vértices do grafo: n € {50,75,100}
— Grau médio de cada vértice: K € {4,8,12,16}
— Probabilidade de rewiring: 5 € {0.1,0.3}

Para cada configuracdo dos parametros a seguir foram geradas 5 instan-

cias aleatoérias:

- n=>50,K € {4,8},5 €{0.1,0.3}. Total =1 x 2 x 2 x 5 = 20 instancias
- n="75K € {4,812}, 5 € {0.1,0.3}. Total = 1 x3x2x5 = 30 instancias
“n o= 100,K € {4,8,12,16},5 € {0.1,0.3}. Total = 1 x 4 x 2 x 5 =

40 instancias

Assim, no total sdo 90 instdncias, mas cada uma foi avaliada para
diferentes valores de a € {0.1,0.5,1.0}, totalizando entdo em 90 x 3 = 270
testes realizados para cada valor de I'.

Seguindo as mesmas convengoes utilizadas por Fischetti et al. (2018):
seja h = max;cy (h;) o maior limiar, o conjunto de incentivos é definido por
P, = [0,0.25?1,0.5?1,0.75?1, ﬁ] Vi € V e o custo para oferecer o incentivo p
ao né i ¢ dado por w;, = p*?; a funcdo de ativacdo utilizada é dada por:
filU,p) = (ZjENi dj,i)F + p, na qual o valor de I' varia seguindo o conjunto
I' € {0.9,1.0,1.1}. Além disso, a fracdo minima de nés ativos é avaliada
seguindo a € {0.1,0.5,1.0}.

Por fim, utilizamos o valor reportado em Fischetti et al. (2018) da melhor
solucao exata conhecida +1, como cutoff do modelo.

Vale ressaltar que apesar de nao estar descrito no artigo de Fischetti et al.

(2018), os autores informaram posteriormente que arredondaram os valores
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de P;, w;, e f;(U,p). Sendo assim, os incentivos em P; sdo inteiros obtidos
arredondados para cima, os custos dos incentivos w;, sao inteiros obtidos
truncando os valores fraciondrios e a funcao de ativacao f;(U, p) é arredondada
para o inteiro mais proximo.

Vale destacar também que para lidar com esse arredondamento na fungao
de ativagao faria com que as restrigoes (3-13) e (3-28) se tornassem invalidas
e incluir tal funcdo de arredondamento em ambas as restrigbes também
tornariam-as em uma restricdo nao linear. Dessa forma, para lidar com esse
problema resolvemos fazer uma alteragdo diretamente no valor de h; como

h; = h; —0.5.

4.2
Calibracdao do namero de rodadas de corte

Assim como descrito anteriormente, para cada rodada de corte o algo-
ritmo pode adicionar zero ou mais cortes ao modelo e este é um parametro
que precisa ser definido previamente.

Esse algoritmo de separac¢ao se mostrou promissor, mas ainda é bastante
pesado, os resultados detalhados podem ser vistos na Sub-Segdo 4.3. Dessa
forma, nao vale a pena gastar tempo calibrando esse parametro antes de fazer
uma separacao mais rapida. Porém, precisamos atribuir ainda o nimero de
rodadas de corte que serao executadas e para isso definimos empiricamente
2000 rodadas de corte.

Como uma forma de fornecer uma intuicdo da escolha desse nimero
e também avaliar o impacto do uso do corte implementado realizamos um
teste inicial variando o numero de rodadas de corte do modelo para uma
das instancias. O numero de rodadas de corte avaliado segue o conjunto:
{0,1,2,5,10, 20,50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 3000, 5000, 6000, 8000, 10000} e
um tempo limite de 2 horas (7200 segundos) foi configurado para o branch-
and-cut.

Na Figura 4.2 apresentamos um grafico dessa avaliacdo para uma ins-
tancia com n = 50, k = 8, f = 0.3 (“SW-n50-k8-b0.3-d1-10-g0.7-i2”), com
a=0.1eI'=1.0. No eixo x estdo o nimero de rodadas de corte testados para
essa instancia e no eixo y no lado esquerdo e direito, respectivamente estao o
tempo total de execucgdo, em segundos, do branch-and-cut e o limite inferior
obtido.

Vale notar que os cortes melhoram o desempenho final do algoritmo, mas
o limite inferior da raiz se mantém quase constante, o que nao é tao comum.
Possivelmente, isso acontece porque quanto mais cortes sao adicionados ao

modelo, menor a arvore de branch-and-bound.
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Variagdo do nimero de rodadas de corte no modelo para a instancia "SW-n50-k8-b0.3-d1-10-g0.7-i2"
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Figura 4.2: Impacto do nimero de rodadas de corte para a instancia “SW-n50-
k8-b0.3-d1-10-g0.7-i2”

Podemos ver que com nenhuma rodada de corte, o algoritmo tem o pior

limite inferior, e esse valor vai aumentando com mais rodadas, e se estabiliza

por volta de 200 rodadas de corte e passa a alcancar o valor étimo.

Além disso é possivel perceber também uma diferenca no tempo total do

algoritmo, que com 200 rodadas de corte passa a executar em por volta da

metade do tempo (1h), chegando no minimo com 2000 rodadas. Porém, esse

tempo volta a piorar para valores maiores que 2000, pois o tempo gasto na raiz

passa a ser muito alto, que comeca a nao compensar mais.

Nodes Lower Bound Time (s)
Cut Rounds Count left Root Best Bound Objective Root B&C  Total
0 484330 430301 0,00 11,11 45.0 5,36  7194,64 7200,00
1 582948 507827 0,88 20,00 45.0 3,66 7196,34 7200,00
2 329746 259770 1,12 20,70 44.0 3,75 7196,26 7200,00
5 373067 276067 1,47 21,14 45.0 7,15 7192,86 7200,00
10 203632 129251 2,42 30,04 44.0 5,67 7194,43 7200,00
20 339042 91702 2,58 40,00 44.0 6,75 7193,25 7200,00
50 337699 47710 2,81 40,00 44.0 10,72 7189,28 7200,00
100 207798 70165 2,94 41,00 45.0 18,59 7181,41 7200,00
200 65592 1092 3,06 44,00 44.0 41,82 3510,03 3551,84
500 110142 122 3,06 44,00 44.0 97,87 4094,92 419279
1000 77580 143 3,06 44,00 44.0 192,89 3074,14 3267,03
2000 48683 340 3,12 44,00 44.0 476,64 142254 1899,17
3000 69813 295 3,12 44,00 44.0 1148,57 1385,80 2534,36
4000 105677 426 3,12 44,00 44.0 1911,79 4088,14 5999,93
5000 64790 1970 3,12 44,00 44.0 2566,03 1469,99 4036,02
6000 59039 265 3,12 44,00 44.0 3289,89 1386,82 4676,72
8000 66471 14091 3,12 39,26 44.0 4759,29 2440,71 7200,00
10000 58184 314 3,12 44,00 44.0 5028,68 1514,22 6542,90

Tabela 4.1: Resultados da variacao do nimero de rodadas de corte para a
instancia “SW-n50-k8-b0.3-d1-10-g0.7-i2”
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Isso sugere que provavelmente podemos reduzir o nimero de rodadas de
corte na raiz nos casos em que a separagao ¢ mais pesada.

A Tabela 4.1 contém os resultados detalhados para essa avaliacao. Cada
linha contém o ntmero de rodadas de corte; a quantidade de nés abertos e a
quantidade de nos que restaram seguir na arvore de branch-and-bound; o limite
inferior da raiz; o limite inferior final; o limite superior final; e os tempos gastos
na raiz, no branch-and-cut e tempo total do método.

Como dito anteriormente, nés definimos empiricamente que o algoritmo
iria executar 2000 rodadas de corte. Porém, como uma forma de ter uma
intuicao do impacto do nimero de rodadas de corte no algoritmo para todas
as instancias, nés realizamos um segundo experimento utilizando apenas 200

rodadas de corte. Ambos os experimentos sao descritos na se¢ao a seguir.

4.3
Resultados Experimentais

Para avaliar o branch-and-cut proposto foram realizados dois experimen-
tos variando o tempo gasto na raiz para adicionar cortes ao modelo. Uma
versao "light", denominada de Light Cover Cut (LCC), na qual o algoritmo
para de adicionar cortes quando 200 rodadas de corte forem executadas ou
se o método ultrapassar 5 minutos adicionando cortes na raiz do branch-and-
cut. Em contrapartida, no experimento "full', denominado de Full Cover Cut
(FCC), esses parametros foram definidos para 2000 rodadas de corte ou 1 hora
gastos adicionando cortes na raiz, assim, o algoritmo para quando uma das
duas condigoes for vélida.

Fischetti et al. (2018) forneceram os resultados detalhados para fazer
uma comparacao por instancia. Em seu trabalho, os autores computam os
resultados para 6 diferentes modelos, nomeados como segue: A, C,C*, CF Pt
e P, sendo os 4 primeiros modelos exatos e os 2 tiltimos algoritmos heuristicos.

A seguir uma breve descri¢do apenas dos modelo exatos propostos em
Fischetti et al. (2018):

— O modelo A é o que introduz a formula¢do descrita na Secao 3.1, e que
utiliza o algoritmo de separagao das restri¢coes para eliminacao de ciclos
(3-4), descrito na Secao 3.1.1;

— Os modelos C,C*,C} seguem a formulagdo descrita na Segao 2.2.4,
através das restrigoes (2-24) — (2-32). Porém, a diferenga entre esses
trés modelos diz respeito ao uso de algoritmos de separacao para as
generalized propagation constraints (2-33), descritas na Secdo 2.2.4.1.
Sendo assim, a variante C" é obtida incluindo uma separacao heuristica

dessas restrigoes (2-33), enquanto que a variante Cf" inclui um algoritmo
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de separagao heuristica e exata dessas restri¢goes (2-33). Para mais

detalhes desses algoritmos de separagao ver Fischetti et al. (2018).

Sendo assim, decidimos por comparar os resultados dos modelos imple-
mentados nesta dissertacao (F'CC e LCC) com apenas os resultados dos mode-
los A (quando disponivel) e o modelo Cf propostos em Fischetti et al. (2018).
O modelo A foi escolhido porque utilizamos este como base para o desenvol-
vimento do branch-and-cut implementado nesta dissertacao, com a adi¢ao do
cover propagation elimination cut proposto; e o modelo Cf é o modelo exato
com os melhores resultados no trabalho de Fischetti et al. (2018).

A seguir, nas Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 estdo os resultados agregados para
cada valor de T' € {0.9,1.0,1.1} respectivamente. Como ha 5 diferentes
instancias para uma mesma configuracao dos parametros n, K, 3 e «, entao
nessas trés tabelas estdo o gap e o tempo médio dessas 5 instancias para cada
configuracao, para cada um dos algoritmos. Os melhores valores sao destacados
em negrito.

Vale destacar que um bug foi detectado nos resultados fornecidos por
Fischetti et al. (2018), e reportado esse bug para os autores, eles nos enviaram
os novos resultados. Sendo assim, para as nossas comparacoes, nas tabelas

adiante sao utilizados os valores corrigidos.

Experimentos para I' = 0.9:

Primeiramente vale ressaltar que dos modelos definidos em Fischetti et al.
(2018), o modelo (A) ndo trata instancias com I' = 0.9, e dessa forma, nessa
segdo s6 comparamos os nossos resultados apenas com o modelo Cf.

A Figura 4.3 contém um bozplot comparativo dos valores do gap obtido
por cada um dos modelos CF, FCC e LCC, para I' = 0.9, agrupados para
cada valor de K.

Podemos ver que o grau médio de cada n6 (K) tem um grande impacto
nos resultados, quanto menor o seu valor, geralmente, menor o gap, e vice-versa.
Para as instancias com K € {12,16}, por exemplo, todos os algoritmos tem os
maiores gaps, inclusive em muitas dessas instancias o algoritmo nao alcanca o
valor 6timo e atinge o tempo limite de execucao definido de 7200 segundos (2
horas). Enquanto que, por sua vez, para K = 4, todos os algoritmos obtiveram
um gap igual a zero, todas as solug¢oes alcancaram o valor 6timo, mas o modelo
CF executa em poucos segundos nessas instancias, diferentemente dos modelos
FCC e LCC.

Quando esses resultados sdao agrupados nao s6 pelo valor de K, mas

também pelo ntiimero de vértices do grafo (n) podemos ver que o valor de n tem
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Distribuicdo dos gaps de otimalidade com I' = 0.9 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}
. *
é é T T
4 8 12 16
K

Figura 4.3: Comparacao do gap entre os modelos Cf, FCC e LCC para
K € {4,8,12,16} com I' = 0.9.

um impacto menor nos resultados, o que sugere uma possibilidade funcionar
bem com grafos com muitos vértices, mas com grau médio (K) pequeno, ou
seja, grafos muito esparsos. A Figura 4.4 contém um bozplot comparativo do
gap obtido por cada um dos modelos, agrupados pelos valores de K e n.

Distribuicio dos gaps de otimalidade com I' = 0.9 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100}
n=50 n=75 n=100

Figura 4.4: Comparacao do gap entre os modelos Cf, FCC e LCC para
K €{4,8,12,16} e n € {50,75,100} com I = 0.9.

A Tabela 4.2 contém os resultados agregados para o caso com I' = 0.9, e
esta tabela exibe o gap médio e o tempo médio das 5 instancias para cada
combinac¢ao do nimero de nés do grafo (n), grau médio de cada né (K),
probabilidade de rewiring () e fracdo minima de nés que precisam estar ativos
ao final ().

Ambos os métodos FCC e LCC alcangcam gaps médios bem menores que
o modelo Cf, em comparagao. Para as instancias com n = 100, k = 16, § = 0.1

e a = 1.0 por exemplo, o modelo Cf obtém um gap médio igual a 100% contra

Modelos
cr

O FcC

O LCC

Modelos
c

O FCC

o Lcc
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Avg. gap (%)

Avg. total time (s)

n k B8 a Cf FCC LCC C+ FCC LCC
50 4 01 01 0,00 0,00 0,00 2,14 17120 81,38
50 4 01 05 0,00 0,00 0,00 12,79 141427 216,07
50 4 01 1,0 0,00 0,00 0,00 1,00 116,46 88,04
50 4 03 01 0,00 0,00 0,00 359 82,52 30,53
50 4 03 05 0,00 0,00 0,00 13,63 154572 144,94
50 4 03 1,0 0,00 0,00 0,00 590 2253,60 241,47
50 8 0,1 01 0,00 0,00 0,00 354,50 123957 124,74
50 8 0,1 05 0,00 0,00 0,00 216395 273732 338,81
50 8 01 1,0 1,27 784 8,03  2070,42 7200,00 7200,00
50 8 03 01 0,00 0,00 0,00 342,35 840,18 63,78
50 8 03 05 16,10 0,88 147  7200,00 3616,78 2645,17
50 8 03 1,0 9,26 14,67 14,75  7200,00 7200,00 7200,00
75 4 01 01 0,00 0,00 0,00 287 252,10 38,07
75 4 01 05 0,00 0,00 0,00 9,60 489,00 199,92
75 4 01 1,0 0,00 0,00 0,00 342 33046 203,60
75 4 03 01 0,00 0,00 0,00 10,66 182,00 39,08
75 4 03 05 0,00 0,00 0,00 109,58 2154,10 226,63
75 4 03 1,0 0,00 0,00 0,00 4,95 137753 212,49
75 8 0,1 01 0,00 0,00 0,00 153458 163561 138,77
75 8 01 05 749 191 0,82  5897,76 5057,16 3417,46
75 8 01 1,0 17,06 12,71 12,82  7200,00 7200,00 7200,00
75 8 03 01 0,00 0,00 0,00 163933 1764,50 156,50
75 8 0,3 05 2438 13,15 11,24  7200,00 7200,00 7200,00
75 8 0,3 1,0 2990 24,17 2521  7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,1 4347 0,00 0,00  7200,00 318564 486,97
75 12 0,1 05 3851 1507 14,04  7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 36,36 31,12 32,03  7200,00 7200,00 7200,00
75 12 03 01 3253 0,00 0,00 7200,00 224488 287,67
75 12 0,3 05 3887 2865 26,73  7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 46,50 32,76 33,06  7200,00 7200,00 7200,00
100 4 01 01 0,00 0,00 0,00 599 1269,37 177,49
100 4 01 05 0,00 0,00 0,00 30,85 2953,96 314,89
100 4 01 1,0 0,00 0,00 0,00 6,46 940,05 431,81
100 4 03 01 0,00 0,00 0,00 3,30 590,86 69,54
100 4 03 05 0,00 0,00 0,00 91,93 3120,01 318,28
100 4 03 1,0 0,00 0,00 0,00 36,07 254795 1188,05
100 8 01 01 222 0,00 0,00 332877 2120,23 184,96
100 8 0,1 05 1343 883 7,06  7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 3220 21,17 22,55  7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 01 066 0,00 0,00 311248 1556,48 142,64
100 8 0,3 05 24,04 1534 13,86  7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 2555 21,27 22,07  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 01 47,99 0,00 0,00  7200,00 5160,58 1562,39
100 12 0,1 05 3872 2067 19,85  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 3755 34,63 3503  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 3399 0,00 0,00 7200,00 3677,00 1347,38
100 12 0,3 0,5 40,82 3240 32,15  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 72,74 30,61 30,98  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 60,62 1844 11,27  7200,00 7200,00 5878,11
100 16 0,1 0,5 5847 30,74 30,08  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 100,00 31,46 31,71  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 01 7155 12,77 7,35  7200,00 6877,58 5716,30
100 16 0,3 0,5 66,41 40,07 46,52  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 86,10 43,47 43,57  7200,00 7200,00 7200,00
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Tabela 4.2: Resultados comparativos entre os modelos Cf; FCC e LCC para

I'=09
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por volta de 31% de ambos os modelos implementados nesta dissertacao, o
que mostra que ambos modelos obtém resultados bem mais préoximos do valor
6timo, apesar de nao alcancarem tal valor.

Nesses testes ¢ possivel notar também que a diferenca entre executar
200 ou 2000 rodadas de corte é pequena. De forma geral a diferenca entre os
gaps médios obtidos é em torno de 0 — 2%, e geralmente o modelo que usa
2000 rodadas de corte obtém os melhores resultados. Porém nas instancias
com n = 100, k = 16, 8 € {0.1,0.3} e @ = 0.1, 0 modelo LCC obtém gaps
médios entre 5 — 7% menores quando em comparacao com o método FCC. Em
contrapartida, nas instancias com n = 100, £ = 16, f = 0.3 e « = 0.5 0 modelo
FCC obtém gaps médios por volta de 6% menores que o LCC.

Porém, por executar menos rodadas de corte, o LCC' executa em um
tempo total bem mais rapido que o FCC, podendo chegar em média até 13
vezes menor, nas instancias com n = 50, k = 8, f = 0.3 e a = 0.1, por
exemplo. Ambas observagoes reforcam que melhorias podem ser feitas quanto
a calibragao do branch-and-cut aqui definido, de forma a encontrar um método
mais otimizado, bem como uma melhor forma de selecionar esse parametro do
numero de rodadas de corte que o algoritmo executa.

A Figura 4.5 contém um boxplot comparativo do tempo total de execucao
dos algoritmos C, FCC e LCC, agrupados pelo valor de K. Neste gréfico
podemos observar que para K = 4 ambos os trés algoritmos possuem o menor
tempo total de execugao, porém para K > 4 o tempo total de execucao
cresce consideravelmente, principalmente com K = 16, na qual boa parte das

instancias alcanca o tempo limite de 7200 segundos e para sua execugao.

Distribuiciio do tempo total de execucio com I' = 0.9 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}

Figura 4.5: Comparagdo do tempo total de execugdo entre os modelos Cf,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} com I" = 0.9.

O tempo total de execugao dos algoritmos ¢é diretamente proporcional

com o grau médio de cada n6 do grafo (K). Porém quando olhamos também
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para quantidade de nés do grafo (n), este valor tem uma menor influéncia
no tempo total. A Figura 4.6 contém um boxplot comparativo do tempo total
de execugao dos algoritmos Cf, FCC e LCC, agrupados pelo valor de K e

também pelo valor de n.

Distribuicio do tempo total de execucao com I' = (.9 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100}
n=>50 - n=75 n=100

Modelos
Ce
O FcC
- O LcC

Figura 4.6: Comparacdo do tempo total de execugdo entre os modelos Cf,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} e n € {50, 75,100} com I' = 0.9.

Os resultados detalhados com I' = 0.9 para cada instancia podem ser
encontrados no Apéndice A, nas Tabelas A.1, A.2, e A.3.

Podemos observar que ambos os modelos FCC e LCC resolveram res-
pectivamente 153(57%) e 156(58%) das 270 instancias em otimalidade, contra
129(48%) do modelo Cf proposto em Fischetti et al. (2018), sendo respectiva-
mente 28 e 31 instancias que estavam em aberto e nao se conhecia o valor 6timo.
Além disso, o modelo A atinge o tempo limite de 7200 segundos (2 horas) em
141(52,2%) dos 270 casos, contra 117(43,3%) para o FCC e 114(42,2%) para
o LCC.

Experimentos para I' = 1.0:

Diferentemente do caso anterior, para I' = 1.0 também comparamos os
nossos modelos com o modelo A, formulacao baseada em arcos definida em
Fischetti et al. (2018), como comentada anteriormente. E além disso, assim
como o caso com [' = 0.9, a Figura 4.7 contém também um boxplot comparativo
do gap obtido pelos modelos A, Cf; FCC e LCC, para I' = 1.0, agrupados
para cada valor de K.

De forma geral, podemos observar que o modelo Cf, desenvolvido por
Fischetti et al. (2018), obtém melhores resultados nas instancias em que o

grau de cada n6 do grafo K = 4. Apesar disso, nosso algoritmo geralmente
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Distribuicdo dos gaps de otimalidade com I' = 1.0 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}

asen & o
- m—- 0ee

Figura 4.7: Comparacao do gap entre os modelos Cf, FCC e LCC para
K € {4,8,12,16} com I' = 1.0.

obtém solugoes com um gap médio maior, mas proximo dos resultados obtidos
no método CF. Em contrapartida, para valores de k > 8, o branch-and-cut
proposto nesta dissertagao consegue alcancar um gap médio sempre menor.
Nesses testes inclusive ha resultados dos modelos A e Cf em que o gap médio
é de 100%.

Assim como nos casos com I' = 0.9, podemos observar também que o
valor de K é determinante quanto a dificuldade do problema. E além disso, o
valor de n tem um menor impacto nos resultados, em comparagao com o valor
de K. A Figura 4.8 pode ilustrar mais essa caracteristica, com um bozxplot
comparativo do valor do gap agrupado pelo valor de K e n.

Distribuicio dos gaps de otimalidade com I' = 1.0 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} en € {50,75,100}
n=50 n=75 n=100

Figura 4.8: Comparacao do gap entre os modelos Cf, FCC e LCC para
K € {4,8,12,16} com I' = 1.0.

A Tabela 4.3 apresenta os resultados do gap médio e o tempo médio das

5 instancias para cada configuracdo de parametros n, K, e a, com I' = 1.0.

T = 1

16
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20

Avg. gap (%)

Avg. total time (s)

n k B8 a A Cc+ FCC LCC A C+ FCC LCC
50 4 01 01 10,00 0,00 0,00 0,00 144382 3,05 156,80 59,81
50 4 01 05 1000 0,00 0,00 0,00 183181 4,71 2905,66 244,89
50 4 01 1,0 17,33 0,00 0,00 0,00 297328 1,88 148682 251,52
50 4 03 01 0,00 000 000 0,00 0,95 0,73 47345 59,58
50 4 03 05 0,00 000 000 0,00 108747 273,73 1590,47 565,75
50 4 03 10 576 0,00 0,00 0,00 258,31 29,12 1917,82 711,79
50 8 0,1 0,1 8364 2593 2545 2694  7200,00 4928,09 6194,72 6482,07
50 8 0,1 05 8959 41,80 52,24 54,00  7200,00 5871,70 7200,00 7200,00
50 8 01 1,0 90,64 25,69 46,98 48,78  7200,00 5893,71 7200,00 7200,00
50 8 03 01 6295 3946 19,37 20,28  7200,00 7122,78 5167,63 4844,06
50 8 03 05 90,83 66,17 70,00 7503  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 8514 61,60 6202 6562  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 4 01 01 1000 0,00 0,00 0,00 145442 595 83546 81,09
75 4 0,1 05 2000 0,00 0,00 444 488747 132,82 2843,04 1649,10
75 4 01 1,0 2161 0,00 0,00 0,00 567908 4,85 102541 308,34
75 4 03 01 0,00 000 000 0,00 1,68 10,80 812,55 75,53
75 4 03 05 823 0,00 7,83 10,01  2716,80 1037,87 5332,12 3825,36
75 4 03 1,0 2222 0,00 398 4,38 598815 56,78 3845,10 2093,19
75 8 0,1 01 93,19 70,89 55,13 56,84  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 0,1 05 9543 65,28 71,99 71,10  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 0,1 1,0 9563 6540 60,14 60,66  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 0,3 01 89,67 69,45 44,54 47,35  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 03 05 9628 8558 84,25 84,65  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 0,3 1,0 9425 70,47 7512 76,85  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,1 100,00 84,41 75,62 76,70  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 100,00 94,18 86,16 85,60  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 100,00 93,95 74,00 74,83  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 0,1 100,00 87,44 74,78 7554  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 05 100,00 97,47 91,87 91,98  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 100,00 98,23 83,58 85,09  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 4 01 01 0,00 0,00 0,00 0,00 276,69 9,26 1022,39 117,93
100 4 0,1 05 44,55 0,00 11,03 14,33  7200,00 265,59 4900,49 3724,01
100 4 01 1,0 5754 0,00 12,89 477  7200,00 13,09 3269,52 2046,54
100 4 03 01 0,00 0,00 0,00 0,00 12,51 208,32 149446 123,88
100 4 03 05 2633 5,15 2190 2648  5904,10 3459,81 6454,22 5933,36
100 4 03 1,0 50,14 0,00 1948 2883  7200,00 22891 7200,00 7200,00
100 8 0,1 01 86,03 7495 5549 52,93  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 9384 80,86 7632 75,52  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 9325 86,76 60,41 62,32  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 01 97,11 81,18 63,29 66,40  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 05 99,12 9387 91,90 91,90  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 1,0 9845 89,54 85,86 87,92  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,11 100,00 87,71 82,92 82,80  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 055 100,00 94,56 86,98 87,26  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 100,00 94,19 78,65 79,44  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 100,00 100,00 81,43 82,88  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 100,00 100,00 9521 95,19  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 100,00 100,00 90,79 90,34  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 100,00 100,00 92,79 93,00  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 100,00 100,00 93,29 93,21  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 100,00 100,00 86,74 86,80  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 100,00 100,00 83,37 86,90  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 100,00 100,00 96,02 96,07  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 100,00 100,00 91,23 90,99  7200,00 7200,00 7200,00 7200,00

Tabela 4.3: Resultados comparativos entre os modelos A, Cf, FCC e LCC

para I' =1.0
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De forma similiar ao caso anterior, os resultados entre usar 200 ou 2000
rodadas de corte sao bem proximos, sendo que executar 2000 rodadas de corte
obtém gaps menores, porém executar 200 rodadas de corte leva a tempos
médios bem menores, chegando a ser mais de 10x mais rapido em certas
instancias.

Apesar do gap médio menor, o branch-and-cut implementado tem os
piores tempos de execucao médios, inclusive até na versao light, que executa
s6 200 rodadas de corte. Os métodos desenvolvidos em Fischetti et al. (2018)
obtém os menores tempos de execu¢ao, inclusive quando o método CF resolve
alguma instancia, este costuma ser bem rapido. Apesar disso, nas instancias
com k > 8, basicamente quase sempre ambos os quatro modelos nao conseguem
chegar no valor 6timo da funcao objetivo, atingindo o tempo limite de 7200
segundos (2 horas).

A Figura 4.10 ilustra um comparativo dos tempos de execugdo dos
algoritmos A, Cf, FCC e LCC, agrupados pelo grau médio de cada nd. O
mesmo fendmeno pode ser observado quando esses resultados sao agrupados
também pelo niimero de vértices do grafo (n), e a Figura 4.10 ilustra o tempo

de execucao dos algoritmos agrupados pelo valor de K e n.

Distribuiciio do tempo total de execucao com I' = 1.0 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}

Figura 4.9: Comparagao do tempo total de execugdo entre os modelos A, C.f,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} com I' = 1.0

Os resultados detalhados, com os valores obtidos em cada instancia
podem ser vistos no Apéndice A, nas Tabelas A.4, A.5, e A.6. Desses resultados,
podemos observar que apenas uma instancia foi resolvida, que estava em
aberto anteriormente. Os modelos FCC e LCC obtiveram o valor 6timo em
respectivamente 79(29, 3%) e 77(28,5%) das 270 instancias, nimero maior que
o modelo ARC, por exemplo, que alcangou o 6timo em 54(20%) delas, porém
o modelo Cf garantiu otimalidade em 94(34, 8%) casos. Além disso, podemos

destacar também os modelos A, Cf, FCC e LCC atingiram o limite de
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Distribuicio do tempo total de execucgiio com I' = 1.0 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100}
n=50 n=75 ~n=100

D = D [:

Figura 4.10: Comparagao do tempo total de execucao entre os modelos A, Cf,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} e n € {50, 75,100} com I = 1.0

tempo de 7200 segundos (2 horas) em respectivamente 216(80%), 176(65, 2%),
191(70,7%) e 193(71,5%) dos casos.

Experimentos para I' = 1.1:

Assim como ocorre para I' = 0.9, o modelo A nao é definido para I' = 1.1,

por isso aqui comparamos nossos resultados apenas com o modelo CF.

Distribuiciio dos gaps de otimalidade com I' = 1.1 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}

T T %% I

..
[T}

] []
. ]
4 8 12 16

Figura 4.11: Comparacao do gap entre os modelos Cf, FCC e LCC para
K €{4,8,12,16} com I" = 1.1.

A Figura 4.11 exibe um bozplot comparativo do gap obtido pelos modelos
Clr, FCC e LCC, para I' = 1.0, agrupados para cada valor de K. De forma
geral, podemos observar que diferentemente dos casos anteriores, para I' = 1.1,
o modelo Cf obtém melhores resultados com gaps médios e tempos médios

menores que os modelos FCC e LCC. Em todos os casos para K = 4 o
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método Cf obtém um gap médio igual a zero, o que nao acontece sempre
para os modelos propostos neste trabalho. Para as instancias com K > 4, o
CF tem gaps médios menores em 18 casos, contra respectivamente 10 e 6 casos
para o FCC e LCC. E mais uma vez, a quantidade de nés do grafo teve um
menor efeito quanto o grau médio de cada n6 em relagao ao gap obtido pelos
algoritmos. A Figura 4.12 ilustra esse fato, com um bozplot comparativo do

gap agrupado pelos valores de K e n para I' = 1.1.

Distribuicao dos gaps de otimalidade com I' = 1.1 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100}
n=50 n=75 n=100

Figura 4.12: Comparacao do gap entre os modelos Cf;, FCC e LCC para
K €{4,8,12,16} com I' = 1.1.

Os resultados agregados dessas avaliagbes podem ser vistos na Tabela
4.4, com o gap médio e tempo médio das 5 instancias para cada configuragao
de pardmetros obtido nos modelos Cf; FCC' e LCC para I’ = 1.1. Assim como
a tabela anterior, também sdo exibidas as configuracoes da instancia n, k, 3;
bem como o valor de «, com a fracdo minima de nds para serem ativados.

Quanto ao tempo, para I' = 1.1, na maioria dos casos o LCC' obtém
tempos médios menores que o FCC, mas de forma geral essa diferenca é mais
timida que os casos com I' € {0.9,1.0}. Mas nos casos com n = 100, k = 4,
g =03eac{0.5 1.0} por exemplo, o LCC obteve um tempo médio maior
que o FCC, provavelmente porque nesses casos as 200 rodadas de corte nao
foram suficientes para uma melhor convergéncia do algoritmo.

A Figura 4.13 demonstra uma comparacao do tempo total de execucao
dos algoritmos agrupados para cada valor de K. Assim como a Figura 4.14
exibe a mesma informacao agrupada também pelo nimero de nés no grafo, e
que enfatiza novamente que o valor de K é bem mais determinante quanto ao
sucesso do algoritmo.

Os resultados detalhados, com as avaliagoes para cada instancia, podem

ser encontrados no Apéndice A, nas Tabelas A.7, A.8, e A.9. Desses resultados

oo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721743/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721743/CA

Capitulo 4. Experimentos computacionais 54
Avg. gap (%) Avg. total time (s)
n k g « Cr FCC LCC Cr FCC LCC
50 4 01 01 000 000 0,00 041 227,56 51,54
50 4 01 05 0,00 0,00 0,00 1,58 1904,95 171,53
50 4 01 10 0,00 0,00 0,00 029 14,11 14,18
50 4 0,3 0,1 0,00 0,00 0,00 0,33 567,36 75,73
50 4 0,3 05 0,00 0,00 1,33 3,01 1443,40 1604,75
50 4 0,3 1,0 0,00 5,21 0,00 491 2323,31 235,82
50 8 0,1 0,1 20,77 53,56 54,30 4529,79  7200,00 7200,00
50 8 01 05 25,82 5360 5541  5235,15 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 30,49 20,43 26,30 4649,12 4714,00 7200,00
50 8 0,3 0,1 33,69 50,32 51,56 5468,89 7200,00 7200,00
50 8 03 05 61,57 71,87 70,30  7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 72,53 53,08 53,08 7200,00 7200,00 7200,00
75 4 01 01 000 000 0,00 0,11 1249,34 110,66
7 4 0,1 05 0,00 0,00 2,22 0,78 1225,29 1579,96
7 4 0,1 1,0 0,00 0,00 0,00 0,43 30,18 29,10
75 4 03 01 0,00 0,00 0,00 34,14 1450,51 121,69
7 4 03 05 0,00 13,08 12,86 487,90 3116,99 2964,17
7 4 03 1,0 0,00 8,87 8,87 87,60 3006,02 2935,24
7 8 0,1 0,1 53,97 67,94 68,72 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 05 48,71 66,28 68,52 7200,00 7200,00 7200,00
78 0,1 1,0 54,59 43,45 43,45 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 0,1 59,10 67,84 70,76 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 03 05 77,76 75,17 75,71  7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 1,0 76,13 51,55 51,55 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,1 79,29 84,54 85,29 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,5 85,22 87,17 87,57 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 82,22 73,11 73,11 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 0,1 81,11 85,89 86,17 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 0,5 87,82 89,99 90,29 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 89,59 80,92 80,70 7200,00 7200,00 7200,00
100 4 0,1 0,1 0,00 2,50 0,00 0,70 2250,33 132,33
100 4 0,1 05 0,00 10,67 20,67 7,40 3719,67 3030,47
100 4 0,1 1,0 0,00 0,00 0,00 5,07 130,26 136,07
100 4 03 01 0,00 1,11 10,00 224,34 224159 2646,24
100 4 0,3 0,5 0,00 31,70 52,37 175,89 6339,22 7200,00
100 4 0,3 1,0 0,00 6,81 7,15 109,82 4437,58 5785,19
100 8 0,1 0,1 66,15 73,13 75,48 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 47,84 70,63 73,78 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 64,56 45,97 45,97 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 79,84 76,83 79,02 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,5 83,51 87,78 87,83 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 1,0 85,78 70,10 73,83 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 82,32 88,21 89,05 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,5 83,47 87,26 88,90 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 85,19 72,711 72,05 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 87,33 90,08 96,01 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 93,26 93,71 94,04 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 92,22 86,44 85,26 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 100,00 9448 93,91 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 100,00 99,31 99,61 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 100,00 99,77 99,78 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 100,00 94,96 98,39 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 100,00 100,00 100,00 7200,00 7200,00 7200,00

Tabela 4.4: Resultados comparativos entre os modelos Cf, FCC e LCC para

=11
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Distribuiciio do tempo total de execugiio com I' = 1.1 para diferentes valores de K € {4,8,12,16}

12

Modelos
cr

O Fcc

O LCcC

16

Figura 4.13: Comparacao do tempo total de execugdo entre os modelos Cf,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} com I" = 1.1

Distribuicio do tempo total de execucdo com I' = 1.1 para diferentes valores de K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100}
n=>50

=

n=75

12

n=100

Modelos
ct

O FcC

O LcC

12 16

Figura 4.14: Comparacao do tempo total de execugdo entre os modelos Cf,
FCC e LCC para K € {4,8,12,16} e n € {50,75,100} com I' = 1.1

os modelos alcangaram o valor étimo em 99(36.7%), 78(28.9%) e 73(27%)

dos casos, respectivamente para os modelos

(7+

e

, FCC e LCC. Dos casos que

estavam em aberto, nenhum deles foi garantido otimalidade, entdao quando os

métodos FCC e LCC alcancaram o valor 6timo, eram solucoes que ja tinha

sido garantido antes pelo modelo

C'F, por exemplo.

e

Nessas tabelas é possivel observar outro detalhe importante, que diz

respeito ao tempo de execucao de ambos os trés algoritmos. Para I' = 1.1,

os modelos Cf, FCC e LCC executam até o tempo limite de 7200 segundos
(2 horas) respectivamente em 171(63%), 192(71%) e 197(73%) dos 270 casos.
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5
Conclusoes

5.1
Discussoes e contribuicoes

Neste trabalho desenvolvemos um novo algoritmo de branch-and-cut para
o GLCIP. Nosso modelo é baseado no modelo (ARC) proposto por Fischetti
et al. (2018), com uma extensao para lidar com valores de I" # 1.0 e com
a adicao de uma nova familia de cortes ao modelo. Para isso desenvolvemos
também um modelo exato de separacao dessas restrigoes que sao adicionadas
ao modelo caso estejam violadas.

A principal contribuigao deste trabalho é essa nova familia de cortes que
foi proposta, denominada de Cover Propagation Elimination Cut. Demonstra-
mos empiricamente que introduzir tais cortes ao modelo traz bons resultados
em relacao ao valor do gap médio, ja que o modelo obtém maiores valores do
limite inferior, principalmente nos casos com I' = 0.9.

Em contrapartida, o método desenvolvido ainda possui um tempo de
execugao alto e demora em comparagdo com o modelo Cf apresentado em
Fischetti et al. (2018), que ao resolver uma instancia, costuma ser bem rapido.
A partir desse modelo aqui implementado, outras formulagoes e cortes podem
ser deduzidos.

Além disso, outra limitagao do método diz respeito ao nimero de rodadas
de cortes que o algoritmo executa. Esse valor é bem sensivel, com um impacto
muito grande nao s6 no tempo total de execucao, como também na qualidade
da solucao e pode chegar a uma diferenca de quase 40% menor, como ocorre
com a instancia com I' =0.9, n =100, k =16, 5 =03, a=0.5e 7= 5.

O branch-and-cut proposto tem os melhores resultados para I' = 0.9, ou
seja, quando na fungao de ativacao f;(U,p) = (ijU d-ﬂ-)r +p > h;. Esse fato

ainda necessita de maiores investigacoes e serd foco de pesquisas futuras.

5.2
Trabalhos Futuros

Um caminho a seguir a partir deste trabalho ¢é tratar diferentes modelos

de propagacao de influéncia, nao s6 o modelo linear, para tratar casos mais
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Capitulo 5. Conclusées Y

realistas. Além disso, se mostra interessante tratar o problema como uma abor-
dagem baseada em teoria dos jogos, onde ha dois jogadores: um influenciando
positivamente e outro negativamente, com o objetivo de propagar a influéncia
na rede.

Além disso, o modelo é limitado em relagdo ao nimero de rodadas de
corte, e definir esse valor tem um grande impacto nos resultados, ja que
dependendo da instancia um nimero muito grande de rodadas de corte pode
fazer o algoritmo passar muito tempo adicionando cortes, sobrando pouco
tempo para o branch-and-cut; em contrapartida se poucas rodadas de corte
forem utilizadas, estas podem nao ser suficientes para uma melhor convergéncia
do modelo. Isso sugere que devemos buscar um algoritmo de separagao mais
rapido, bem como calibrar esse parametro afim de reduzir o nimero de rodadas
de corte na raiz nos casos em que a separac¢ao ¢ mais demorada, possivelmente
até usar algum método de machine learning para prever esse valor.

Cada MIP de separacao gera apenas um corte e isso é computacional-
mente muito caro. Por isso, tentar extrair mais cortes violados a partir desse
corte gerado utilizando alguma busca local, com um critério de diversidade
pode gerar melhores resultados. Outra op¢ao é introduzir novas formulagoes e
novos tipos de corte para o GLCIP, visando fortalecer ainda mais o modelo ou

tornar o algoritmo de separagao mais leve.
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A
Resultados computacionais detalhados

Neste apéndice estao todos resultados comparativos para todos os mode-
los, com a execucao para todas as instancias e valores de I' e a. Nas Tabelas
A1, A.2 e A.3 estao os resultados para I' = 0.9. Ja nas Tabelas A4, A5e A.6
estao os resultados para I' = 1.0. Em contrapartida, nas Tabelas A.7, A.8 e
A.9 estao os resultados para I' = 1.1.

Em cada uma das tabelas a seguir estao os detalhes da instancia, o valor
de av e de I'; além do limite inferior, limite superior, gap da razao entre o limite
inferior e limite superior e o tempo total de execugao para os modelos A (apenas
para o caso de I' = 1.0) e Cf, definidos em Fischetti et al. (2018), bem como
os modelos FCC e LCC propostos nesta dissertacao. Além disso, os valores
marcados com um (*) sdo os casos em que o algoritmo resolveu a solugdo em

otimalidade, para os casos em que a solucao 6tima nao era conhecida.
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k 8 « imr CF FCC LCC Cr FCC LCC Cf FCC LCC Cf FCC LCC
50 4 01 01 1 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,02 2,81 2,72
50 4 0,1 0,1 2 19,00 19,00 19,00 19,00 19,00 19,00 0,00 0,00 0,00 2,23 322,04 90,32
50 4 01 01 3 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,22 10,14 9,00
50 4 0,1 0,1 4 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 0,00 0,00 0,00 3,85 204,27 129,16
50 4 0,1 01 5 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 439 316,77 17572
50 4 0,1 05 1 63,00 63,00 63,00 63,00 63,00 63,00 0,00 0,00 0,00 30,18 3600,69 301,51
50 4 0,1 05 2 73,00 73,00 73,00 73,00 73,00 73,00 0,00 0,00 0,00 18,22 134,20 297,65
50 4 01 05 3 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 0,00 0,00 0,00 1,36 41,05 60,53
50 4 0,1 05 4 87,00 87,00 87,00 87,00 87,00 87,00 0,00 0,00 0,00 9,26 1256,64 196,67
50 4 0,1 05 5 63,00 63,00 63,00 63,00 63,00 63,00 0,00 0,00 0,00 4,95 2038,76 224,01
50 4 01 1,0 1 147,00 147,00 147,00 147,00 147,00 147,00 0,00 0,00 0,00 0,19 13,68 16,33
50 4 0,1 1,0 2 161,00 161,00 161,00 161,00 161,00 161,00 0,00 0,00 0,00 3,50 92,78 91,60
50 4 01 1,0 3 160,00 160,00 160,00 160,00 160,00 160,00 0,00 0,00 0,00 0,22 8,89 8,83
50 4 0,1 1,0 4 206,00 206,00 206,00 206,00 206,00 206,00 0,00 0,00 0,00 0,32 25,13 26,08
50 4 0,1 1,0 5 154,00 154,00 154,00 154,00 154,00 154,00 0,00 0,00 0,00 0,76 441,84 297,38
50 4 03 01 1 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,01 2,78 2,42
50 4 03 01 2 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 0,00 0,00 0,00 0,13 6,76 5,61
50 4 03 01 3 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 0,00 0,00 0,00 0,03 7,01 5,21
50 4 03 0,1 4 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,06 9,03 7,12
50 4 03 01 5 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 0,00 0,00 0,00 17,74 387,03 132,28
50 4 03 05 1 54,00 54,00 54,00 54,00 54,00 54,00 0,00 0,00 0,00 0,86 1808,66 159,93
50 4 03 05 2 95,00 95,00 95,00 95,00 95,00 95,00 0,00 0,00 0,00 11,03 1406,92 129,44
50 4 03 05 369,00 69,00 69,00 69,00 69,00 69,00 0,00 0,00 0,00 16,99 2320,73 167,54
50 4 03 05 4 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 0,00 0,00 0,00 0,60 50,76 63,23
50 4 03 05 5 88,00 88,00 88,00 88,00 88,00 88,00 0,00 0,00 0,00 38,66 2141,52 204,54
50 4 03 1,0 1 162,00 162,00 162,00 162,00 162,00 162,00 0,00 0,00 0,00 1,65 409,42 212,28
50 4 03 1,0 2 210,00 210,00 210,00 210,00 210,00 210,00 0,00 0,00 0,00 0,51 48,25 45,87
50 4 03 1,0 3 153,00 153,00 153,00 153,00 153,00 153,00 0,00 0,00 0,00 0,89 359941 300,27
50 4 03 1,0 4 223,00 223,00 223,00 223,00 223,00 223,00 0,00 0,00 0,00 1,02 3598,26 297,29
50 4 03 1,0 5 195,00 195,00 195,00 195,00 195,00 195,00 0,00 0,00 0,00 25,88 3612,65 351,61
7 4 01 01 1 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 5,66 482,50 63,05
7 4 01 01 2 2400 24,00 24,00 24,00 24,00 24,00 0,00 0,00 0,00 2,40 74843 100,69
75 4 01 00 3 2500 2500 2500 2500 2500 2500 0,00 0,00 0,00 315 929 902
7 4 01 01 4 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 0,00 0,00 0,00 2,81 11,64 10,25
7 4 01 01 5 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,34 8,66 7,35
o4 01 05 1 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 0,00 0,00 0,00 2,65 851,98 297,93
4 01 05 296,00 96,00 96,00 96,00 96,00 96,00 0,00 0,00 0,00 30,19 977,11 300,53
o4 01 05 3 102,00 102,00 102,00 102,00 102,00 102,00 0,00 0,00 0,00 0,94 22,08 22,78
7 4 01 05 4 95,00 95,00 95,00 95,00 95,00 95,00 0,00 0,00 0,00 6,66 319,20 299,40
o4 01 05 5 98,00 98,00 98,00 98,00 98,00 98,00 0,00 0,00 0,00 7,99 274,63 78,96
7 4 01 1,0 1 231,00 231,00 231,00 231,00 231,00 231,00 0,00 0,00 0,00 12,68 1002,32 256,11
7 4 01 1,0 2 192,00 192,00 192,00 192,00 192,00 192,00 0,00 0,00 0,00 1,08 54,25 53,55
75 4 01 1,0 3 26500 26500 26500 26500 26500 26500 0,00 0,00 0,00 222 22836 311,15
7 4 01 1,0 4 262,00 262,00 262,00 262,00 262,00 262,00 0,00 0,00 0,00 0,60 90,66 101,62
7 4 01 10 5 252,00 252,00 252,00 252,00 252,00 252,00 0,00 0,00 0,00 0,51 276,71 295,56
4 03 01 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,03 3,20 2,73
7 4 03 01 2 34,00 34,00 34,00 34,00 34,00 34,00 0,00 0,00 0,00 39,87 775,00 86,67
o4 03 01 327,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 0,00 0,00 0,00 2,24 41,61 38,60
4 03 01 4 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,08 2,38 2,35
4 03 01 5 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 11,08 87,80 65,06
4 03 05 1 98,00 98,00 98,00 98,00 98,00 98,00 0,00 0,00 0,00 131,60 3629,84 329,53
7 4 03 05 2 133,00 133,00 133,00 133,00 133,00 133,00 0,00 0,00 0,00 21,34 137187 163,47
o4 03 05 3 142,00 142,00 142,00 142,00 142,00 142,00 0,00 0,00 0,00 58,14 1805,68 167,30
7 4 03 05 4 105,00 105,00 105,00 105,00 105,00 105,00 0,00 0,00 0,00 150,77 1806,40 239,39
7 4 03 05 5 126,00 126,00 126,00 126,00 126,00 126,00 0,00 0,00 0,00 186,07 2156,74 233,47
o4 03 1,0 1 244,00 244,00 244,00 244,00 244,00 244,00 0,00 0,00 0,00 4,47 3604,55 303,10
4 03 1,0 2 286,00 286,00 286,00 286,00 286,00 286,00 0,00 0,00 0,00 0,78 100,79 102,31
o4 03 1,0 3 320,00 320,00 320,00 320,00 320,00 320,00 0,00 0,00 0,00 0,28 12,51 10,10
4 03 1,0 4 252,00 252,00 252,00 252,00 252,00 252,00 0,00 0,00 0,00 1,95 193446 273,47
o4 03 1,0 5 266,00 266,00 266,00 266,00 266,00 266,00 0,00 0,00 0,00 17,25 123533 37345
100 4 0,1 0,1 1 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,18 1870,40 299,89
100 4 0.1 0,1 2 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 10,00 1964,52 199,53
100 4 01 0,1 3 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,39 10,04 9,17
100 4 0,1 0,1 4 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 0,00 0,00 0,00 3,26 232,14 179,06
100 4 01 0,1 5 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 0,00 0,00 0,00 16,12 2269,74 199,80
100 4 0,1 05 1 119,00 119,00 119,00 119,00 119,00 119,00 0,00 0,00 0,00 31,32 3607,20 293,94
100 4 0.1 05 2 145,00 145,00 145,00 145,00 145,00 145,00 0,00 0,00 0,00 77,30 3619,34 338,20
100 4 0,1 05 3 140,00 140,00 140,00 140,00 140,00 140,00 0,00 0,00 0,00 8,00 301,89 301,20
100 4 01 05 4 110,00 110,00 110,00 110,00 110,00 110,00 0,00 0,00 0,00 6,35 3602,52 304,60
100 4 0,1 05 5 129,00 129,00 129,00 129,00 129,00 129,00 0,00 0,00 0,00 31,27 3638,86 336,49
100 4 01 1,0 1 308,00 308,00 308,00 308,00 308,00 308,00 0,00 0,00 0,00 4,09 2224,07 781,95
100 4 0.1 1,0 2 312,00 312,00 312,00 312,00 312,00 312,00 0,00 0,00 0,00 7,36 965,01 650,83
100 4 01 1,0 3 364,00 364,00 364,00 364,00 364,00 364,00 0,00 0,00 0,00 4,06 558,94 302,40
100 4 01 1,0 4 320,00 320,00 320,00 320,00 320,00 320,00 0,00 0,00 0,00 0,80 105,39 105,30
100 4 01 1,0 5 313,00 313,00 313,00 313,00 313,00 313,00 0,00 0,00 0,00 16,00 846,83 318,59
100 4 03 0,1 12400 24,00 24,00 24,00 24,00 24,00 0,00 0,00 0,00 0,88 67,03 56,77
100 4 03 0,1 2 2400 24,00 24,00 24,00 24,00 24,00 0,00 0,00 0,00 0,42 871,75 108,05
100 4 03 0,1 3 36,00 36,00 36,00 36,00 36,00 36,00 0,00 0,00 0,00 0,17 7,26 6,38
100 4 03 0,1 4 24,00 24,00 24,00 24,00 24,00 24,00 0,00 0,00 0,00 1,33 7,30 6,43
100 4 0,3 0,1 5 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 14,13 2000,98 170,09
100 4 03 05 1 143,00 143,00 143,00 143,00 143,00 143,00 0,00 0,00 0,00 252,48 2589,59 344,80
100 4 03 05 2 142,00 142,00 142,00 142,00 142,00 142,00 0,00 0,00 0,00 148,37 3640,14 397,20
100 4 03 05 3 205,00 205,00 205,00 205,00 205,00 205,00 0,00 0,00 0,00 49,40 3608,71 308,66
100 4 03 05 4 119,00 119,00 119,00 119,00 119,00 119,00 0,00 0,00 0,00 1,00 2147,08 232,54
100 4 03 05 5 125,00 125,00 125,00 125,00 125,00 125,00 0,00 0,00 0,00 8,39 3614,52 308,22
100 4 03 1,0 1 344,00 344,00 344,00 344,00 344,00 344,00 0,00 0,00 0,00 1,84 70,51 72,08
100 4 03 1,0 2 372,00 372,00 372,00 372,00 372,00 372,00 0,00 0,00 0,00 153,39 5267,94 5052,12
100 4 03 1,0 3 494,00 494,00 494,00 494,00 494,00 494,00 0,00 0,00 0,00 1,68 173,70 193,25
100 4 03 1,0 4 356,00 356,00 356,00 356,00 356,00 356,00 0,00 0,00 0,00 16,33 3606,60 312,65
100 4 03 1,0 5 329,00 329,00 329,00 329,00 329,00 329,00 0,00 0,00 0,00 7,13 3620,99 310,17

Tabela A.1: Resultados detalhados dos modelos para I' = 0.9, em todas as
instancias com k = 4.
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)

n k B a inr C:' FCC LCC C:' FCC LCC C:' FCC LCC Ce'*' FCC LCC
50 8 0,1 0,1 1 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 0,00 0,00 0,00 770,19 1688,03 234,20
50 8 0,1 0,1 2 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 0,00 0,00 0,00 44,22 1092,11 78,48
50 8 0,1 01 3 58,00 58,00 58,00 58,00 58,00 58,00 0,00 0,00 0,00 342,09 1350,10 87,19
50 8 0,1 0,1 4 66,00 66,00 66,00 66,00 66,00 66,00 0,00 0,00 0,00 294,61 1566,38 125,95
50 8 01 0,1 5 71,00 71,00 71,00 71,00 71,00 71,00 0,00 0,00 0,00 321,41 501,21 97,87
50 8 0,1 05 1 168,00 168,00 168,00 168,00 168,00 168,00 0,00 0,00 0,00 1095,88 3700,26 389,41
50 8 0,1 05 2 168,00 168,00 168,00 168,00 168,00 168,00 0,00 0,00 0,00 253,45 1834,09 161,07
50 8 0,1 05 3 186,00 186,00 186,00 186,00 186,00 186,00 0,00 0,00 0,00 5488,82 1996,33 557,74
50 8 0,1 05 4 193,00 193,00 193,00 193,00 193,00 193,00 0,00 0,00 0,00 774,30 309241 212,40
50 8 01 05 5 215,00 215,00 215,00 215,00 215,00 215,00 0,00 0,00 0,00 3207,28 3063,53 373,42
50 8 0,1 1,0 1 303,00 271,97 269,75 303,00 304,00 304,00 0,00 10,504 11,27 1613,27  7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 2 315,00 294,00 294,76 315,00 316,00 316,00 0,00 6,96 6,72 878,73 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 3 315,00 298,40 297,00 315,00 316,00 316,00 0,00 5,57 6,01 134,16  7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 4 355,89 333,88 334,00 380,00 381,00 381,00 6,34 1237 12,34 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 5 369,00 356,00 355,91 369,00 370,00 370,00 0,00 3,78 3,81 525,92 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 1 54,00 54,00 54,00 54,00 54,00 54,00 0,00 0,00 0,00 444,82 1309,10 98,61
50 8 0,3 0,1 2 53,00 53,00 53,00 53,00 53,00 53,00 0,00 0,00 0,00 202,79 818,65 60,10
50 8 03 0,1 3 58,00 58,00 58,00 58,00 58,00 58,00 0,00 0,00 0,00 521,52 1127,88 58,65
50 8 0,3 0,1 4 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 64,00 0,00 0,00 0,00 145,86 545,13 58,09
50 8 03 0,1 5 73,00 73,00 73,00 73,00 73,00 73,00 0,00 0,00 0,00 396,78 400,15 43,44
50 8 03 05 1 17733 216,00 216,00 228,00 216,00 216,00 22,23 *0,00 *0,00 7200,00 6310,40 4726,55
50 8 0,3 05 2 200,46 214,00 214,00 223,00 214,00 214,00 10,11 *0,00 *0,00 7200,00 2179,17 503,79
50 8 03 05 3 177,98 210,30 204,73 238,00 220,00 221,00 25,22 4,41 7,36 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 05 4 224,61 247,00 247,00 259,00 247,00 247,00 13,28 *0,00 *0,00 7200,00 1411,15 599,95
50 8 03 05 5 242,03 268,00 268,00 268,00 268,00 268,00 9,69 *0,00 *0,00 7200,00 983,20 195,54
50 8 03 1,0 1 32454 283,00 283,73 367,00 368,00 368,00 11,57 23,10 22,90 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 2 371,97 356,37 355,00 409,00 410,00 410,00 9,05 13,08 1341 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 3 329,57 303,70 303,16 340,00 341,00 341,00 3,07 10,94 11,10 7200,00  7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 4 417,84 401,00 400,00 464,00 465,00 465,00 9,95 13,76 13,98 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 5 423,61 414,00 414,51 485,00 473,00 473,00 12,66 1247 12,37 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 0,1 1 86,00 86,00 86,00 86,00 86,00 86,00 0,00 0,00 0,00 2239,58 1038,16 150,73
7 8 0,1 0,1 2 7500 75,00 75,00 75,00 75,00 75,00 0,00 0,00 0,00 967,97 1790,74 105,95
7 8 01 01 3 86,00 86,00 86,00 86,00 86,00 86,00 0,00 0,00 0,00 214739 1171,49 122,66
7 8 0,1 0,1 4 83,00 83,00 83,00 83,00 83,00 83,00 0,00 0,00 0,00 702,18 2486,35 155,89
7 8 01 01 5 88,00 88,00 88,00 88,00 88,00 88,00 0,00 0,00 0,00 1615,80 1691,31 158,59
7 8 01 05 1 24825 261,11 262,24 278,00 270,00 269,00 10,70 3,20 2,51 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 05 2 258,00 258,00 258,00 258,00 258,00 258,00 0,00 0,00 0,00 3431,40 2597,06 414,88
7 8 01 05 3 273,00 273,00 273,00 273,00 273,00 273,00 0,00 0,00 0,00 445742  4828,74 1264,45
7 8 0,1 05 4 259,01 267,11 279,50 295,00 285,00 284,00 12,20 6,28 1,58 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 05 5 269,99 296,00 296,00 316,00 296,00 296,00 14,56 *0,00 *0,00 7200,00 3460,02 1007,97
7 8 0,1 1,0 1 466,88 455,00 454,00 474,00 475,00 475,00 1,50 4,21 4,42 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 2 478,82 461,00 462,42 697,00 562,00 562,00 31,30 17,97 17,72 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 3 519,63 515,00 511,00 566,00 567,00 567,00 8,19 9,17 9,88 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 4 503,00 514,00 521,20 688,00 581,00 581,00 26,80 11,53 10,29 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 5 498,90 477,59 470,90 604,00 602,00 602,00 17,40 20,67 21,78 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 0,1 1 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 0,00 0,00 0,00 223245 245818 182,72
78 03 01 2 79,00 79,00 79,00 79,00 79,00 79,00 0,00 0,00 0,00 2097,87 1421,96 150,86
78 03 0,1 3 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 80,00 0,00 0,00 0,00 972,47 1659,34 152,26
7 8 03 0.1 4 75,00 75,00 75,00 75,00 75,00 75,00 0,00 0,00 0,00 885,49 1698,49 167,57
78 03 01 5 93,00 93,00 93,00 93,00 93,00 93,00 0,00 0,00 0,00 2008,37 1584,55 129,11
7 8 03 05 1 231,27 247,14 25541 320,00 301,00 301,00 27,73 17,89 15,15 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 2 246,15 263,01 269,03 334,00 317,00 317,00 26,30 17,03 15,13 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 3 301,91 326,39 319,04 356,00 341,00 341,00 15,19 4,28 6,44 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 4 259,01 281,28 289,22 344,00 316,00 316,00 24,71 10,99 8,48 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 5 28525 304,78 321,24 396,00 361,00 361,00 2797 15,57 11,01 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 1 455,01 412,64 405,42 620,00 607,00 607,00 26,61 32,02 3321 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 2 475,51 439,26 437,14 690,00 605,00 605,00 31,09 27,40 27,75 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 3 590,00 594,00 592,00 790,00 683,00 683,00 25,32 13,03 13,32 7200,00  7200,00 7200,00
78 03 1,0 4 493,52 476,00 460,05 735,00 639,00 639,00 32,85 25,51 28,01 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 5 552,01 519,00 512,95 832,00 673,00 673,00 33,66 22,88 23,78 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 1 86,22 95,00 95,00 97,00 95,00 95,00 11,11 *0,00 *0,00 7200,00 2041,44 181,44
100 8 0,1 0,1 2 79,00 79,00 79,00 79,00 79,00 79,00 0,00 0,00 0,00 1585,48 2334,11 184,65
100 8 0,1 0,1 3 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 229429 1974,85 153,08
100 8 0,1 0,1 4 93,00 93,00 93,00 93,00 93,00 93,00 0,00 0,00 0,00 4783,61 2182,72 201,71
100 8 0,1 0,1 5 96,00 96,00 96,00 96,00 96,00 96,00 0,00 0,00 0,00 780,45 2068,04 203,92
100 8 0,1 05 1 317,63 313,83 333,25 379,00 365,00 365,00 16,19 14,02 8,70 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 2 292,60 293,44 296,48 307,00 308,00 308,00 4,69 4,73 3,74 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 3 399,34 411,46 422,40 460,00 436,00 436,00 13,19 563 3,12 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 4 323,85 324,97 324,23 388,00 369,00 369,00 16,53 11,93 12,13 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 5 346,33 362,16 363,13 415,00 393,00 393,00 16,55 785 7,60 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 1 616,00 631,70 621,24 971,00 786,00 786,00 36,56 19,63 20,96 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 2 565,66 549,66 536,53 867,00 804,00 804,00 34,76 31,63 33,27 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 3 828,72 837,25 830,00 1131,00 941,00 941,00 26,73 11,03 11,80 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 4 630,95 622,77 612,24 890,00 804,00 804,00 29,11 22,54 2385 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 5 686,66 687,03 671,07 1038,00 870,00 870,00 33,85 21,03 2287 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 1 82,00 82,00 82,00 82,00 82,00 82,00 0,00 0,00 0,00 1520,19 1677,26 134,66
100 8 0,3 0,1 2 91,86 95,00 95,00 95,00 95,00 95,00 3,31 *0,00 *0,00 7200,00 1353,39 144,23
100 8 03 0,1 3 109,00 109,00 109,00 109,00 109,00 109,00 0,00 0,00 0,00 2700,28 1200,18 147,79
100 8 0,3 0,1 4 91,00 91,00 91,00 91,00 91,00 91,00 0,00 0,00 0,00 896,99 2146,96 139,55
100 8 03 0,1 5 96,00 96,00 96,00 96,00 96,00 96,00 0,00 0,00 0,00 3244,95 1404,58 146,98
100 8 0,3 05 1 325,07 335,98 349,65 478,00 415,00 415,00 31,99 19,04 15,75 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 2 326,22 357,40 366,98 476,00 454,00 454,00 31,47 21,28 19,17 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 3 413,32 443,15 443,06 534,00 485,00 485,00 22,60 8,63 8,65 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 05 4 357,75 359,53 362,98 386,00 385,00 385,00 7,32 6,61 5,72 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,5 5 355,73 356,49 361,62 486,00 452,00 452,00 26,81 21,13 19,99 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 1 682,33 664,00 661,00 984,00 909,00 909,00 30,66 26,95 27,28 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 2 681,62 676,45 670,05 929,00 894,00 894,00 26,63 24,33 25,05 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 3 862,00 865,00 862,00 1060,00 1007,00 1007,00 18,68 14,10 14,40 7200,00  7200,00 7200,00
100 8 0,3 1,0 4 764,14 759,75 739,01 994,00 943,00 943,00 23,12 19,43 21,63 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 5 735,75 729,00 724,71 1031,00 929,00 929,00 28,64 21,53 21,99 7200,00 7200,00 7200,00

Tabela A.2: Resultados
instancias com k = 8.

detalhados dos

modelos para

I' = 0.9, em todas as


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721743/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721743/CA

Apéndice A. Resultados computacionais detalhados

65

lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k B a«a inr C‘j‘ FCC LCC C:' FCC LCC Cﬁ*’ FCC LCC CZ' FCC LCC
75 12 0,1 0,1 1 90,71 152,00 152,00 188,00 152,00 152,00 51,75  *0,00 *0,00 7200,00 3264,56 490,39
75 12 0,1 0,1 2 106,60 162,00 162,00 190,00 162,00 162,00 43,90  *0,00 *0,00 7200,00 3092,24 794,07
75 12 0,1 0,1 3 103,77 159,00 159,00 170,00 159,00 159,00 38,96  *0,00 *0,00 7200,00 3393,67 474,75
75 12 0,1 0,1 4 104,74 145,00 145,00 167,00 145,00 145,00 37,28  *0,00 *0,00 7200,00 3657,74 382,65
75 12 0,1 0,1 5 108,01 159,00 159,00 198,00 159,00 159,00 4545  *0,00  *0,00 7200,00 2520,01 293,00
75 12 0,1 05 1 369,27 403,47 409,71 616,00 474,00 474,00 40,05 14,88 13,56 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 2 405,68 43495 447,04 679,00 518,00 518,00 40,25 16,03 13,70 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 3 399,91 41839 414,88 655,00 502,00 511,00 38,94 16,66 18,81 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 4 423,85 44426 450,90 666,00 523,00 523,00 36,36 15,06 13,79 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 5 438,88 463,49 476,05 696,00 531,00 531,00 36,94 12,71 10,35 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 1 650,68 625,99 610,50 1044,00 904,00 904,00 37,67 30,75 32,47 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 2 73446 73478 729,33 1161,00 1077,00 1077,00 36,74 31,78 32,28 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 3 737,98 739,02 730,19 1156,00 1015,00 1015,00 36,16 27,19 28,06 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 4 794,12 780,05 776,00 1190,00 1128,00 1128,00 33,27 30,85 31,21 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 5 79825 79344 779,51 1287,00 1221,00 1221,00 37,98 35,02 36,16 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,3 0,1 1 93,55 151,00 151,00 177,00 151,00 151,00 47,15 *0,00  *0,00 7200,00 2861,90 430,14
75 12 0,3 0,1 2 116,56 146,00 146,00 159,00 146,00 146,00 26,69  *0,00 *0,00 7200,00 226294 282,70
75 12 0,3 0,1 3 104,13 134,00 134,00 145,00 134,00 134,00 28,19  *0,00 *0,00 7200,00 2453,98 236,79
75 12 0,3 0,1 4 113,61 144,00 144,00 144,00 144,00 144,00 21,11 *0,00 *0,00 7200,00 1386,41 157,08
75 12 03 0,1 5 104,07 14500 145,00 172,00 145,00 145,00 39,49  *0,00 *0,00  7200,00 225917 331,67
7 12 0,3 05 1 398,04 418,30 43341 714,00 646,00 646,00 44,25 35,25 32,91 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 05 2 42832 435,67 456,83 700,00 623,00 623,00 38,81 30,07 26,67 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,3 05 3 429,44 442,26 451,50 686,00 621,00 621,00 37,40 28,78 27,29 7200,00  7200,00 7200,00
7 12 0,3 05 4 47571 527,51 527,81 699,00 664,00 664,00 31,94 20,56 20,51 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,3 05 5 428,54 462,09 477,14 738,00 647,00 647,00 41,93 28,58 26,25 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,3 1,0 1 74348 693,00 685,00 1196,00 1182,00 1182,00 37,84 41,37 42,05 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 2 835,15 801,46 799,00 1162,00 1135,00 1135,00 28,13 29,39 29,60 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 3 822,56 78899 781,86 1199,00 1167,00 1167,00 31,40 32,39 33,00 7200,00  7200,00 7200,00
75 12 0,3 1,0 4 - 944,00 942,57 - 1237,00 1237,00 100,00 23,69 23,80 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 03 1,0 5 825,16 764,63 766,15 1272,00 1213,00 1213,00 35,13 36,96 36,84 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 1 111,32 173,00 173,00 228,00 173,00 173,00 51,17 *0,00 *0,00 7200,00 4420,50 615,17
100 12 0,1 0,1 2 115,03 183,00 183,00 218,00 183,00 183,00 47,23  *0,00  *0,00 7200,00 6202,55 2824,79
00 12 01 01 3 121,87 179,00 179,00 217,00 179,00 179,00 43,84 *0,00  *0,00  7200,00 409420 626,06
100 12 0,1 0,1 4 123,26 190,00 190,00 228,00 190,00 190,00 45,94  *0,00  *0,00 7200,00 5478,96 1984,58
100 12 0,1 0,1 5 117,67 191,00 191,00 244,00 191,00 191,00 51,78  *0,00  *0,00 7200,00 5606,70 1763,85
100 12 0,1 05 1 491,67 51599 512,83 826,00 618,00 618,00 40,48 16,51 17,02 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,5 2 484,32 516,23 519,35 645,00 592,00 591,00 24,91 12,80 12,12 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,5 3 54749 55279 554,36 905,00 666,00 666,00 39,50 17,00 16,76 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,5 4 518,68 543,58 547,60 947,00 727,00 727,00 45,23 25,23 24,68 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,5 5 504,30 518,18 541,92 892,00 760,00 760,00 43,46 31,82 28,69 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 1 94325 934,74 92527 1576,00 1547,00 1547,00 40,15 39,58 40,19 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 2 904,33 904,18 893,00 1462,00 1419,00 1419,00 38,14 36,28 37,07 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 3 1034,00 104470 104500  1573,00 1521,00 1521,00 3427 31,31 31,30  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 4 1000,39 1005,94 1000,52 1622,00 1568,00 1568,00 38,32 35,85 36,19 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 5 968,48 958,69 954,69 1534,00 1372,00 1372,00 36,87 30,12 30,42 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 1 133,72 197,00 197,00 200,00 197,00 197,00 33,14  *0,00 *0,00 7200,00 2026,01 296,30
100 12 0,3 0,1 2 119,20 178,00 178,00 192,00 178,00 178,00 37,92 *0,00 *0,00 7200,00 5871,77 1607,62
100 12 03 0,1 3 13341 176,00 176,00 189,00 176,00 176,00 29,41  *0,00 *0,00 7200,00 2967,37 668,38
100 12 0,3 0,1 4 125,76 174,00 174,00 188,00 174,00 174,00 33,11 *0,00 *0,00 7200,00 3336,24 407,79
100 12 0,3 0,1 5 134,88 199,00 199,00 212,00 199,00 199,00 36,38 *0,00 *0,00 7200,00 4183,60 3756,81
100 12 0,3 0,5 1 59286 677,18 664,37 980,00 901,00 901,00 39,50 24,84 26,26 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 2 517,18 524,11 534,11 921,00 818,00 818,00 43,85 35,93 34,70 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 03 05 3 56726 570,87 575,01 932,00 877,00 877,00 30,13 34,91 34,43 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 4 524,79 591,42 591,74 884,00 857,00 857,00 40,63 30,99 30,95 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 5 587,46 602,26 610,82 995,00 931,00 931,00 40,96 35,31 34,39 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 03 1,0 1 - 122955 1215,03 - 1603,00 1603,00 100,00 23,30 24,20 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 2 - 1012,67 1006,00 - 1569,00 1569,00 100,00 35,46 35,88 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 03 1,0 3 1117,38 1080,71 1079,50 1637,00 1638,00 1638,00 31,74 34,02 34,10 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 4 1099,50 1110,00 1109,33 1616,00 1567,00 1567,00 31,96 29,16 29,21 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 5 - 114111 1133,77 - 1656,00 1656,00 100,00 31,09 31,54 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 1 - 227,38 244,00 - 244,00 244,00 100,00 6,81  *0,00 7200,00 7200,00 1646,02
100 16 0,1 0,1 2 17528 212,59 224,83 330,00 284,00 281,00 46,88 25,14 19,99 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 3 143,16 235,21 254,00 310,00 268,00 254,00 53,82 12,23 *0,00 7200,00 7200,00 6144,53
100 16 0,1 0,1 4 164,69 216,62 239,04 300,00 282,00 270,00 45,10 23,18 11,47 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 5 136,61 217,23 217,03 320,00 289,00 289,00 57,31 24,83 24,90 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 1 - 73329 749,63 - 1173,00 1173,00 100,00 37,49 36,09 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 2 709,70 795,04 801,65 1257,00 1071,00 1071,00 43,54 25,77 25,15 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 3 710,19 789,45 788,45 1326,00 991,00 991,00 46,44 20,34 20,44 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 4 661,42 728,09 74227 1340,00 1120,00 1120,00 50,64 34,99 33,73 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 5 685,12 756,82 758,20 1420,00 1166,00 1166,00 51,75 35,09 34,97 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 1 - 1433,00 1421,60 - 2237,00 2237,00 100,00 35,94 36,45 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 2 - 1480,65 1484,00 - 2203,00 2203,00 100,00 32,79 32,64 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 01 10 3 - 1507,00 149839 - 2083,00 2083,00 100,00 27,65 28,07  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 4 - 1408,59 1397,94 - 1957,00 1957,00 100,00 28,02 28,57 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 5 - 1436,04 1437,00 - 2140,00 2140,00 100,00 32,90 32,85 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 1 - 221,67 233,64 336,00 267,00 267,00 100,00 16,98 12,49 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 2 139,24 231,00 231,00 316,00 231,00 231,00 55,94  *0,00 *0,00 7200,00 5587,90 2924,51
100 16 03 0,1 3 148,52 220,65 237,95 300,00 270,00 270,00 50,49 18,28 11,87 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 4 158,69 229,30 238,33 326,00 290,00 272,00 51,32 20,93 12,38 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 0,1 5 - 229,00 248,00 - 248,00 248,00 100,00 7,66  *0,00 7200,00 7200,00 4056,98
100 16 0,3 0,5 1 - 821,25 845,18 1272,00 1273,00 1273,00 100,00 3549 33,61 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 2 680,35 761,91 792,31 1325,00 1239,00 1239,00 48,65 38,561 36,05 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 05 3 74220 824,23 84365  1260,00 1261,00 1261,00 41,10 34,64 33,10  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 4 784,84 863,53 878,20 1360,00 1252,00 1252,00 42,29 31,03 29,86 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 0,5 5 - 856,04 860,12 - 2177,00 NaN 100,00 60,68 100,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 1 - 157588 1574,00 2249,00 2250,00 2250,00 100,00 29,96 30,04 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 2 - 1450,00 1450,00 - 2143,00 2143,00 100,00 32,34 32,34 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 3 1512,00 1558,88 1556,00 2175,00 2176,00 2176,00 30,48 28,36 28,49 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 4 - 165324 1646,56 - 2255,00 2255,00 100,00 26,69 26,98 7200,00  7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 5 - 179387 1779,00 - NaN NaN 100,00 100,00 100,00 7200,00 7200,00 7200,00
Tabela A.3: Resultados detalhados dos modelos para I' = 0.9, em todas as

instdncias com k € {12,16}.
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k B a inr A Cct FCC LCC A Cct FCC LCC A Cct FCC LCC A cr FCC LCC
50 4 01 0,1 1 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,27 0,07 142,74 39,86
50 4 0,1 0,11 2 7,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 50,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 14,45 63,89 110,08
50 4 01 01 3 1600 16,00 1600 1600 1600 16,00 16,00 1600 0,00 0,00 0,00 0,00 1669 042 206,76 42,86
50 4 0,1 0,1 4 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,96 0,22 82,48 64,35
50 4 0,1 01 5 1400 14,00 14,00 14,00 1400 14,00 14,00 1400 0,00 0,00 0,00 0,00 120 008 28814 41,92
50 4 0,1 05 1 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1225,99 20,64 3602,84 178,40
50 4 0,1 05 2 7,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 50,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 1,07 3598,84 299,50
50 4 01 05 3 1600 16,00 16,00 16,00 1600 1600 16,00 1600 0,00 0,00 0,00 0,00 197,25 040 3597,63 297,42
50 4 0,1 05 4 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,16 0,32 989,77 297,79
50 4 01 05 5 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,00 534,65 1,12 2739,22 151,35
50 4 01 1,0 1 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 0,00 242,57 0,57 3149,92 296,49
50 4 0,1 1,0 2 7,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 66,67 0,00 0,00 0,00 7200,00 2,15 3597,86 299,84
50 4 01 10 3 2400 24,00 2400 24,00 24,00 2400 2400 2400 0,00 0,00 000 0,00 13306 070 18317 209,81
50 4 0,1 1,0 4 32,00 32,00 32,00 32,00 32,00 32,00 32,00 32,00 0,00 0,00 0,00 0,00 90,77 1,72 61,74 59,39
50 4 0,1 1,0 5 28,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 20,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 425 441,38 302,07
50 4 03 0,1 1 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,60 0,25 821,83 54,16
50 4 03 0,1 29,00 900 900 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,08 0,03 481,60 39,99
5 4 03 01 3 700 700 700 700 700 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,81 018 54007 3673
50 4 03 0,1 4 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,06 0,88 146,91 108,52
50 4 03 0,1 5 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,22 2,30 376,85 58,51
50 4 03 05 1 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,00 44,62 8,81 3004,25 87,68
50 4 03 05 2 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 0,00 0,00 0,00 0,00 39,53 10,14 1281,17 303,08
50 4 03 05 3 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,00 87.83 1,19 111092 301,00
50 4 03 05 4 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 0,00 0,00 0,00 0,00 452,41 225,62 997,19 257,28
50 4 03 05 5 52,00 52,00 52,00 52,00 52,00 52,00 52,00 52,00 0,00 0,00 0,00 0,00 4812,97 112288 1558,83 1879,60
50 4 03 1,0 1 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 26,00 0,00 0,00 0,00 0,00 159,50 2,32 3170,40 291,79
50 4 03 1,0 2 43,00 43,00 43,00 43,00 43,00 43,00 43,00 43,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1416,31 6,17 264449 303,67
50 4 03 1,0 3 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 35,00 0,00 0,00 0,00 0,00 3573,82 2,86 554,41 364,21
50 4 03 1,0 4 48,00 48,00 48,00 48,00 48,00 48,00 48,00 48,00 0,00 0,00 0,00 0,00 576,93 7,16 609,46 328,66
50 4 03 1,0 5 43,44 61,00 61,00 61,00 61,00 61,00 61,00 61,00 28,79 0,00 0,00 0,00 7200,00 127,07 2610,34 2270,61
7 4 01 01 1 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,23 0,07 643,20 70,59
7 4 01 01 2 6,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 50,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 0,63 217,18 86,79
75 4 01 00 3 1400 1400 1400 1400 14,00 14,00 14,00 1400 0,00 0,00 0,00 0,00 283 0,50 125812 84,95
7 4 01 0,1 4 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 15,00 0,00 0,00 0,00 0,00 66,84 27,65 993,67 80,12
75 4 01 01 5 14,00 14,00 1400 14,00 14,00 14,00 14,00 1400 0,00 0,00 0,00 0,00 222 089 106515 83,01
74 01 05 1 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,00 2830,53 10,27 1701,37 174,43
7 4 01 05 2 6,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 50,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 0,70 1389,00 256,07
75 4 01 05 3 19,00 19,00 19,00 19,00 19,00 19,00 19,00 1900 0,00 0,00 0,00 0,00 6,80 1,77 112975 311,33
7 4 01 05 4 24,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 30,00 20,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 33,13 3638,28 303,66
74 01 05 5 29,40 42,00 42,00 32,67 42,00 42,00 42,00 42,00 30,00 0,00 0,00 22722 7200,00 618,22 6356,80 7200,00
7 4 01 1,0 1 2482 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 11,36 0,00 0,00 0,00 7200,00 3,05 3599,51 299,47
7 4 01 1,0 2 6,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 66,67 0,00 0,00 0,00 7200,00 3,20 139,09 122,93
75 4 01 1,0 3 2800 28,00 2800 2800 2800 28,00 28,00 2800 0,00 0,00 0,00 0,00 196563 0,67 9520 144,70
7 4 01 1,0 4 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 31,00 0,00 0,00 0,00 0,00 4829,75 2,16 460,87 178,28
7 4 01 1,0 5 34,30 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 30,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 14,65 832,36 796,32
74 03 01 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,58 3,49 1001,07 85,82
7 4 03 01 2 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,82 38,46 923,18 106,90
o4 03 01 3 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,00 2,11 10,52 20,30 18,39
4 03 01 4 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,49 0,16 1395,38 101,65
74 03 01 5 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,00 2,42 1,36 722,80 64,88
4 03 05 1 42,00 42,00 34,56 34,73 42,00 42,00 42,00 42,00 0,00 0,00 17,70 17,30 3119,94 642,14 7200,00 7200,00
7 4 03 05 2 30,60 52,00 40,86 35,64 52,00 52,00 52,00 53,00 41,15 0,00 2142 32,76 7200,00 2145,07 7200,00 7200,00
75 4 03 05 3 61,00 61,00 61,00 6L00 61,00 61,00 61,00 61,00 0,00 0,00 0,00 0,00 784,14 2049,61 429565 1041,09
7 4 03 05 4 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 0,00 0,00 0,00 0,00 44,51 12,92 3617,28 217,54
™ 4 03 05 5 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 0,00 0,00 0,00 0,00 243541 339,61 4347,67 3468,19
4 03 1,0 1 42,53 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 13,21 0,00 0,00 0,00 7200,00 26,52 1292,95 992,18
4 03 1,0 2 27,56 63,00 50,46 50,00 63,00 63,00 63,00 64,00 56,25 0,00 19,90 21,88 7200,00 153,41 7200,00 7200,00
75 4 03 1,0 3 6246 7500 7500 7500 7500 7500 7500 7500 1672 0,00 0,00 0,00 720000 87,26 391902 918,67
o4 03 1,0 4 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 49,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1140,76 2,34 3628,06 395,52
4 03 1,0 5 36,80 49,00 49,00 49,00 49,00 49.00 49,00 49,00 24,90 0,00 0,00 0,00 7200,00 14,38 318545 959,59
100 4 0,1 0,1 1 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 21,00 0,00 0,00 0,00 0,00 50,39 28,80 1113,14 145,96
100 4 0,1 0,1 2 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 13,00 0,00 0,00 0,00 0,00 4,10 5,55 1149,61 108,16
00 4 01 01 3 1400 14,00 1400 1400 1400 14,00 1400 1400 0,00 0,00 0,00 0,00 164 732 50243 9519
100 4 0,1 0,1 4 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,00 2,17 0,54 1081,59 126,42
100 4 0,1 0,1 5 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1325,14 4,07 1265,17 113,91
100 4 0,1 05 1 24,64 42,00 3347 31,30 42,00 42,00 43,00 42,00 41,34 0,00 22,15 2548 7200,00 1039,30 7200,00 7200,00
100 4 0,1 05 2 14,68 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 45,64 0,00 0,00 0,00 7200,00 19,48 2853,18 3493,30
100 4 01 05 3 17,50 2800 28,00 28,00 28,00 28,00 2800 28,00 37,50 0,00 0,00 0,00 720000 104,03 3623,04 348,42
100 4 0,1 05 4 14,96 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 25,20 0,00 0,00 0,00 7200,00 16,92 3626,24 378,35
100 4 01 05 5 7,00 26,00 18,08 14,00 26,00 26.00 27,00 26,00 73,08 0,00 33,02 46,15 7200,00 148,21 7200,00 7200,00
100 4 01 1,0 1 21,00 63,00 22,75 48,75 63,00 63,00 64,00 64,00 66,67 0,00 64,45 23,83 7200,00 38,42 7200,00 7200,00
100 4 01 1,0 2 15,08 34,00 34,00 34,00 34,00 34,00 34,00 34,00 55,66 0,00 0,00 0,00 7200,00 3,51 737,17 301,71
100 4 01 1,0 3 14,54 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 42,00 65,38 0,00 0,00 0,00 7200,00 14,65 3821,47 2125,63
100 4 01 1,0 4 21,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 25,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 2,59 977,36 298,15
100 4 01 1,0 5 7,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 28,00 75,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 6,30 3611,60 307,21
100 4 03 0,1 1 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,00 13,50 74,43 1869,89 96,69
100 4 03 0,1 2 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 0,00 4,16 362,60 1336,59 113,34
100 4 03 01 3 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 27,00 0,00 0,00 0,00 0,00 28,08 575,42 157625 183,57
100 4 03 0,1 4 800 800 800 8,00 8,00 8,00 800 800 0,00 0,00 0,00 0,00 0,36 0,50 1022,23 96,85
100 4 0,3 0,1 5 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,00 16,45 28,64 1667,35 128,95
100 4 03 05 1 36,61 48,00 33,72 33,46 48,00 48,00 49,00 48,00 23,72 0,00 31,19 30,29 7200,00 2666,32 7200,00 7200,00
100 4 03 05 2 39,00 46,78 34,48 33,66 62,00 63,00 63,00 63,00 37,10 25,74 4528 46,57 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 4 03 05 3 41,34 71,00 48,21 47,07 71,00 71,00 72,00 72,00 41,78 0,00 33,04 34,62 7200,00 6897,61 7200,00 7200,00
100 4 03 05 4 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 0,00 0,00 0,00 0,00 720,50 353,87 4644,58 866,80
100 4 03 05 5 2483 3500 35,00 2848 35,00 35,00 35,00 36,00 29,06 0,00 0,00 20,90 7200,00 181,27 6026,53 7200,00
100 4 03 1,0 1 29,17 56,00 48,66 47,00 64,00 56,00 57,00 57,00 54,43 0,00 14,63 17,54 7200,00 39,11 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 2 39,00 70,00 55,78 54,23 70,00 70,00 71,00 71,00 4429 0,00 2144 23,62 7200,00 524,23 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 3 45,69 89,00 72,33 65,63 90,00 89,00 90,00 90,00 49,23 0,00 19,63 27,08 7200,00 403,17 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 4 3444 64,00 55,00 48,00 64,00 64,00 65,00 64,00 46,18 0,00 15,38 25,00 7200,00 110,97 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 5 26,92 56,00 42,00 28,00 62,00 56,00 57,00 57,00 56,58 0,00 26,32 50,88 7200,00 67,09 7200,00 7200,00

Tabela A.4: Resultados detalhados dos modelos para I' = 1.0, em todas as
instancias com k = 4.
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k B a inr A Ct FCC LCC A cr FCC LCC A cr FCC LCC A cr FCC LCC
50 8 0,1 0,1 1 10,00 37,00 34,54 32,19 54,00 58,00 54,00 55,00 81,48 36,21 36,03 4148 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 0,1 2 10,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 40,00 75,00 0,00 0,00 0,00 7200,00 572,60 2173,62 3610,36
50 8 0,1 0,1 3 10,00 46,00 40,41 38,45 49,00 46,00 46,00 46,00 79,59 0,00 12,15 16,41 7200,00 2467,85 7200,00 7200,00
50 8 0,1 0,1 4 10,00 29,69 3545 36,71 56,00 65,00 56,00 56,00 82,14 54,32 36,70 34,45 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 0,1 5 0,00 3592 34,00 34,00 58,00 59,00 59,00 59,00 100,00 39,11 4237 42,37 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 1 10,00 59,77 31,05 30,64 93,00 120,00 85,00 85,00 89,25 50,19 63,47 63,95 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 2 10,00 50,00 38,80 36,61 50,00 50,00 50,00 51,00 80,00 0,00 2240 28,22 7200,00 558,48 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 3 10,00 60,52 30,44 31,45 76,00 76,00 77,00 77,00 86,84 20,36 60,47 59,16 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 4 682 5598 37,56 34,97 84,00 154,00 85,00 85,00 91,88 63,65 55,82 58,86 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 5 000 51,11 3851 37,80 93,00 203,00 94,00 94,00 100,00 74,82 59,03 59,79 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 1 10,00 69,55 46,00 44,00 96,00 94,00 95,00 95,00 89,58 26,01 51,58 53,68 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 2 10,00 69,00 45,00 4549 79,00 69,00 70,00 70,00 87,34 0,00 3571 35,01 7200,00 668,53 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 3 10,00 73,75 46,00 40,15 77,00 76,00 77,00 77,00 87,01 2,96 40,26 47,86 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 4 10,00 75,28 44,00 44,00 93,00 160,00 94,00 94,00 89,25 52,95 53,19 53,19 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 5 0,00 6843 44,00 44,00 95,00 128,00 96,00 96,00 100,00 46,54 54,17 54,17 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 1 29,74 29,56 44,00 44,00 44,00 54,00 44,00 44,00 32,42 4525 *0,00 *0,00 7200,00 7200,00 2627,68 751,62
50 8 03 0,1 2 20,00 44,00 44,00 44,00 44,00 44,00 44,00 44,00 54,55 0,00 0,00 0,00 7200,00 6813,92 1610,47 1868,67
50 8 03 01 3095 30,88 33,90 31,28 50,00 50,00 50,00 50,00 98,10 38,25 32,20 37,44 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 0,1 4 13,00 2849 4098 42,64 64,00 65,00 63,00 63,00 79,69 56,16 34,95 32,32 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 5 30,00 3092 42,17 41,00 60,00 73,00 60,00 60,00 50,00 57,65 29,71 31,67 7200,00  7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 1 2556 62,12 30,03 36,69 131,00 176,00 132,00 132,00 80,49 64,71 77,25 72,20 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 2 11,00 57,83 35,34 35,02 155,00 135,00 136,00 136,00 9290 57,16 7401 74,25 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 3 000 5332 5943 29,68 100,00 140,00 101,00 101,00 100,00 61,91 41,16 70,62 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 4 13,18 62,25 3148 34,26 154,00 218,00 155,00 155,00 91,44 71,44 79,69 77,89 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 5 1738 6221 36,25 3246 163,00 255,00 164,00 164,00 89,34 75,60 77,89 80,21 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 1 3356 82,94 52,00 49,62 120,00 198,00 121,00 121,00 72,03 58,11 57,02 58,99 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 2 2289 89,26 57,29 41,08 153,00 251,00 154,00 154,00 85,04 64,44 62,80 73,33 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 30,79 7494 46,00 46,00 100,00 198,00 101,00 101,00 99,21 62,15 54,46 54,46 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 4 17,40 8498 51,00 49,00 156,00 207,00 157,00 157,00 88,85 58,95 67,52 68,79 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 5 31,67 90,97 52,00 45,00 163,00 255,00 164,00 164,00 80,57 64,33 68,29 72,56 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 01 1 000 2364 27,62 2577 73,00 77,00 73,00 73,00 100,00 69,30 62,16 64,70 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 0,1 2 0,00 23,62 2443 2321 64,00 77,00 53,00 54,00 100,00 69,32 53,90 57,02 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 01 3 0,00 2385 2519 28,05 75,00 88,00 65,00 65,00 100,00 72,89 61,25 56,85 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 0,1 4 12,00 26,00 29,22 2723 70,00 95,00 59,00 58,00 82,86 72,64 50,48 53,04 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 0,1 5 11,00 26,15 3442 31,31 65,00 88,00 66,00 66,00 83,08 70,28 47,85 52,57 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 05 1 0,00 5528 2278 26,32 121,00 154,00 122,00 122,00 100,00 64,11 81,33 7843 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 05 2 0,00 41,84 2332 2577 73,00 209,00 74,00 74,00 100,00 79,98 68,49 65,17 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
78 01 05 3 0,00 54,03 2504 26,17 119,00 230,00 87,00 87,00 100,00 76,51 71,22 69,92 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 05 4 12,00 49,73 26,71 26,06 94,00 117,00 84,00 84,00 87,23 57,49 68,20 68,98 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
™ 8 01 05 5 11,00 68,23 32,20 29,68 109,00 132,00 110,00 110,00 89,91 48,31 70,73 73,02 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 1 0,00 60,84 40,00 41,00 119,00 154,00 111,00 111,00 100,00 60,49 63,96 63,06 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 2 0,00 22,00 31,00 31,00 71,00 174,00 72,00 72,00 100,00 87,36 56,94 56,94 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 3 0,00 6820 44,00 41,00 127,00 227,00 128,00 128,00 100,00 69,96 65,63 67,97 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 4 12,00 65,05 41,04 41,53 94,00 204,00 95,00 95,00 87,23 68,12 56,80 56,29 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 5 11,00 8424 52,00 50,00 121,00 143,00 122,00 122,00 90,91 41,09 57,38 59,02 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 01 1 16,96 2335 3243 2884 60,00 70,00 60,00 58,00 71,74 66,64 45,95 50,28 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 01 2 10,00 25,30 34,14 31,95 50,00 70,00 51,00 51,00 80,00 63,85 33,07 37,35 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 01 3 0,00 2535 27,94 2732 48,00 84,00 49,00 48,00 100,00 69,83 42,97 43,08 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 0,1 4 007 2399 2815 27,14 66,00 88,00 67,00 67,00 99,89 72,74 57,98 59,50 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 01 5 217 2400 32,64 31,00 66,00 93,00 57,00 58,00 96,71 74,19 42,74 46,55 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 1 1489 53,98 28,51 29,58 186,00 240,00 187,00 187,00 91,99 77,51 84,76 84,18 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 2 1246 52,72 26,42 24,56 130,00 219,00 131,00 131,00 90,42 75,93 7983 81,25 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 30,00 2200 2897 26,77 152,00 298,00 153,00 153,00 100,00 92,62 81,07 82,50 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 4 1,16 0,00 24,14 24,55 168,00 275,00 169,00 169,00 99,31 100,00 85,72 85,47 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 5 091 6045 2644 26,61 261,00 333,00 262,00 262,00 99,65 81,85 89,91 89,84 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 1,0 1 2022 92,10 57,00 57,00 190,00 300,00 191,00 191,00 89,36 69,30 70,16 70,16 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 1,0 2 20,00 89,77 52,56 45,00 160,00 197,00 161,00 161,00 87,50 54,43 67,35 72,05 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 30,03 8249 44,00 42,00 174,00 368,00 175,00 175,00 99,98 77,58 74,86 76,00 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
78 03 1,0 4 226 82,71 38,00 38,00 201,00 317,00 202,00 202,00 98,88 73,91 81,19 81,19 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
™ 8 03 1,0 5 12,00 90,59 48,59 41,00 270,00 396,00 271,00 271,00 95,56 77,12 82,07 84,87 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 1 825 24,67 30,59 30,71 53,00 110,00 54,00 53,00 84,44 77,57 43,36 42,06 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 2 0,00 2355 20,76 19,96 58,00 89,00 59,00 59,00 100,00 73,54 64,81 66,16 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0.1 3 13,00 2588 24,86 26,95 65,00 130,00 66,00 66,00 80,00 80,09 62,34 59,17 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 4 0,00 24,07 2499 2420 55,00 88,00 56,00 42,00 100,00 72,64 55,38 42,37 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 5 24,00 27,06 3439 32,05 70,00 93,00 71,00 71,00 65,71 70,90 51,57 54,86 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 1 11,00 49,25 22,61 24,08 190,00 286,00 180,00 180,00 94,21 82,78 8744 86,62 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 2 0,00 38,00 19,73 21,06 88,00 189,00 89,00 89,00 100,00 79,89 77,83 76,33 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 3 13,00 28,51 21,55 2717 143,00 338,00 144,00 144,00 90,91 91,56 85,03 81,13 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 4 0,00 40,05 2345 2254 64,00 165,00 65,00 65,00 100,00 75,73 63,92 65,32 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 5 16,90 62,92 34,88 34,02 106,00 245,00 107,00 107,00 84,06 74,32 67,40 68,21 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 1 13,77 31,00 56,03 49,00 119,00 363,00 120,00 120,00 88,43 91,46 53,31 59,17 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 2 0,00 28,20 38,00 38,00 76,00 136,00 77,00 77,00 100,00 79,27 50,65 50,65 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 3 13,00 13,00 4728 47,03 154,00 286,00 155,00 155,00 91,56 9545 69,50 69,66 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 4 0,00 20,00 38,00 38,00 106,00 264,00 107,00 107,00 100,00 92,42 64,49 64,49 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 5 24,00 59,00 63,18 57,00 175,00 238,00 176,00 176,00 86,29 75,21 64,10 67,61 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 1000 2264 24,14 23,09 72,00 96,00 71,00 70,00 100,00 76,42 66,00 67,02 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 2 0,00 23,00 2433 2217 71,00 96,00 72,00 72,00 100,00 76,04 66,21 69,21 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 3 0,00 2572 27,69 2713 98,00 112,00 93,00 93,00 100,00 77,03 70,22 70,83 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 4 0,00 13,00 2645 2291 52,00 104,00 52,00 53,00 100,00 87,50 49,14 56,78 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 5 12,00 12,00 29,51 26,76 83,00 108,00 84,00 84,00 85,54 88,89 64,87 68,14 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 1 000 12,00 20,80 19,45 288,00 408,00 289,00 289,00 100,00 97,06 92,80 93,27 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 2 0,00 12,00 19,74 20,85 276,00 384,00 277,00 277,00 100,00 96,88 92,87 92,47 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 3 0,00 14,00 24,78 2520 322,00 476,00 323,00 323,00 100,00 97,06 92,33 92,20 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 05 4 0,00 24,00 21,98 20,77 241,00 325,00 242,00 242,00 100,00 92,62 90,92 91,42 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0.3 05 5 12,00 61,67 2579 27,06 273,00 432,00 274,00 274,00 95,60 85,73 90,59 90,12 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 10,00 12,00 36,20 40,04 318,00 456,00 319,00 319,00 100,00 97,37 88,65 87,45 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 2 0,00 3502 4295 32,70 299,00 384,00 300,00 300,00 100,00 90,88 85,68 89,10 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 1,0 3 14,00 9532 46,79 37,00 355,00 574,00 356,00 356,00 96,06 83,39 86,86 89,61 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 4 0,00 13,00 4521 35,00 265,00 377,00 266,00 266,00 100,00 96,55 83,00 86,84 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 5 12,00 100,66 47,05 42,36 315,00 491,00 316,00 316,00 96,19 79,50 85,11 86,59 7200,00  7200,00 7200,00 7200,00

Tabela A.5: Resultados detalhados dos modelos para I' = 1.0, em todas as
instancias com k = 8.
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k B a inr A Cct FCC LCC A cr FCC LCC A cr FCC LCC A ct FCC LCC
75 12 01 0,1 1 0,00 2500 3241 30,51 139,00 164,00 140,00 140,00 100,00 84,76 76,85 78,20 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,1 2 0,00 27,00 32,81 30,90 137,00 177,00 138,00 138,00 100,00 84,75 76,22 77,61 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 0,1 3 0,00 24,00 32,30 31,52 137,00 159,00 138,00 138,00 100,00 84,91 76,60 77,16 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 0,1 4 0,00 25,00 34,05 30,27 123,00 145,00 124,00 124,00 100,00 82,76 172,54 75,59 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 0,1 5 0,00 2800 3232 3357 133,00 185,00 134,00 134,00 100,00 84,86 75,88 74,95 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 05 1 0,00 2500 3042 31,06 203,00 458,00 204,00 204,00 100,00 94,54 85,09 84,77 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 05 2 0,00 27,00 29,79 31,13 221,00 453,00 222,00 222,00 100,00 94,04 86,58 85,98 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 05 3 0,00 24,00 29,72 29,97 231,00 483,00 232,00 232,00 100,00 95,03 87,19 87,08 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 05 4 0,00 25,00 30,07 31,95 239,00 424,00 240,00 240,00 100,00 94,10 87,47 86,69 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 05 5 0,00 28,00 3148 33,56 202,00 412,00 203,00 203,00 100,00 9320 84,49 83,47 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 1 0,00 25,00 59,00 59,00 240,00 433,00 241,00 241,00 100,00 94,23 75,52 75,52 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 2 0,00 27,00 5847 52,00 187,00 491,00 188,00 188,00 100,00 94,50 68,90 72,34 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 3 0,00 24,00 56,00 58,00 270,00 546,00 271,00 271,00 100,00 95,60 79,34 78,60 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 4 0,00 25,00 55,50 59,79 223,00 316,00 224,00 224,00 100,00 92,09 7522 73,31 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 1,0 5 0,00 28,00 63,80 56,32 219,00 419,00 220,00 220,00 100,00 93,32 71,00 74,40 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 01 1 0,00 27,00 32,70 32,93 138,00 177,00 139,00 139,00 100,00 84,75 7648 76,31 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 01 2 0,00 28,00 32,24 31,94 133,00 172,00 134,00 134,00 100,00 83,72 75,94 76,17 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
712 03 01 3 0,00 25,00 34,09 33,24 123,00 167,00 124,00 124,00 100,00 85,03 72,51 73,19 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 0,1 4 0,00 0,00 36,05 33,98 144,00 144,00 145,00 145,00 100,00 100,00 75,14 76,57 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
712 03 0,1 5 0,00 28,00 3821 35382 145,00 172,00 146,00 146,00 100,00 83,72 73,83 7547 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 05 1 0,00 27,00 29,94 31,98 423,00 567,00 424,00 424,00 100,00 95,24 92,94 92,46 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 05 2 0,00 0,00 31,72 30,65 414,00 515,00 415,00 415,00 100,00 100,00 92,36 92,62 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,3 05 3 0,00 14,00 3225 3247 355,00 480,00 356,00 356,00 100,00 97,08 90,94 90,88 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,3 05 4 0,00 0,00 31,33 30,87 414,00 594,00 415,00 415,00 100,00 100,00 92,45 92,56 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 05 5 0,00 28,00 34,35 31,68 367,00 562,00 368,00 368,00 100,00 95,02 90,67 91,39 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
712 03 1,0 1 0,00 0,00 5690 5731 414,00 581,00 415,00 415,00 100,00 100,00 86,29 86,19 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 2 0,00 0,00 58,00 53,00 371,00 545,00 372,00 372,00 100,00 100,00 84,41 85,75 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
712 0.3 1,0 3 0,00 25,00 59,42 55,74 344,00 589,00 345,00 345,00 100,00 95,76 82,78 83,84 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
712 03 1,0 4 0,00 0,00 6520 59,07 396,00 612,00 397,00 397,00 100,00 100,00 83,58 85,12 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 5 0,00 28,00 64,41 52,00 335,00 607,00 336,00 336,00 100,00 95,39 80,83 84,52 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 1 0,00 2500 28,32 26,24 156,00 195,00 157,00 157,00 100,00 87,18 81,96 83,29 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 2 0,00 24,00 28,07 29,19 163,00 181,00 164,00 164,00 100,00 86,74 82,89 82,20 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0.1 0,1 3 0,00 27,00 27,93 27,92 165,00 244,00 166,00 166,00 100,00 88,93 83,18 83,18 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 4 0,00 27,00 26,28 2845 151,00 242,00 152,00 152,00 100,00 88,84 82,71 81,28 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 0,1 5 0,00 27,00 2889 28,59 178,00 205,00 179,00 179,00 100,00 86,83 83,86 84,03 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 1 0,00 2500 27,40 2448 201,00 592,00 202,00 202,00 100,00 95,78 86,44 87,88 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 2 0,00 24,00 28,34 2747 185,00 520,00 186,00 186,00 100,00 95,38 84,76 85,23 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 3 0,00 27,00 27,59 25,29 220,00 494,00 221,00 221,00 100,00 94,53 87,52 88,56 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 4 0,00 27,00 27,39 2887 221,00 439,00 222,00 222,00 100,00 93,85 87,66 87,00 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 5 0,00 27,00 2687 2891 233,00 400,00 234,00 234,00 100,00 9325 88,52 87,65 7200,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 1 0,00 2500 53,30 5584 270,00 335,00 271,00 271,00 100,00 92,54 80,33 79,39 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 2 0,00 24,00 50,14 52,51 213,00 485,00 214,00 214,00 100,00 95,05 76,57 75,46 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 3 0,00 27,00 57,21 51,00 245,00 425,00 246,00 246,00 100,00 93,65 76,75 79,27 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 4 0,00 27,00 54,00 49,70 246,00 759,00 247,00 247,00 100,00 96,44 78,14 79,88 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 5 0,00 27,00 50,98 46,16 274,00 401,00 275,00 275,00 100,00 9327 81,46 83,21 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 1 0,00 - 32,62 29,56 180,00 - 181,00 181,00 100,00 100,00 81,98 83,67 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 2 0,00 0,00 3053 2844 153,00 179,00 154,00 154,00 100,00 100,00 80,18 81,53 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 03 0,1 3 0,00 0,00 31,65 2870 163,00 176,00 164,00 164,00 100,00 100,00 80,70 82,50 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 4 0,00 0,00 3294 2993 174,00 174,00 175,00 175,00 100,00 100,00 81,18 82,90 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,1 5 0,00 0,00 31,57 30,30 186,00 225,00 187,00 187,00 100,00 100,00 83,12 83,79 7200,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 1 0,00 - 26,51 27,15 565,00 - 566,00 566,00 100,00 100,00 95,32 95,20 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 05 2 0,00 0,00 2577 2573 555,00 709,00 556,00 556,00 100,00 100,00 95,36 95,37 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 05 3 0,00 000 27,60 2897 584,00 787,00 585,00 585,00 100,00 100,00 95,28 95,05 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 0,5 4 0,00 0,00 28,38 26,63 526,00 766,00 527,00 527,00 100,00 100,00 94,61 94,95 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 05 5 0,00 0,00 2823 2882 622,00 769,00 623,00 623,00 100,00 100,00 9547 95,37 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 1 0,00 - 57,00 53,00 617,00 - 618,00 618,00 100,00 100,00 90,78 91,42 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1.0 2 0,00 0,00 52,00 59,64 554,00 778,00 555,00 555,00 100,00 100,00 90,63 89,25 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 3 0,00 0,00 52,00 57,69 566,00 830,00 567,00 567,00 100,00 100,00 90,83 89,83 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 4 0,00 0,00 56,00 59,00 588,00 766,00 589,00 589,00 100,00 100,00 90,49 89,98 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 5 0,00 0,00 54,00 54,00 614,00 833,00 615,00 615,00 100,00 100,00 91,22 91,22 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 1 0,00 - 6,17 579 212,00 - 213,00 213,00 100,00 100,00 97,10 97,28 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 2 0,00 - 26,71 27,83 255,00 - 256,00 256,00 100,00 100,00 89,57 89,13 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0.1 30,00 - 2953 5,89 254,00 - 255,00 255,00 100,00 100,00 88,42 97,69 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 4 0,00 - 6,16 26,01 271,00 - 272,00 271,00 100,00 100,00 97,73 90,40 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 5 0,00 - 25,68 27,29 288,00 - 289,00 288,00 100,00 100,00 91,12 90,53 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 1 0,00 - 2954 32,01 457,00 - 458,00 458,00 100,00 100,00 93,55 93,01 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 2 0,00 - 30,18 31,38 573,00 - 574,00 574,00 100,00 100,00 94,74 94,53 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 30,00 - 30,66 31,00 480,00 - 481,00 481,00 100,00 100,00 93,62 93,56 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 4 0,00 - 3552 33,34 457,00 - 458,00 458,00 100,00 100,00 92,24 92,72 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 5 0,00 - 33,33 33,72 432,00 - 433,00 433,00 100,00 100,00 92,30 92,21 7200,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 1 0,00 - 66,82 64,00 457,00 - 458,00 458,00 100,00 100,00 85,41 86,03 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 2 0,00 - 67,16 65,92 480,00 - 481,00 481,00 100,00 100,00 86,04 86,30 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 30,00 - 65,56 65,49 528,00 - 529,00 529,00 100,00 100,00 87,61 87,62 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 4 0,00 - 62,53 64,87 472,00 - 473,00 473,00 100,00 100,00 86,78 86,29 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 5 0,00 - 64,71 65,30 532,00 - 533,00 533,00 100,00 100,00 87,86 87,75 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 1 0,00 - 35,08 33,44 268,00 - 269,00 269,00 100,00 100,00 86,96 87,57 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 2 0,00 - 32,37 35,00 265,00 - 265,00 266,00 100,00 100,00 87,78 86,84 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 30,00 - 3540 33,00 270,00 - 271,00 271,00 100,00 100,00 86,94 87,82 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 4 0,00 - 81,50 38,01 271,00 - 272,00 272,00 100,00 100,00 70,04 86,03 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 5 0,00 - 39,82 36,72 267,00 - 268,00 267,00 100,00 100,00 85,14 86,25 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 1 0,00 - 33,10 34,87 985,00 - 986,00 986,00 100,00 100,00 96,64 96,46 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 2 0,00 - 33,06 31,78 889,00 - 890,00 890,00 100,00 100,00 96,29 96,43 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 05 30,00 - 3431 32,78 708,00 - 709,00 709,00 100,00 100,00 95,16 95,38 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 4 0,00 - 32,76 34,07 902,00 - 903,00 903,00 100,00 100,00 96,37 96,23 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,5 5 0,00 - 36,04 3448 830,00 - 831,00 831,00 100,00 100,00 95,66 95,85 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 1 0,00 - 71,31 83,32 889,00 - 890,00 890,00 100,00 100,00 91,99 90,64 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1.0 2 0,00 - 67,22 64,00 837,00 - 838,00 838,00 100,00 100,00 91,98 92,36 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 30,00 - 72,81 80,00 729,00 - 730,00 730,00 100,00 100,00 90,03 89,04 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 4 0,00 - 74,83 75,00 808,00 - 809,00 809,00 100,00 100,00 90,75 90,73 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 1,0 5 0,00 - 71,89 65,26 834,00 - 835,00 835,00 100,00 100,00 91,39 92,18 7200,00 7200,00 7200,00 7200,00
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)

n k B a inr Cf FCC LCC Cct FCC LCC C+ FCC LCC cr FCC LCC

50 4 0,1 01 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,12 7,25 6,65
50 4 0,1 0,11 2 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 0,00 0,00 0,00 0,72 903,08 87,24
50 4 01 01 3 800 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,69 91,80 78,82
50 4 0,1 0,11 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,26 82,33 45,84
50 4 0,1 01 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,24 53,31 39,17
50 4 0,1 05 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 6,09 275742 219,37
50 4 0,1 05 2 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 0,00 0,00 0,00 0,50 276348 193,35
50 4 01 05 3 800 800 800 800 800 800 0,00 0,00 0,00 0,80 173445 148,05
50 4 0,1 05 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,41 993,64 109,44
50 4 0,1 05 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,11 1275,75 187,44
50 4 0,1 1,0 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,32 14,93 17,19
50 4 0,1 1,0 2 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 12,00 0,00 0,00 0,00 0,46 19,04 17,69
50 4 01 1,0 3 800 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,22 10,75 9,53
50 4 0,1 1,0 4 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,18 13,33 15,57
50 4 0,1 1,0 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,26 12,52 10,92
50 4 03 01 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,07 729,53 86,33
50 4 03 0,1 29,00 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 0,00 0,00 0,00 0,06 108,69 92,50
5 4 03 01 3 700 700 7,00 700 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,13 105841 80,54
50 4 03 0,1 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,08 358,25 55,82
50 4 03 0,1 5 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 0,00 0,00 0,00 1,30 581,91 63,47
50 4 03 05 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,06 1450,75 226,25
50 4 03 05 2 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 0,00 0,00 0,00 0,06 1557,06 7797
50 4 03 05 3 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 15,00 0,00 0,00 6,67 5,73 1206,00 7200,00
50 4 03 05 4 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 2,54 1565,71 215,88
50 4 03 05 5 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 0,00 0,00 0,00 9,15 1437,48 303,66
50 4 03 1,0 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,08 14,33 12,51
50 4 03 1,0 29,00 9,00 9,00 9,00 9,00 9,00 0,00 0,00 0,00 0,68 18,55 17,35
50 4 03 1,0 320,00 14,79 20,00 20,00 20,00 20,00 0,00 26,07 0,00 8,566  7200,00 788,94
50 4 03 1,0 4 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 12,37 2766,90 189,79
50 4 03 1,0 5 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 17,00 0,00 0,00 0,00 2,85 1616,77 170,50
7 4 01 01 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,07 2571,20 184,74
7 4 01 0,1 2 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 0,00 0,00 0,00 0,13 894,76 84,97
7 4 01 01 3 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,12 908,48 103,07
7 4 0,1 0,1 4 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,15 1022,77 95,93
7 4 01 01 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,07 849,48 84,61
7 4 01 05 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,10 1375,17 146,94
7 4 01 05 2 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 0,00 0,00 0,00 0,21 2236,24 146,73
75 4 01 05 3 700 7,00 700 700 700 7,00 000 0,00 0,00 013 1811 20,11
7 4 01 05 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 9,00 0,00 0,00 11,11 0,93 1123,03 7200,00
7 4 01 05 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 2,51 137390 386,04
7 4 01 1,0 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,12 33,04 33,16
7 4 01 1,0 2 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 6,00 0,00 0,00 0,00 0,23 27,08 26,01
75 4 01 1,0 3 700 700 700 700 7,00 700 000 0,00 0,00 010 2049 20,54
7 4 0,1 1,0 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,42 25,31 23,35
7 4 01 10 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,27 44,99 42,45
7 4 03 01 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,09 1141,62 112,92
7 4 03 01 2 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 16,00 0,00 0,00 0,00 169,00 2426,49 124,42
75 4 03 01 3 900 900 900 900 900 900 0,00 0,00 0,00 042 187771 11887
7 4 03 0,1 4 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,53 932,32 163,00
7 4 03 0,1 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,64 874,41 89,25
7w 4 03 05 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 25,69 1846,88 289,98
7 4 03 05 2 25,00 9,00 928 25,00 26,00 26,00 0,00 65,38 64,30 2405,69 7200,00 7200,00
4 03 05 3 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 0,00 0,00 0,00 6,07 3141,27 362,63
7 4 03 05 4 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,54 2029,02 209,21
7 4 03 05 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,53 1367,78 6759,02
7w 4 03 1,0 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 0,78 567,46 213,05
7 4 03 1,0 2 25,00 16,00 16,00 25,00 26,00 26,00 0,00 3846 3846 388,85  7200,00 7200,00
74 03 1,0 3 34,00 32,00 32,00 34,00 34,00 34,00 0,00 588 588 47,49 7200,00 7200,00
7 4 03 1,0 4 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,23 26,42 24,46
7 4 03 1,0 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,64 36,23 38,67
100 4 0,1 0,1 1 700 700 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,55 1076,05 121,58
100 4 0,1 0,1 2 7,00 7,00 7,00 7,00 8,00 7,00 0,00 12,50 0,00 0,34 7200,00 152,30
100 4 0,1 0,1 3 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,28 865,87 97,69
100 4 0,1 0,1 4 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,18 961,49 156,10
100 4 01 0.1 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,15 1148,22 133,99
100 4 01 05 1 14,00 7,00 7,00 14,00 15,00 15,00 0,00 53,33 53,33 14,26 7200,00 7200,00
100 4 0,1 05 2 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,15 222245 210,48
00 4 01 05 3 1400 1400 7,00 1400 14,00 1400 0,00 0,00 50,00 20,54 2778,27 7200,00
100 4 0,1 05 4 700 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,15 3639,30 233,66
100 4 0,1 05 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,91 2758,31 308,22
100 4 01 1,0 1 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 10,73 307,69 217,21
100 4 0,1 1,0 2 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 0,50 84,40 84,18
100 4 01 1,0 3 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 13,50 178,73 297,97
100 4 01 1,0 4 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,61 55,66 55,93
100 4 0,1 1,0 5 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 7,00 0,00 0,00 0,00 1,50 24,83 25,08
100 4 03 0,1 1 8,00 800 800 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,32 1037,81 140,69
100 4 03 0,1 2 800 8,00 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 3,03 1094,04 129,87
100 4 03 0,1 3 18,00 17,00 9,00 18,00 18,00 18,00 0,00 5,56 50,00 1074,30  7200,00 7200,00
100 4 03 0,1 4 8,00 800 8,00 8,00 8,00 8,00 0,00 0,00 0,00 0,63 691,80 132,50
100 4 03 0,1 5 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 0,00 0,00 0,00 43,41 1184,31 5628,13
100 4 03 05 1 16,00 8,00 8,00 16,00 16,00 16,00 0,00 50,00 50,00 395,05 7200,00 7200,00
100 4 03 05 2 16,00 8,00 8,00 16,00 16,00 17,00 0,00 50,00 52,94 200,76  7200,00 7200,00
100 4 03 05 3 18,00 17,00 9,00 18,00 18,00 19,00 0,00 5,56 52,63 31,09 7200,00 7200,00
100 4 03 05 4 16,00 8,00 8,00 16,00 17,00 17,00 0,00 52,94 52,94 121,88  7200,00 7200,00
100 4 03 05 5 14,00 14,00 7,00 14,00 14,00 15,00 0,00 0,00 53,33 130,67 2896,12 7200,00
100 4 03 1,0 1 16,00 15,00 15,00 16,00 17,00 17,00 0,00 11,76 11,76 68,26 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 2 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 23,00 0,00 0,00 0,00 1,15 12596 12597
100 4 03 1,0 3 18,00 17,00 17,00 18,00 19,00 18,00 0,00 10,53 5,56 109,50  7200,00  7200,00
100 4 03 1,0 4 16,00 15,00 15,00 16,00 17,00 17,00 0,00 11,76 11,76 244,22 7200,00 7200,00
100 4 03 1,0 5 14,00 14,00 14,00 14,00 14,00 15,00 0,00 0,00 6,67 125,99 461,93  7200,00

Tabela A.7: Resultados detalhados dos modelos para I' = 1.1, em todas as
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lower bound upper bound gap (%) total time (s)
n k B8 a inr C:' FCC LCC C:' FCC LCC C:' FCC LCC C:' FCC LCC
50 8 0,1 0,1 1 36,00 13,96 14,72 36,00 37,00 37,00 0,00 62,27 60,22 1053,34 7200,00 7200,00
50 8 0,1 0,1 2 29,00 1545 15,35 29,00 29,00 29,00 0,00 46,73 47,06 1191,98  7200,00 7200,00
50 8 0,1 01 3 29,00 17,10 16,89 29,00 29,00 29,00 0,00 41,03 41,74 6003,61 7200,00 7200,00
50 8 0,1 0,1 4 27,00 18,00 18,00 56,00 46,00 46,00 51,79 60,87 60,87 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 01 5 23,00 19,83 18,04 48,00 46,00 47,00 52,08 56,90 61,61 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 1 31,38 17,33 14,25 78,00 59,00 59,00 59,77 70,62 7584 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 2 29,00 19,00 19,00 29,00 30,00 30,00 0,00 36,67 36,67 1116,63  7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 3 29,00 19,00 17,19 29,00 30,00 30,00 0,00 36,67 42,71 3459,10  7200,00  7200,00
50 8 0,1 0,5 4 31,15 18,00 18,00 56,00 49,00 49,00 44,37 6327 63,27 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 05 5 3527 1843 1947 47,00 47,00 47,00 24,96 60,79 58,58 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 1 29,86 34,00 28,00 68,00 59,00 58,00 56,09 42,37 51,72 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,1 1,0 2 29,00 29,00 27,00 29,00 29,00 30,00 0,00 0,00 10,00 1155,33 684,43 7200,00
50 8 0,1 1,0 329,00 29,00 27,00 29,00 29,00 30,00 0,00 0,00 10,00 490,29 1285,55 7200,00
50 8 0,1 1,0 4 18,00 34,00 34,00 56,00 49,00 49,00 67,86 30,61 30,61 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 01 1,0 5 34,33 34,00 34,00 48,00 48,00 48,00 28,48 29,17 29,17 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 1 21,00 16,00 16,53 54,00 43,00 43,00 61,11 62,79 61,55 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 2 31,00 20,00 19,68 31,00 31,00 32,00 0,00 3548 38,50 790,41 7200,00 7200,00
50 8 03 01 3 38,00 20,00 18,66 38,00 38,00 38,00 0,00 47,37 50,90 4954,03  7200,00 7200,00
50 8 0,3 0,1 4 26,88 20,80 20,56 63,00 40,00 39,00 57,33 48,00 47,28 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 0,1 5 29,00 18,92 18,19 58,00 45,00 45,00 50,00 57,95 59,58 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 1 30,05 1521 16,52 66,00 66,00 66,00 54,47 76,96 74,97 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 0,5 2 20,00 16,78 17,67 86,00 81,00 81,00 76,74 79,28 78,19 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 3 32,21 18,71 20,00 38,00 39,00 39,00 15,24 52,02 48,72 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 4 25,00 16,67 16,91 91,00 91,00 91,00 72,53 81,69 81,42 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 05 5 15,00 18,06 18,75 135,00 59,00 59,00 88,89 69,39 68,22 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 1 11,00 30,00 30,00 66,00 67,00 67,00 83,33 55,22 55,22 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 2 30,03 30,00 30,00 53,00 54,00 54,00 43,35 4444 4444 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 3 35,75 30,00 30,00 90,00 49,00 49,00 60,27 38,78 38,78 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 0,3 1,0 4 13,00 36,00 36,00 91,00 79,00 79,00 85,71 54,43 54,43 7200,00 7200,00 7200,00
50 8 03 1,0 5 15,00 28,00 28,00 150,00 102,00 102,00 90,00 72,55 72,55 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 01 1 20,00 12,48 11,00 66,00 51,00 51,00 69,70 75,53 78,43 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 01 2 2319 11,94 11,00 66,00 51,00 53,00 64,87 76,59 79,25 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 01 01 3 2380 15,38 16,04 32,00 32,00 32,00 25,62 51,93 49,87 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 01 4 2584 13,69 15,39 60,00 35,00 35,00 56,93 60,89 56,03 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 01 01 5 2552 11,11 11,00 54,00 44,00 55,00 52,74 74,74 80,00 7200,00 7200,00 7200,00
™ 8 01 05 1 30,00 12,34 13,02 66,00 54,00 54,00 54,54 77,15 7589 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 05 2 29,00 13,06 11,62 44,00 43,00 43,00 34,09 69,63 72,98 7200,00 7200,00 7200,00
™ o8 01 05 3 21,00 15,90 16,09 51,00 33,00 33,00 58,82 51,83 51,25 7200,00  7200,00 7200,00
7 8 01 05 4 23,00 14,58 12,19 35,00 36,00 36,00 34,29 59,51 66,14 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 01 05 5 21,00 14,95 13,26 55,00 56,00 56,00 61,82 73,30 76,32 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 1 30,13 30,00 30,00 62,00 56,00 56,00 51,41 4643 46,43 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 01 1,0 2 20,00 29,00 29,00 64,00 45,00 45,00 68,75 35,56 35,56 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 01 1,0 329,71 30,00 30,00 55,00 43,00 43,00 45,98 30,23 30,23 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 0,1 1,0 4 23,00 24,00 24,00 60,00 58,00 58,00 61,67 58,62 58,62 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 01 1,0 5 30,16 30,00 30,00 55,00 56,00 56,00 45,17 46,43 46,43 7200,00 7200,00 7200,00
™ 8 03 01 1 23,04 12,39 12,00 60,00 51,00 50,00 61,60 75,70 76,01 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 0,1 2 19,00 11,72 11,25 40,00 31,00 30,00 52,560 62,18 62,50 7200,00 7200,00 7200,00
™8 03 01 3 22,00 15,07 13,15 70,00 46,00 59,00 68,57 67,24 77,72 7200,00  7200,00 7200,00
78 03 0.1 4 24,60 1326 12,89 42,00 34,00 34,00 41,44 60,99 62,08 7200,00 7200,00 7200,00
758 03 01 5 24,01 15,60 14,23 84,00 58,00 58,00 71,41 7311 7547 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 1 20,00 13,75 13,37 110,00 61,00 61,00 81,82 77,46 78,09 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 2 27,02 14,72 14,18 70,00 41,00 41,00 61,41 64,10 65,42 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 3 22,00 14,69 14,28 94,00 73,00 73,00 76,60 79,88 80,44 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 05 4 20,00 13,49 13,28 108,00 45,00 45,00 81,48 70,03 70,48 7200,00 7200,00 7200,00
75 8 03 05 5 21,00 14,22 1445 168,00 91,00 91,00 87,50 84,37 84,12 7200,00 7200,00 7200,00
™8 03 1,0 1 10,00 28,00 28,00 110,00 61,00 61,00 90,91 54,10 54,10 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 1,0 2 27,07 27,00 27,00 60,00 50,00 50,00 54,88 46,00 46,00 7200,00 7200,00 7200,00
o8 03 1,0 322,00 32,00 32,00 106,00 73,00 73,00 79,25 56,16 56,16 7200,00 7200,00 7200,00
7 8 03 1,0 4 29,17 29,00 29,00 99,00 45,00 45,00 70,53 35,56 35,56 7200,00 7200,00 7200,00
758 03 1,0 5 21,00 31,00 31,00 141,00 91,00 91,00 85,11 65,93 65,93 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 1 20,00 12,34 11,00 88,00 42,00 54,00 7727 70,62 79,63 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 2 19,00 10,87 10,00 50,00 39,00 39,00 62,00 72,12 74,36 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 3 24,00 13,00 13,00 91,00 50,00 50,00 73,63 74,00 74,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 4 23,79 11,00 11,00 86,00 43,00 43,00 72,34 7442 7442 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 0,1 5 25,60 12,00 12,00 47,00 47,00 48,00 45,53 74,47 75,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 1 20,00 11,00 842 88,00 78,00 78,00 77,27 8590 89,20 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 2 28,00 12,31 10,28 50,00 30,00 30,00 44,00 5897 65,74 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 324,09 13,00 13,00 37,00 38,00 38,00 34,89 65,79 65,79 7200,00  7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 4 29,00 13,09 11,00 42,00 43,00 42,00 30,95 69,57 73,81 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 05 5 23,00 1326 12,55 48,00 49,00 49,00 52,08 7295 74,38 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 1 11,00 29,00 29,00 88,00 54,00 54,00 87,50 46,30 46,30 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 2 28,05 28,00 28,00 50,00 50,00 50,00 43,91 44,00 44,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 3 24,00 26,00 26,00 65,00 51,00 51,00 63,08 49,02 49,02 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 4 20,00 22,00 22,00 88,00 54,00 54,00 77,27 59,26 59,26 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,1 1,0 5 23,00 33,00 33,00 47,00 48,00 48,00 51,06 31,25 31,25 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 1 2233 12,00 12,00 84,00 61,00 61,00 73,42 80,33 80,33 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 2 23,03 12,00 12,00 84,00 48,00 84,00 72,58 75,00 85,71 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,1 3 14,00 14,00 14,00 98,00 81,00 82,00 85,71 82,72 82,93 7200,00  7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 4 13,00 13,00 13,00 65,00 38,00 38,00 80,00 65,79 65,79 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 0,1 5 12,00 12,00 12,00 96,00 61,00 61,00 87,50 80,33 80,33 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 1 12,00 12,31 12,00 168,00 131,00 131,00 92,86 90,60 90,84 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 05 2 23,00 12,00 12,00 144,00 109,00 109,00 84,03 88,99 88,99 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 0,5 3 2525 14,00 14,00 112,00 113,00 113,00 77,46 87,61 87,61 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 4 24,00 13,00 13,00 104,00 77,00 77,00 76,92 83,12 83,12 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 05 5 23,00 12,00 12,00 168,00 105,00 105,00 86,31 88,57 88,57 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 1 22,01 24,00 24,00 144,00 145,00 145,00 84,72 8345 83,45 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 2 12,00 27,00 24,00 108,00 85,00 85,00 88,89 68,24 71,76 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 325,77 37,00 28,00 154,00 108,00 108,00 83,27 65,74 74,07 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 0,3 1,0 4 13,00 26,00 26,00 91,00 62,00 62,00 85,71 58,06 58,06 7200,00 7200,00 7200,00
100 8 03 1,0 5 23,00 33,00 24,00 168,00 132,00 132,00 86,31 75,00 81,82 7200,00 7200,00 7200,00

Tabela A.8: Resultados

instancias com k = 8.

detalhados dos modelos

para I' = 1.1, em todas as
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Apéndice A. Resultados computacionais detalhados 71

lower bound upper bound gap (%) total time (s)
Cc+ FCC LCC Cct  FCC LCC Cc+ FCC LCC Cct  FCC LCC

25,00 18,65 17,38 115,00 116,00 116,00 78,26 83,92 85,02 7200,00 7200,00 7200,00
27,00 18,11 17,67 144,00 139,00 139,00 81,25 86,97 87,29 7200,00 7200,00 7200,00
24,00 17,59 17,99 126,00 125,00 125,00 80,95 85,93 85,61 7200,00 7200,00 7200,00
25,00 20,35 18,53 109,00 110,00 110,00 77,06 81,50 83,15 7200,00 7200,00 7200,00
28,00 2048 19,62 133,00 131,00 134,00 78,95 84,37 85,36 7200,00 7200,00 7200,00
25,00 21,60 20,76 166,00 167,00 167,00 84,94 87,07 87,57 7200,00 7200,00 7200,00
27,00 21,21 21,51 166,00 167,00 167,00 83,73 87,30 87,12 7200,00 7200,00 7200,00
24,00 2221 20,67 139,00 140,00 140,00 82,73 84,14 85,24 7200,00  7200,00 7200,00

=]
=
>
Q
£

7 12 0,1 05 25,00 21,51 20,01 218,00 182,00 182,00 88,53 88,18 89,01 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 01 05 28,00 22,01 2247 202,00 203,00 203,00 86,14 89,16 88,93 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 25,00 46,00 46,00 141,00 142,00 142,00 82,27 67,61 67,61 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 0,1 1,0 27,00 41,00 41,00 236,00 208,00 208,00 88,56 80,29 80,29 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 35,00 45,00 45,00 152,00 140,00 140,00 76,97 67,86 67,86 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 37,03 39,00 39,00 162,00 149,00 149,00 77,14 73,83 73,83 7200,00 7200,00 7200,00
75 12 0,1 1,0 28,00 43,00 43,00 202,00 179,00 179,00 86,14 75,98 75,98 7200,00 7200,00 7200,00

27,00 18,40 17,05 138,00 139,00 139,00 80,43 86,76 87,73 7200,00 7200,00 7200,00
28,00 17,67 17,33 157,00 147,00 147,00 82,17 87,98 88,21 7200,00 7200,00 7200,00
25,00 18,13 18,33 120,00 121,00 121,00 79,17 85,01 84,85 7200,00 7200,00 7200,00
18,00 19,98 19,35 144,00 141,00 145,00 87,50 85,83 86,66 7200,00 7200,00 7200,00
28,00 19,20 19,74 118,00 119,00 119,00 76,27 83,87 83,41 7200,00 7200,00 7200,00
27,00 21,14 19,74 250,00 251,00 251,00 89,20 91,58 92,13 7200,00 7200,00 7200,00
28,00 19,60 19,49 279,00 252,00 252,00 89,96 92,22 92,26 7200,00 7200,00 7200,00
25,00 20,25 19,45 137,00 138,00 138,00 81,75 85,33 85,91 7200,00 7200,00 7200,00

7 12 03 05 18,00 20,11 19,98 306,00 307,00 307,00 94,12 93,45 93,49 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 05 28,00 20,72 20,22 176,00 164,00 164,00 84,09 87,37 87,67 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 27,00 38,00 41,00 291,00 277,00 277,00 90,72 86,28 85,20 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 28,00 41,00 41,00 277,00 278,00 278,00 89,89 85,25 85,25 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 25,00 48,00 48,00 207,00 208,00 208,00 87,92 76,92 76,92 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 18,00 47,00 47,00 234,00 235,00 235,00 92,31 80,00 80,00 7200,00 7200,00 7200,00
7 12 03 1,0 28,00 52,00 52,00 217,00 218,00 218,00 87,10 76,15 76,15 7200,00 7200,00 7200,00

25,00 14,00 14,59 170,00 124,00 124,00 85,29 8871 8824  7200,00 7200,00 7200,00
24,00 18,37 13,72 126,00 127,00 127,00 80,95 8553 89,19  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 1647 14,00 178,00 179,00 179,00 84,83 90,80 9218  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 16,32 16,78 151,00 151,00 151,00 82,12 89,19 8889  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 16,58 16,70 12500 126,00 126,00 78,40 86,84 86,74  7200,00 7200,00 7200,00
25,00 1924 17,78 123,00 124,00 124,00 79,67 8449 8567  7200,00 7200,00 7200,00
24,00 20,20 1691 126,00 127,00 127,00 80,95 84,09 86,69  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 19,54 17,00 233,00 219,00 219,00 88,41 91,08 9224  7200,00 7200,00 7200,00

100 12 0,1 0,5 27,00 19,93 14,00 192,00 193,00 193,00 85,94 89,68 92,75 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 05 27,00 20,04 19,76 153,00 154,00 154,00 82,35 86,98 87,17 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 25,00 39,00 38,49 234,00 227,00 227,00 89,32 82,82 83,04 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 24,00 41,46 41,50 126,00 127,00 127,00 80,95 67,35 67,32 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 27,00 41,00 43,67 193,00 167,00 167,00 86,01 7545 73,85 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 27,00 42,02 44,13 192,00 112,00 112,00 85,94 62,49 60,60 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,1 1,0 27,00 41,00 41,00 166,00 167,00 167,00 83,73 75,45 75,45 7200,00 7200,00 7200,00

100 12 03 0,1
100 12 03 0,1
100 12 03 0,1
100 12 03 0,1
100 12 03 0,1
100 12 03 05
100 12 03 05
100 12 03 05
100 12 03 05
100 12 03 05
100 12 03 1,0

0,00 20,00 0,01 200,00 201,00 201,00 100,00 90,05 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 1504 0,00 153,00 154,00 154,00 82,35 90,23 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
28,00 1557 0,00 150,00 151,00 151,00 81,33 89,69 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
16,00 16,00 16,00 160,00 161,00 161,00 90,00 90,06 90,06  7200,00 7200,00 7200,00
29,00 1645 17,11 170,00 171,00 171,00 82,04 90,38 90,00  7200,00 7200,00 7200,00
0,00 20,07 20,00 42500 426,00 42600 100,00 95,29 9531  7200,00 7200,00 7200,00
27,00 19,69 17,54 279,00 280,00 280,00 90,32 92,97 93,73  7200,00 7200,00 7200,00
28,00 19,51 18,75 330,00 331,00 331,00 91,52 94,11 9433  7200,00 7200,00 7200,00
16,00 19,83 18,03 272,00 273,00 273,00 9412 92,74 9339  7200,00 7200,00 7200,00
29,00 19,79 19,80 301,00 302,00 302,00 90,37 9345 9344  7200,00 7200,00 7200,00
0,00 40,00 53,00 42500 426,00 426,00 100,00 90,61 87,56  7200,00 7200,00 7200,00

100 12 0,3 1,0 27,00 41,00 50,00 279,00 279,00 279,00 90,32 85,30 82,08 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 03 1,0 28,00 43,00 45,00 328,00 329,00 329,00 91,46 86,93 86,32 7200,00  7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 30,00 43,00 43,00 272,00 273,00 273,00 88,97 84,25 84,25 7200,00 7200,00 7200,00
100 12 0,3 1,0 29,00 45,00 42,00 301,00 302,00 302,00 90,37 85,10 86,09 7200,00 7200,00 7200,00

100 16 0,1 0,1 0,00 20,00 18,00 4720,00 272,00 275,00 100,00 92,65 93,45 7200,00 7200,00 7200,00

100 16 0,1 01 2042 19,89 285,00 285,00 100,00 92,83 93,02  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,1 - 19,09 17,00 - NaN 310,00 100,00 100,00 94,52  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 01 0,1 - 1992 19,59 - 298,00 334,00 100,00 93,32 9414  7200,00 7200,00 7200,00
00 16 0,1 0,1 - 1925 17,00 301,00 304,00 100,00 93,61 9441  7200,00 7200,00 7200,00

100 16 0,1 05 0,00 25,52 2327 4720,00 4721,00 4721,00 100,00 99,46 99,51 7200,00 7200,00 7200,00

100 16 0,1 0,5 - 2796 25,08 - NaN NaN 100,00 100,00 100,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 - 2737 23,74 - 1914,00 NaN 100,00 98,57 100,00 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 0,5 - 26,99 24,50 - 1815,00 1687,00 100,00 98,51 98,55 7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 05 - 26,17 0,00 NaN  1938,00 100,00 100,00 100,00 7200,00 7200,00 7200,00

100 16 0,1 1,0 0,00 53,56 52,00 4720,00 4721,00 4721,00 100,00 98,87 98,90 7200,00 7200,00 7200,00

U W R O R U GO H T GOR M O WR U CON — Ul GOR — Ol R Ol WER — O CON H Ol R Ol WR Ol R — Ol R O WR O WRN — O W — Ol W

100 16 0,1 1,0 - 5354 54,00 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,1 1,0 - 52,36 53,80 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 01 1,0 - 55,00 55,00 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
00 16 0,1 1,0 - 54,59 54,95 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 0,1 - 20,00 0,00 - 35200 369,00 100,00 94,32 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 0,1 - 1998 22,08 - 390,00 279,00 100,00 9488 92,09  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 01 - 20,00 0,01 - 31500 389,00 100,00 93,65 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 0,1 - 2031 0,00 - 32400 448,00 100,00 93,73 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 0,3 0,1 - 637 044 - 362,00 362,00 100,00 98,24 9988  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 05 - 2580 0,01 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 05 - 2745 0,02 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 05 - 2574 2513 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 05 - 26,80 24,30 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
00 16 03 05 - 2569 2443 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 - 55,05 58,71 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 - 5461 5642 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 - 58,04 5566 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
100 16 03 1,0 - 55,00 55,00 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00
00 16 03 1,0 - 57,00 57,00 - NaN  NaN 100,00 100,00 100,00  7200,00 7200,00 7200,00

Tabela A.9: Resultados detalhados dos modelos para I' = 1.1, em todas as
instdncias com k € {12,16}.
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