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Resumo

Lucas, Thiago; Klein, Silvius. A férmula de Avila-Bochi-Herman e
outros resultados relacionados. Rio de Janeiro, 2020. 100p. Disser-
tagdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro.

Os expoentes de Lyapunov sao uma ferramenta bastante utilizada quando
busca-se entender o comportamento de sistemas dindmicos, em particular de
cociclos lineares. De fato, concentramo-nos no expoente maximal, pois este
determina o comportamento geral do sistema, de modo que sua positividade
pode ser um indicativo de que estamos lidando com um sistema cadtico. Nesse
sentido estudamos um teorema provado por Michael Herman, que fornece uma
cota inferior para o expoente de Lyapunov maximal de uma classe de cociclos
lineares definidos por rotagoes no circulo. A prova deste resultado utiliza um
processo de complexificacao do cociclo e um argumento de subharmonicidade.
Surpreendentemente, essa cota inferior é na verdade uma identidade, o que
foi provado posteriormente por Avila e Bochi. Como serd mostrado nesta
dissertagao, o argumento para obter a identidade depende crucialmente da
harmonicidade, e ndo da mera subharmonicidade de certas fungoes associadas

as iteracoes do cociclo.

Palavras-chave
Sistemas Dinamicos; Teoria Ergodica; Cociclos Lineares; Ex-

poentes de Lyapunov; Férmula de Avila-Bochi-Herman.
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Abstract

Lucas, Thiago; Klein, Silvius (Advisor). Avila-Bochi-Herman’s for-
mula and other related results. Rio de Janeiro, 2020. 100p. Disser-
tagdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro.

Lyapunov exponents are a widely used tool when trying to understand
the behavior of dynamical systems in general, and in particular that of linear
cocycles. We focus on the maximal exponent, as it determines the general
behavior of the system, in that its positivity can be an indication that we are
dealing with a chaotic system. In this sense, we study a theorem obtained by
Michael Herman, providing a lower bound on the maximal Lyapunov exponent
of a class of linear cocycles defined by circle rotations. The proof of this
result employs the complexification of the cocycle and an argument based
on subharmonicity. Surprisingly, this lower bound is in fact an identity, which
was proven later by Avila and Bochi. As it will be shown in this dissertation,
the argument for obtaining this identity depends crucially on the harmonicity,
as opposed to the mere subharmonicity of certain functions associated with

the iterates of the cocycle.

Keywords
Dynamical Systems; Ergodic Theory; Linear Cocycles;  Lyapunov

Exponents;  Avila-Bochi-Herman’s Formula.
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1
Introducao

Um sistema dinamico pode ser definido informalmente como um conjunto
de estados que evoluem com o tempo, de acordo com uma regra determinis-
tica, e a maneira como a variavel tempo é modelada, sendo como um ntimero
real ou um ndamero inteiro, determina de que modo o estado evolui, e ainda
nos permite definir dois tipos de sistemas dinamicos, os continuos e os dis-
cretos, respectivamente. Neste trabalho estaremos exclusivamente interessados
nos sistemas dinamicos discretos, em que no intervalo de tempo entre dois ins-
tantes o estado permanece constante, os quais geralmente sao dados por uma
transformacao 7', definida sobre um espago X para o mesmo, de modo a ser

interpretado como o mapa T : X — X.

Um dos principais objetivos da teoria é justamente estudar o compor-
tamento destas dinamicas a medida que o tempo passa, e fazemos isto,
de um modo geral, por meio da odrbita de pontos em X, a qual é dada
para um ponto z € X, como sendo o conjunto formado pelos pontos
x,T(z), T*(x) = T(T(x)), ... que representam também a trajetéria do ponto x
no espago X, sob a aplicacao 1", em que 7" se tratando de uma aplicagao inverti-
vel, faz sentido considerarmos os iterados passados. Prosseguindo com a teoria,
ao “munirmos” um sistema dindmico discreto T : X — X com uma medida
de probabilidade p, denotamos esta tripla por (X, i, T') e estamos interessados
em exigir certas propriedades basicas deste sistema, como o fato de T" ser uma
aplicacao p—invariante, uma dindmica que preserva medida, de modo que para
todo subconjunto A C X pu—mensurdvel, tenhamos T~ '(A) p—mensurdvel e
tal que pu(A4) = p(T71(A)).

Um dos principais exemplos deste tipo de dinamica, que acabam por ser
o principal objeto de estudo deste trabalho, sao os cociclos lineares, em que
para um sistema dindmico que preserva medida (X, u,T") e uma aplicagao
p—mensuravel A : X — GL(d,R), o cociclo linear definido por A sobre T é

dado pela aplicacao

Fup: X xR — X x R?
(x,v) — (T(x), A(z)v).
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Capitulo 1. Introducio 12

Seu n—ésimo iterado é definido por F4,™ (z,v) = (T™(z), A™ (x)v), sendo
A (z) = AT Yz)) ... A(T(x))A(x),

em que ¢ comum cometermos o abuso de nos referirmos ao cociclo apenas por A.
A Teoria Ergodica, area na qual este trabalho se concentra, também se dedica
ao estudo dos cociclos mencionados e busca estudar os sistemas dinamicos
por meio de propriedades estatisticas dos mesmos, no sentido de que estas
propriedades sao expressas através do comportamento de médias temporais ao
longo das trajetorias desta dinamica, sendo uma das principais ferramentas
utilizadas, os expoentes de Lyapunov, e em particular o expoente de Lyapunov

maximal.

Como pode-se imaginar, frequentemente lidamos com sistemas dindamicos
ergodicos (X, u,T), os quais além da propriedade que descrevemos anterior-
mente, grosso modo, caracterizam-se por nao serem decompostos, no sentido
de que (X, ) sendo um espago de probabilidade, T" sendo p—invariante e para
todo A C X p—mensuravel tal que T7'(A) = A, tenhamos u(A) = 0 ou
p(A) = 1. Neste caso, sob determinada condigao de integrabilidade, o expo-
ente de Lyapunov maximal de um cociclo A : X — GL(d, R) é definido como
o limite

L(A) = lim > log ||A™ (2)],

n—oo n,

que existe e é constante para p—q.t.p. x € X. Além disso,

1

L(A) = lim [ —log||A™ (x)||du(x).
n—o0 Xn

Caminhando neste sentido, no Capitulo 2 estudaremos um teorema provado

por Michael Herman, o qual chamaremos de Desigualdade de Herman, que

fornece uma cota inferior para o expoente de Lyapunov maximal de uma

determinada classe de cociclos.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Herman) Seja T = R /Z o toro unidimen-

sional, T : T — T wma translagio irracional e A : T — SL(2,R) uma fun-
o 0

cao da forma A(x) = AgRors, em que Ay = (0 5-1

cosf@ —sinf -
Ry = . Entao,

) para algum o > 0 e

sinf cos®

L(A) > log <5 +251) .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 1. Introducio 13

Perceba que de fato é interessante obtermos ao menos uma cota inferior para
o expoente de Lyapunov maximal, pois sua positividade é geralmente tida como
uma indicacao de que o sistema é caotico. Como veremos, trabalharemos em
grande parte do tempo sobre o espago de matrizes SL(2,R), e para 0 mesmo

definimos a seguinte quantidade

NOA) — o <||A|| - ||A||1> |

2

que pode ser interpretada como uma “taxa média exponencial de expansao” da
matriz A. Com respeito a esta quantidade exploramos alguns resultados como

o teorema a seguir, em que p é tido como o raio espectral de uma matriz.

Teorema 1.2 Sejam Ay, ..., A, € SL(2,R). Entdio

1 2 n
o / log p(AnRy -+ A1 Rg)df = 3" N(A;).
m Jo =

O resultado deterministico enunciado acima é particularmente relevante,
uma vez que ele representa o ponto chave na demonstracao da Formula
de Awvila-Bochi-Herman, teorema no qual os esforcos deste trabalho foram
concentrados, ja que por meio deste conseguimos obter informacoes a respeito
do expoente de Lyapunov maximal de determinados cociclos. Perceba que a
partir de um dado cociclo A : X — SL(2,R) podemos definir um novo cociclo

linear

ARy: X — SL(2,R)
x+— (ARy)(x) = A(x) Ry,

e ¢ justamente a estes cociclos que o teorema se refere.

Teorema 1.3 (A Formula de Avila-Bochi-Herman) Seja (X, i) um espago de
probabilidade, T : X — X wuma transformagao ergédica e A : X — SL(2,R)
um cociclo linear que satisfaz a condi¢io de integrabilidade [ log ||Alldp < 0.
Entao

Qlw/o%L(ARg)d@:/Xlog(HA(x)H +2||A(93)||1> du(x).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 1. Introducio 14

Intuitivamente o Teorema 1.3 fornece uma férmula, ndo exatamente para
o expoente de Lyapunov maximal do cociclo dado, mas para a média dos
expoentes de Lyapunov maximal das rotagoes do cociclo dado. Além disto, nao
é dificil ver que, no caso particular do cociclo considerado na Desigualdade de
Herman, a formula de A-B-H mostra que esta desigualdade é, na verdade, uma
igualdade. Vale ressaltar que para estudar este resultado, estamos lidando com
a prova fornecida por Avila e Bochi, a qual pode ser encontrada em [2]. No
entanto, este mesmo resultado foi provado por Baraviera, Dias e Duarte, com
argumentos bastante distintos aos encontrados aqui, os quais, pode-se dizer,

mais geométricos, como pode ser visto em [4].

A posteriori, esta formula foi aplicada em certos resultados, essencialmente
com o objetivo de expressar a positividade do expoente de Lyapunov maximal,
como pode ser visto em [18] e [1]. E interessante mencionar que existe uma
generalizacao deste resultado, veja em [14], a qual se d4 em dimensao superior

a dois e para cociclos sob hipdteses mais gerais.

O restante do trabalho é dividido como se segue. No capitulo 2, que pode ser
considerado uma prévia, abordaremos em detalhes a Desigualdade de Herman
que mencionamos acima, dando foco ao argumento de subharmonicidade
utilizado. No capitulo 3 faremos uma breve revisao dos conceitos relevantes
para o desenvolvimento do trabalho. Por fim, o capitulo 4 é construido de

modo a provarmos em detalhes a Férmula de Avila-Bochi-Herman.
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2
Subharmonicidade e a Desigualdade de Herman

No presente capitulo abordaremos a Desigualdade de Herman, a qual fornece
uma cota inferior para o expoente de Lyapunov maximal de uma classe
de cociclos lineares, definidos com respeito a translagoes irracionais no toro
unidimensional. A prova do teorema é dada por um processo de complexificacao
do cociclo em questao, de modo a obtermos uma fun¢ao holomorfa, para entao
a partir desta, por meio da Férmula de Jensen, obter uma funcao subharménica

e finalmente expressarmos a desigualdade desejada.

Existem maneiras equivalentes de caracterizarmos uma fungao subharmo-
nica num dominio do plano complexo. Intuitivamente este conceito nos diz
que, definida sob tais circunstancias, uma funcdo subharmonica avaliada em
um ponto nao ¢ maior do que a média dos valores dessa funcao percorrendo
um circulo centrado no referido ponto. Este conceito, geralmente, pode estar
definido sobre hipoteses mais fracas do que as apresentadas abaixo, no entanto
assumiremos hipéteses mais fortes, afim de definirmos subharmoénicidade da

maneira a qual nos sera mais util.

Definigao 2.1 Seja Q@ C C um conjunto aberto e seja u : Q — [—00,00)
uma funcao continua. Dizemos que u é uma funcao subharmonica se para todo

20 € Q2 er >0 tais que o disco fechado D(zy,7) C Q, tem-se

1 21 .
u(zo) < —/ u(zo +re) db
0

2

A Férmula de Jensen é um resultado de grande relevancia neste capitulo,
pois é o responsavel por nos fornecer a funcao subharmonica, a qual implica
a desigualdade obtida pelo teorema proposto por Herman. De fato, esta nos
diz que uma fung¢ado holomorfa f, definida sobre uma regiao qualquer do plano
complexo, que contém um disco fechado de centro zj e raio r, satisfaz a seguinte

propriedade
1 yon 4
log | (z0)] < 5= [ log | (20 + re”)| b,

Portanto, dada uma fungao holomorfa f em Q C C, log|f| é subharménica.

Um exemplo importante desta consequéncia se da para fungoes da forma
A Q C C — Mat(d,R), definidas sobre um aberto Q e ainda holomorfas,
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no sentido de que para todo z € (), todas as entradas da matriz A(z) sdo
fungoes holomorfas de z € ), ja que neste cendrio a fun¢ao f(z) = log ||A(z)]]

é subharménica (veja a Proposicao 3.30).

Teorema 2.2 (Desigualdade de Herman) Seja T = R /7Z o toro unidimen-

sional, T : T — T uma translagao irracional e seja A : T — SL(2,R) uma
o 0

0 51 para algum § > 0 e

fungao da forma A(z) = AgRoqre em que Ay = (

0 —sin6
Ry - ( ) i,

sinf cos®
-1
L(A) > log <5+25 )

em que L(A) é o expoente de Lyapunov mazximal do cociclo definido por A,

relativo a unica medida de probabilidade m, invariante por T.

Prova. Seja t € R\ Q tal que T' é uma translacao por ¢ e w := 27t. Entao

£(A) = i+ [ log ]| A )] dm(y)
:JH&Q;&/O%@ A0 (2) [ do
21
~ lim 2;1 [ o ‘A (171 (2))- A (T (£)) A(2) H do

. 1 2
= lim 7-/ 10g ||AOR2WT"*1(%) R A()RQWT(%)A()RQCH dx

n—o0 27, Jo

. 1 2w
= lim — / log ||A0Rx+(n71)w T AOR(x+w)AORw|| d:L‘,

n—o0 27, Jo

j& que para todo n € Z temos 271" (5%) = 27 (5= +nt) = x + 27t = x + nw.
Como dito, a ideia desta prova é estendermos a funcao da ultima integral,
log || Ao Rot-(n—1)w - - Ao R(e+w)AoRz||, & uma fun¢do subharménica no plano
complexo e entdao deduzirmos a afirmacao do teorema pela caracterizacao

de fungdes subharmonicas, como descrito na Defini¢ao 2.1. Comegaremos por

0

complexificar a matriz de rotacio Rg. Note que para z = € = cosf + isin@

temos,

zZ 4+ 21 z—z1
=cosf, e ‘
2 21

Assim, defina a matriz

=sind.

S(z) = para z € C”
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a qual possui uma singularidade, e defina ainda

2+1 —22+1

H(z) = 25(z) = 2 2 para z € C
22—-1 22+1
21 2

com um fator em relagdo a .S, no caso z, porém sem singularidades, e perceba
ainda que Z(e) = €?S(e?) = ¢ Ry, para todo 6 € R. Portanto, faz sentido
considerarmos z — Z#(z) como um tipo de extensdao holomorfa da familia de

rotagoes 6 — Ry. Agora defina

Cr(2) = A (e V212) o Ay (e 2) Ag R (2).

Entao,
Cl€™) = AgZ (T D9)) o Ag R (7)) A2 ()
= Aﬂei(x—l—(n_l)w)Rer(n—l)w .. -Aoei(”“)RHone”Rx
n—1
= H piE+iw) (AOR%TT"*(%) ce A0R27rT(ﬁ)AORm>
=0
D D) i(f’fﬂw)A(n)(%)
_ ez(nx—i—n(n—l)%)A(n)(%)
Assim, para 7 = nz + n(n — 1)% temos C,(e™) = e"AM (L) e com isso
1Cale®)]] = llem AT (L) = e[| AW ()] = [|A™ (5| Portanto,

1 2 .
Lw:mfimwwmm

Note que a fungao z — C,(z) é holomorfa em toda parte, no sentido de que
cada entrada da matriz é uma funcao holomorfa em toda parte, o que fica
claro ja que cada entrada sera um polindmio. Entao, como ja mencionado, pela
Proposi¢ao 3.30, para todo n € N a fungao z — log||C,(2)|| é subharmonica.

Desta maneira,
£A) = Jim oo [Tlog [ Cule)ldr > Jim Tlog GO (211
= lim — o (e x> lim —lo n -
n—oo 27n, Jo & n—00 7, 8

1 n
:JLH&OEIOgH(AO‘@(O)) I

Ja pela Proposicao 4.22, que é uma consequéncia direta da férmula de Gelfand

temos

Tim - log |(40(0))"]] = log p(4(0)). 2-2)
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€ Ccomo
5 _di
2 2
AAO) =1 i s |
2 2

J+ 01

segue que o polindmio caracteristico de AgZ(0) é = A\? — A ( > Deste

-1

modo, os autovalores de AyZ(0) sdo 0 e e como 0 > 0, tem-se

2
640"
p(ApZ(0)) = 5 Portanto, por 2-1 e 2-2 obtemos
040"
L(A) > log :

O fato interessante é que no decorrer deste trabalho, mais precisamente
no capitulo 4, veremos que em um cenario até mais abrangente, no qual o
Teorema de Herman provado acima ainda se encaixa, conseguimos que as
fungoes definidas com respeito aos iterados dos cociclos lineares em questao,
sejam estendidas a uma funcao na realidade harmoénica, ao invés de apenas
subharmonica, e deste modo conseguimos obter explicitamente o expoente de

Lyapunov maximal de tais cociclos.
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3

Recapitulacao de conceitos

Este capitulo tratara da revisao de conceitos indispensaveis ao entendimento
do trabalho. A revisao sera dividida em sec¢bes, as quais correspondem basica-

mente as areas da matematica que daremos énfase.

A Secao 3.1 busca familiarizar o leitor, de uma forma geral, aos conceitos
introdutorios de sistemas dindmicos ergédicos. Ja a Secao 3.2, que de certa
forma ainda estd relacionada a se¢ao anterior, tem o propésito de esclarecer a
defini¢ao dos cociclos lineares, os quais sao nosso principal objeto de trabalho,
assim como o expoente de Lyapunov maximal destes cociclos, uma vez que
o principal resultado desta dissertacao diz respeito a obtermos este expoente
explicitamente em um cenario particular. Na Secao 3.3 resgataremos alguns
conceitos, assim como resultados relevantes, de Analise Complexa. Ainda nesta
secao daremos foco ao conceito de harmonicidade de fungoes de uma variavel
complexa, pois a prova do principal teorema do trabalho, a Férmula de Avila-
Bochi-Herman, depende essencialmente deste conceito. Por fim, na Secao 3.4
apresentaremos um pouco a respeito de Topologia Algébrica, sob o anseio de

falarmos particularmente dos grupos fundamentais do toro unidimensional T,
do espago projetivo PSL(2,R) e ainda de PSL(2,R) \ {[/]}.

3.1
Sistemas ergédicos

Como foi dito, tentaremos de forma breve introduzir os conceitos ele-
mentares a respeito dos sistemas dinamicos ergddicos, vale ressaltar que todos
conceitos e resultados apresentados podem ser vistos com mais detalhes em [16]
e [17]. Comegaremos por conceitos simples, que relacionam medidas a sistemas
dindmicos, para que possamos falar de certas propriedades, as quais exigimos

dessa relacao.

Definigao 3.1 (Sistema Dindamico que preserva medida) Considere uma
transformacao T : X — X mensurdvel, isto é, para todo conjunto mensurdvel
A C X, T7YA) também é mensurdvel, e seja (X, ) um espago de proba-
bilidade. Dizemos que (X, u,T) é um sistema dindmico que preserva medida
(ou apenas que p € invariante por T, ou ainda que é T-invariante), se temos

w(T7HA)) = u(A), para qualquer conjunto mensurdvel A C X.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 3. Recapitulacdo de conceitos 20

Perceba, caso tivessemos para um sistema dinamico que preserva medida
(X, 1, T), um conjunto mensuravel qualquer A C X tal que T-'(4) = A,
entdo terfamos também T-1(X \ A) = X \ A, assim poderfamos estudar a
dindmica T, estudando separadamente as dinamicas mais simples T : A — A
eT : X\ A — X\ A Contudo, essa maneira mais simples de tratar a
dindmica 7', s6 faz sentido quando se tem 0 < u(A) < 1, j4 que no caso em que
p(A) = 0 (ou equivalentemente p(X \ A) = 0), faz sentido ignorarmos A (ou
equivalentemente X \ A), pois a Teoria da Medida nos permite neglicenciar
conjuntos de medida zero. Isto nos traz entao a ideia de estudarmos as
dindmicas que nao podem ser decompostas como descrevemos acima, e a estas
dindmicas damos o nome de ergddica. Definimos entao formalmente da seguinte

maneira :

Definic¢ao 3.2 (Sistema Dinamico Ergodico) Considere um sistema dindmico
(X, 1, T) que preserva medida. Dizemos que (X, u,T) € um sistema dindamico
ergédico se, para qualquer conjunto mensurdvel A C X, tal que T™'(A) = A,
temos p(A) =0 ou pu(A) = 1.

Definicao 3.3 (Fungao T-invariante) Considere o sistema dindmico (X, u,T)
que preserva medida. Uma funcdao p—mensurdavel ¢ : X — X € dita ser T-

invariante, se p(T(z)) = p(x) para u—quase todo ponto r € X.

A definicdo apresentada acima, nos permite ainda caracterizarmos os
sistemas dindmicos ergédicos da seguinte maneira. (X, p,7) é um sistema
dindmico ergodico se qualquer funcao ¢ : X — R p—integravel, T-invariante

¢ p—quase todo ponto x € X constante.

Observacao 3.4 Em certos momentos, quando o espagco em questio X e a
medida tomada | estiverem subentendidos, falaremos do sistema dinamico

ergodico apenas como a transformagdao T'.

Agora que ja temos conhecimento do que se trata um sistema dinamico

ergddico, introduziremos alguns exemplos conhecidos.

Exemplo 3.5 (Translagio Irracional no Toro Unidimensional) Sabemos que
o quociente R / Z nos fornece um conjunto de classes x|, com x € R, definido
sobre a relagio de equivaléncia ~, a qual relaciona x e y do sequinte modo,
x ~ 1y se, e somente se, x —y € Z. Também € sabido que podemos identificar
R/Z com o circulo unitdrio, isto €, o intervalo [0,1] em que 0 e 1 estao
identificados. Neste primeiro momento lidaremos com classes de equivaléncia,

evitando tomar representantes, portanto assumiremos

R/Z={[z];z€R eyeR étal quey € [z] & v —y € Z}
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e podemos entao definir a translagio por t € R da sequinte maneira

T:R/Z—R/Z
[z] = [z +t] =[] + [¢]

Considere ainda a projecao canodnica, que associa a cada x € R a sua classe

de equivaléncia [z] € R /Z por

mmR—->R/Z

x — [z]

Definiremos entao a medida de Lebesque p em R /7, isto é, a medida de
Lebesgue no circulo. Considere por m a medida de Lebesque na reta R,

dizemos que um conjunto E C R /Z é u—mensurdvel se o conjunto 71 (E) é

m—mensurdvel e definimos p da sequinte maneira
W(E) = m(x " (B) Ok, & + 1))

para qualquer k € 7Z, ou seja, para um conjunto £ C R /Z, tomamos a sua
pré-imagem pela projecdo 7, a qual serd a unido infinita de intervalos na reta,
e tomamos entao um intervalo na reta, no caso o intervalo [k, k+1) e portanto
tomamos a medida de Lebesgue da intersecio de m—'(E) N[k, k+1). Note que

o lado esquerdo dessa igualdade nao depende de k e por defini¢io temos
Y E)N[kk+1)=(x"Y(E)N[0,1)) + k.

Como a medida de Lebesque na reta € invariante por translacao, acabamos por
ter
u(E) =m(r(E)N0,1))

E nitido que pu é de probabilidade, pois p(R /Z) = m(RN[0,1)) = 1 e temos

(X, p, T) um sistema ergédico.
O segundo exemplo trata-se do Deslocamento de Bernoulli.

Exemplo 3.6 (Deslocamento de Bernoulli) Seja (X, A,v) um espago de pro-
babilidade qualquer. Considere o espaco ¥ = XN, munido da o— dlgebra produto

B = AY e da medida produto . = v~. Entdo temos

Y= X" = {(2)ren : 21 € X para todo kY,
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e por definicio a o—dlgebra B = AN € gerada pelos cilindros
(m; Ay, A = {(@k)keny € E i xj € Aj para j =m, ..., n},

sendo m < n e A; € A para todo j = m,...,n. Além disso, a medida p,
definida sobre a o—dlgebra produto B, a qual é gerada pela familia F de todas
as unioes finitas de cilindros disjuntos, que é uma dlgebra, é caracterizada em
> por
w(m; A, .o Anl) = H v(A;).
j=m
Entao temos o espago de probabilidade (3,5, 1), assim definimos o desloca-

mento de Bernoulli pelo sistema dindmico (X, u, o), em que

o x — 2

(k) ken — (Tht1)ken,

isto é, o(xo,T1,%2, ..., Thy...) = (T1,Z2,...,%k,...), a imagem de uma
sequéncia pelo deslocamento de Bernoulli é justamente essa sequéncia, des-

locada uma unidade a esquerda. Note que

o ([ Am, -, An) = {(@k)kery € B2 o((@r)ren) € [m; A, -, An]}
= {(zk)keny € X xj41 € Aj para j =m,...n}
=[m+1;An,, ..., Al

ou seja, a pré-imagem de qualquer cilindro pela aplicacao o é um cilindro, e

ainda

(o (i Ao A)) =TT #(45) = 4 i A A,

Jj=m

portanto (X, u,0) é um sistema dindmico que preserva medida. Além disso,

(X, 1, 0) € um sistema ergodico.

Observacgao 3.7 E importante ressaltar que os exemplos mais cldssicos para
o deslocamento de Bernoulli se ddo quando consideramos X um espaco finito
de simbolos, como por exemplo X = {1,...,d}, e damos um peso para
cada elemento de X, como por exemplo v({i}) = p; > 0, de modo que
pr+-+pa=1.

Observacao 3.8 Além disso, apresentamos o caso unilateral e de forma
andloga tudo que foi mencionado acima continua a ser valido no cado bilareal,
em que X = X%, B=A% e = 172,
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Finalizaremos esta secao enunciando o Teorema Ergodico de Birkhoff, que
¢ um resultado muito relevante em Teoria Ergddica, o qual trata de médias

temporais e tem significativa relevancia no caso em que a dindmica ¢é ergéddica.

Teorema 3.9 (Teorema de Birkhoff) Sejam (X, u,T) um sistema ergdédico e
v : X = R uma funcao p—integravel. Entao

n—1

para p1—quase todo ponto x € X.

3.2
Cociclos Lineares e os Expoentes de Lyapunov

Nesta se¢ao traremos conceitos que em grande parte estao inseridos na
Teoria Ergodica e assim ainda tem relacao com sistemas dinamicos ergddicos,
porém merecem um destaque mais substancial. O contetdo apresentado tem

por base [15] e também [8].

Iniciaremos esta secao definindo o principal objeto de trabalho desta
dissertagao, os cociclos lineares. Seja (X, u,T") um sistema dindmico ergédico
e A: X — GL(d,R) uma funcao p—mensuravel, em que GL(d,R) é o espago
das matrizes invertiveis d x d com coeficientes reais. Entao o cociclo linear
definido por A sobre T, o qual denotamos por Fly, é definido como o produto

torcido:

Fi: X xR* - X x R?
(z,v) = (T(x), A(z)v)

e entdao consequentemente, para n € N obtemos o n—ésimo iterado de F4 por
F ™ (z,0) = (T"(z), A(T"Y(2)) ... A(T(x))A(x)v). Denotaremos entao

FA(n)<x7 v) = (T"(z), A (x)v),
em que
AD (2) = AT N (2))... A(T(x))A(x).

Perceba que quando T é inversivel, de modo andlogo, podemos definir seus

iterados para tras.

Observacao 3.10 E importante ressaltar que comumente cometemos o abuso
de nos referirmos ao cociclo linear em questdo apenas por A, ao invés da

transformacgao Fy.
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Observacao 3.11 Tualvez seja relevante mencionarmos, para o estudo que se
seque estaremos interessados no caso em que d = 2 e também nos cociclos
A X — SL(2,R), em que SL(2,R) é o espago de matrizes 2 X 2 com

coeficientes reais e determinante 1.

A seguir daremos dois exemplos de cociclos lineares, os quais sao rele-
vantes para a teoria, de modo geral. O primeiro exemplo trata-se da classe de
cociclos trabalhados na Desigualdade de Herman, Teorema 2.2, apresentado

no Capitulo 2.

Exemplo 3.12 Seja (T, u,T) o sistema dinamico ergddico em que T € o

toro unidimensional, 1 é a medida de Lebesque no toro e T uma translacao

b5 0
irracional em T, port, isto é T(x) = x+t mod 1. Considere Ay = (0 5_1) ,

cosf) —sinf ) . .
para algum 0 >0 e Ry = | a matriz de rotagdo por um angulo
sinf  cos@

0 € [0,2m). Definimos entdo o cociclo linear A : T — SL(2,R) definido por

A(x) = AgRony — ( dcos(2mz) —0 sin(?mc))

6 tsin(2rx) 6t cos(2mx)

O outro exemplo a ser apresentado sdo os cociclos lineares aleatérios, os
quais nao serao trabalhados aqui, porém tem grande relevancia no estudo da

teoria.

Exemplo 3.13 (Cociclos lineares aleatdorios) Considere um espago de proba-
bilidade (X, A,v), entao como foi apresentado na segio anterior, Se¢io 3.1,
obtemos o espago de probabilidade (3, B, 1) em que ¥ = XN, B= AN e yu = oM.
Assim, sendo (X, u,0) o deslocamento de Bernoulli como vimos no Ezemplo
3.6, considere a funcio mensurdvel A: X — GL(d,R) e portanto definimos o

cociclo linear aleatorio pela fungdo mensurdvel

A:Y — GL(d,R)

(Tk)ren — 121(960)
Deste modo, para todo n € N temos

A (2 )ren) = A(0™ ((zn)ren)) - - - A0 (@) ken))A(2r) ken)
keN) A((Ik+1)keN)A((xk>k€N)

= A(zn-1) ... Az1) A(zo).
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Apresentado o conceito de cociclo linear, nosso objetivo para esta secao
é definirmos o expoente de Lyapunov maximal para estes cociclos. Contudo,
para que possamos, de fato, defini-los, precisaremos introduzir mais alguns
conceitos, assim como outros resultados que nos permitam assumir sua exis-

téncia.

Para todo o cendrio que se segue considere (X, i, T') um sistema dindmico

que preserva medida. A seguir definiremos o conceito de sequéncias subaditivas.

Definicao 3.14 (Sequéncia Subaditiva) Dizemos que uma sequéncia (¢n)nen
de fungoes p—mensurdveis @, : X — R € subaditiva, relativa a T, se para todo

m,n € N temos

(Pm—‘rn S ©n + Pm © Tn

Lembre-se que considerando por || - || a norma do operador em GL(d, R),
temos para quaisquer Ay, Ay € GL(d,R) que ||A;As|| < [|A1]]]|Az||. Com isso,
a seguir apresentaremos um exemplo relevante de uma sequéncia subaditiva de

funcgoes.

Exemplo 3.15 Considere o cociclo linear A : X — GL(d,R) e a sequéncia
(San)neN em que

n = log||A™]],
para todo n € N e A™(z) = A(T" (x))... A(T(x))A(z) para todo v € X,
como jd haviamos definido. Entdo a sequéncia (pn)nen € subaditiva. De fato,

para todo v € X

Pmin(z) = log || AT (2)]] = log || A(T™" ) () ... A(T(2))A(x)]|
= log [[A(T™H(T"(2)) ... A(T(T" () A(T" () . .. A(T()) A()]
= log || A™(T7 () A™ (x)]| < log(||A™ (1™ (x))]] HA '(@)1])
= log || A™(T" (@))]] + log [|[A™ ()] = (T (2)) + ¢u(x)
= ¢n(x) + (om0 T")(2)

O proximo resultado ¢ um Teorema bastante conhecido em Teoria
Ergodica, que acaba por ser o responsavel em nos garantir a existéncia do

expoente de Lyapunov maximal sob dadas circunstancias.

Teorema 3.16 (Teorema de Kingman)

Sejam (X, u, T) um sistema ergodico e (pn)nen uma sequéncia subaditiva em


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 3. Recapitulacdo de conceitos 26

X tal que i € pu—integrdvel. Entdao para p—q.t.p. x € X temos

1 1 1
lim —o, = li f/ nd:'f—/ d
ER U Gt A A D

Perceba que para um cociclo linear A : X — GL(d,R), em que A é uma
funcdo —mensuravel, temos o, (z) = log || A™ (x)|| uma funcio x—mensuravel
para todo n € N, além disso, como vimos no Exemplo 3.15 esta sequéncia é
subaditiva. Assim, se ¢ = log" ||A|| é p—integravel, entdo o Teorema de
Kingman ¢ aplicavel e nos permite definir o conceito de expoente de Lyapunov

maximal.

Definigao 3.17 (Expoente de Lyapunov mazimal) Sejam (X, p,T) um sis-
tema ergédico e A : X — GL(d,R) um cociclo linear tal que log™ ||A|| é uma
funcdo p—integrdvel. Entao o limite em p—q.t.p. v € X

1 n . 1 n
L(A) = lim ~log|[A™ (z)[| = lim | —log||A™ (z)[|du(x)

n—oo Jx

¢ chamado o expoente de Lyapunov mazimal do cociclo A.

3.3
Funcdes harmonicas e outros conceitos de Analise Complexa

Com o intuito de falarmos a respeito de Analise Complexa, assim
como temas relacionados, sera feito um sucinto levantamento de resultados
essenciais, os quais podem ser vistos também, e em detalhes, em [6] e [7].
Comecaremos relembrando um conceito simples que é a definicao de integral

de linha, ja que os demais resultados a usam com demasiada frequéncia.

Defini¢ao 3.18 (Integral de Linha) Seja Q@ C C wum aberto. Dadas
v labl = Qe f:Q — C, em que f é continua e v um caminho suave
por partes. Definimos a integral de linha de f ao longo do caminho ~ por
b /
| 1e)dz = [ 1wy o,
o' a

com a mudanga z = y(t), dz = ~/(t)dt.

A integral de linha nos fornece uma proposicao importante, que costuma
ser bastante util quando queremos complexificar integrais reais, afim de usar

teoremas como o dos Residuos, que serd enunciado a frente.
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Proposicao 3.19 Considere por | o comprimento de arco. Seja v e f como

descritas em 3.18. Entao

Lf(z)dz

< sup [f(2)[1(y).

zey

Agora, podemos entao definir o conceito de indice.

Definigio 3.20 (Indice) Seja v : [a,b] — C um caminho fechado e suave por
partes. Entao para todo z € C\y, definimos o indice da curva v em torno do

ponto z por

1 1
ind,(z) = 2m,/7§_ de.

Observagao 3.21 Vale ressaltar que o indice de uma curva v em torno de
um ponto z, pode também ser interpretado como o niumero de voltas que a
curva v dd em torno deste ponto, sendo positivo ou megativo a depender da
orientacao considerada, isto €, representa a variacdio do argumento ao longo
de v, no sentido de que parametrizando a curva 7y por coordenadas polares, de
modo a obtermos em particular para z = 0, v(t) = 7(t)e®® para 6 € [a,b] € R

tem-se

0(6) — 0(a)

ind,(0) = o

Para tratar dos préoximos teoremas precisamos do conceito de conjunto

estrelado.

Definicao 3.22 (Conjunto Estrelado) Um conjunto Q@ C C é chamado estre-
lado, ou de forma estrela, se existe uma “estrela” a € Q, tal que [a,z] C Q

para todo z € Q, em que [a, z] € o segmento de reta com extremos a e z.

Enunciaremos a seguir o teorema da férmula de Cauchy local, a qual nos

fornecerd um coroldrio relevante.

Teorema 3.23 (A Formula de Cauchy local) Sejam @ C C wum dominio
estrelado, f : Q — C uma fungdo holomorfa e v C Q um caminho fechado.

Entao para todo z € Q\ 7y temos

f©)
E—2z

fe)ind,(2) = 5 [ P
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Corolario 3.24 (Propriedade do Valor Médio) Seja Q@ C C um aberto, f uma
fungdo holomorfa em 2 e D(z,7) C Q. Entdo,

f(z0) = 217r /027r f(zo + re®)do.

Ao ponto da secdo em que estamos, ji faz sentido discorrermos a
respeito das fun¢des harmonicas de uma varidvel complexa. Considere a fungao
u:QCR? = R, em que Q é um aberto. Dizemos entdo que u(z,y) é uma
fungdo harmonica se todas as suas derivadas parciais de primeira e segunda
ordem existem e sdo continuas, e ainda, u satisfaz a equacao de Laplace, ou

seja,
Pu  u

AUZ@‘F@:

0.

Observagao 3.25 Lembremos que para qualquer funcdo holomorfa f = u+iv,
sua parte real, u, € uma funcao harmonica. Além disso, se  C C for estrelado
a reciproca também seria vdlida e teriamos que toda funcdo harmonica € a

parte real de uma funcao holomorfa.

A vista disso, como consequéncia direta da propriedade do Valor Médio,
Corolario 3.24, tomando a parte real de ambos os lados, obtemos a seguinte

caracterizagao a respeito das fun¢des harmonicas :

Corolario 3.26 (Propriedade do Valor Médio para Fungoes Harmonicas)
Sejam Q C C um aberto, estrelado e u : Q — C harmonica. Se D(zg,7) C £,

entao

1

27 .
u(zo) = %/0 u(zo + re'?)do.

Levando em conta que a subharmonicidade é um tema de relevancia
nesta area, voltaremos a falar brevemente deste tema, assim como resultados
relacionados a fung¢oes subharmonicas, os quais foram brevemente descritos no

Capitulo 2, porém agora em detalhes.

Defini¢ao 3.27 (Fungées Subharménicas) Sejam Q C C um conjunto aberto
eu: Q — [—oo,+00) uma fungao continua. Dizemos que u é uma fungao

subharmonica se, para todo zg € Q e r > 0 tais que D(zg,7) C Q, tem-se

1 2 ,
u(zg) < —/ u(zo + re?) db.
2m Jo
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O proximo teorema a ser enunciado é a Formula de Jensen, este sera
responsavel por nos fornecer um importante resultado a respeito de fungoes

subharmonicas.

Teorema 3.28 (Formula de Jensen) Dada uma fungio f holomorfa, definida
em uma regiao do plano complexo a qual contém um disco fechado de centro
2 e raio v, D(z,7), em que ay, ..., a, sdo os zeros de f dentro de D(zy,7),

repetidos de acordo com a multiplicidade e f(z9) # 0, temos

1 p2r A
log |/ (20)| < 5 [ log (20 + re”)| b
™ Jo

Observacao 3.29 Note, pelo teorema da Formula de Jensen enunciado
acima, podemos afirmar que para uma funcdo holomorfa f, definida sobre um
dominio Q C C aberto e sob tais circunstancias, a fungdo log|f| é subharma-

nica.

Esta observagao torna-se ainda mais interessante quando se tratam de
fungoes matriciais, sendo assim, é conveniente voltarmos a falar de uma
proposicao importante utilizada no Capitulo 2, em que naquela ocasiao foi
apenas discorrida em forma de texto, porém agora a enunciando e provando

formalmente, esta pode ainda ser encontrada em [9)].

Proposicao 3.30 Seja Q@ C C um conjunto aberto e seja A : Q — Mat(d,C)
uma fungao holomorfa, no sentido de que cada entrada da matriz € uma funcao

holomorfa de z € Q. Entao f(z) = log||A(z)|| é subharmanica.

Prova. Primeiramente note que f é uma fungao continua, ja que é a composi¢ao
das fungoes log, || - || e A, sendo cada uma destas fungoes continuas, e é claro
que estamos tomando A de modo que A(z) # 0, para todo z € Q. Além disso,
para cada v € R com |v| = 1, a funcio z — (A(2)v, A(2)v) é holomorfa, pois
é uma combinagao linear das entradas de A(z), as quais sao todas holomorfas.

Portanto, para cada v € R? com |v| = 1, a funcio f, : Q@ — R definida por

fo(2) = log |A(z)v]|

é uma funcdo subharmonica, por consequéncia direta da Formula de Jensen,
Teorema 3.28. Mais ainda, note que dados zy € Q e r > 0 tais que D(z,r) C 2,
temos f(z9) = log|A(z)v| e por defini¢do, para todo v como mencionado

acima, a desigualdade
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Perceba que f(z) = log |[A(z)|| = sup,—; fu(2) e ainda

1 21 .
f(ZO) = sup fv(z) < sup - fv(ZO + revﬁ)dﬁ
jul=1 jol=1 27 Jo
1 2m 0 1 2w ”
< —/ sup f,(z0 + re”)dl = —/ f(zo + re)do.
2 Jo jy=1 21 Jo
Portanto f(z) =log||A(2)|| é uma fungao subharmonica. |

Continuando com a revisao enunciaremos um resultado bastante conhe-
cido, que acaba por ser uma eficiente ferramenta no calculo de integrais, o
Teorema dos Residuos, para tal relembraremos brevemente a definicao de re-

siduo.

Defini¢ao 3.31 (Residuo) Seja f uma fung¢io holomorfa no disco perfurado

D*(z9, R) = D(20, R) \ {20}, em que 0% cu(z — 20)™ € a sua expansio em

n=—oo

série de Laurent. Entao definimos o residuo de f mo ponto zy por

Res(f,20) = c_1 = 21m /z—zo|:r f(§) d¢,

para todo r € (0, R).

Observacao 3.32 Quando zy ¢ um polo de f, de ordem 1, temos
Res(f, z0) = Zligglo(z — 20)f(2).

Teorema 3.33 (Teorema dos Residuos) Sejam 0 C C um aberto estrelado,
S ={z1,..., 2.} CTQ um conjunto de pontos distintos tais que f € holomorfa
em Q\ S, ey CQ\ S um caminho fechado. Entdo,

Af(z)dz = (2mi) kzn: Res(f, zi,)ind, ().

O préximo resultado a ser apresentado é o Teorema de Rouché, que trata
da quantidade de zeros de fung¢oes holomorfas dentro de uma dada regidao, as

quais satisfazem certa condi¢ao no bordo desta regiao.

Observagao 3.34 Sendo f: 2 C C — C, considere por

Z(f) = {z € Q: f(z) = 0}

e Zy o numero total de zeros de f em €, contados com multiplicidade.
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Teorema 3.35 (Teorema de Rouché) Seja Q@ C C um aberto estrelado, f,g
fungoes holomorfas em Q, S = Z(f)U Z(g) ey C Q\ S tal que ind,(a) =1
para todo a € S. Se |f(2) — g(2)| < |f(2)| para todo z € v entio Zy = Z,,.

O 1ltimo resultado que exibiremos nesta se¢cao nos permite afirmar que,
para uma func¢ao definida sobre determinadas circunstancias, o logaritmo desta

possuird um ramo holomorfo em dada regiao.

Teorema 3.36 Seja ) C C simplesmente conexo e f holomorfa em  tal que

f(2) # 0 para todo z € ). Entao Log f possui um ramo holomorfo em Q.

Observacao 3.37 Uma consequéncia imediata do Teorema enunciado acima

é o fato de \/f = exp(%Log f) possuir um ramo holomorfo em S).

3.4
O Grupo Fundamental e outros conceitos de Topologia Algébrica

A tltima secao deste capitulo destina-se a recordar conceitos de Topologia
Algébrica, obviamente com énfase especial no grupo fundamental, uma vez que
o principal teorema deste trabalho faz uso de tais conceitos, porém também
tratando de alguns resultados relacionados. Esta sintese pode ser esclarecida,

em geral, em [13]e [11], juntamente com [10].

Comecaremos definindo uma operacao para caminhos, a qual chamaremos
de concatenacdo. Para o cenario que se segue, considere X e Y como espacos
topologicos, e sem perda de generalidade estaremos considerando caminhos

sempre definidos sobre [0, 1].

Defini¢ao 3.38 (Caminho Reverso) Sendo v : [0,1] — X um caminho em
X, considere por 7 : [0,1] — X o caminho reverso de v em X, que consiste
exatamente na mesma curva vy, porém parametrizada de modo a ter orientacao

contrdria, isto €, ¥(0) = v(1) e 4(1) = ~(0).

Definicao 3.39 (Concatenagio de Caminhos) Sejam v, : [0,1] — X cami-
nhos em X tais que v(0) = xg, v(1) = 5(0) = x1 e B(1) = xy. Definimos a

concatenacao v * 3, de v e 3, como sendo o caminho

= { @t

em que (v 5)(0) = 7(0) = zo e (v F)(1) = B(1) = x2.
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A seguir definiremos o conceito de homotopia, primeiramente de uma
forma geral para fungoes continuas, e em seguida o caso particular, o qual
na verdade estaremos mais interessados, que é o conceito de homotopia de
caminhos. De um modo geral, a homotopia esta intuitivamente relacionada
a possibilidade de deformarmos continuamente uma func¢ao continua, em

particular um caminho, em outra dentro do espacgo topologico em questao.

Defini¢ao 3.40 (Homotopia entre fungoes continuas) Sejam f,g : X — Y
funcoes continuas. Dizemos que f e g sao funcoes homotopicas, se existe uma
fungio continua I' : X x [0,1] = Y tal que I'(x,0) = f(x) e I'(z,1) = g(x),
para todo x € X. Chamamos I' de uma homotopia entre f e g e denotamos

f~g.

A homotopia entre funcoes continuas nos fornece uma importante rela-
¢ao, inclusive com consequéncias topoldgicas, a qual chamamos de equivaléncia

homotépica.

Definigao 3.41 (Equivaléncia Homotdpica) Dizemos que X e Y sao homoto-
picamente equivalentes, se existem funcoes continuas f: X - Y eg:Y — X,
tais que a composicdo f o g € homotopica a identidade idy 1Y — 'Y, enquanto

go f é homotopica a identidade idx : X — X. Neste caso, denotamos X ~Y .

Um exemplo interessante desta relacdo descrita acima ¢é que

St ~R?\{(0,0)} a qual veremos em detalhes no préximo exemplo.

Exemplo 3.42 Considere a identidade idg: : S' — S', a identidade
idg2\((0,0)} R?\{(0,0)} — R>\{(0,0)} e as fungbes f: R*\{(0,0)} — S1,

dada por f(v) = |Z e g: S' — R*\{(0,0)}, definida por g(u) = u, as quais

sdo claramente continuas e ainda para u € S temos f o g(u) = f(u) = u,
ou seja, fog = ids1 =~ idsi. Além disso, para v € R*\{(0,0)} temos
v

go f(v) = ol € St ¢ R*\{(0,0)}. Defina

L: R2\{(0,0)} x [0,1] — R*\{(0,0)}
(v, 1) > t(g o f(v)) + (1 = t)idg2\(0,00}(v)

t H1 —
em que I'(v,t) = mv +(1—tw = ( ( “7;”) + [v]

[(v,t) = (0,0) € R?, devemos ter t(1 — |v]) + |v] = 0 = |v] = —t/(1 —t) =

—t/(1 —t) > 0, entdo nao poderiamos ter t = 0 ou t = 1, assim, no nosso

)’U, entao se tiwermos

caso temos 0 <t <1 = -1< -t<0=0<1—-t<1, o que comprova
que nao hd possibilidade de termos —t/(1 —t) > 0, portanto para qualquer
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v € R*\{(0,0)} et €[0,1], T'(v,t) € R*\{(0,0)}, em que T ¢ claramente uma
fungdo continua e € tal que I'(v,0) = idg2\ () (v) e ['(v,1) = go f(v), o que
prova g o f =~ idg2\{(,0)}-

Podemos perceber que espagos homeomorfos sao, em particular, homo-
topicamente equivalentes, e uma das consequéncias topologicas interessantes
¢ que quaisquer espacos topologicos homotopicamente equivalentes, possuirao

grupos fundamentais isomorfos.

Defini¢ao 3.43 (Homotopia entre caminhos) Seja 9,71 : [0,1] — X cami-
nhos tais que v9(0) = 71(0) = zo e Y(1) = n(l) = x1, em que xg,z1 € X.
Dizemos que g e 1 sdo caminhos homotdpicos em X, se existe uma fungdo
continua T": [0,1] x [0,1] — X tal que

F(I,O) = 70(33) ) F(I‘, 1) = '71(x)
[0,t) =x¢, ['(1,t) =,

para todo x € [0,1] e para todo t € [0,1]. Chamamos I de uma homotopia de

caminhos entre 7y e 71, € denotamos Yo >~ V.

Com respeito a caminhos homotépicos, obtemos um resultado relacio-
nado ao conceito de indice, apresentado na secao anterior, abordado na Defi-

nicao 3.20, o qual observaremos abaixo.

Observagao 3.44 Se vy e 1 sao caminhos fechados homotopicos em €2 C C,
entdo para todo a ¢ 2, ind,,(a) = ind,, (a).

Além disso, ¢ intuitivo perceber que a no¢ao de homotopia de caminhos
em X nos fornece uma relacao de equivaléncia, a qual nos permite considerar
para um caminho qualquer v : [0, 1] — X a sua classe de caminhos homotépicos
em X, a qual denoratemos por [y] = {f caminho em X: v ~ §}. Note ainda
que, a operacao concatenacao de caminhos, a qual definimos em 3.39, induz

uma operacao para as classes de caminhos homotopicos em X, dada por

(V] % [B] = [y * B].

Observacao 3.45 Apesar da operacdo *, definida para as classes de caminhos
homotépicos em X, satisfazer propriedades que se assemelham aos axiomas de
grupo, devemos nos atentar ao fato de que x nao estd definida para qualquer par
de caminhos v e B em X, consequentemente, ndao estd definida para qualquer

par de classes [y] e [B]. Fazendo sentido apenas no caso em que (1) = 3(0).
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Munido das nogoes que apresentamos até o momento, ¢ pertinente que
prossigamos para o foco desta se¢do, o Grupo Fundamental. Como mencio-
namos acima o conjunto das classes de caminhos homotopicos em X, munido
com a operacao concatena¢ao, nao forma um grupo. Contudo, ao tomarmos
um ponto xg € X, o qual chamaremos de ponto base, e viermos a restrin-
gir as classes de caminhos homotoépicos em X apenas aos caminhos que co-
mecam e terminam neste ponto, isto é, todo caminho v : [0,1] — X com
~7(0) = y(1) = xo, entdo este conjunto munido a operac¢do * nos fornecerd um

grupo, o qual definiremos formalmente a seguir.

Defini¢ao 3.46 (Grupo Fundamental) Seja X um espago e xy um ponto de
X. A um caminho v : [0,1] — X, o qual v(0) = v(1) = zy, damos o nome
de loop baseado em xy. Ao conjunto das classes de caminhos homotdpicos
de loops baseados em xqy, munido com a operagdo *, damos o nome de grupo

fundamental de X, relativo ao ponto base x,, o qual é denotado por
7T1(X, CC()).

Um questionamento automaético é nos perguntarmos em que medida o
grupo fundamental depende do ponto base, assim sendo caminharemos no

sentido de elucidar esta questao.

Defini¢ao 3.47 Seja o : [0,1] — X um caminho em X tal que a(0) = zq e

a(l) = x1. Entdo definimos o mapa

a: 7T1(X, iL'o) — 7T1(X,.1'1)

] = [a] * [7] * [a]

O mapa & estd bem definido pois a concatenacao de caminhos em X,
operagao *, estd bem definida, ja que a(1) = zo = v(0) e y(1) = z; = «(0).
Além disso, é clara a relacao de que, se v é um loop baseado em =z, entao
Ay« é um loop baseado em ;. Portanto & mapeia (X, xg) em m1 (X, 1),

como desejado.

Observacao 3.48 O mapeamento & depende apenas da classe de caminhos
homotopicos a «.
Teorema 3.49 O mapa & é um isomorfismo de grupos.

Pelo modo como definimos o mapa &, nota-se que para dois grupos

fundamentais de um mesmo espaco topoldgico X, relativo a pontos bases
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distintos como 71 (X, z) e m (X, 1) serem isomorfos, basta que exista um
caminho em X, que ligue os pontos xg e z;. Mais geralmente, para que
o grupo fundamental de um espaco X independa do ponto base escolhido,
basta que exista sempre um caminho que ligue quaisquer dois pontos em X.
Claramente, é suficiente entdo que o espaco seja conexo por caminhos, assim

segue o corolario direto do Teorema acima.

Corolario 3.50 Se X ¢ um espaco conexo por caminhos e xg,x1 sdo dois

pontos de X, entao m (X, o) € isomorfo a m (X, x1).

Consequentemente quando X é conexo por caminhos, ja estamos cientes
de que todos os grupos fundamentais 7 (X, x) sdo isomorfos para todo z € X,
entao é natural estarmos tentados a tratarmos simplesmente o grupo funda-
mental de X, sem fazermos referéncia ao ponto base em questao. Contudo,
um fato importante que deve ser comentado, é a dificuldade em obter uma
maneira natural de identificar m (X, zo) com 7 (X, z1), pois diferentes cami-
nhos «, 8 : [0,1] — X tais que a(0) = 5(0) = x¢ e a(1) = 5(1) = 1, podem
originar isomorfismos diferentes. Por esta razao, omitir o ponto base do grupo

fundamental pode nos levar ao erro.

s

Observacao 3.51 Acontece que o isomorfismo entre m (X, o) e m(X, 1) é
independente de caminho se, e somente se, o grupo fundamental é abeliano, e

portanto, neste caso faz sentido omitirmos o ponto base.

Um outro resultado relevante a respeito dos grupos fundamentais de
espagos conexos por caminhos sera enunciado a seguir, e pode ser encontrado

com todos os devidos detalhes em [13].

Teorema 3.52 Sejam X eY espagos conexos por caminhos, o € X eyy € Y,

entao m (X X Y, (xg,y0)) € isomorfo a m (X, o) X m (Y, 40)-

Uma outra propriedade topoldgia que influencia diretamente no grupo
fundamental de um espaco ¢ a simples conexidade, pois como sabemos, um
espaco simplesmente conexo pode ser definido de modo que, quaisquer dois
caminhos fechados neste espaco sao homotopicos, o que nos fornece o resultado

a seguir.

Teorema 3.53 (Grupo Fundamental Trivial) Seja X um espago simplesmente
conexo. Entdo, para todo x € X o grupo fundamental m (X,z) é o que
chamamos de trivial, ou seja, formado por apenas um elemento, e o denotamos

por m (X, z) = 0.
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Como foi mencionado anteriormente, neste capitulo estamos interessados
em evidénciar o conceito de grupo fundamental, contudo, estamos particular-
mente interessados em explicitar o grupo fundamental dos espacos S, o espaco
projetivo PSL(2,R) e ainda PSL(2,R) \ {[I]}, em que

PSL(2,R) = SL(2,R)/{£I} = SL(2,R) /4,

onde SL(2,R) = {g € Mat(2,R) : det(g) = 1} e ~ é a relacdo de
equivaléncia que relaciona cada g € SL(2,R) com —g, sendo Mat(2,R) o
espaco constituido pelas matrizes 2 x 2 com coeficientes reais. Sabemos que S* é
conexo por caminhos, desta maneira, todos os grupos fundamentais 7 (S*, x)
sdo isomorfos, para todo x € S!, além disso, o teorema a seguir é um fato
relevante e bastante conhecido em Topologia Algébrica, o qual esclarece a
construcao do grupo fundamental de S!, e basicamente prova que para todo
xr € S, o grupo fundamental 7,(S*, z) é isomorfo ao grupo (Z,+), o grupo
aditivo dos inteiros, o qual é abeliano, e portanto, em particular, permite nos
referirmos ao grupo fundamental de S apenas por m;(S'), omitindo o ponto

base.

Teorema 3.54 O grupo fundamental de S* € isomorfo ao grupo aditivo dos

inteiros.

Prova. A prova deste teorema, iniciando-se por toda a construgdo necessaria
para o entendimento, pode ser encontrada com detalhes em [13], mais precisa-

mente na pagina 341. |

Observacao 3.55 No decorrer deste trabalho, tomaremos a liberdade de tratar

apenas por Z o grupo (Z,+).

Dando prosseguimento, é interessante ressaltar que a construcao do
argumento que nos permite explicitar os grupos fundamentais desejados, se da
de forma natural, no sentido de que devemos primeiramente elucidar o grupo
fundamental do espaco SL(2,R), para que em seguida possamos explicitar
o grupo fundamental do espaco PSL(2,R), e entdo finalmente seja possivel
esclarecer o grupo fundamental de PSL(2,R) \ {[/]}. Comegaremos utilizando
o Teorema da Decomposicao de Iwasawa, o qual pode ser visto em detalhes,
para o caso geral, em [12], a fim de obtermos tal decomposi¢ao para SL(2,R).
A esta decomposicao daremos os devidos detalhes, contudo, os mesmos podem

ainda ser encontrados em [5]. Para os argumentos que se seguem, nao somente
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neste capitulo, estaremos considerando os espacos:

K = {Ra - (COSQ _Sine) L0 €0, 271']} — SO(2,R)

sinf cosf

)reni
e

Teorema 3.56 (Decomposicio de Twasawa de SL(2,R)) Considere os espagos

= s

Il Il
—— —
N~ =
S = o3
8 s O

definidos acima, entao temos a decomposicio SL(2,R) = K AN, isto €, para
cada g € SL(2,R) existe uma unica representacao de g = ka'n, em que k € K,

ae€AenéeN.

Prova. Obteremos a referida decomposi¢ao utilizando uma acdo desse grupo

1 0
com base em R?. Considere a base candnica de R? {e1, ey} = { (0) , <1> } e

a b a
seja g = ( P € SL(2,R). Aplicando g a base canénica obtemos ge; = ,
c c
b . ) 5 . -
ges = nE os quais formam também uma base de R*, pois caso tivéssemos,

para algum A € R, a = \be c = \d, terlamos ad—bc = 0, o que nao é possivel ja
que det g = ad — bc = 1. O objetivo é passarmos desta nova base obtida a base
canodnica de R? por meio de uma sequéncia de transformacdes em SL(2,R).
Seja € o angulo entre o semi-eixo positivo de x e gej, e seja py a rotacao
no plano ao redor da origem, de angulo 6 e sentido anti-horario, portanto
p_o(ge1) estd sobre o semi-eixo positivo de x. Como det g é em particular
positivo, o par ordenado de vetores (gej, ges) possui mesma orientagdo que
o par ordenado (ej,es), entdo p_g(ges) estd também no semiplano superior.
Como p_g(gey) esta sobre o semi-eixo positivo de x, entdo é um multiplo escalar

positivo de e, deste modo, o normalizaremos afim de obtermos e;. Defina r
1

0
por r = |p_g(ge1)| = |ge1| = Va® + 2. Note que aplicando (6 1) a p_g(ger)

nos obtemos o efeito desejado, que é p_y(ge;) — eg, porém esta matriz nao
1

T

tem determinante 1. Por outro lado, tem determinante 1 e nos fornece

-
o mesmo efeito desejado em p_y(ge;), de fato,

(6 S) p-o(ger) = (
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Entdo, esta matriz aplicada & R* nos fornece uma aplicacdo que leva p_g(ge;)
em e, agora devemos ver como p_g(ges) se comporta sob esta aplicagao.

Sabemos que p_g(ge1) estd sobre o semi-eixo positivo de x, o determinante
1

da matriz (6 é positivo e ainda que p_g(gez) estd no semiplano superior,
r

1
r

0 , , .
portanto podemos afirmar que 0 p_g(gez) também estd no semiplano
r

10
superior, e assim, juntamente com e; = 6 p—_g(ge1) formam duas arestas
r

de um paralelogramo, o qual tem area 1, ja que o determinante da matriz em

questao ¢ 1. Um paralelogramo com area 1 e tendo como base e; deve ter altura

1 x
(O r) p-o(ges) = (1) )

para algum x € R, e como ¢é sabido, a area deste paralelogramo ¢ dado por

19
er X (T ) p—o(ges)
0 r

e perceba que o resultado é inalterado para qualquer x € R. Qualquer

t
transformacao de cisalhamento horizontal, representado pela matriz L)

1, deste modo temos

10

T

= abs =1

Y

a qual tem determinante 1, fixa o eixo x e age nas retas horizontais de modo

a estica-las, de fato,

b)) ()

e para qualquer y € R fixado temos
1 ¢ w)  (w+ty
0 1 Y Yy '

1 —z
Assim, aplicando o cisalhamento horizontal (O . ) a R? tem-se
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entao, nés obtemos

19 1 —=z

0 7ﬁ)pe(gel)=<0 1)61261,
1 —=x % 0 B 1 —x T\

Sl P B A e P B P

Portanto, finalmente retornamos & base candnica ey, e5, partindo da base
ge1, gea, por meio de uma sequéncia de transformagoes em SL(2,R), pois a
todo momento tomamos transformagoes cujas matrizes estao em SL(2,R), em

que a composicao final destas transformacoes é

1 —z\ (L0 1 —z\ (L0
_g, em que _
o 1) \o /" b o 1)\o "

leva e; em e; e es em e;. Como sabemos, uma transformagao em R? ¢
determinada pelo modo como age em uma base deste espaco, desta maneira,

esta transformacao é exatamente a identidade, e assim

b 7)) ()

Como ¢é sabido, a transformacao p_s assume a forma matricial R_gy e assim,

da equacao acima, obtemos
—1 -1 1
[ cos f sind % 0 1 —=xz
9= —sinf cosf 0 r 0 1
§ —sinf 1
_ COS sin r 0 T c KAN
sinf cos@ 0 % 0 1

A expressao de g como um produto ka'n com k € K, d € Aen € N
caracteriza uma decomposicao de Iwasawa de g. Devemos agora checar que

tal decomposicao é tinica para cada angulo 6 € [0,27], r > 0 e x € R. Seja

b
g = (a d) € SL(2,R), entao pela decomposigao encontrada acima obtemos
c

rcosf xrcos&—%sin@ , ) »
g = ) _ ! e além disso, como ja calculamos no decorrer
rsinf wrsinf + - cost

da prova temos

r=+va?+c? >0, (3-1)
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j& que ad — bc = 1, portanto nao podemos ter a = ¢ = 0. Temos ainda

a=rcost = COSQZg
v (3-2)
c=rcost) = cost = —
r
e além disso
1 b+ Lsind
b:xrcosﬁ——sinﬁix:ﬂ, se cosf # 0
r rcost
(3-3)
1 d—Lcosf
d:IT’Sin9+fCOS(9:>l‘:&, se sinf # 0
r rsin 6

e assim, por 3-1, 3-2 e 3-3 segue que

b+1¢ 24+ c  a®b+e(be+1)  a*b+acd ab+cd
l’ = rr = = = = (3—4)
re ar? a(a? + ?) a(a®+c?) a2+

S}

Note que todos os parametros 6,7 e x, os quais compoem a decomposicao de

a
Iwasawa de g = ME sao determinados em 3-1, 3-2 e 3-4, e pelo modo como
c

sao definidos em funcao de a, b, c e d, fica clara a unicidade da decomposicao. B

O préximo fato relevante que queremos apresentar é determinado direta-
mente pela decomposicao de Iwasawa do grupo SL(2,R), apresentada acima,
deste modo a enunciaremos como um corolario do teorema anterior.

Corolario 3.57 A aplicagdo

fiKxAxN— SL(2,R)

(k,a',n) — ka'n

¢ um homeomorfismo.

Prova. A funcao f é claramente continua, pois é o produto das projecoes
(k,a',n) — k, (k,a’,n) — da e (k,a’,n) — n, é sobrejetiva pela decomposic¢ao
de Iwasawa de SL(2,R) provada no Teorema 3.56, e ainda é injetiva pela

unicidade da decomposicao. Nos resta entao encontrar uma inversa para f

a b
e provarmos que esta é continua. Seja g = ( d) € SL(2,R) e defina as
c

funcoes
r: SL(2,R) — (0,400) , k: SL(2,R) — K
G NI PR (U ‘r<g>)
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a': SL(2,R) — A e n: SL(2,R) — N

0 ] abted
g s T(g) g s a“+c
0 i 0 1

r(g)

Vale ressaltar, com base nos célculos feitos no fim da prova do Teorema

3.56, tais funcoes fazem sentido e estdo bem definidas, e como vimos temos

g =k(g)d'(g)n(g) de forma unica. Agora, defina a fungao

h: SL(2,R) — K x Ax N
g+ (k(g),d'(g),n(g)),

em que f o h(g) = f((k(g9),d(g),n(g9)) = k(gd(gn(g) = g e
ho f((k(g),ad'(g9),n(g))) = h(k(g)a'(g)n(g)) = (k(g),d'(g),n(g)). Entao h

é uma inversa de f, além disso é uma funcao continua. De fato, considere
a; b; a b

(g))jen = | 7 7| € SL(2,R) tal que g; — g = € SL(2,R), assim
Cj dj c d

temos a; — a, b; = b, ¢; — c e d; — d, quando j — 00, consequentemente

temos k(g;) — k(g), ¢’(g;) — d'(g) e n(g;) — n(g), ja que as funcoes k,a’ e

n sao definidas exclusivamente em fun¢ao dos coeficientes da matriz avaliada. B

Além do homeomorfismo apresentado acima, este resultado nos permite
evidenciar outros homeomorfismos claros, porém relevantes, entre os espagos

K, A, N, e espacos que fazem parte do nosso cotidiano. Sao eles

K —[0,27] — S, S'—0,21] — K

Ry— 6 — ¢ e 0 — Ry

em que consideramos [0,27] com 0 e 27 identificados, que na realidade se
trata de R /,~z+2x, & reta real quocientada pela relagao que identifica z € R e
r+ 27 € R, e tomamos sempre o representante de cada clase em [0, 27), o que

prova que os espacos S' e K sao homeomorfos. Temos também,

A— (0,400) — R | R — (0,4+00) — A
(r O) ; (et 0)
— r +—logr t— €
(- 0o X

comprovando o fato de A e R serem espagos homeomorfos, e ainda, talvez o
mais claro, seja o fato de N ser homeomorfo a R. Deste modo, temos SL(2, R)
homeomorfo & K x A x N, o qual é homeomorfo & S x R x R, assim SL(2, R)

acaba por ser homeomorfo & S x R2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 3. Recapitulacdo de conceitos 42

Observagao 3.58 Como jd foi definido anteriormente, quando temos cami-
nhos homotopicos, ou ainda espacos homotopicamente equivalentes, denotamos
por =~. Apenas a cargo de informagao, para o futuro e quando pertinente, utili-
zaremos a notacao =, quando nos referirmos a espagos homeomorfos ou ainda

grupos isomorfos.

Portanto, ja que SL(2,R) = S' x R?, sendo S' e R? espacos conexos
por caminhos, o que faz de S' x R? um espaco conexo por caminhos, temos
que SL(2,R) é também um espago conexo por caminhos. Deste modo, como
no caso do circulo unitario, o grupo fundamental destes espacos, relativo a
um ponto base dado, é isomorfo ao grupo fundamental deste espaco relativo a
qualquer outro ponto base. Contudo, como apresentado no Teorema 3.54 temos
m(SY) = Z, e ja que R? ¢ simplesmente conexo, pelo Teorema 3.53, temos
71 (R?) = 0, assim pelo Teorema 3.52 e assumindo que o homeomorfismo entre
SL(2,R) e S' x R? é tal que leva SL(2,R) 3 x + (21, 75) € S* x R? temos

7T1(SL(2,R),33) = 71'1(51 X R2, (331,552)) = Wl(Sl,xl) X 7T1<R2,£132) =27Zx0=Z
e ja que Z é abeliano, faz sentido omitirmos o ponto base e escrevermos
m(SL(2,R)) = Z

Agora, como estamos interessados em trabalhar também com os es-
pagos PSL(2,R) e PSL(2,R) \ {[/]}, caminharemos neste sentido, de modo
a comecarmos quocientando o espago SL(2,R) pela relagdo de equivalén-
cia ~, a qual identifica as matrizes g e —¢g em SL(2,R), uma vez que
PSL(2,R) = SL(2,R)/4u_g, € entao estaremos interessados em esclarecer o

efeito causado por essa quocientagdo no espago homeomorfo a SL(2,R), o es-
a b

paco S' x R% Seja g = J € SL(2,R), entdo como apresentado, existe
c

uma decomposi¢ao tnica da matriz g, na forma g = Rya'n, em que as matri-

B r 0 1 =«
zes a’' e n sao dadas por @' = L en= , sendo r = Va?+ 2,
0 = 0 1
r = %t o cosf = ¢ sinfh = <, o que implica em § = arccos ¢ = arcsin <.
a“+c T T r T

Além disso, como vimos, temos o homeomorfismo

SL(2,R) — K x Ax N — [0,27] x (0,+00) x R — S x R?

g— (Rg,d’,n) +— 0,7, z) — (eie,logr,x)

Portanto, note que identificando g com —g, estamos identificando ¢ com

—g = —(Rpa'n) = ((—Rp)a’'n) = Rpi.a'n, isto é, acabamos por identificar
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Ry com —Ry = Ry, ., que equivale a identificarmos # com 6 + 7 e consequen-
temente, identificarmos € com e'®+™) = —e®  Deste modo, a relacio g ~ —g
causa efeito apenas sobre S', de modo que quocientar SL(2,R) pela relagao
que identifica as matrizes g e —g em SL(2,R), equivale a identificar os pon-
tos antipodais em S!, ou seja, equivale a quocientarmos S! pela relacio ~,
que identifica 2 com —z em S!, a qual denotaremos por z ~ —z, causando o

seguinte efeito nas aplicagoes acima

PSL(2,R) — K/Ryupry,, X AX N = [0,27]/o x (0,+00) x R = S'/,._, x R?

[g} — ([Rﬂ]va,7n) — ([0]7T’ {L‘) — ([ew],logr, l‘)

Como para a inversa ¢é nitido que temos exatamente o mesmo calculo, segue
que a relagdo de equivaléncia causa o referido efeito sobre o homeomorfismo

apresentado acima, de modo a obtermos
PSL(2,R) = SL(2,R) /gy = S' /.. x R,

Agora, para que possamos explicitar o grupo fundamental de PSL(2, R),
e assim dar prosseguimento aos objetivos planejados, precisaremos mostrar al-
gumas propriedades a respeito do espago S'/..._.. Assim como anteriormente,
estaremos interpretando S' como sendo o circulo unitério no plano complexo
e ~ como a relacdo que identifica z ¢ —z em S!, ou seja, 21,20 € S! sdo tais
que z; ~ 23 se, e somente se, z; = +z5. Além disso, assim como no restante
do trabalho apresentado, quando lidarmos com espacos quocientes, estaremos
considerando a topologia quociente. Comecaremos provando a seguinte pro-

priedade topoldgica a respeito de S1/,._..

Teorema 3.59 S'/.. . ¢ um espago de Hausdorf}.

Prova. Considere por 7 : S* — S1/___. o mapa quociente canonico. Sejam
[z], [y] pontos distintos em S*/,._,, entdao os conjuntos 7 ([z]) = {x, —x} e
7Y ([y]) = {y, —y} sdo subconjuntos disjuntos de S'. Seja d a métrica usual
em S' entdo temos d(x,y) = d(—x, —y) e d(z, —y) = d(—=z,y), fato este que
geometricamente se torna ainda mais claro. Tome r = min{d(z,y), d(z, —y)}
e defina U, = {2’ € S' : d(z,2') < L} e U, = {y € S' : d(y,v') < %}, que
sao vizinhangas abertas de = e y respectivamente, o que ¢ claro, pois se tratam
de arcos abertos, de comprimento r, centrados em z e y, respectivamente.
Além disso sao disjuntos, pois caso existisse z € U, N U, terfamos que

d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) < r, o que contrariaria a definicdo de r. Temos
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m(Uy) = {[2'] : 2’ € U,} e portanto
mHw(U,) ={z € 5" 7(2) € 7(U,)} = U, U —U,,

em que —U, = {—2' : 2/ € U,}. Portanto 7—!(7(U,)) é um aberto em S, ja
que U, e —U, sdo abertos em S*, e entdo, pela continuidade de 7, segue que
7(U,) é um aberto de S*/.._., consequentemente ¢ uma vizinhanga aberta de
[z]. Analogamente 7(U,) é uma vizinhanga aberta de [y] em S'/,._.. Por fim,

temos que 7(U,) Nw(Uy,) = 0, j& que

mHn(Uz) N7 (U,) = 77 (7 (U2)) N~ (x(U,)) = (Us U ~U,) N (U, U ~T,)
= U, NnU,)U(U,Nn=-U,) U (-U,NU,)U(-U,N—=U,)
= 0.
|
O principal resultado que queremos obter a respeito do espaco S'/.._.
é o fato deste ser homeomorfo & S!, contudo, para que possamos prova-lo,

precisaremos de dois resultados conhecidos de topologia.

Teorema 3.60 (Propriedade Universal da Topologia Quociente) Seja ~ uma
relagdo de equivaléncia em X. Se s : X — Y € uma fungao continua tal que
a ~ b implica s(a) = s(b), para todo a,b € X, entao existe uma Unica fungao

continua h : X/ —Y tal que s = hom.

Teorema 3.61 Seja h : X — Y uma fungdo continua e bijetiva. Se X € um

espago compacto e Y é um espaco de Hausdorff, entdo h é um homeomorfismo.

Agora estamos munidos com os resultados necessarios para provar o

resultado que, de fato, queremos.

Teorema 3.62 O espaco S'/.._. é homeomorfo a S*.

Prova. Considere a aplicacao s: S' — S!, definida por z — z2. Como para
2,2 € S! temos z ~ 2’ se, e somente se, 2 = +2/, temos s(z) = s(z’), em que
s ¢ claramente continua e sobrejetiva. Portanto, pela Propriedade Universal
da Topologia Quociente, Teorema 3.60, s induz uma tnica aplicacdo continua
h:S'....— S'tal que homr = s, em que 7 : S' — S'/.._. é o mapa
quociente candnico. Assim, para z € S temos 22 = s(z) = h(n(2)) = h([2]).
Como s é sobrejetiva e m é sobrejetiva, temos que h é também sobrejetiva,

além disso, para z, 2’ € St quaisquer

M2) = M[7]) = 22=27 = 2=242 < z2~7 <« []=]7]
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Portanto, h é injetiva e consequentemente bijetiva, entdao h é uma bijecao
continua entre entre os espacos de Hausdorff compactos, S' e S*/.._.. Logo,

como visto no Teorema 3.61, h é um homeomorfismo entre estes espacos. W

Portanto, munido a este novo fato que provamos, obtemos o homeomor-

fismo

PSL(2,R) — K/pymry,. X AX N — S/, x R* — S' x R?

lg] —  ([Re],d',n) — ([e”],logr, z) —> (% logr, x)

Assim, pelo mesmo raciocinio apresentado anteriormente, quando evi-

denciamos o grupo fundamental de SL(2,R) temos

12

m1(PSL(2,R), [g]) = m1(S* x R?, ([¢"],logr, 2))

T (ST, [€¥)) x 7 (R?, (logr, ) 2 Z x0 2 Z

I

e portanto, faz sentido denotarmos m(PSL(2,R)) = Z. Mais ainda, pelos
a b

fatos apresentados, no caso em que g = ( d) = [, matriz identidade
c

em Mat(2,R) temos a = d = 1 e ¢ = d = 0, deste modo, segue que
r=va+c=1z= Zg’ii‘i =1, e 0 = 0, entao o homeomorfismo apresentado
é tal que PSL(2,R) > [I] ~ (e logl,1) = (1,0,1) € S' x R? Desta
maneira, removermos a classe [I| do espago PSL(2,R), equivale a removermos
o ponto (1,0,1) do espaco S* x R?. Por outro lado, (S* x R?)\ {(1,0,1)} é

homeomorfo & (S*\ {1}) x (R*\{(0,1)}), em que é claro pelo que apresentamos

Y

ST\ {1} = (0,27) = R, pois qualquer intervalo aberto é homeomorfo & reta
real R, além disso, é sdbido que R*\{(1,0)} = R*\{(p1,p2)} para quaisquer
(p1,p2) € R? em particular para p; = p, = 0. Deste modo, temos que os

seguintes espacgos sdo homeomorfos
PSL(2,R) \ {[/]} = R x R*\{(0,0)}

o que mostra ainda que temos PSL(2,R) \ {[/]} conexo por caminhos. Além
disto, um outro fato fundamental apresentado no Exemplo 3.42, é que os
espacos S' e R?\{(0,0)} sdo homotopicamente equivalentes, deste modo,
1 (R*\{(0,0)}) = m(S') = Z, e como R é simplesmente conexo seu grupo
fundamental é o trivial. Desta forma, pelo mesmo racicinio ja apresentado faz

sentido omitirmos o ponto base e entao obtermos

7 (PSL(2, R) \ {[I]}) & 7 (R) x 7 (R*\{(0,0)})) X0 x Z =27
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Um outro conceito relevante, particularmente para nés neste trabalho, é
o de homomorfismo induzido por uma funcdo continua. Seja h : X — Y uma
fungdo continua que leva o € X em yy € Y, a qual costumamos denotar por
h: (X,z9) — (Y,y0). Note que, se v : [0,1] — X é um loop em X, baseado
em xg, entdo hovy:[0,1] — Y é um loop em Y baseado em 7y, de fato, temos
R(v(0)) = h(zg) = yo = h(zo) = h(7(1)). Deste modo, a correspondéncia
v +— h o, que toma loops em X baseados em =z, ou seja, elementos de
alguma classe em m1(X,z), e leva em loops em Y baseados em g, 0os quais
sao elementos de alguma classe em (Y, ), d& origem a uma func¢ao que

estabelece uma correspondéncia entre 71 (X, zg) e m (Y, o).

Definigao 3.63 (Homomorfismo induzido) Seja h : (X,x0) — (Y,v0) uma

funcao continua como descrevemos acima. Defina

hy: (X, 20) = (Y, 50)
[v] = [hon]

A esta fungio hy damos o nome de homomorfismo induzido por h, baseado

em Tg.

Observacao 3.64 O fato de hy ser um homomorfismo seque da equagdio

(hox)*(hof)="ho(yx*p)

Para encerrarmos esta secao, e a vista disso também o capitulo, apresen-
taremos um tultimo tema relacionado a Topologia Algébrica, que sao as fungoes
circulares, e ainda alguns conceitos relacionados a estas. Uma funcao circular
trata-se de uma funcao continua definida do circulo unitario para o préprio
circulo unitario. O primeiro conceito que trataremos é a nocao de grau, que
assim como grande parte dos demais resultados a respeito destas fungoes trata-
dos aqui, podem ser encontrados com mais detalhes em [3]. Assim como temos
feito até o momento, enunciaremos e apresentaremos resultados da maneira a
qual se torna mais util para o andamento deste trabalho. Embora estejamos
focados em S*, vale ressaltar que os resultados seguem para todo espaco X ho-
meomorfo a S!. A nocao de grau, a qual pode ser definida de diversas maneiras
distintas, representarda uma medicao da quantidade de vezes que uma funcao
circular envolve, cobre, o circulo unitario em torno de si mesmo, de modo que,
intuitivamente, esperamos que a func¢ao pl(ew) = ¢ tenha grau 1, assim como
p_1(e?) = e tenha grau —1, e de um modo geral, para n € Z, p,(e¥) = ¢’
tenha grau n. Enunciaremos algumas defini¢oes para este conceito, comegando

pelo seguinte teorema:
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Teorema 3.65 Para cada funcdo circular f : ST — S, existe um inicon € Z

tal que f é homotdpica d p, : S* — S, dada por p,(e?) = e™?.

A partir do teorema anterior, definimos entdo o grau de uma funcao

circular.

Teorema 3.66 (Grau de uma funcio circular) O inico n € N associado d
f: St — S no teorema anterior, Teorema 3.65, é definido como grau de f, e

¢ denotado por grau(f).

Observacao 3.67 Dadas duas funcoes circulares f,g : S' — S, temos
grau(g o f) = grau(g)grau(f).

Pode-se perceber que, como esperavamos, para todo n € Z a funcao
pn(e?) = €M tem grau n, isto é, o grau de uma funcio circular f : ST — S!
representa o nimero de vezes em que f(S') cobre S', com referencial positivo
para o sentido anti-horario. O préximo resultado nos fornecera uma importante
propriedade a respeito de funcoes circulares homotdépicas, nos indicando que o

grau determina as classes de homotopia de fungoes circulares.

Teorema 3.68 Sejam f,g:S' — S duas funcoes circulares. Entdo f e g sio

homotdpicas se, e somente se, grau(f) = grau(g).

Um fato relevante é que, deste modo, a menos de homotopia, os loops
sao classificados pelo seu grau, no sentido de que um loop v : S — S! cobre
o circulo n € Z vezes se, e somente se, sua classe [y] € m(S7) representa
n € Z = 7 (S') se, e somente se, v é homotépica a funcio z — 27, e esta
representacao nos permite exibir uma defini¢do equivalente para o conceito de

grau de fungoes circulares.

Defini¢ao 3.69 (Grau de uma fungdo circular) Considere uma fungdao circu-

lar f: S' — S, sabemos que para z € S esta induz um homomorfismo

fa: m(SY 2) — m (S, £(2))
] — [fenl,

em que existe n € 7 tal que o homomorfismo acima pode ser interpretado como

fo:m(Sh 2) — m(Sh, f(z2))
[v] — nlvl,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 3. Recapitulacdo de conceitos 48

Y

e como m(SY,2) 2 Z = m (S, f(2)), pelo que discutimos, grosso modo, pode

ser interpretado como

f#t 7 — 7

k —— nk.

A este n denonimados o grau de f.

Seguiremos exibindo outra maneira de definirmos este conceito, a qual
também serda 1util para o desenvolvimento deste trabalho. Contudo, antes
precisamos enunciar brevemente o simples conceito de levantamento para estas
funcoes. E sabido que para uma funcdo circular f : S — S' existe um
levantamento continuo f : R — R, de modo que para a projecdo natural
7:R — S, definida por 7(z) = 2™, temos f o = 7o f nos possibilitando

fornecer a seguinte definicao.

Definigao 3.70 (Grau de uma fungdo circular) Seja f : S* — S' uma fungio

circular e f : R — R um levantamento, entao

grau(f) = f(z+1) = f(x),
para qualquer x € R.

Perceba que a definicdo acima, de fato, ndao depende do x € R tomado,
pois a funcdo R 3 = +— f(z + 1) — f(z) € 27 7Z é continua e 27 Z discreto,
portanto é uma funcao constante.

Agora, considere uma funcao circular f : S — S, note que esta induz
naturalmente uma fungdo em [0,27], ou de um modo geral sobre qualquer

intervalo fechado de comprimento 27, definida da seguinte maneira

vs:[0,27] — S*
0 — f(e").

Além disso, note que 45 é um caminho fechado em S*, pois v;(0) = ~4(2m)
e a sua continuidade, assim como o fato de estar sempre sobre o circulo
unitario, seguem diretamente por f. Pois bem, o fato interessante a respeito
das fungoes circulares o qual estamos interessados, se da quando temos uma
fungdo f : S — S' ao menos suave por partes, pois assim 7, também serd
suave por partes e obtemos entdo uma relagao entre o grau desta funcao circular
e o indice deste caminho fechado v, obtido a partir de f, em torno da origem

z=0.
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Teorema 3.71 Considere uma funcdo circular suave por partes f : St — St

e vy : 10,27 = S* o caminho fechado induzido por f, entdo

grau( f) = ind,,(0).

Prova. Por definicdo existe um tnico n € Z tal que f =~ p,, isto é,
grau(f) = n = grau(p,). Por outro lado, note que p,(e?) = €™ induz o

caminho fechado em S*!

Yo © 10,27 — St

inf

0 — pa(e”) = e

e pela definicao de indice, apresentada em 3.20, temos

. 21
1 ine™dh = 1/ ndf = n.
21 Jo

ein@ T

1 1 1 2
ind,,, (0)= 5 | o= /0

Além disso, como f ~ p,, naturalmente temos que y; =~ 7,,, pois sendo
[: 8t %x[0,1] — S' uma homotopia entre f e p, e © : [0,27] — S! tal que
0(0) = €, temos que I : [0, 27]x[0,1] — S, definida por I'(8,t) == I'(©(6), 1),
serd uma homotopia entre os caminhos v¢, 7,,. Portanto pela Observagao
3.44 temos indv;(0) = ind,, (0) = n, o que implica ind,,(0) = n. Logo
grau(f) = ind,,(0). |
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4
A demonstracao da Féormula de Avila-Bochi-Herman

Neste momento, como o titulo sugere, o capitulo destina-se ao exercicio
de elucidar em detalhes a prova da Formula de Avila-Bochi-Herman, a qual

nos diz que para uma transformacao ergodica T : X — X e um cociclo

A: X — SL(2,R), tal que log ||A|| € L*(, X), tem-se

L saris— o (LA IARITY )

No entanto, este Teorema serd uma consequéncia simples do resultado
deterministico, que nos permite afimar para A;,..., A, € SL(2,R) a seguinte

igualdade
1 21 n
%/O log p(A, Ry ... Ay Rg)dd = 3" N(4;),
j=1

em que a ideia principal de sua demonstracdo consiste na complexificacio
da matriz A,Ry... A1Ry, de modo a obtermos uma matriz complexa C.,,
holomorfa. Acontece que, e na verdade grande parte do texto se destinara
a este objetivo, existe uma parametrizagao holomorfa do espectro dessa matriz

C,. Mais precisamente, lembre-se que no capitulo 2 definimos as matrizes

z+ 271 z— 271
S, = 2 2 , para todo z € C\{0}
22—z 24271
21 2

H(z) = 2 2 =295, paratodoz € C.
22—-1 22+1
2 2
Em que nesta ocasiao tomamos n € Ne Ay, ..., A, matrizes em SL(2, R), para

entao definirmos, para z € C, a matriz
C. =[] A% (z) = AZ(2) ... A1 %(z).
j=1

O principal resultado técnico é a seguinte proposicao :
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Proposigao 4.1 (Parametrizag¢ao holomorfa do espectro de C',)
Existem fungoes holomorfas A1, o : D — C, tais que para todo z € D
{A1(2), A2(2)} € 0 espectro de C, e temos [\a(z)| < |A1(2)] .

Isso mostra que a fungao z — log |A;(2)| = log p(C,) é harménica em D, além
disso, mostraremos que esta funcdo é continua em D, portanto, ela ira satisfazer
a propriedade do valor médio para fun¢des harmonicas o que implicard em
obtermos a igualdade para o Teorema da Desigualdade de Herman. Como
veremos, a prova deste resultado utilizara um compilado de resultados técnicos

que serao apresentados em detalhes.

Deve-se mencionar, nos resultados que seguem, exceto quando indicarmos
o contrério, estaremos considerando por || - || a norma do operador, ou seja,

|Av|

dada uma matriz complexa ou real denotamos ||A[| = sup, ,sendo || a

norma euclidiana do espaco em que v faga sentido, ou ainda (|)Uvalor absoluto
para os reais. Em grande parte do texto estaremos interessados em provar
resultados sobre o espago SL(2,R), sendo assim comegaremos provando um
resultado simples, porém bastante utilizado, a respeito da norma do operador
restrita a este espacgo, contudo, precisamos da Desigualdade de Hadamard, a

qual serd enunciada a seguir.

Teorema 4.2 (Desigualdade de Hadamard) Seja A € Mat(n,C) uma matriz

com colunas vy, ...,v,, entdo

| det A| < T vil.

=1

Corolario 4.3 Se A € SL(2,R), entdo ||A|| > 1.
Prova. Seja A € SL(2,R), e; = (1,0), e = (0,1) e |-| a norma euclidiana em R,

Pela definicdo da norma do operador, para todo v € R? temos |Av| < ||A[||v],
em particular |[Ae | < [|A]| e |Aes| < ||A]]. Considere por v; a j—ésima coluna
de A, entdo v; = Ae; para j € {1,2}, portanto ||A|]* > |Ae;||Aes| = |v1||val,
assim pela Desigualdade de Hadamard temos 1 = |det A| < |vi||va| < ||A][%,
como ||A]| > 0, temos ||A|| > 1. |

Definiremos para os resultados que se seguem ao longo do capitulo a

seguinte matriz especial em SL(2, R)
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em que assumimos ¢ > 1. Antes de prosseguirmos darei breve atencao a uma
consequéncia, talvez nao tao rotineira, de um fato conhecido, haja vista que
este argumento sera utilizado em outras etapas no decorrer do capitulo. O
Teorema da Decomposi¢ao Polar, fato bastante conhecido, nos fornece uma
extensao conhecida como o Teorema da Decomposi¢ao em Valores Singulares,
o qual permite que uma matriz A de dimensao m xn, real ou complexa, obtenha

uma fatorizacdo da forma A = UXV*, em que:

Observacao 4.4 No caso em que A € uma matriz real n X n, o que serd
nosso caso, as matrizes U e V* podem ser tomadas de modo a serem reais de
dimensao n X n, e neste caso serem unitdrias equivale a serem ortonormais.
Ainda mais, U e V* representam rotacoes ou reflexdes no espaco em questao,

enquanto ¥ € uma matriz diagonal n X n.

Observacao 4.5 Em particular, no caso em que det A € positivo, ambas as
matrizes U e V* podem ser tomadas de modo a serem ambas rotacoes, ou

reflexoes.

Portanto, pelas Observagoes acima, e pelo fato de tomarmos sempre
A € SL(2,R), podemos representar U e V* como matrizes de rotacao,

ou seja, existem o, € [0,27] tais que U = Rz e V* = R,, e ainda

como 1 = det A = det X, consequentemente ¥ deve ser uma matriz da
c 0 ¢t 0
forma >, = , Ol g = com ¢ > 0. Contudo, note que
0 ¢! 0 ¢
R%w ZgRg = ;. Entao, sem perda de generalidade, podemos assumir ¢ > 1 e
c 0
considerar ¥ = _, | = He, de modo a obtermos a, 8 € 0,27] e ¢ > 1
c

tais que A = RgH_.R,, j4 que para quaisquer « e 3 tomados acima, existirao
o' e [ tais que A = RgH.R, = Ry RgH.R,R,, em que Rz Rg e R,R, sao

ainda rotacgoes.

Observagdo 4.6 Note ainda que |[|Hc|| = = SUDPp_(y u)=1 [Hev| =

SUD |y (1 09) =1 |/ CVT + 7205 = Ve = ¢ ji que ¢ > 0, e com isso
Al = [[RgHRal| = || Rg He|| = |[He|| = c.

Pois bem, comegaremos, efetivamente, o capitulo, definindo uma quanti-

dade para as matrizes A € SL(2,R) dada por

N(A) = log (W‘WHAH‘I> |

2

Seguidamente, veremos uma proposicao a qual tem por objetivo nos dar

uma interpretacao da quantidade N(A) definida acima. Assim, sendo possivel
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perceber que para uma matriz A € SL(2,R), o nimero N(A) pode ser visto

como a “taxa média exponencial de expansdao” da matrix A.
Proposigao 4.7 Seja A € SL(2,R). Entio

1 21
N(A) = %/0 log ||A(cos 8, sin §)||d6

Prova. Como ja discutido no texto deste capitulo, e evidenciado em particular
pelas Observacoes 4.4, 4.5 e 4.6, o Teorema da Decomposicao Polar, na
realidade uma consequéncia deste, o Teorema da Decomposicao em Valores
Singulares, nos permite afirmar a existéncia de nimeros «, 5 € [0,27] e ¢ > 1
tais que A = RgH.R,. Como ja calculado lembre-se que ||A|| = ||H.|| = ¢,

além disso perceba que para (cosf,sinf) € S* ¢ R* temos

||A(cos8,sinb)|| = ||RgH.Ru(cosb,sinb)|| = ||Hc(Ra(cos 8, sinb))||
= ||H.(cos(a + 8),sin(a + 6))]],

assim podemos notar que ao calcularmos a taxa média referida, nao fara
diferenca considerar A ou H.. Entao, sem perda de generalidade podemos

supor A = H. e portanto temos

/027r log || A(cos 8, sin 0)||dO = /027r log ||H.(cos @, sin 6)||d6
_ /0 " log(c? cos? 0 + ¢ sin? 0) o
— ; /027T log(c? cos? § + ¢ %sin? 0)do
= /07r log(c? cos® § + ¢~ sin® 0)d6

. 212 2 2
:/ log<(c) cos? f + sin 9) 50
0

c2

= /7r log((c*)? cos® @ + sin® 0)d6 — /7r log c*df)
0 0

= /7r log((c?)? cos® @ + sin” §)df — 27 log c.
0
Defina as fungoes

f:Rx(0,7) — R e F:R—R
(b,0) — log(b* cos® § + sin” 6) br— /7r f(b,6)do,
0

entao

2w
/ log || A(cos 0,sin6)||df = F(c*) — 2n log c. (4-1)
0
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Portanto o objetivo seré avaliar a funcao F.

1
Afirmamos que F'(b) = 2b [ md@, de fato, pelo modo como definimos
as fungoes f e F' temos
g{ R x(0,7) — R
2b 2b cos? 0

b. 0 =
(0,0) — b2 +tan?@  b2cos? 6 + sin? 6’

0
e note que, b?cos?f + sin?f # 0 em R x(0,7), entdao f e 8£ estdo bem
definidas e sdo claramente continuas em R x(0,7). Considere a sequéncia

([bOvbl] X [Qona‘gﬂnbneN em que [bOabl] CRe [00n707rn] - (077() para todo

n € N, com lim,, (0o, ,0r,) = (0,7). Para cada n € N defina a funcao

F,R—R

97771
b—s [ F(b,0)do

0o,

perceba que f e 5 sdo em particular continuas em [bg, b1] X [, , Or, ], portanto

f(b 0)do, além

a Regra de Leibniz é aplicdvel e assim temos F) (b) = fe w9
disto,
Oy, 7
lim F,(b) = lim f(b,0)do = / f(b,0)d0 = F(b),

n—oo n—oo 90" 0

S (b.0)do = [ g]g( 6)do

0

lim F/(b) = lim mof

n—oo n—o0 Jg, ob

no compacto [bg,b;], deste modo, (F)).eny converge uniformemente para
I3 of - (b, 0)df), entao sabemos que “o limite da derivada ¢ igual a derivada do li-
mlte , portanto lim,, ., F) (b) = F'(b). Agora, tomando z = tan 6, arctan x = 0

e dr = sec? 0df obtemos

QU 1 +oo 1
Fib) =20 [t =20 [ d
(®) 0 b?+ tan®6 —0o b% + 22 sec?(arctan x) v

o [ ! d
- /m B+ )22+ 1)

entao precisamos calcular a integral acima, para tal utilizaremos o Teorema

dos Residuos, Teorema 3.33. Seja

1 1
B = )~ oG-+

p(z) = (P +22)(22+1) e S = {—i,i,—bi, bi} o conjunto das raizes de p. E facil
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perceber que as singularidades de R sao justamente as raizes do polinémio p,
pois R é holomorfa em C\S. J& que R nao tem singularidades na reta real,
faz sentido considerarmos a curva C, = [—r,r| x 7,, dada pela concatenagao
dos caminhos [—7,7] e 7., que representam o segmento de reta que vai de
(—r,0) a (r,0), nesse sentido, e o semicirculo que vai de (r,0) a (—r,0), neste
sentido anti-hordrio, respectivamente, ou seja, temos [—r,r|(t) = tr — (1 —t)r,
t €10,1] e 1,.(0) = re, 6 € [0,7], e entdo C, pode ser representada como na

figura abaixo

Vr

0 r

[—7,7]

Figura 4.1: Caminho C, = [—r,7] % 7,

Sabemos que C é um conjunto estrelado e C, C C\S para todo r

suficientemente grande. Portanto o Teorema dos Residuos ¢ aplicavel e assim

/ R(z)dz = 2mi »_ Res(R,a)indc, (a)

Cr a€esS

Como C, = [—r,r| *,, temos por defini¢cao que

T

/ R(Z)de/_ R(z)dz + R(Z)dz:/

r [—rr] Tr —r

R(2)dz + / R(z)dz  (4-2)

Yr

Pela Proposigao 3.19, segue

1
/ R 160 sup |RE) = 77 5w o s
r 1 z
- \Szl|l=pr (0?4 2%) (22 + 1) - WS\E« b2 4 221122 + 1‘
1 1
:W‘illl:[i R %+z — 0, quando r — oc.

Portanto, claramente [, R(z)dz — 0, quando r — oo, perceba ainda que
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considerando H = {c + id;c € R,d > 0}, o semiplano superior, temos

lim [ R(z)dz = lim 27 »_ Res(R,a)indc, (a) =210 Y Res(R,a), (4-3)
e ey T es a€SNH
j& que para todo a ¢ H e para todo r > 0 temos ind¢, (a) = 0, e para todo

a € H, ind¢, (a) = 1, quando 7 — oco. Deste modo, como

r [e's) 1
i d :/ d
dm, [ R(2)dz= ] CEGCES

entao por 4-2 e 4-3 segue

00 1
dz = 2m Res(R, a
[ Ermmry = X Rt
Como nao sabemos se b > 0 ou b < 0, ndo podemos afirmar se bi € H ou
—bi € H, assim teremos que calcular os residuos de R nos pontos —bi, bi e 1.
Sabemos que todas as singularidades de R sdo poélos, em particular de ordem 1,
dessa maneira, pela Observagao 3.32 podemos calcular os residuos em questao

da seguinte maneira :

o 2 =1
Res(R, 1) = lim(= — ) R() = I =
AR S A T T L P ) +i) 2 1)
o =10
Res(R, bi) — lim (= — bi) R(2) = i ! _ C—
o e T = R 2+ )z + bi)  2ib(B2—1)
o 2= —b
Res(R, —bi) = lim (= + bi)R(z) = li ! I
VT A A P ) —bi) 2 — 1)

Podemos entao perceber que o valor Res(R, i)+ Res(R, bi) quando b > 0,
é o mesmo que Res(R,i)+ Res(R,—bi) quando b < 0, ou seja, faz sentido
assumirmos tanto b > 0, quanto b < 0, que o resultado nao se alterara. Vale
observar que pelo modo como definimos F”, esta se anula quando b = 0, entao
nao precisamos nos preocupar quando b = 0. Sem perda de generalidade,
podemos considerar b > 0 para o restante da prova, dessa maneira ¢,bi € H e

portanto

> 1 . , , m
Lw 1 )2+ 1)dz = 2mi(Res(R, i) + Res(R, bi)) = oo+ 1)
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1 2
Voltando para a varidvel x temos 2b [0 T Entao,
) @+a2)@+1)  b+1
F'(b) = b—fl e ainda F(1) = [7 log(cos? 6 + sin?6)df = (log1)(rm — 0) = 0.
2
Portanto, temos a equacao diferencial F'(b) = b%l’ com condicao inicial
F(1) = 0. Solucionando a equagao:
, 27
F(b) = ;7 = F(b _27r/—db_27rlog(b+ 1) +C,

sendo C' a constante de integracdo. Assim

1
0=F(1)=2nlog2+C = C = —2mlog2 = 27rlog—

= F(b) =2mlog(b+1) + 2rlog 1 = 2wlog 3(b+1).

Assim, F(c?) = 2mlog 5(c* + 1) e consequentemente por 4-1 temos

2m

/ log ||A(cos 8, sin6)||df = F(c*) — 2w log c = 2w log 3 (¢ + 1) — 2w log ¢
0

A+1

= 27rlog<

= 21N (A).

>_27rlog (NA]l+ [|Al7)

Antes de tratarmos do préximo resultado que possui relevancia neste
capitulo, precisaremos elucidar a continuidade da funcao raio espectral, p, a
qual esta definida para matrizes, de um modo geral, e trata-se do valor maximo

absoluto entre os autovalores da matriz avaliada.
Proposicao 4.8 (Continuidade do Raio Espectral) O raio espectral

p: Mat(2,C) — [0, +00)
A — max{|A\1(A)], |[X2(A)|}

¢ uma fungao continua, em que A(A) e M\a(A) sdo os autovalores de A.

Prova. Seja P(C) o conjunto dos polindmios de grau 2 com coeficien-
tes complexos. Considere por ps o polindmio caracteristico de A, isto é,
pa(z) = 2% — 2trA + det A, e ainda A (p), \a(p) as raizes de um polindémio

p € P(C), entao p pode ser escrita como a composigao das fungoes a seguir
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¥ Mat(2,C) — P(C) e ¢: Po(C) — [0, +00)
A pa p — max{[Ai(p)], |A2(p)[}

Deste modo, é suficiente mostrarmos que ¥ e ¢ sao fungdes continuas,
comegaremos pela fungao 1. Estaremos considerando os espagos (C,| - |),
(Mat(2,C), || - ||), (P2(C),]|| - |]1), em que | - | é a norma euclidiana em C,
|| - || ¢ a norma do operador e || - ||; é a norma usual sobre os polindmios,
isto ¢, para um polindmio p(z) = 37, a;2" temos ||p(2)|i = X7, |as|. Seja
A € Mat(2,C), como as fungoes determinante e trago sdo fungoes continuas,
sabemos que para quaisquer €1, €, > 0, existem 01,9 > 0 em que para todo
B € Mat(2,C) tal que ||A — B|| < d; temos |det A — det B| < ¢; e tal que
||A—BJ| < 3 temos [trA—trB| < €. Tome € = 2max{ey, €2}, 6 = min{dy, o2},
e assim para todo B € Mat(2,C) tal que ||A — B|| < 9, tem-se

[[(A) —(B)||; = ||z(tr B —tr A) + det A — det B||;
=|trB—trA|+|det A—det B| < e + € <e.

O que prova a continuidade de 1. Agora, provaremos a continuidade de ¢.
Considere o polindmio p(z) = cg+ 12+ c22* € Po(C) com raizes A\ (p) e Aa(p),
e fixemos € > 0. Seja g € P,(C) um polindémio suficientemente préximo de p,
isto ¢, tal que d(z) = g(z) — p(z) tem coeficientes suficientemente pequenos.
Temos duas possibilidades, A1(p) # Aa(p) e A1(p) = A2(p).

(1) Ailp) # A2(p)-
Sem perda de generalidade estamos tomando € de modo que, para
todo z € OB(X\i(p),€) tenhamos p(z) # 0, para ¢ € {1,2}, e tal que
B(AMi(p),e) N B(Aa(p), €) = 0. Seja d(z) = dy + dyz + dy2* € Po(C), para
todo z € B(\i(p),e) C C temos

|d(2)] < ldo| + |da]|2] + |da] ||
< ldo| + [da|([Xi(p)] + €) + [d2|(|Ni(p)] + €)°

para i € {1,2}. Como 0B(\(p),€) é compacto e para todo
z € 0B(\(p),e) temos p(z) # 0, em particular temos
0 < inf.coBnm)e [P(2)|. Assim, podemos tomar os coeficientes do

polinémio d, isto é, dy, d; e do, com norma suficientemente pequena, de
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modo que para todo z € dB(\;(p), €) tenhamos

|d(2)| < |do| + |d1|(|Mi(p)] + €) + |do| (| Mi(p)] + €)?
< _inf )!p(Z)IS\p(Z)\

2€0B(\;(p),e
para i € {1,2}. Portanto, pelo Teorema de Rouché, Teorema 3.35,
os polindmios p e p + d possuem a mesma quantidade de raizes em
B(Xi(p),€) para i € {1,2}, ou seja, o polindbmio g = p + d tem raizes
A(g) € B(Ai(p),€) e Ma(g) € B(X2(p), €). As raizes do polindmio p fixado

inicialmente, ainda nos fornecem duas possibilidades, |A1(p)| # [A2(p)] e
M) = a(p)]-

(&) [M(p)] # [Aa(p)]
Sem perda de generalidade, assuma |[A\(p)] > |A2(p)|. Note que

estamos exigindo de e apenas B(Ai(p),e) N B(Xa(p),e) = 0 e
p(z) # 0 para todo z € OB(\(p),€) com i € {1,2}. Portanto,
sua arbitrariedade nos permite tomar e suficientemente pequeno,
de moto que [Ay(p)] > [Aa(p)] implique em termos [Ai(g)] > Aa(g)];

consequentemente

o(p) = @(9)] = [max{| X (p)], [A2(p)[} — max{|A1(g)], [A2(g)[}
= M) = @) < M) = Ml9)] <&

pois A1(g) € B(A1(p),€). O caso em que [A(p)] < [Aa(p)| se d& de

forma anéloga.

(b) M) = Pal)]
Suponha que [\i(g)] = a(g)], entdo

(p) — olg)] = |max{ M ()], a(p)]} — max{|Au(9)]: Palg)]}
— ()] = (9] < ) = Ma(g)] < e

Anélogo para o caso em que [A(g)] < |A2(g)].

(i) M (p) = Xol).
Temos |[Ai(p)] = |X2(p)| e a prova se did de forma idéntica a
apresentada anteriormente, exceto pelo fato de nao exigirmos
B(AMi(p),e) N B(A2(p),e) = 0, o que nao faria sentido, pois neste
caso B(Ai(p),€) = B(X\2(p), €) e, de fato, a prova continua a valer, ja que

o Teorema de Rouché nos fornece que o polinémio g = p + d possui a
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mesma quantidade de zeros em B(A(p),€) = B(A2(p), €), contados com

sua multiplicidade, ou seja, g possuira duas raizes na bola acima.

O proximo resultado a ser estudado se dedica em provar a continuidade
de uma funcao definida com respeito a integral de Riemann e o raio espectral. E

relevante mencionar que em todo o restante do capitulo estaremos considerando
cosf) —siné

sinf cosf

para 0 € R, Ry = ( ), isto ¢, Ry representa a matriz de rotagao

por um angulo 6.

Lema 4.9 Sejan € N, a fungdo

f:SL(2,R)" x [0,27r] — R

2
(A,0) = (Ay,..., Ay, 0) — / log p(AuRy . .. A, Ry)do
0

é continua.

Prova. Sabemos que as fungoes log : (0 +00) - Re © : R — SO(2,R), em
cosf —sind

que O(0) = Ry = | sdo continuas, além disso, na proposi¢ao
sinf  cos@

anterior, Proposigao 4.8, provamos que p : Mat(2,C) — [0, +00) é uma fungao
continua, consequentemente p [sper): SL(2,R) — [0,400) é uma fungao

continua e portanto a funcao definida por

F:SLE2,R)" xR — R
(A,0) = (Ay,..., A, 0) — log p(AnRg ... AL Ry)

é também uma funcdo continua, ja que para qualquer sequéncia
(A, 0;) = (Aj,,...,A;,,0;) C SL(2,R)" x R, que converge para um ponto
(A,0) = (Ay,..., A, 0), temos §; — 0 e A;, — A; para todo k =1,...,n,
quando j — oo, deste modo, SL(2,R) > A; Ry, ... A; Ry, converge para
ARy ... A1 Ry quando j — o0, e pela continuidade das fungoes log e p temos

10g p(Ajnjo . Alegj) — 10g p(AnRg . Ale),

o que prova a continuidade da funcdo f. Note que para A € SL(2,R)*ef eR

temos

27
fa) = [ Fa, 0.
Considere a sequéncia (X;)jen = (Xj,...,X,,) C SL(2,R)™ tal que

/

limj oo X; = X = (X'1,...,X,) € SL(2,R)", portanto é suficiente provar
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que lim;_, f(X;) = f(X), ou seja,

fim [ 7000 = i £0) = ) = [ Fx0)a0 = [

j—o0 Jo 0 0

lim F(X;,0)d0,

em que a dltima igualdade j& segue pela continuidade de f. Defina para cada
jeN

gi: R— R e g: R— R
0 — g;(0) = (X;,0) 0 — g(0) = f(X,0).

entdo como podemos observar lim; , g;(#) = g(f), e perceba que ¢é suficiente

provar
27

2
lim [ g;(@)d0 = [ lim g,(6).
Considere o espago de medida (R, M(R), 1), em que p é a medida de lebesgue
na reta e M(R) o conjunto dos mensurdveis a Lebesgue. Como ja vimos, as
funcoes g; e g sdo continuas para cada j € N e como M(R) é o-dlgebra de
Borel, as funcoes g; e g sao fungoes p-mensuraveis para todo j € N, além disso,
j& que sdo integraveis a Riemann, entao sao integraveis a Lebesgue. Sabemos
também que a funcao caracteristica Lpar € p—mensurdvel e p—integréavel,
portanto as fungoes g; - Ljg2x € g- L2+ sd0 pr—mensurdveis, e ainda temos que
gj - Lioom: R — R, dada por (g; - Ljo241)(0) = g;(0)Lp,2(0) ¢ uma funcao
p—integravel para todo j € N. Note ainda que g; - L 25 é continua em [0, 27],

que é um compacto e deste modo existe M < oo o qual para a funcao

h: R—R
0 — M]].[ogﬂ(@)

é tal que |g;(0)Ljo.2x,| < h(#) para todo j € N e para todo # € R. Portanto,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que g - 1jgon ¢ p—integravel

e
. 27T .
Jim [/ g;(0)dd = lim /jo(x)ﬂ[wﬂdﬁ‘(f)
2m
= [ 9@ Lpan@)duta) = [ g(0)av.
o que prova a continuidade da fungao f. [ ]

Prosseguindo, o resultado a seguir também se dedica a elucidar a conti-
nuidade de uma funcao em particular, neste caso a fungao estda definida sobre

o espago PSL(2,R) \ {[/]}, e em fungdo do valor absoluto do trago da matriz
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avaliada, de modo a apresentar um comportamento para classes de matrizes
elipticas e parabdlicas, e outro para matrizes hiperbélicas. E relevante mencio-
narmos que para uma matriz qualquer A € Mat(2,R) temos detA = det(—A)
etr(—A) = —tr A, assim |tr A| = |tr(—A)| , o que nos permite afirmar que a
fungao | tr| estd bem definida em PSL(2,R), mais ainda, sendo v, w os autove-
tores de A associados aos autovalores A e %,
possui 0s mesmos autovetores v e w, neste caso, associados aos autovalores

respectivamente, temos que —A

—Ae —%, respectivamente. Deste modo, perceba que faz sentido definirmos
F' da maneira como mencionamos no enunciado, de certa maneira tomando

representantes em cada classe.

Lema 4.10 Sejam X = PSL(2,R)\ [I] e Y = {[4] € X : |trA] < 2}.
Definimos F : X — St dada por

1, sel[AleY
Py =1{

v

P, Se {A] € X \ Y

em que v,w € S' C C sdo autovetores de A normalizados, com autodiregoes
1

+v, +w e autovalores associados A e v respectivamente, com |A| > 1. Entao,

a fungdo F ¢é continua em X.

Prova. Além do que foi discutido antes de abordarmos este resultado, um outro
fato relevante é que, se definirmos F : SL(2,R)\ {I, —I} — S, e provarmos a
continuidade desta aplicacdo, entdo para qualquer U C F(SL(2,R) \{7,—-1})
aberto em S', teremos F~'(U) C SL(2,R) \ {I,—I} aberto em SL(2,R) \
{I,—1I}, consequentemente para a aplicacio F : PSL(2,R) \ {[I]} — S!
teremos F~1(U) C PSL(2,R)\ {[/]} aberto em PSL(2,R)\ {[/]}, com respeito
a topologia quociente, justamente pelo modo como definimos os abertos nesta
topologia, de modo a implicar a continuidade de F'. Desta maneira, focaremos
em provar a continuidade da funcao definida sobre o espago SL(2,R)\{I, —I},
contudo denotaremos a aplicagao por F', apenas com o intuito de nao carregar-

mos a notagao e os conjuntos X e Y como subconjuntos de SL(2,R)\ {I,—1}.

A ideia desta prova consiste em definirmos F' de forma explicita em mais
casos especificos, e ndo somente para Y e X \ Y, para que entdo possamos
tratar de sua continuidade. No conjunto aberto {A € X : [tr4| < 2}, F
é constante, portanto é claramente continua neste conjunto. Nos resta entao
provar a continuidade de F' no conjunto X \' Y = {A € X : |trA| > 2} e ainda

na fronteira dos conjuntos mencionados, ou seja, em {4 € X : |trdA| = 2}.
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a b
Considere v = vy + vy e w = wy + 1wy e seja A = ( d) € X, portanto

C

sabemos que os autovalores de A sdo da forma A e . Se temos |A| > 1, entao
(A= X)v=0¢e (A— 3w =0, assim de forma geral obtemos
v (b+d—X)+iA—a—c)

(A-X)v=0=> — =+ :
Bl (b+d—N24+(N—a—c)?)z

[l

b+d—XN2+AN—a—c)
A-‘nw=0= " <b+d—1§)+z§;_a_6)l
A wl T ((brd— 12+ (L —a—c)):
W\ (brd= ) ik —a—a)?
:><|w|> Grd—1F+(t_a_cp?
E portanto
FVU:<W02=(®+d_M+NA—a—@W®+d—§F+G—a—@2.
() (@rd=2rrGmamg)(rd=PriG-o—o)

|w]
Além disso, grosso modo, A pode assumir quatro formas distintas:

1. Caso em que b =c = 0.

0 0 1
Temos A = “ — | , ou seja, d = —, e portanto os
0 d 0 a

Q[

autovalores de A sdo justamente a e —, nos fornecendo entao duas novas

possibilidades |a| > 1 ou |a| < 1.

1.1 Se |a| > 1, entdo A = a, assim v é associado & a, enquanto w é

associado a —, e deste modo segue que
a

1_ (1
izﬂ: (a ) — 41 e ﬂziil(a a) ::l:l,

ol = (G =)t ol (G - o

e portanto
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1
1.2 Se |a|] < 1, entdo A = i, assim v é associado a —, enquanto w é
a

associado a a, e deste modo segue que

(1 1_
v _p 1G9 gy vy G gy
o~ TG - ) wl = (- )}
e portanto
(1)
F(A) = = —
Entao, de todo modo, para o caso 1 temos F' = —1.

2. Casoem que b=0e c # 0.

a 0 a 0
Temos A = ( d) = ( 1), ou seja, d = é, e continuamos a ter os
c c =
a
1

autovalores de A dados por a e -, que ainda nos fornecem duas novas

possibilidades |a| > 1 ou |a| < 1.

2.1 Se |a] > 1, entdo A = a, assim v ¢é associado & a, enquanto w ¢é

associado a %, e deste modo segue que

1 o (1,
v (; —a) zcl S i(;, —a C)lzj:@,
bl (G -2+t T el (G a0

e portanto

(i Ei_aj_isl) 1 N2
R

(&0 T

1
2.2 Se |a] < 1, entdo A = é, assim v é associado a —, enquanto w é
a

associado a a, e deste modo segue que

1 1

v zl(g—a—c)lzj:i A Eg—a)—zc“
o] = (= a— o) ] T (E -+ )
e portanto
B (44)?  (E-aP+e
Fd) = B I —a)—ic)?

(j: (i—a)—z’cl) ((
(- ap+ )}

3. Casoem que b # 0 e c=0.
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0 d 0 i

a
demais casos, continuamos a ter a e % como os autovalores de A, os quais

b b 1
Temos A = (a ) = (a ), ou seja, d = —, e assim como nos
a

continuam a nos fornecer duas novas possibilidades |a| > 1 e |a| < 1.

3.1 Se |a] > 1, entdo A = a, assim v é associado & a, enquanto w é

associado a i, e deste modo obtemos

p+1_ b+q4(i—
vy bheTae gy wo_, briGza)
ol (0 +§ —a)?)2 w2+ (5 —a)?)z
e portanto
+1)? 0+ (+ —a)?
) (1) _B+(-a

(i b+i(: —a))1>2 (b+i(; —a)?*

(1 + (2~ a2

3.2 Se |a] < 1, entdo A = %, assim v é associado a %, enquanto w é

associado a a, e deste modo segue que

v g btilg-me) o w, btg-e
|v] B+ (E—a)2): |w (b+1—a)?): ’
e portanto
( b+i(:—a) )2
P+ GE-a)?:)  b+it—a)?
FA = €Sy RN

4. Caso em que b # 0 e c # 0.
Para este caso, o qual é o mais geral, as contas foram feitas de forma

arbitraria antes de comecarmos a estudar caso a caso, € como vimos

b
temos uma matriz A = € X com autovalores \ e %, o que

c d
também nos fornece duas outras possibilidades
1

4.1 Se A > 1, entao v ¢ associado a A, enquanto w ¢ associado a § e

as contas sao exatamente as mesmas feitas no inicio da prova, de
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modo a obtermos

vo_ (b+d—X)+i(A—a—c)
v (b+d—N2+(A—a—c)?):

4.2 Se || < 1, entdo v ¢ associado & 1, enquanto w ¢ associado & A,

e deste modo as contas seguem de forma idéntica a apresentada

acima, porém invertendo os papéis de A e %, de modo a obtermos

vo_ b+d—3)+i(s —a—c)

o (b= (-

w o (b+d—=X)+i(A—a—c)
|wl (b+d—=N2+(\—a——c)?)z

e portanto

pray = (brd=D) +iG—a-0P(b+d =2+ (A —a-cp)
((b+d—%)24-()\—a_c)2)((b+d_)\)+Z-<)\_a_c>)2'

Agora que pudemos definir a funcao F' de forma explicita para uma matriz

a b : L .
A= € X, a qual, como vimos, admite diversas formas distintas,

c d
falaremos de fato da continuidade de F' no conjunto X \ Y.
b
Seja(An)neN:( )CX\YtalqueAn%A: ad)EX,
c

quando n — oo, ou seja, temos a, — a, b, — b, ¢, — ¢, d, — d quando

a, by

CTL n

n — oo. Claramente ndo podemos ter [trA| < 2, até pela continuidade da
fungdo trago, contudo nos restam as possibilidades |[trA| > 2 e [trA| = 2, entdo

analisaremos ambos os casos. Para todas as matrizes trabalhadas sabemos que

, 3, deste modo, denotaremos por A(M), ﬁ

os autovalores de uma matriz M, além disso, como vimos durante a prova,

seus autovalores tem a forma A

a imagem da aplicacdo F é definida em funcao dos autovalores da matriz
avaliada, portanto é pertinente lembrarmos que no Lema 4.8, foi provado que
os autovalores de uma matriz variam continuamente a medida que variamos

seus coeficientes, portanto, grosso modo, a funcao M — A(M) é continua, e
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assim A(A,) — A(A) quando n — oo. Considere por v, e w, os autovalores de
A, associados ao autovalor com norma maior que 1 e norma menor ou igual a

1, respectivamente.

o |trA| > 2.
Afim de evitarmos prolongar mais que o necessario a prova em questao,
apenas observaremos que neste caso a continuidade se dara de forma
clara, pois tomando a referida sequéncia de matrizes (A,,)nen, Obtemos as
sequéncias respectivas a cada termo da matriz, (a,)nen, (bn)nen, (Cn)nen,
(dp)nen, € uma vez que F é definida diretamente em funcao destes
coeficientes e dos autovalores da matriz avaliada, o qual ja mostramos
que variam continuamente a medida que variamos continuamente os
coeficientes desta matriz, e portanto a convergécia F(A,) — F(A) fica
evidente.

o |trA| =2.
Neste caso temos F'(A) = 1. Sabemos que, grosso modo, os conjuntos os
quais a sequéncia (A,,)nen possui um nimero finito de termos nao interfe-
rirdo no resultado, desta forma, sem perda de generalidade, assumiremos

que (A, )nen esté inteiramente contida em cada um dos casos a seguir:

1. Considere (A,)neny de modo que b, = ¢, = 0 para todo n € N,

a, 0 -
ou seja, A, = (O 1) para todo n € N. Entao devemos ter

A= ¢ j& que |a + 1| = |trA] = 2, temos a = +£1, e

a 0

1
consequentemente deveriamos ter A = +/I. Porém tal fato nao é
possivel, ja que X = PSL(2,R) \ {[/]}. Portanto, (A, ),en nao pode

ter infinitos termos com a forma apresentada.

2. Considere (A,)nen de modo que b, = 0 e ¢, # 0 para todo n € N,

an

ou seja, A, = para todo n € N. Entdo devemos ter

A:

¢ e j& que |a + 1| = |trA] = 2, temos a = =1,
c

= O
SN———

+1

c
generalidade assumiremos a = 1, pois o caso em que a = —1

0
e consequentemente devemos ter A = ( :I:l)’ sem perda de

¢ andlogo. Contudo temos duas novas possibilidade |a,| > 1 ou
la,| < 1, para todo n > m, para algum m € N suficientemente

grande, jd que no caso em que temos infinitos termos |a,| > 1 e
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infinitos termos |a,| < 1, estas duas sequéncias obrigatériamente

convergirao para 1 (ou —1 no caso analogo).

2.1 Se |a,| > 1 para todo n suficientemente grande, entdo v, ¢
associado a a,,, enquanto que w, é associado a ai, para todo n
n

suficientemente grande, e portanto

lim F(A,) = lim —( =

n=oco n=oco (L _ an)Q + 2

B e B

2.2 Se |a,| < 1 para todo n suficientemente grande, entdao v, ¢é
associado a ai, enquanto que w,, é associado a a,,, para todo n
n

suficientemente grande, e portanto

(L - an)2 + C%

A F(A) = i~ 0y
a1l
Ty ey

3. Considere (A, )nen de modo que b, # 0 e ¢, = 0 para todo n € N,
Qp,
0o L

an

ou seja, A, = para todo n € N. Entao devemos ter

b
A = (g ) e j& que |a + 1| = |trA] = 2, temos a = =1,

Q=

+1

0
generalidade assumiremos a = 1, pois o caso em que a = —1

b
e consequentemente devemos ter A = ( il)’ sem perda de

¢ andlogo. Contudo temos duas novas possibilidade |a,| > 1 ou
la,| < 1, para todo n > m, para algum m € N suficientemente
grande, j4 que no caso em que temos infinitos termos |a,| > 1 e
infinitos termos |a,| < 1, estas duas sequéncias obrigatériamente

convergirdo para 1 (ou —1 no caso andlogo).

3.1 Se |a,| > 1 para todo n suficientemente grande, entdo v, é
associado a a,, enquanto que w,, é associado a ai, para todo n
n

suficientemente grande, e portanto

Jim F(An) = lim (b + (L — a,))?
v+ (1—1)?
=1=F(A
(b+i(1—1))? (4)
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3.2 Se |a,| < 1 para todo n suficientemente grande, entdo v, é
associado a ai, enquanto que w, € associado a a,, para todo n
n

suficientemente grande, e portanto

M, Fld) = i, ey
(b+1i(1—1))
praonz oW

4. Considere (A, )nen de modo que b, # 0 e ¢, # 0 para todo n € N.

b
Lembre-se, temos A = ¢ ;) em aue la + d| = |trA| = 2, assim
c

d = +2 — a e portanto

trA \/(tr A2 —ddetA a*2—a*,/(ax2-a)?—4
2 - 2

= =x1.

Deste modo temos A(A) = )\(1A) = 41 e consequentemente
lim,, 00 A(A,) = A(A) = £1. De modo analogo ao que foi discu-
tido nos demais casos, vamos sem perda de generalidade assumir
A(A) = 1, pois o caso em que A(A) = —1 é andlogo. Contudo te-
mos duas novas possibilidades [A\(A4,)| > 1 ou |A(A4,)] < 1, para
todo n > m, para algum m € N suficientemente grande, ja que no
caso em que temos infinitos termos |[A(A,)| > 1 e infinitos termos
IAN(A,)| < 1, estas duas sequéncias obrigatériamente convergirao
para 1 (ou —1 no caso anélogo).

4.1 Se |[A(A,)| > 1 para todo n suficientemente grande, entao v, é

associado a A(A,,), enquanto que w, é associado a ﬁ, para
n

todo n suficientemente grande, assim segue-se

by +dyy — MAR)) +i(ANAL) — ay, — cn))?
neo " 1= ((by, + dp — A(An))? + (AM(An) — an — ¢n)?)
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(b+d—MA))+i(AA) —a—c))?
(b+d—AA))2+ (MA) —a—c)?)

(b+d—= XA+ (MA) —a—c)?
(b+d—=AA)+i(AMA) —a—c))

) 1= Fa)

4.2 Se |A(A,)] < 1 para todo n suficientemente grande, entao v, é

associado a , enquanto que w, é associado a A(A,), para

1
A(An)
todo n suficientemente grande. Como ja foi apresentado, o caso
em questao é exatamente o mesmo do item 4.1, exceto pela
inversao dos papéis de A(A) e ﬁ. Contudo, temos A(A) = +1,
deste modo \(A) = ﬁ e portanto o caso torna-se o mesmo do
anterior, assim sendo

lim F(A,) = 1= F(A).

n—oo

Desta maneira, F', de fato, trata-se de uma funcao continua. [ |

Ainda com respeito a funcao apresentada acima, provaremos no lema a

seguir duas propriedades, as quais serao bastante tteis em provas futuras.

Proposicao 4.11 (Propriedades da fungio F')
Considere a fungio F' como definida no lema anterior, Lema 4.10. Entao para

qualquer matriz A € SL(2,R)\{I, -1} e qualquer matriz de rotag¢io Ry temos
(i) F([AT]) = F([A]), em que AT ¢ a matriz transposta de A.
(i) F([Ry'ARy)) = F([A]).
Prova. Até pelo que foi argumentado no texto anterior ao resultado acima, faz
sentido lidarmos apenas com representantes das classes.

(i) Para o caso em que [A] € Y, temos [AT] € Y, ja que tr AT = tr A,
portanto F([A]) = 1 = F([A"]) e portanto F([A]) = 1 = F([AT]).
Veremos entdo o caso em que [A] € X \ Y. Sejam v,w € S' € C

os autovetores de A e v*,w* os autovetores de A’ associados & )x,%

respectivamente, com |A| > 1. Note que

$(v,w*) = (v, 2w*) = (v, ATw*) = (Av,w*) = Qw,w*) = Mo, w*).

Como A é uma matriz hiperbdlica, |tr A| > 2, entdao A\ # 1 e conse-

quentemente \ # % e portanto temos v L w*, de modo analogo obtemos
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v* 1 w. Entao se temos v = e

que v = e e w* = €% tais que |0 — | = £ e |0* — | = £L e

SN\ 2 * N 2
como F([A]) = (;}) e F([AT]) = <Z]*> , para que possamos obter

e w = e para 0, € [—m, 7], sabemos

a propriedade, é suficiente termos 2 = iv—*, ou seja, vw* = +v*w,
em que estamos lidando com o prodlllljto usu;lf definido sobre o corpo C.
Temos vw* = e e = @ =0 e v*w = ¥ e = 99 em que
" —0 = 0" — ¢+ km para k € Z, se kK é um multiplo de 2 obtemos

vw* = v*w, caso contrario temos

w* = ez(cp —0) _ ez(ﬁ —Lp)ezlwr — 61(9 —gp)em' — _61(9 —¢) — —U*QIJ,

e portanto a propriedade esta provada.

(ii) Note que R,' = R_,, como sabemos det(R_yARy) = det(A) e
tr(R_pARp) = trA, podemos afirmar entdo que os autovalores de A e
R_y ARy sao os mesmos, mais ainda, sao da forma A, % Sejam v, w € C os
autovetores de R_y ARy associados a \ e %, respectivamente, com |A| > 1,
em que sem perda de generalidade estamos assumindo |v| = |w| = 1. Te-

1mMos
(R_QARQ)U == (AR@)U = /\Rgv = A(Rgv) = /\(Rgv),

portanto Ryv é um autovetor de A associado a A. Analogamente, Ryw
é um autovetor de A associado a % Sabemos que existem z,y € R tais

que v = € e w = €%, entdo Ryv = €'t e Ryw = !9 portanto:

— Se [A > 1.
F([R_yARy)) = VT iy _ 2i(eto-(yt))
—0 0 _w2_62iy_e =c
62i(z+9) (RgU)Q

= F([A])

o2i(y+0) (Row)?
— Se |A\] < 1, o caso é andlogo ao anterior.

|

O proximo lema a ser apresentado ¢ um resultado obtido de forma geral
sobre o espaco das matrizes complexas 2 x 2, dado em funcio do traco e do
determinante da matriz em questao, que na realidade trata-se de um critério

para avaliarmos quando os autovalores de uma matriz possuem mesma norma.
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Lema 4.12 Seja C € Mat(2,C) com det C # 0 e sejam A1, Ay 0s autovalores

de C. Entdo || = |2 se, e somente se,

(trC)?
4det C

€ [0,1].

Prova. Como det C' # 0, entdo Ay # 0 e Ay # 0, assim sendo, faz sentido

definirmos ¢ = /\—1, além disso, como sabemos det C' = Ay e trC' = A\ + Ao,
2
portanto

= = ==+ 242 =(t+t1+2).
YAt T4 Al T T (417 +2)

. (tI“C)2 . 1()\1 + )\2)2 . 1 )\1 )\2 o 1
Ao A 4

Entao, assumindo ¢ = a + ib, para algum a,b € R temos

t+tt 241

M= = |t|=1 <= P+ =1 <

2 2t
1 1
= %(Cﬂ — b+ 2abi +1) = %(a(aJrib) B 4 abi+1)
1 1
= %(a(a—l—ib) —b* +abi+ a® + %) = ﬂ(a(ajLib) + abi + a*)
1 2at
= %(a(a—i-’ib) +a(a+1ib)) = 2—(1 = a = Re(t) € [-1,1]

1
— u:z(t+t’l+2)€ [0,1]

em que Re(t) representa a parte real de ¢, neste caso a, e a ultima implicagao
segue pois t+t71 € [-2,2] <= t+t'+2€(0,4] < (t+t7'+2) €[0,1].
Portanto, obtemos um critério para identificar quando as normas dos autova-

lores de uma matrix complexa sao iguais. [ ]

Para que possamos seguir e tratar de forma clara os préximos resultados,
relembraremos trés importantes matrizes complexas em Mat(2,C), as quais
compoem o processo de complexificagdo de Ry em que estamos interessados,
para a prova de um resultado em particular, fato este que sera discutido a
frente. Precisaremos também definir uma funcdo complexa racional como se

segue: para todo z € C* := C\{0} temos
24271 z— 21

S, = 2 2 ,

z—z1 z 4+ 21
21 2
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e para todo z € C
2241 22 -1

2 21
H(z) =
(=) 2—-1 2241
21 2

Perceba que temos Z(z) = 25, e Seie = Ry. Paran € N, Ay, ..., A, matrizes
em SL(2,R) e z € C definimos

C.=1[4%2(z) = A% (z) ... A1 %(=).
j=1
Defina a seguinte funcao racional
Q: Ct—C

trC,
2zn ]

e considere S == Q7 1([-1,1]).

Lema 4.13 Se SN S tem ao menos 2n componentes conexas, entio S € a

unido de 2n subintervalos de S*.

Prova. Como ja mencionado anteriomente tr C, ¢ um polinémio de grau no

tr C,
maximo 2n, entdo Q(z) = T2 ¢ uma fungao racional de grau no maximo 2n.
Zn
Além disso,
Q) = 1(trCy)'2" — nz""1tr C, 1 (trCy)" ntr C. |
2 22n 2 o sn+l

e como n > 1 temos que ' é também uma func¢ao racional de grau no maximo

2n. Para z € S' temos z = ¢ para algum # € R. Defina

Bg = H AjRg = AnRQ PN Ale.

j=1
Como
n n
C. =[] A% (z) =[] 4,25.,
j=1 j=1
temos Cio = [[7_; AjeieSeie = 0 [I}- Aj Ry = e By, e assim
4 tr Cli e tr B tr B
Q(629>: 60: 6: HER7

2€in9 2€in9 2

pois By é uma matriz real, ja que A; e Ry sao matrizes reais, logo seu trago

também ¢ real e pela arbitrariedade de z € S', segue que Q(S') C R. Deste
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fato decorre que @' tem ao menos um zero em cada componente conexa de
ST\ S = S\ Q([-1,1]), fato este que provaremos a seguir. Vale ressaltar
que estamos considerando a topologia de S', a qual é induzida de R%. Seja
I ¢ S'\ Q@ '(]-1,1]) uma componente conexa, queremos mostrar que '
admite ao menos um zero em I. Considere I = (a,b), o arco aberto com
extremidades a e b, que representa a menor distancia entre a e b, neste caso
sendo o caminho que vai de a & b no sentido anti-horario. J& que [—1,1] é
fechado e () é, em particular, continua, pois na realidade é holomorfa, temos
S = Q7 ([-1,1]) fechado, consequentemente S¢ = S\ S é um aberto, e
portanto I C S' N S¢ ¢ de fato um aberto, e ainda temos a,b € S. Note que
se Q(a) # Q(b), podemos sem perda de generalidade assumir Q(a) < Q(b), e
entao pelo Teorema do Valor Intermedidrio, para todo d € (Q(a), Q(b)) existe
¢ € (a,b) tal que Q(c) =d € (Q(a),Q(b)) C [-1,1], o que é uma contradicao,
pois Q(I) C Q(S' N S¢) C R\[—1,1]. Portanto, temos Q(a) = Q(b) e assim,

pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € I tal que

/ Q) — Qla
Q'(c) = <[>)_a() =0,
e entdo @)’ admite ao menos um zero, neste caso ¢, em /. Bem, como @’ tem
grau no maximo 2n e possui ao menos um zero em cada componente conexa de
ST\ S, segue que Q' ndo pode ter zeros em S. Veremos a seguir que este fato,
implica em cada componente conexa de SN S* ser mapeada difeomorficamente
em [—1,1]. Seja agora J C S' N S uma componente conexa, perceba que
Q;, : J — R ¢ injetiva, pois se existissem ¢/, d" € J, com ¢ # d' tais que
Q(d) = Q(d'), pelo Teorema do Valor médio existiria r € (¢/,d’), assumindo
sem perda de generalidade o arco fechado [¢/,d| C J andlogamente ao que
descrevemos antes, tal que
/ /
Q=A%

em quer € (¢,d)eJcCS'NS=resS, oque seria uma contradigdo, pois
como ja discutimos, )’ nao admite zeros em S. Mais ainda, restringindo o
contra-dominio desta aplicagao, tomando @, : J — Q(.J), de modo a torna-la
sobrejetiva e consequentemente bijetiva, e portanto invertivel. Entao @) é
diferencisvel, invertivel e nao admite zeros em J, assim temos Q! invertivel e
diferencidvel. Temos ainda J C S1NS componente conexa, em que S é fechado,
entdo segue que J é fechado, ou seja, ¢ um arco fechado J = [c,d] C S!, e j&
que @ é continua, Q(J) C R é conexo e fechado, isto é, é um intervalo fechado

da reta. Portanto, basta compormos com um difeomorfismo que leve Q(J)
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em [—1, 1], e sabemos que tal difeomorfismo existe, ja que todos os intervalos

fechados da reta sao difeomorfos. [ |

Em seguida, elucidaremos um lema que possui certo destaque, pois lida
diretamente com a fun¢do F' definida sobre o espago PSL(2,R) \ {[/]}, a qual
temos trabalhado ao longo deste capitulo, assim como resultados obtidos no
capitulo anterior, especialmente quando nos dedicamos a estudar os grupos
fundamentais dos espagos S*, PSL(2,R) e PSL(2,R)\ {[/]}. Como j4 utilizados

anteriormente, estamos considerando os conjuntos

X =PSL(2,R) \ {[I]}

Y ={[4 € X :|trA| <2}

Lema 4.14 Eziste uma fungdio continua F : X — S tal que F~'({1}) =Y e

o homomorfismo induzido Fy : m(X) — m(S) é um isomorfismo.

Prova. Defina a funcao F : X — S! dada por

I, sel[AleY
Play=1

%, se [Al e X \Y
em que v,w € S! C C sdo autovetores de A normalizados, com autodirecoes
+v, 2w e autovalores associados A, i\, respectivamente, com |A| > 1. Como
vimos no Lema 4.10, F é uma fun¢do continua, além disso ¢ nitido que
F~1({1}) = Y. Considere a funcio f : [-m, 7] — S, dada por f(f) = e
claramente continua, a qual para uma matriz M € SL(2, R)\{/, —I}, simétrica,
induz a funcao 7 : S* — SL(2R) \ {I, —I} definida por 5(f(9)) = Ry M, que
também é continua devido a continuidade de f. Defina agora a seguinte fungao,

induzida por 7,

v: St — X
f(0) — [R%M]

Tomaremos a liberdade de tratar ~(f(f)) por ~(f) ou ainda ~(e?).
Perceba que para qualquer aberto U <C X temos para o aberto
A={M e SL(2,R)\ {I,—1}:[M] e U}

v U)={0€[-m.7]:9(0) €U} ={0 € [-7, 7] : 5(0) € A} =77 (4),
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que é a pré-imagem de um aberto em SL(2,R) \ {I,—1} por 7, deste modo,
a continuidade de 4 implica a continuidade de . Além disso, RgM = +1 se,
e somente se M = :E(Rg)’1 =+R g, e R
f# = 0, que implicaria em termos M = =4I, o que nao ¢ possivel, entao para
todo 0 € [—m, ] temos y(f(f)) € X, mais ainda

o € simétrica se, e somente se,
2

V([ (=m)) = [Rea M] = [Rz M] = ~(f(n)),

portanto, v trata-se de um caminho fechado em X. Nosso préximo objetivo é

mostrar que F o é um caminho suave por partes, note que para 6 € [—, 7|

e M = (Z Z) € SL(2,R) \ {I, —I} temos que

2 2

asin%%—bcos% bsing +dcos?

(f(0)) = [Rs M] = [(

acosg —bsin? bsing —dsine)]

2

é tal que \tr(RgM)\ =2 <= (a+d)cos? ==+2 < cost = .25, que
tem um ndimero finito de solugoes em [—7, 7], as quais sdo as mesmas para
| tr(=Rs M)| = 2. Entdo For: St — S, que pode também ser interpretada
como F o~ :[—m 7w — S, intersecta o subconjunto {[A] € X : |tr A| = 2}
em um numero finito de pontos. No Lema 4.10, vimos que para o conjunto
{[A] € [X] : |trA] < 2} C Y temos F = 1, e para [4] € X \ Y, sendo
v, w os autovetores de A, associados ao autovalor A,% respectivamente, com
|A| > 1, temos F([4]) = % = % em que sempre tem-se v # 0 e w # 0,
portanto fica clara a diferenciabilidade de F' nestes conjuntos. Contudo, como
foi visto, tivemos mais trabalho para mostrar a continuidade de F' quando
lidamos com o conjunto {[4] € X : |trA| = 2}, porém F o v intersecta
este conjunto em um nimero finito de pontos, deste modo, podemos afirmar
que F' é, ao menos, suave por partes, e em particular sabemos onde esta
diferenciabilidade pode nao ocorrer. J4 que F o~ é uma fungdo suave por
partes entao faz sentido falarmos a respeito do indice desta funcao, perceba
ainda que pelas propriedades F([AT]) = F([A]) e F([Ry 'ARy)) = F([A)]),

provadas na Proposicio 4.11, segue-se para z = e € S que

ou seja, F'oy comuta com conjugacao, de modo que F'(v(z)) = F(v(Z)), a qual

pode ser interpretada também como F'(v(0)) = F(y(—6)) para 6 € [—m, 7.
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Portanto, Tomando I' :== F' o v temos

= = (1 5 )

_ ! (=)
© 2mi ( o (=) dgo—i—/o d0> ’

tomando ¢ = —6. Ja que I'(—¢) = I'(¢), temos —I"(—¢p) = I''(p), assim pela

linearidade da integral
G Y N O o S O P N O]
[ regte= 1 wgte =1 (55 )= e

Entao, apenas trocando ¢ por 6 e denotando por Im(z) a parte imaginaria do

complexo z temos
. L (O T, ),
indr(0) = 5.7 ( o T(0) Jo T(0) ) *I / Ok
_ i/ow Tm (FF((g))> do = ;/0 (Im Log(T'(6)))'d6

=~ [(argT(0))d0 = —(Arg(T(m) — Arg(T(0))

_ 71T(Arg(1) ~ Arg(—1)) = —(0— ) = 1,

uma vez que

[(m) = F(y(m)) = F([Rg M]) = 1,

pelo fato de tr Rz M = 0, além disso, temos sempre | tr M| > 2 e como sabemos
os autovalores de M sao ortogonais, isto é, sao da forma v = Z4iw, assim

v? = —w? e portanto

Logo, grau(F o v) = indp.,(0) = —1, desta maneira, como ja discutimos
na Secao 3.4, enquanto tratavamos das fungoes circulares, a classe de F' o~
representara —1 € Z = m;(S?), que é um gerador do grupo ciclico Z, e portanto,

como F' induz um homomorfismo

Fp:m(X)2Z— m(SHEZ
] — [F o]

temos que [y] deve representar também um gerador em Z = (X)), e entao,
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de fato trata-se de um isomorfismo. [ |

Como j4 foi dito e pode ser claramente observado, em grande parte dos re-
sultados estamos trabalhando sobre o grupo SL(2,R), assim apresentaremos a
seguir um conjunto denso em SL(2, R). Tal argumentacao se torna interessante,
pois em determinados casos a continuidade nos permite elucidar resultados so-

bre SL(2,R), provando o mesmo apenas para o referido conjunto denso.

Proposicao 4.15 Para n € N o conjunto

X, ={(A1,...,A,) € SL(2,R)" : By = [[ AjRs # £I para todo 6 € [0, 27|}

j=1
¢ denso em SL(2, R)".

Prova. E pertinente mencionarmos que apesar de fornecermos um argumento
que provard o caso geral, faremos em particular a prova do caso n = 1, para
que possamos observar do que se trata, de fato, esta densidade, neste caso mais
simples.

Tome n = 1, entao

X1 ={A; € SL(2,R) : A; # £R_y para todo 0 € [0, 27]}
= SL(2,R) \ SO(2,R).

Fixe A; € SL(2,R) tal que para algum 6, € [0, 27| tenhamos A Ry, = +1, isto
é, Ay = £R g, ¢ SL(2,R) \ SO(2,R). Defina,

<0

AS = (e ) A, € SL(2,R),
0 e

a qual é tal que lim._,o A{ = A;. O fato é que A{Ry # £ para todo 0 € [0, 27|

e para todo € € R*, ou seja, temos A € SL(2,R) \ SO(2,R). De fato, suponha

que exista 6, € [0,27] tal que A{Ry, = £, entao

e 0
(0 66) =4IR 4 A7t = (£R_g,)(£Ry,) = £ Ry, o,

e 0
em que +Ry,_p, ¢ uma matriz de rotagdo, porém 0 o ) ¢ SO(2,R) para
e €

todo € € R*, o que nos fornece uma contradi¢ao, portanto o caso n = 1 estd
Y Y
provado.

A seguir daremos um argumento geral que prova o caso em que n > 1, servindo
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ainda para o caso n = 1. Fixe A;,..., A, € SL(2,R), se temos uma matriz
A, € SL(2,R), tal que para algum 6y € [0, 27| tem-se

AnRg, ... A1Rg, = +I,

entdo (Ay,...,A,) ¢ X, eainda A, = £R_4 A7'... R_g, A R_y,. Defina as
seguintes curvas ®, e ®_, que na realidade tratam-se de caminhos fechados
em SL(2,R),

d: [0,27] — SL(2,R)
0 — :i:R,‘gOAI1 Ce R,QA;LilR,g,

as quais sao claramente diferenciaveis, no sentido de que cada entrada de
®,(0) é uma fungao diferenciavel, para todo 6 € [0,27]. Além disso, note
que A, = &, (6y) ou A, = ®_(6y), sendo ¢, curvas continuas em SL(2,R),
que trata-se de uma variedade de dimensao 3, entao localmente é homeomortfa
a4 uma bola em R®. Deste modo, em particular, localmente A, € @ ([0, 27]),
ou A, € ®_([0,27]), é levado por este homeomorfismo, para dentro de uma
vizinhanca contida em uma bola em R?, a qual possui dimenséo 3, e o fato da

imagem curva ¢ possuir dimensao menor que 3, fica clara a existéncia de uma

0 e
que nao pertencem a curva ¢, ou ®_, no caso em que A, = . (6y), ou

A, = &, (), respectivamente. Portanto A5 # P, (0), ou A5 # P_(0), para

todo 0 € [0,27] e para todo € € R*, que implica em termos

<0
aproximacao de A,, A5, — A,, por matrizes A = (6 .| An € SL(2,R)

A;RQAH_IRQ . Ale 7& I ou A;RgAn_le ce Ale 7é —I,

respectivamente, para todo 6 € [0,27] e para todo € € R* ou seja,
(A1, .., A1, AS) € X, para todo € € R*, tal que para todo 6 € [0,27]
lime g A5 RgAn—1Ro ... A1Ry = A,Rp... A1 Ry, provando assim a densidade
de X,, em SL(2,R)". |

O lema a seguir nos fornecerda uma informagao que diz respeito a uma

propriedade topolégica do conjunto S N S?.
Lema 4.16 SN St tem ao menos 2n componentes conexas.

Prova. Considere a funcao f : [, 7] — S', dada por f(6) = ¢, a qual induz
a fungao g : S — SL(2,R), dada por g(f(0)) = Rg, que pode ser interpretada
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como um caminho em SL(2,R). Uma outra funcao, induzida por g é

g: S* — PSL(2,R)
f(8) — [Rq]

a qual também é continua, pelo mesmo argumento apresentado no Lema
anterior, de modo que a continuidade de § implica na continuidade de g. Além

disso, como

g(f(m) = [Rz] = [-Rz] = [R=x] = g(f(—7)),

entdo g trata-se de um caminho fechado em PSL(2,R), em que tomaremos
a liberdade de nos referirmos a g(f(6)) apenas como g(f) ou g(e?). Quere-
mos primeiramente mostrar que g ¢ um gerador do grupo fundamental de
PSL(2,R). Como provamos na segao 3.4, m (PSL(2,R)) = Z, entao é sufici-
ente provarmos que para qualquer [y] € m(PSL(2,R)) existe m € Z tal que
[v] = mlg]. Seja v : [-m, 7] — PSL(2,R) um caminho fechado em SL(2,R).
Como vimos na Decomposi¢ao de Iwasawa de SL(2,R), Teorema 3.56, para

) a
uma matriz M = (

) € SL(2,R) temos as seguinte fungdes continuas
c

r: SL(2,R) — (0, +00) ) k: SL(2,R) — K
M — Va? + c? M — (T(QM) _T(&))
r(M) (M)
a': SL(2,R) — A e n: SL(2,R) — N
M 0 1 ab+cd
M s (T( ) . ) M —s ( a2+cz>
0 5 0 1

em que M = k(M)d' (M)n(M).

Consequentemente PSL(2,R) 3 [M] = {k(M)d'(M)n(M), —k(M)a'(M)n(M)}
e perceba que, de fato, esta decomposigao estd bem definida para PSL(2,R)
pois (M) = r(—M), que implica em &' (M) = d'(—M), além disso,
n(M) =n(—M) e temos k(M) identificado com

— k(M) = (_r@% r(%) ) _ (‘m—aM) Ty ) — k(=M).

(M) (M) (M) (M)
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Entdo, em particular para 6 € [—7, 7] temos

em que como vimos, PSL(2,R) = SO(2,R)/gy~—r, X AX N e portanto podemos
interpretar y(6) como ([k(~(0))],a'(v(0)),n(v(0))). Note que ¢’ é homotépica
aia: SL(2,R) — A, dada por is(M) = I, matriz identidade. De fato, defina

a funcao

A:SL(2,R) x [0,1] — A

1
0 (A—t)r(M)+t

(1.8) s ((1 — t)r(M) +t 0 )

a qual é continua devido a continuidade de 7, e o fato de termos sempre
r(M) > 0 implica A(M,t) € A para toda matriz M € SL(2,R) e t € [0,1],
mais ainda, temos A(M,0) = a/(M) e A(M,1) = in(M). Note ainda que a
funcdo m é homotopica a iy : SL(2,R) — N, dada por ixy(M) = I, como

veremos. Defina a funcao

N :SL(2,R) x [0,1] — N
1 (1 —t)ebtd
(M.1) (0 ( >)

a qual é continua pela continuidade de n, e como (1 — t)

a

b .
qualquer t € Re M = ( d) € SL(2,R) temos N(M,t) € N para todo

c
t € [0,1] e para toda M € SL(2,R), mais ainda, temos N(M,0) = n(M)
e N(M,1) = iy(M). Sem perda de generalidade, afim de nio carregarmos
demasiadamente notagoes ou certo formalismo que nao agregaria, podemos
perceber que 0 — [e’%] ¢ um gerador de m(S'/,_,) = m(PSO(2,R)), em que
PSO(2,R) = SO(2,R)/gy~—r,, ¢ ainda pelos homeomorfismos discutidos na
segao 3.4 do capitulo 3, faz de 6 — [Rg] um gerador de 7 (PSO(2,R)) = Z,
portanto a classe de qualquer loop em m(PSO(2,R)) pode ser interpretada
como um “multiplo” de [g], com respeito a operacao definida para o grupo. Em
particular para o caminho k*, definido como k*(0) = [k(v(0))] € PSO(2,R),

existe m € Z tal que [k*] = m]g]. Contudo, como

12
R
2
N
S
=
=2

v = [k(y)d (v)n()] 7
~ ([k(v)],ia(7),in (7)) = [k(V)ia(v)in(y)] = [k(y)] = k7,
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temos 7 ~ k* e portanto [y] = [k*], logo [y] = m[g|. Pela arbitrari-
edade de [y] € m(PSL(2,R)), temos que g é, de fato, um gerador de
m(PSL(2,R)). Defina agora, para n € N e Ay,..., A, € SL(2,R) o caminho
h: S* — SL(2,R), definido por f(0) — By = [T}, A; Ry, 0 qual, de forma

analoga ao que discutimos, induz um caminho fechado

h: S' — PSL(2,R)
f(0) — [By].

Note que h ~ 3" =G...q, 2n vezes. De fato, para n = 1 temos

(") = §(e")g(e") = Ry Ry = Ry.

[SIEY

Como vimos, SL(2, R) é conexo por caminhos, entao existe « : [0, 1] — SL(2,R)

continua tal que a(0) = Ay e a(1) = I, assim podemos entao definir a fungao

[:[0,1] x S* — SL(2,R)
(t,e") — a(t)Ry,

a qual é continua e tal que a(t)Ry € SL(2,R) para todo t € [0,1] e para todo

0, e ainda é tal que

s B!
—~
=
0

-

)
S—
I

a(0)Ry = A|Ry = By = h(e?),
a(1)Ry = IRy = Ry = §*(e"),

!
—
=

)

S
>
SN—
I

e entdo temos, de fato, uma homotopia entre h e §2. Para o caso em que
n > 1 temos os caminhos «; : [0,1] — SL(2,R) continuos com «;(0) = A,
e a;(1) = I, e de modo andlogo, sejam T; : [0,1] x S* — SL(2,R), defini-
das por T'(t,e”) = a;(t)Ry as homotopias entre ¢ +— T';(0,¢”) = A;Ry e
e — T;(1,e”) = IRy = Ry = §(e). Deste modo, T'(,e”) = [T}, T (¢, e”)

é uma homotopia entre h e H?:1§2 = ¢, a qual induz uma homoto-
pia T : [0,1] x §' — PSL(R), definida por T(t,¢”) = [, I(t,e?)]

entre h e ¢?*. Como vimos na proposicao anterior, Proposicao 4.15, pode-
mos assumir By # =4[ para todo 6§ € [0,2x], portanto podemos considerar
h(S') c PSL(2,R) \ {[/]}, deste modo a composi¢iao F o h faz sentido e estd
bem definida. J& que m(PSL(2,R)) = m(PSL(2,R) \ [I]) & m(S') X Z e
h ~ ¢**, que claramente possui grau 2n, entdo h possui grau 2n e, grosso

modo, o homomorfismo induzido por h pode ser interpretado como
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h#i 7 — 7.

k — 2nk.

Além disso, pelo que foi provado no Lema 4.14 , F' induz, na realidade, um

isomorfismo

Fy: 7— T

k— —k.
Portanto, podemos exibir o homomorfismo induzido por F o h como sendo

(Foh)py: Z —7Z—1Z

k — 2nk — —2nk,

logo grau(Foh) = —2n. Note que 1 € (Foh)(S?) por definigao e pela afirmacio

a seguir, (F o h)7'({1}) possui ao menos 2n componentes conexas.

Afirmacao 4.17 Seja g : S' — S' wma funcio continua, tal que
grau(g) = m € Z. Se 1 € g(S"), entao g~ ({1}) possui ao menos |m| compo-

nentes conexras.

Prova. Seja g : R — R um levantamento de ¢, o qual sabemos que existe,
de modo que § é continua e tal que gom = mo g, com 7 : R — S! sendo a
projecdo natural, isto é, 7(6) = €. Entdo, como definimos m = grau(g) =
g(x+1)—g(x), para todo x € R, em particular g(1) = g(0)+m. Tome a := §(0)
e dai g(1) = a +m, portanto como g é continua, pela propriedade de Darboux
§([0,1)) = [9(0),g(1)) = [a,a +m), em que podemos escrever como a uniao
disjunta
3(10,1)) = U™ Ja+j — La+ j).

Por hipétese 1 € g(S*), entdo existe 6y € [0,1) tal que 2™ € Sl e

Perceba que para cada j € {1,...,m} existe §; € [a+j — 1,a + j) tal que

0; — 0y € Z e portanto €™ = ¢*™%  consequentemente

(3(0;)) = g(e*™) = g(e*™™) = 1.

Considere g~'({6,}) e tome I; C ¢ '({6;}) um intervalo, ou seja, uma

componente conexa, podendo ainda ser um tnico ponto. Como 6; € [a +
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j—1la+j) C [a,a+m) e §([0,1)) = [a,a + m), temos [; C [0,1) para
j € {1,...,m}, além disso com Iy, ..., I, disjuntos dois a dois, pois 0; # 6,
para j # i. Seja f] = m(1;), pela continuidade de 7 fj é um conexo em S!, e

ainda temos I, ..., I,, disjuntos dois a dois, em que
g(I;) = 9(n(1;)) = 7(3(I;)) = 7(6;) = 1.

Portanto, para j € {1,...,m} I; C g '({1}) e por hipétese g~'({1}) C S,
logo f] C S'. Entdo I3, ..., I, tratam-se de m componentes conexas disjuntas

de g71({1}). |
Note que por defini¢ao

(Foh)*({1}) ={e? € S*: F([By)) =1} = {¢? € S* : [By] € Y} C S,

. tr Clio tr(e™ By) 1
; : 0y _ et _ _
além disso, lembre-se que temos Q(e’) = P s v §tr By,

portanto
e e S=Q 7 ([~1,1]) <= |tr By| € [0,2] <= [By] € Y,

consequentemente temos S N S' = (F o h)71({1}) e entdao S N S! possui ao

menos 2n componentes conexas. [ |

Finalmente estamos prontos para realizar a prova da Proposicao 4.1,
a qual evidencia a existéncia de uma parametrizagdo holomorfa do espectro
{A\1(2), A2(2)} da matriz C,, para todo z € D, de modo que, |Aa(2)| < [A1(2)].
Prova.[Prova da Proposicao 4.1]

Note que temos

2 12 2_12 2 12 2_12
wae = (57) (5) - (57) - (557) -+

e como C, =[[j_, A;%#(z) = A Z(z2) ... AiZ(2) temos

n n
det C, = [] det 4;det Z(z) = [] 2* = 2*".
j=1 j=1
Lembre-se que no Lema 4.12 obtivemos um critério para identificar quando os
autovalores de uma matriz complexa 2 x 2 possuem modulo igual, portanto,

por este resultado, podemos afirmar que os autovalores de C, possuem mesmo
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modulo se, e somente se,

(trC.)*  (trC.)? _trC
rdetCl — 4o €0,1] <= Q2 = oon € [—1,1].

Para que possamos provar esta proposi¢ao, precisaremos primeiramente provar
que para todo z € D os autovalores de C', possuem modulo distinto, ou seja,
que para todo z € D tenhamos Q(z) ¢ [—1,1]. A ideia é, j& que @ trata-se
de uma func¢ao racional de grau no maximo 2n, o fato de Q(z) ¢ [—1, 1] para
todo z € D pode ser provado mostrando que o circulo unitario contém todas
as pré-imagens de [—1,1]. Como j& definimos anteriormente S = Q~*([—1,1]),
lembre-se ainda que no Lema 4.16 provamos o fato de SN S* possuir ao menos
2n componentes conexas, portanto pelo Lema 4.13 podemos afirmar que S é a
unido de 2n subintervalos de S, deste modo, temos S C S'. Entao, para todo
z € Ctal que Q(z) € [—1, 1], e consequentemente os autovalores de C, possuem
mesmo médulo, devemos ter z € S' = 9D, o que nos permite afirmar, que para
todo z € I a matriz C, possui autovalores com modulo distinto. Considere por
A, e A\, os autovalores de C, em que, como vimos, |A,| # |\.|. Sem perda de
generalidade, para todo z € D, tome A, o autovalor de C, que possui maior

modulo, de modo que
Az| < [AL]

Nos resta entao provar que as fungoes definidas a seguir sao holomorfas

)\12 D—C

2 M(z2) = A,

)\21 D—C

2 A(z) = A,

Como det C, = A(2)A(z) = A1(2)A2(2) e a fungdo determinante é holomorfa, é

suficiente provarmos que A\; é uma fungdo holomorfa. Defina a funcao

f:C—C
2z (tr C,)? — 4det C,

a qual é claramente holomorfa. Além disso, para todo z € D temos f(z) # 0,

pois caso existisse zp € D tal que f(z) = 0, terfamos (tr C,,)* = 4det C,,

(tr 00)2
4det C,

|IA1(2)] = |[X2(2)], o que contradiria o que provamos. Como f(z) # 0 para

e portanto =1 € [0,1], o que pelo Lema 4.12 implicaria em termos
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todo z € D, sendo DD simplesmente conexo, pela Observacao 3.37 a funcao
VI = exp(%Log f) possui um ramo holomorfo em . Como sabemos
A1(2), A2(2) sdo as raizes do polindmio caracteristico de C.: A2 =\ tr C, +det C,

com

1 1
Ay = 5 (trCZ + \/(trCz) — 4 det Cz) = i(trCz + \/})’

contudo nao sabemos se \j(z) = Ay ou A\j(z) = A_. Defina entao as fungoes

P4 : D—C
1
2 §(trC’Zj:\/?)

em que {4 (2),p_(2)} é o espectro de C, e pelo que discutimos ¢4 tratam-
se de fungoes holomorfas. Observe entao que para concluirmos a Proposi-
¢do em questdo, é suficiente provarmos que localmente A\;(z) = ¢, (z) ou
A1(z) = ¢_(2), uma vez que a holomorfia é uma propriedade local. Assim, fixe
zp € D. Por defini¢ao A\1(20) = ¢+ (20) ou Ai(z0) = ¢—_(20). Sem perda de gene-
ralidade assuma A(z9) = ¢4 (20), entao consequentemente Ao(z9) = ¢_(20).
Como |A1(20)] > [Aa(20)] temos |p_(z0)] < |pi(20)], em que as fungoes
z +— |p+(2)| s@o continuas, portanto existe r > 0 tal que |p_(2)| < |p4(2)],

para todo z € D(zg, ). Logo na vizinhanga D(z, ) temos

M(2) = pi(2) e da(2) = 9 (2),

portanto A; é holomorfa em D(zg,7) e em particular em zy. Como tomamos
zo € D arbitrario, segue que A; é holomorfa em D e assim A\, também é

holomorfa em D. [ |

O proximo lema a ser evidenciado é bastante simples e tem por objetivo

explicitar o raio espectral da matriz Cj.

Lema 4.18 A matriz Co = [1j_; A;%(0) tem raio espectral

A+ 1145]17).

N —

p(Co) = H

Prova. Primeiramente verificaremos trés fatos importantes, para que possamos

concluir a prova.

1. Podemos encontrar oy, 3; € [0,27] e ¢; > 1 tais que A; = Rg H, R,
para j € {1,---,n}. Além disso, ||4;|| = ¢;.
Pelo Teorema da Decomposicao em Valores Singulares, e as observagoes

4.4, 4.5 e 4.6, fica clara a existéncia de tais a;, 3; € [0,27] e ¢; > 1.
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2. Sejam A, B € SL(2,R), temos p(AB) = p(BA).
Sabemos que |AM — AB| = A — MrAB + 1 e analogamente
InI — BA| = n* — ntr BA + 1. Portanto, neste caso, os autovalores
de AB e BA dependem tnica e exclusivamente do traco de AB e do
traco de B A, respecivamente. Contudo, sabemos que tr AB = tr BA, as-

sim segue que os autovalores de AB e BA sao iguais, consequentemente
p(AB) = p(BA).

3. Para todo 8 € R, RyZ(0) = Z(0)Ry = e~ “2(0).

Sejam z,w € C*, para
z+z_1 z—z1 w+w_1 w—w L
i @2} g g _ 2 T 2 2 T2
’ Zw z—z~1 24z 1 w—w ! wtw ™! )
a21 a22 2i 2 2i 2

) () () 0) e
wn () ) () e

() () () () -
o () () () ()

Portanto, S,S, = S, € jd que Z(z) = zS,, segue que

H(zw) = 2wS,, = zwS,Sy = 2S,wSy, = Z(2) % (w),
além disso, como Ry = S, temos

RoZ(0) = S.0B(0) = e ()% (0) = e %(0)%(®)
= %(0)e~ %) = %(0)Ry.

Por outro lado,
Ry (0) = e*w%(ew)%(O) = e*w%(O).
Deste modo, utilizando os itens provados acima 1, 2 e 3 obtemos

p(Cu) = p(TT A,210)) = (] By, Ho By #(0) = p(TT B, Hee™22(0)

j=1 j=1
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= (][ e f[ Roy Ho %(0)) = p<ﬁ Ry, Ho %(0))

=

J=1
n

:p(ﬁ(RﬁjH% ﬁ RBJ CJ H _Zﬁj )

7j=1 =1 J=1

.

11
11 0
Note que, como Z(0) = (21 212) e H, = (CJ _1> temos
2 €

#(0)H., = ( 2 o ) e ainda

i _%j + Cj; *i(Cj;er‘l) 1 =
:@(O)HCJ 1 = %J n C],2—1Z = Cj+gj—1 == 5(0]' + Cj ) 1 s

para todo j € {1,...,n}. Portanto, cada matriz Z(0)H., possui (—i,1)

1
como um autovetor, o qual ¢ associado ao autovalor i(cj + ¢;71), para todo

j €{1,...,n}. Consequentemente temos

[T #(O)H(~i.1) = (#(O)H, ... #(0)H) (i, 1)

= (%(O)ch 3 "@(O)ch)(‘%(o)]{m(_iv 1))
= (RO, ... RO He)(er + e ) (=i,1)

- ;(cl o ) ROV, ... R(0)Ho,)(R(0) Hey(—i, 1))
= = 1_[1; cj+ei ),

isto é, [Ij_; Z(0)H.; tem (—i,1) como um autovetor, o qual ¢ associado ao

1
autovalor []"_; =(c; + ¢;~ ). Como det Z(0)H,.,) = 0. Entao,
7 12 7 J j 1 'j

n

0=\ — (][ Z(0)H.,)| = A> — )\tr(ﬁ Z(0)H..)

j=1 j=1
n n 1
=M =0 ¢ =tr(J[20)H,) =] 5(c; +¢7),
j=1 =1 2
em que A\; e Ay sdo os autovalores de []j_; (O)H Assim sendo, ja que

14511 = ¢; > 0 temos p(Co) = ITjy 5(¢j +¢; ") = Th=y s (1Al + 1A
|
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Ao ponto em que estamos, munidos de todos os resultados apresentados
no decorrer do capitulo, nos encontramos prontos a realizar a prova do teorema

que sera fundamental na demonstracao da Formula de Avila-Bochi-Herman.

Teorema 4.19 Sejam Ay, ..., A, € SL(2,R). Entdo

n

1 27
%/o log p(A, Ry ... A Rg)dd = 3" N(A,).

i=1

Prova. A prova deste teorema é baseada nos métodos de complexificagao
exibidos na Desigualdade de Herman, Teorema 2.2, apresentado no capitulo 2.

Para n € N, a continuidade da fungao
f: SL(2,R)" x [0,27] — R
2m
(Av, ... A 0) —> / log p(AnRy . .. A1 R)db,
0
a qual foi provada no Lema 4.9, nos permite provar o resultado em questao

apenas para um conjunto denso em SL(2,R). No Lema 4.15, provamos que o

conjunto

X {(A1,...,A,) € SL(2,R)" : By = [] AjRy # £I para todo § € [0,27]}

J=1

é denso em SL(2,R)", entdo é suficiente provarmos o resultado para para
matrizes A, ..., A, € SL(2,R) tais que By = [[}_; A;Ry # *+I para todo

0 € [0,27]. Lembre-se das matrizes complexas que definimos

_Z2—zZ"

24271
_ 2
SZ o zfz*1

27

z+z’1

1
2i ) para z € C*
2

_22-1

szll ) para z € C,
24,

eif 1 =it 0 _ o—if
em que Z(z) = zS., além disso, como cosf = e sinf = ST
)
fica claro que temos
cosf) —sinf
Seio = | para 6 € R.
sinf  cos6

Entao, estamos complexificando a matriz de rotacdo por meio da matriz S,

em que obtemos a igualdade no caso em que €. No entando, como pudemos
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observar, tal complexificagao nos gerou uma singularidade em z = 0, portanto,
afim de lidarmos com essa singularidade, definimos Z(z) = zS5,, contudo,
veremos a frente que esta tentativa de lidar com a singularidade nos gerara um

certo “fator” z". Lembre-se ainda que para Ai, ..., A, € SL(2,R) definimos

C, = ﬁ A (z) =AZ(z)... \1%(z) para z € C,
j=1
que de certo modo, representa um iterado complexificado de A, Ry ... A1 Ry.
Pela Proposi¢ao 4.1, para todo z € D, sendo \(z), A2(2) os autovalores da
matriz C,, temos 0 < |X2(2)] < |Ai(2)], portanto p(C.) = |[A(2)| > 0, e
temos ainda D um dominio aberto e simplesmente conexo, A\; : D — C uma
funcao holomorfa, a qual nao possui zeros em D, portanto Logo A; é um ramo

holomorfo do logaritmo complexo Log o A{, em ID. Deste modo
Log(A1(2)) = log | A1 (2)] + i Arg(Ai(2))

é holomorfa, e como sabemos a parte real de uma fungdo holomorfa é harmo-
nica, o que faz de logo|\;| uma fungao harménica em D. Por outro lado, na
Proposigao 4.8, provamos que o raio espectral Mat(2,C) 5 M +— p(M) é uma
fungdo continua, e claramente a fungdo D > 2 — C, € Mat(2,C) é continua,
portanto a funcao

D>z logp(C.)

é continua, além de ser harmonica em . Note ainda que tomando z = € € 9D

temos " " "
C, = H AH(z) = H A;zS, = 2" H A;Ry = 2" By,

Jj=1 Jj=1 Jj=1
e podemos observar o fator 2" obtido durante o processo de complexificagao.
Contudo perceba que este fator nao influenciard no resultado que queremos
obter, j4 que para z = e temos p(C.) = p(By), pois p(By) = p(z"By).
De fato, seja v € R? um autovetor de By associado & um autovalor o € R,
entdo Byv = av e consequentemente 2"(Byv) = z"aw, portanto z"« é um
autovalor de 2" By, associado ao autovetor v, e temos |a| = |2"||a| = |z"q|, j&
que z = €, portanto, pela arbitrariedade do autovalor o, os raios espectrais
coincidem. Pela caracterizacao de fungdes harmonicas, chamada também como
a propriedade do valor médio para fung¢oes harmonicas, Corolario 3.26, e ainda

pelos fatos relatados, segue que

log p(Ch) = Tog(IM (0)]) = o [ Toa(hi(¢))ad


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812629/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812629/CA

Capitulo 4. A demonstracdo da Férmula de Avila-Bochi-Herman 91

1 2m 1 2m
= —/ log p(Clie)dl = 2—/0 log p(By)do (4-4)

21 Jo s

1 27
= — / log p(AnRyg ... A1 Ry)db.
21 Jo

Por fim, pelo Lema 4.18, temos

n

p(Co) = T1 5

Jj=1

(1A + 1145117,

l\D\»—l

entao

log p(Ch) = log (ﬁ (411 + ||Ajr|—l>)

J

Logo, por 4-4 e 4-5 temos

27
f/ log p(AuRy ... AyRe)df = 3" N (A,

7=1

Um corolario imediato do Teorema provado acima, o qual inclusive tem

uma relagao interessante com o mesmo, serd provado a seguir.
Corolario 4.20 Sejam A, ..., A, € SL(2,R). Entao
1

27 n
%/O N(AuRy- - A Rg)do = JZIN(AJ)

Prova. Sejam A,--- A, € SL(2,R). Para 6 € [0,27], considere
By = [Ij-1AjRs = A,Rg---A1Ry. Entdo, fixando 0 € [0,27] temos
By € SL(2,R), pois detBy = det A, det Ry---det A;det Ry = 1. Fixando
0" € 10, 27], segue que

1 2 1 2
= / log p(By Ry )df = — / log p(AnRg - - - A RgRey)df
2w Jo 21 Jo

= 217r /027r log p(ApRg - -+ A1 Ro Rp)do (4-6)
= N(ARy) + Zn: N(4;) (47)
— Y N(4)) (4-8)
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em que, (4-6) se dd pelo fato de que, para quaisquer 6, 5 € [0, 2], as matrizes
de rotacdo Ry ¢ Rz comutam, ou seja, RyRsz = RgRy. (4-7) segue como
aplicagao direta do Teorema 4.19. J4 o item (4-8) é consequéncia de termos
l|A|| = ||AR]|| e assim

AR ARyl|! A All-!

2 2 ) = N(4)

Novamente pelo Teorema 4.19 temos

1 27
7/ 10g p(BgRgl)del = N(B@)
2m Jo

Deste modo,

1/27TN(B)d0—1/27T1/2W1 (ByRy)d0d6’
2w Jo o oo 27T00gp991

—1/2”iN(A->de'—1.2 S N(A4))
—2m Jo s ! C2r szl !

n

N(4;)

7=1

|
Atente-se a proposicdo que exibiremos seguidamente a Férmula de Gel-

fand apresentada abaixo.

Teorema 4.21 (Férmula de Gelfand) Seja A € Mat(n,C) e || - || uma norma
matricial, entdo

p(A) = lim [|A"[|7.

n—oo

Proposicao 4.22 Seja A € SL(2,R), entao

.1 a1 N(A™)
logp(A):JLIIOloﬁlogHA || = lim :

n—oo n

Prova. Pela formula de Gelfand temos, para qualquer norma matricial, em par-
ticular para norma do operador, o seguinte resultado p(A) = lim, o ||A"||7,

e portanto segue que log p(A) = lim,,_,,, —log||A"||. Por outro lado, ji que
n
A" € SL(2,R) temos ||A"|| > 1, e ainda obtemos 0 < [|[A"||7! < 1 < ||A"].
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Consequentemente

1 An An An —1
log”AnHHOgQ:lOgHQH§10g<|\2\|+H i )ZN(An)

An A -1 A An
:10g<” I+ 1] >§10g<|r I+ ||>:10gHAnH7

ou seja,
1
log [|A™|| +log 5 < N(A") < log ||A"]|

Portanto,

N(A™)

n

1 .
< Jim ~log]|A"]]

1 o1 . (N
Jim —log||A"| = lim —(log||A"[| +log 5) < lim

Observacao 4.23 A relagdo interessante que o Corolario 4.20 apresenta com
respeito ao Teorema 4.19, é o fato de que, munido a Proposicao anterior, 4.22,
o Teorema 4.19 pode também ser deduzido facilmente como um coroldrio do
Teorema 4.20.

Prova. Sejam Ay, --- , A, € SL(2,R) e defina as fungoes
B:[0,2n] — SL(2,R)
0 — B(0) = By =[] AjRe
j=1

fm:]0,20] — R

1 1 By B[t
Q%N(B?)ZMH 7l + 115 )
m m

2

para todo m € N. Note, para j € {l,...,n} as matrizes A; podem ser
vistas como constantes em SL(2,R), portanto a fungdo 6 — A;Ry é con-
tinua para cada j, assim B é uma fun¢do continua e portanto f,, trata-
se também de uma funcao continua para todo m € N. Deste modo,
para todo m € N, a funcao f,, ¢ mensurdvel com respeito a Lebesgue
e como By € SL(2,R) para todo # € [0,27], segue que ||By||] > 1 e
1Bal| 1 <1 < |Boll, entio

() = I\B$II+|!B?II‘1>

1 1

S N(BI) = —1

LN = o (1P
1
m

m 1 m
< —log(||Bg"[]) = —log([| Byl|™) = log|| Byl
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Além disso, note que para todo m € N, || By*|| > 0 e portanto para o conjunto

{1|B3|I,11Bg*|| 7'}, a média aritmética é maior ou igual que a média geométrica,

ou seja,
185" 1] + 1185~ w1 B
e = BRIl = 1,
com isso N(Bj*) > 0, consequentemente f,,(0) = |fn(0)], entdo para todo

0 € [0,27] e m € N temos |f,,(0)] < log(||Bsl||), sendo log(]|By||) ainda uma
fungao integravel com respeito a Lebesgue, pois para todo 6 € [0, 27| temos
|| Bo|| < TIj=; [|AjRel| = IT}= [|4;|| < oo, portanto o Teorema da Convergéncia

Dominada é aplicavel, e este munido a Proposicao 4.22 nos fornece

1/2”1 (By)do = 1/% lim N (BI)do
21 Jo 8 Ao —2m Jo ml—I}%Om o
1 2w . 1 m
= %/0 Jim EN«AnRO"'AlRG) )do
2r 1

m—oo Jo m

= lim im(N(An) + - N(41))

m—oo m,

= N(4))
j=1
e entao, o Teorema 4.19 esta provado. [ |

No decorrer deste texto e das demonstracoes exibidas, ja realizamos
calculos relacionados ao que veremos a seguir, no entanto achamos interessante
evidenciar este por meio de um lema, ja que é usado diretamente no Teorema

subsequente.
Lema 4.24 Seja A € SL(2,R), entao N(A) <log ||A]| <log 2+ N(A).

Prova. Como ja provado, para A € SL(2,R) temos [|A|| > 1 e portanto
[|A||7! <1 < [|A]]. Assim

All + ||A]]7 All +]|A
N(A):log(“ I+ 4] >g10g” L IAL_ og .

Por outro lado,

Al + |4
HAl+[14]]

1og2—|—N(A):log< 5

) — Log([|Al + [|AlI"Y) > log ||A]

|
Enfim chegamos a Formula de Avila-Bochi-Herman. Para este resultado

devemos estar sob uma transformacao ergédica (X, u,T) e um cociclo linear
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A: X — SL(2,R), o qual satisfaz a seguinte condigao de integrabilidade

/. log l[A@)lldu(x) < o0

Com isso, para # € R definimos o seguinte cociclo linear

ARy : X —» SL(2,R)
z+— (ARy)(x) = A(x)Ry.

Note ainda que a funcdo [0,27] > 6 — L(ARy) trata-se de uma fungado

p—mensuravel, ja que é o limite de fungdes mensuraveis.

Teorema 4.25 (Formula de Awvila-Bochi-Herman) Seja T @ X — X uma
transformagdo ergédica e A : X — SL(2,R) uma fun¢io mensurdvel, tal que
log [|A|| € L,(X). Entdo,

[ g = [ s <||A<x>|r - HA(:c>II‘1> o

2

Prova. Pelo Corolério 4.20 e pelo Lema 4.24, segue para x € X

SN = o [N )R A R

= o [N (AR )8

1 2
< (n)
<5 [ log|I(AR) ) @)]ae.

e ainda
S N @) = 5 [NV @) o Al Re)ab

= [N (AR ™ ))ds
27 (n).’E G(n)m -1
L g (AR AR

2

= o [ 108 (AR @)l + AR @)]| ) ~ log 2 d8

21/ log (I|(ARe) ™ (@)l + [|(ARe) ™ (@)[|™*) d — log 2

/ log ||(ARy)™ (x)||d6 — log 2
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a ultima desigualdade segue do fato de que a funcao logaritimica é crescente.

Consequentemente, temos

n—1

n—1 ) 1 2 .
> NAT (@) < o= [ log [I(AR) V(@) lld6 < log 2+ 30 N(A(T ()
j=0 Jj=0
Entao
1 n—1 ) 1 1 27
lim 7 SN @) < Jim 5 [ s (AR V@)
. 1 . 1 n—1 )
< lim —log 2+ lim — ZN(A(T]@)))
n—oo n, n—oo n, j:0

1 n—1

= lim — E N(A(T?
n—>1 o©n j=0 ( ( ($>))
isto é,
lim — ” —11 ARp)™ df = lim —1 3 A(T?
i /0 —log [|(AR)™ ()| i Oon;:(; N(A(T(x)))

Note que a fungdo N o A : X — R, definida por N(A) = log (M),
é p—integravel, N(A) € L'(u, X), j& que N(A) < log ||A||, o que implica no
fato de [y N(A) du < [y log ||Al|dp < co. Além disso, 1" é uma transformacao
ergodica definida sobre o espago de probabilidade (X, p). Assim, faz sentido

aplicarmos o Teorema de Birkhoff, Teorema 3.9, portanto

n—1

lim 5" N(A(T (@) = [ N(A@)dp(a) 1= ap. o € X
Deste modo,

lim /O%ilog (AR @)1 do = [ N(A@)du(w) 5~ atp.z € X

Perceba, para finalizarmos a prova deste teorema, basta aplicarmos o teorema
da convergéncia dominada, mas antes precisamos provar que, de fato, faz

sentido aplicarmos este teorema. Temos para todo x € X e para todo 6 € [0, 27|

0< 711 log |/(ARy) ™ (@)|| = + log (|A(T"(@))Ro-- - A(x) Rall)

< — log (I[AT" " (@)|| [[Roll - - - [[A()I] || Rol|)

—3—3

= — log (JA(T" @)l [|A@)I]
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= 1 log AT @)

J=0

Defina as fungoes

hp: X — R

1
x> ~ log [(ARg)™ (2)]],

fn X —R
1] ;
T — 3 log [JA(T ()]
=0
Note que, por hipoétese, h, é uma funcdo p-mensuravel, em particular é
p-integravel, para todo n € N. Portanto basta encontrarmos uma funcao
g € LY, X) tal que |h,(x)| < |g(z)|, para todo n € N e p-q.t.p. = € X.
Pelo Teorema de Birkhoff,

n—1

1 .
1 — ‘[[ — J == -
lim fu(z) = lim n jzolog [|A(T? (x))]| /Xlog |A(z)|| dpy p—qt.p.zeX

n—oo

Entao (f,)nen € uma sequéncia convergente, consequentemente limitada. Deste
modo, existe uma constante ¢ € R tal que | f,,(z)| < [y log ||A(z)||dp+ ¢, para
todon € Ne pu—q.t.p. x € X. Assim, defina

g: X —R*
T /X log ||A(z)||du + ¢
uma funcgao claramente integravel.

Consequentemente |h,(z)|] < |[fu(2)] < g(x) < |g(x)|, para todon € N e

u—q.t.p. x € X. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

1 27 1 21 1
— [ LR = lim [~ log [|(AR)™(x)l|d8 = [ N(A(x))du()
21 Jo n—00 2w Jo mn X

uw—q.t.p.x e X. [ |

Apesar de tratar-se de um teorema relevante, a principio podemos
nos questionar sobre o real efeito do mesmo, ou o que de fato o teorema
pode nos informar a respeito do expoente de Lyapunov maximal do cociclo
A X — SL(2,R), ao invés do cociclo ARy : X — SL(2,R) dado por
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(ARy)(z) = A(x)Ry, como vimos. Deste modo, é pertinente exibirmos uma
aplicacao simples da Férmula de Avila-Bochi-Herman, a qual nos permite

explicitar o Expoente de Lyapunov maximal de um cociclo ja conhecido.

Corolario 4.26 Considere o cociclo linear apresentado na primeira desigual-

dade de Herman, Teorema 2.2, em que T : St — S' é uwma rotacdo irracional

por um dngulow e A : S* — SL(2,R) € o cociclo linear dado por A(e®) = AgRy
o 0

com Ag = 0 s para algum d > 0. Entao

L(A) = log (5 +25_1> .

Prova. Para z = e € S e § € [0, 27| temos

(ARg)™ (2) = (ARg)(T"'(2)) ... (ARg)(T'(2))(ARy)(2)
= AT (2))Ry ... A(T(2))RyA(2) Ry
= A(HTUN Ry AT Ry A(e'D) Ry
= Ao Roti+(n-1)w - - - AoRoti40 Ao Rots
_ A(ei(9+t+(n—1)w))A<€i(€+t+w))A(€i(9+t)>
= AT 1 (e?2))A(T (2)) A(e?2)
= A (7).

I Ortanto,
L(ARy) = lim 1 lo HAR(n)(z)H = lim 1 log [|A™(e2)|| = L(A)
0 " n g 0 ” n g )

1—q.t.p., j& que T' é uma transformagao ergodica.
Portanto, L(ARy) = L(A) p—q.t.p. e para todo 6 € [0, 27], assim pela Féormula

de Avila-Bochi-Herman temos

L(A) = L(ARy) - ;ﬁ /O%L(ARg)dH = [ 1og (HA(x)II +2|!A(x>ll‘1> (o)

—1 -1
:/ 10g<]|A0H—|—HA0H ) dji = log <5+(5 )
St 2 2
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