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Resumo

Arcas da Fonseca, lago; Alla, Alessandro; Borges Barreto Jr.,
Abelardo. Aplicagdbes da Equagao do Calor na Industria do
Petroéleo. Rio de Janeiro, 2020. 74p. Dissertacao de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

Neste trabalho focamos sobre alguns modelos matematicos na area do
petréleo, com o objetivo de propor um modelo inicial de simulador numérico
de reservatorios. Inicialmente apresentamos uma EDP do calor nao-linear
com um termo fonte de calor constante, estudada para o dominio sendo uma
placa plana quadrada homogénea e heterogénea, onde aplicamos solugoes
numéricas utilizando o método das diferencas finitas implicito. Abordamos
o problema de refinamento da malha no entorno dos pocos utilizando o
método JFNK (Jacobian-Free Newton-Krylov), que aumenta a eficiéncia
computacional através de uma aproximacao para a matriz Jacobiana. Por
fim resolvemos um sistema de EDPs nao-lineares que representam o escoa-
mento bifasico de agua e 6leo, constituido por equagodes de transporte em
termos da pressao e da saturagao. Fizemos simulagoes numéricas de alguns
casos conhecidos e os resultados mostraram uma boa qualidade no nosso

método.

Palavras-chave

Diferencas finitas;  Método Newton-Krylov Sem-Jacobiano;  Simu-

lagao numérica de reservatérios;  Escoamento bifasico de agua e 6leo.
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Abstract

Arcas da Fonseca, lago; Alla, Alessandro (Advisor); Borges Barreto
Jr., Abelardo (Co-Advisor). Applications of Heat Equation in
Oil Industry. Rio de Janeiro, 2020. 74p. Dissertacao de mestrado
— Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica
do Rio de Janeiro.

In this work we focus on the numerical approximation of some
mathematical models in the oil field. First, we present a non-linear heat
equation with a constant heat source term, studied for the domain of a
homogeneous and heterogeneous square domain, where we apply numerical
solutions using an implicit finite difference method. We approach the
problem of mesh refinement around the wells using the JENK (Jacobian-
Free Newton-Krylov) method, which improves the computational efficiency
through an approximation to the Jacobian matrix. Finally, we solve a system
of non-linear EDPs that represent the two-phase flow of water and oil,
consisting of equations of transport in terms of pressure and saturation.
Numerical simulations for some known cases showed accurate approximation

of our method.

Keywords
Finite Difference; Jacobian-Free Newton-Krylov Method; Numerical

reservoirs simulation; ~ Water-oil biphasic flow.
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O ser humano ndao morre quando seu coragdo
deiza de bater, morre quando de alguma ma-
neira deiza de se sentir importante.

Augusto Cury, O vendedor de Sonhos.
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1
Introducao

Atualmente a matematica aplicada se faz presente fortemente na socie-
dade, um dos motivos ¢ por conta da dificuldade de se resolver problemas ma-
tematicos analiticamente. Busca-se entao uma solugao numérica aproximada
desses problemas. Somando-se a isso, surgem naturalmente problemas indus-
triais, desafiando e fazendo com que cresca ainda mais a matematica aplicada,
que se mostra uma potencial ferramenta para solugoes desses problemas, como
pode ser observado em Friedman (1).

Cursos de matematica industrial comecaram a surgir nas universidades,
fazendo com que a matematica se aproxime cada vez mais da industria, o que
incentiva e é produtivo para o desenvolvimento de ambas. Esse fato se deve a
crescente demanda do mercado industrial. Assim as universidades comegaram
a buscar meios de implementar esses cursos, como pode ser visto em Friedman
e Lavery (2), onde os autores dao instrugoes de como se iniciar um curso de
matematica industrial nas universidades.

No Brasil, o primeiro curso de graduagao em matematica industrial foi
oferecido no ano 2000 pela Universidade Federal do Parana (UFPR), e depois
o curso surgiu na Universidade Federal do Ceard (UFC), Fundacao Getulio
Vargas (FGV), Universidade Federal do Espirito Santo (UFES), entre outras.

Uma forte ligacdo que podemos ver entre a matematica aplicada e a
industria estd relacionada a Engenharia de Petréleo, pois muitos modelos
matematicos sao criados para dar informagoes importantes sobre jazidas
petroliferas, como: reservatoérios, pocos, exploragao, localizacao, producao,
perfuracao, entre outros. Muitos livros sao escritos sobre o assunto, e disciplinas
de graduacao surgiram nessas areas. Uma referéncia é o livro de Abou-Kassem
et al. em (3), onde os autores ensinam a construir um simulador de reservatérios
a partir do estudo de modelos matematicos.

Ocorre que a modelagem de muitos problemas da engenharia e das
ciéncias da natureza de um modo geral envolvem equacoes diferenciais parciais
- EDPs, e quanto maior a proximidade dos problemas em relagdo ao mundo
real, a teoria matematica para resolvé-los se torna mais dificil, dado que suas
modelagens sao feitas por sistemas de EDPs nao-lineares, onde a resolugao

por métodos analiticos é bastante complicada, nem mesmo sendo possivel,
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Capitulo 1. Introducio 13

atualmente, em certos casos. Como uma alternativa a essa situacgao, surgem os
métodos numéricos, que contribuem na resolucao desses problemas, fornecendo
solugoes aproximadas.

Sendo assim, a motivacao do nosso trabalho é contribuir para a aproxima-
¢do entre a matematica e a industria, procurando aperfeicoar procedimentos ja
existentes e solucionar os novos problemas que surgem. Particulamente nosso
objetivo sera voltado para o estudo de algumas aplicagoes da EDP do calor na
industria do petréleo.

Inicialmente buscamos a solucao numérica da EDP do calor nao-linear
em duas dimensoes com um termo fonte de calor constante e um variavel,
usando o método das diferengas finitas apresentado em Leveque (4). Em
termos bem gerais, podemos pensar nos termos fontes de calor da seguinte
maneira: quando os termos fontes de calor constante sdo positivos, representam
pocgos produtores, produzindo 6leo a uma vazao constante, e quando sao
negativos representam pocos injetores, injetando dgua a uma vazao constante.
E os termos fonte de calor variavel representam pocos produzindo a uma
vazao variavel. Utilizamos o MatLab como ferramenta para aproximar nosso
problema.

A presente dissertacdo esta organizada em cinco capitulos, onde o pri-
meiro capitulo consiste dessa introducao.

O segundo capitulo traz a resolugao da EDP do calor nao-linear com
termos fontes, cujo dominio é uma placa plana quadrada homogénea, ou
seja feita de um unico material, logo toda a placa possui condutividade
térmica constante. Discretizamos a equacao e estudamos métodos numéricos
de resoluc¢ao como o método de Newton, em Faires e Burden (5), do Subespago
de Krylov, em Liesen e Strakos (6) e JENK (Jacobian-Free Newton-Krylov),
em Knoll e Keyes (7). Optamos por utilizar o ultimo método para aplicar
ao problema, pois ele nos permite uma aproximacio eficiente para a matriz
jacobiana e aumentar a dimensao do problema. Tanto para o caso de fontes de
calor constantes, como para o caso de fontes de calor variavel, foram realizados
testes com diferentes posicionamentos e intensidades dessas fontes. Ao final
foram estudados cinco casos para cada tipo de fonte (constante ou variavel).

O terceiro capitulo também traz a resolucao da EDP do calor nao-linear
com termos fontes, porém com o dominio sendo uma placa plana quadrada
heterogénea, logo a placa ndao é mais feita de um tunico material, e assim a
conduvidade térmica nao é mais constante em toda a placa como no capitulo
anterior, fazendo que o problema nao tenha solucao analitica. Tratamos a placa
heterogénea como sendo divida em quatro regides onde cada uma possui um

valor de condutividade térmica diferente, e colocamos condigoes de contorno
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Capitulo 1. Introducio 14

internas entre essas quatro regioes. Inicialmente discretizamos as quatro con-
di¢oes de contorno internas da placa, e estudamos as modificagdes que elas
produzem na EDP do calor. Organizamos diferentes posicionamentos para as
fontes do termo fonte de calor constante obtendo quatro novos casos. Realiza-
mos experimentos numéricos baseados em dois testes: no primeiro resolvemos
a EDP do calor para os quatro casos obtidos e no segundo resolvemos as mes-
mas equagoes porém adicionamos o termo fonte de calor varidavel. Discutimos
e comparamos os resultados obtidos. No quarto capitulo tratamos mais direta-
mente de uma aplicacao da EDP do calor na industria do petréleo, estudando
um sistema de EDPs, que representa um escoamento bifasico de agua e Oleo,
em termos da pressao do 6leo e saturacao da agua com coeficientes de di-
fusividade constantes. Inicialmente discretizamos as equagoes do sistema e o
resolvemos numericamente pelo método das diferengas finitas e o método IM-
PES (Implicit Pressure Explicit Saturation), em Kou e Sun (8), onde tratamos
as equacoes desacopladas, resolvendo implicitamente para a pressao do 6leo e
explicitamente para a saturagdo da agua. Organizamos diferentes posiciona-
mentos para a injecao de dgua e producao de dleo e realizamos experimentos
numéricos de alguns casos conhecidos, cujos resultados mostraram a qualidade
no nosso método.

No quinto capitulo apresentamos a conclusao do trabalho.
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2
Equacao do Calor com Termo Fonte em uma Placa Homo-
génea

Nesse capitulo estudaremos a equacao diferencial parcial do calor em duas
dimensoes, como ponto de partida para no Capitulo 4 estudarmos o escoamento
bifasico de agua e 6leo. Vamos tomar o dominio representado por uma placa
plana 2 = [0, L] x[0, L] C R? no formato de um quadrado de lado L € R, L > 0,
feita de um tinico material com condutividade térmica constante ¢ € R, o > 0.

Denotaremos a temperatura no ponto (z,y) € 2, no instante de tempo
t, por U((z,y),t), assim U : Q x [0,T] — R? onde T € R, T' > 0 representa
o tempo final.

Nossa placa €2, através de sua fronteira 0f2, troca calor com o meio
externo. Essa condicao escrita matematicamente se expressa como a condi¢ao
de contorno do tipo Neumann 9,,U = 0, para (z,y) € OS2

Além disso 2 estarda submetida a uma fonte de calor constante ¢ e uma
fonte de calor variavel s que varia de acordo com a temperatura da placa, onde
g:Q—R?es:Q — R?

Nessas condigoes, dado que a placa {2 possui uma temperatura inicial
U((x,y),0) = f(z,y), estd submetida a uma fonte de calor constante g, e
a uma fonte de calor varidvel s(U), a sua temperatura em um determinado

instante de tempo t, é determinada pela equagdo do calor (2-1).

U =0cAU + s(U) + g, (x,y) € Q,t € [0,T]
U((l’,y),O) = f(xvy)v (xvy) € (2'1)
0,U =0, (x,y) € 0Q,t € [0,T]

Onde AU = U, + U, ¢é o laplaciano de U. Em Evans (9) esta
demonstrado a existéncia e unicidade da solugdo da equagao (2-1), porém
como essa equacao ¢ nao-linear e bidimensional, a visualizacao de sua solugao
nao ¢ algo simples de se obter, principalmente para dominios heterogéneos
(assunto abordado no Capitulo 3), onde nao ha solucao analitica. Por isso nossa
motivacao estd em resolvé-la numericamente. Para tal, vamos usar o Método
das Diferencas Finitas apresentado em Leveque (4). Dessa forma precisamos
discretizar o espaco e tempo, e depois aproximar numericamente a derivada

espacial e temporal na equagao do calor em (2-1).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 2. Equacdo do Calor com Termo Fonte em uma Placa Homogénea 16

2.1
Aproximacao Numerica

Para o espago, vamos discretizar o intervalo [0, L], em ambos eixos z e

y, em n + 2 pontos com espagamento uniforme h entre eles, onde:

L
h = (2-2)
n+1
A discretizacao pode ser visualizada na Figura 2.1.

g =10 T T 8 Taiig =1
gougy & : i
J (OO) (LDJ Yo
g=1 Y1
Je=2 Y2

(I’n__y:}]
h
h
F——
Fe=iR Yn
J:ﬂ.—l (DL] (LL] Yni1 =L
=1} =21 i=2 i=mn i=n+1

Figura 2.1: Discretizagdo do dominio 2.

Desse modo, z; = th e y; = jh para 0 < 4,7 < n + 1. No total
teremos (n + 2)% pontos (z;,y;), e para ordend-los, percorremos os pontos
da malha bidimensional na Figura 2.1 de cima para baixo, da esquerda para
direita. A escolha de uma ordenacgao para os pontos do dominio é importante
para a resolucao de sistemas lineares, pois como existem diferentes ordenagoes
possiveis, para cada uma havera diferentes matrizes associadas, de acordo com
Cuminato e Meneguette em (10).

Para o tempo, vamos discretizar o intervalo [0, 7] em m + 2 pontos, com

espacamento uniforme At entre eles, onde:

T
At = ——. 2-3
m+1 (2-3)
A discretizacao pode ser visualizada na Figura 2.2.
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y —
"

Yy T

9 -
]

Figura 2.2: Discretizacao do intervalo [0,T]

Assim, t, = Atk para 0 < k < m + 1. Dada essa discretizacao,
adotaremos a notagao Ui’fj, que representa o valor aproximado da solucao exata
U((xi,y;), tr). Logo U, = U((xi,y;), tr). O termo fonte varidvel s(U) pode ser
reescrito como s(U};), e o termo fonte constante como q(z;,y;) = ¢;; e ambos
atuam nos nés da malha bidimensional, ou seja, nos pontos (z;, ;).

Dessa forma, podemos reescrever a condi¢ao inicial como:

UYs = flxi,y;), 0<i,j<n+1 (2-4)
Como 2 tem a forma de um quadrado de lado L, temos que a condicao
de contorno do tipo Neumann na Equacao (2-1) se expressa nos quatro lados

desse quadrado, assumindo a forma:

oU

< - ~ I
ax O? y

oU

87 = O, Yy = 0

(2-5)

oU

—_— = = L
By 0, x

oU

— =0 =0
oy ’ o

Na Equacao (2-5), vamos reescrever a primeira e terceira equagdes na

forma discretizada e aproxima-las por Diferencas para Tras, obtendo:

k k k
an,n—‘rl ~ U',n+1 - U‘—&—l,n—f—l —0
- Y

~ : 0<1 < 1 2-6

ox h StsnT (2-6)
Uy Uhiy = Uiy

n 5 ~ n 5, n ) :0 0<< 1 2_7

E vamos reescrever a segunda e quarta equagoes em (2-5) na forma

discretizada e aproxima-las agora por Diferencas para Frente:

Uy, Ul —Uly

) ~ 1 7, — << 1 2_
5 - 0, 0<i<n+ (2-8)
d o~ 20 ) 0<j<n+1 2-9

Assim, das equagoes (2-6), (2-7), (2-8) e (2-9), as condi¢oes de Neumann

em (2-5) podem ser reescritas como:
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Uzkn—i-l = Uzlj—l,n-i-la 0<:<n+1
Uk =UE |, 0<i<n+1
1,0 z+1£ _Z'_n (2_1())
Un—i—l,] = Un+1,j+17 0 S J S n+1
UO,j_U(]ij-f-ly 0<5j<n+1

Onde 1 < k£ < m. Vamos aproximar as derivadas de segunda ordem por

Diferencas Centrais:

k k
Uze1,j - QUM + Ul+1_]

Um((%‘;?Jj)Jk) = h2 (2_]‘1>
Uk, —2Uk 4 U
Uyy (2, 95), tr) 2 == 5 SAs (2-12)
Agora, somando (2-11) e (2-12) obtemos a aproximagao:
oAU =~ UUik_l’j Uiy = 408+ Ul o+ Ul (2-13)

B2
Usaremos o Método Implicito de Euler apresentado em Leveque (4),

aproximando a primeira derivada no tempo em U, usando Diferencas para
Trés:

ko prk—1

Uk — Uk
Ur((2i,y5), t) =~ jTt] (2-14)
Substituindo (2-13) e (2-14) na equacao do Calor (2-1), obtemos um

conjunto de equagoes algébricas:

k k—1 k k k
Ufy —Uij _ Ul + Ul — AU + Uy + Ul
At h?

Que pode ser reescrita como:

Ul = —aUf j—aUl,_ +(1+4a)US —aUf,, —aUf, = Ats(UF;) — Atgy,
oAt (2-16)
paralﬁi,jﬁn,lﬁkﬁmea:?.

Em (2-16), vamos substituir os valores para i, j seguindo a ordenagao de
cima para baixo e da esquerda para direita, deixando k fixo, assim temos n?
equacoes, nessas n? equagoes vamos substituir as condigoes de contorno (2-10),

obtendo um sistema nao-linear que pode ser expresso como a equagao:

UFt = AUF — Ats(U*) — Atg,  k=1,...,m, (2-17)

2 ~ .
onde U* ¢ € R"*! sdo as matrizes:
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e A e R"*" ¢ a matriz pentadiagonal:

B
—al

0

o
U1,1
k

U1,2

k
Ul,n

k
_Un’n_

—al
C

0
—al

—al
0

41,1
q1,2
q1n
| dn.n |
0]
C —al
—-al B |

com B, C, e R™"™ sendo matrizes tridiagonais, onde [ é a matriz identi-

dade, 0 é a matriz nula e B, C' sdo da forma:

(1+ 2a) —a 0
—a (1430) —a«
B— :
—a
0 0
(14 30) —a 0
—a  (14+4a) —«
O —
—«
0 0

(14 3a)

—Q

(14 4a)

—Q

(1+20)

0

—

(1+3a)

A primeira ideia que surge para resolver a equagao (2-17) que é nao-linear,

é usar o Método de Newton.

2.1.1
Método de Newton

Vamos definir uma funcdo F : R — R”

2

F(z) = -U""' + Az — Ats(z) — Atg,k=1,2,...,m,

(2-18)

tal que F(U*) = 0 corresponde a solucio procurada da equagao (2-17), Uk~1 é

conhecido, dado que U° é condicdo inicial. A matriz jacobiana da funcio F é:
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J(z) =A— AtJ(s(x)) (2-19)
onde J(s(x)) representa a jacobiana de s(z). Como trabalharemos com fungoes
s(z) onde cada componente é independente umas das outras, teremos que
J(s(z)) : R" — R" é uma matriz diagonal.

A linearizacao da funcdo F na vizinhanca do ponto z, € R™ é:

F(x) >~ F(xy) + J(z))(x — x) (2-20)
Seja o vetor x 41 € ]R”Q, definido como o vetor que faz com que a

linearizacao de F' seja nula, dai:

F(z) + J(z2)(2a41 —22) = 0 (2-21)
Ou seja, sendo Az = x),1 — x), temos que Az é solugdo do sistema
linear:
J(x\)Azr = —F(x)) (2-22)
E dessa forma:
Tar1 =Ty + Ax (2-23)

Portanto, partindo da equacio (2-17) e da condi¢ao inicial U°, determina-
mos U através do Método de Newton e assim sucessivamente. A convergéncia
e estabilidade do Método de Newton estd demonstrada em Faires e Burden
(5).

Abaixo estd um pseudocddigo para o Método de Newton.

Algorithm 1 Método de Newton
Require: zg, F, J, tol
Ensure: z,,
Tp, < o
Ty 4 T,
Resolva o sistema linear J(z,)u = F(z,)
Tp, < Tp tu
while ||z, — z,|| > tol do
Ty & T,
Resolva o sistema linear J(x,)u = F(z,)
Tp, < Tpt U
end while

O Método de Newton é usado para sistemas nao lineares, e em cada
iteragao ele resolve um sistema linear. Assim é natural buscarmos um modo
eficiente de resolver esses sistemas lineares que surgem, como por exemplo, o

Método do Subespago de Krylov.
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2.1.2
Método do Subespaco de Krylov

Sendo M € R™" ¢ b € R™!, 0 Método do Subespaco de Krylov objetiva

resolver o sistema linear:

de modo a obter uma solugao aproximada x tal que:

Mz~ b (2-25)

Para isso, primeiramente define-se o residuo inicial:

To :b—M[L'O (2—26)
Onde x( é uma estimativa inicial para a solucao do sistema linear (2-24).

Dai obtém-se o subespago de Krylov K, dado por:

K, (M, ro) = span(rg, Mro, M?rq, ..., MP 1) (2-27)
para p < n. Depois busca-se uma base para esse subespaco, uma escolha

natural seria:

@ = {ro, Mro, M?rq, ..., MP 1o} (2-28)
Dessa forma, qualquer vetor z € K,(M,ry) pode ser escrito como

combinagao linear dos elementos do espaco K,(M, r):

z = (fp_lMpil—F...+£2M2+§1M+£0[)7’0, (2—29)
para § € R, i =0,1,...,(p—1).
Se M for invertivel, temos das equagoes (2-26) e (2-25) que:
Faxg+ Mg (2-30)
Aplicando-se para a matriz M o teorema de Kayley-Hamilton apresen-

tado em Hoffman e Kunze (11), podemos obter uma expressao da sua matriz

inversa M~!, e assim:

M71T0 = (gn,anfl + ..+ §2M2 + ClM + §0[)7"0 (2—31)
onde os coeficientes ¢; € R, para ¢ = 0,1,...,(n — 1) podem ser obtidos pela

equagdo caracteristica de M. Assim, de (2-31) e (2-29) vem que:
M 'rg € K,(M, o). (2-32)
Portanto, de (2-30) e (2-32) concluimos que:

T Exy+ ICP(M, T‘Q) (2—33)
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Isso significa que devemos procurar a solucao aproximada & do sistema
(2-24) no subespaco afim xy + KC,(M,ry). Para fazer isso vamos impor a

condicao de Galerkin:

b— Mz, L L, (2-34)

Onde L, ¢ o espaco das restrigoes de dimensao p. Existem varios métodos
do subespaco de Krylov que surgem através das diferentes escolhas de L,.
Quando escolhemos L, = K,(M,ry) temos Método dos Residuos Minimos
Generalizados (GMRES - Generalized Minimum Residual) apresentado por
Saad e Schultz em (12).

Antes de iniciarmos a busca pela solucdo aproximada Z, precisamos
construir uma base adequada para o subespago de Krylov IC,(M, 1)), pois a
escolha natural que indicamos em (2-28) néo é boa, dado que essa sequéncia de
vetores converge para o autovetor associado ao maior autovalor, em médulo, da
matriz M e assim tende a se tornar linearmente dependente quando o niimero
de iteracoes é alto, LeVeque (4), porém isso nao ocorre se a base for ortonormal,
entdo uma boa ideia é ortonormalizar a base (2-28) e depois usé-la como base
do subespaco de Krylov. Para isso usaremos o Método de Ortonormalizacao de

Arnoldi, apresentado por Arnoldi em (13), que a partir de um vetor unitério:

To

[I7ol|
Gera vetores w, através da ortonormalizagao de Mw,_; com relacao aos

w1

(2-35)

vetores gerados anteriormente. Abaixo temos um pseudocodigo para o Método

de Ortonormalizagdo de Arnoldi:

Algorithm 2 Método de Ortonormalizacao de Arnoldi
Require: M, b,z
Ensure: w;, 1 =1,...,n
1: rg < b— Mxg
2: wy < 1o/||7ol]
3 forj=1,...,(n—1) do
Wijt1 < M * W;
fori:=1,...5do
H; j < (wi, wjt1)
Wil < Wi — Hyj* w;
end for
Hijprj < [|wjsl|
10: wjpy < wier/Hju
11: end for

Onde a matriz H, € RP*?, cujas entradas H;; foram produzidas no
algoritmo (2), é a matriz de Hessemberg superior (H;; = 0 para ¢ > j + 1),

onde p é o ntimero de iteragoes feitas durante o algoritmo (2). E tomemos
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a matriz W, € RP*? como sendo W, = [wy wy ... w,], cujas colunas sdo
formadas pela base ortonormal que construimos. Repare que o algoritmo (2)

atualiza o vetor w;;; no passo 10 da seguinte forma:
Hji1jwjt1 = wjn (2-36)

Substituindo o passo 7 do algoritmo (2) no lado direito da equacao (2-36)

obtemos:
Hjp1jwj1 = wjp1 — Hyjw; (2-37)

Ao substituirmos o passo 4 do algoritmo (2), no lado direito da equagao

(2-37) temos que:
Hjprjwipn = Mw; — Hyjw; (2-38)

Apoés p iteragoes a equagao (2-38) terd a forma:
Hp+1,pwp+1 = wa — Hprl - ngpwg — ... Hp’pwp (2—39)
Que pode ser reescrita como:
wa = Hljpwl + HQ,pr + ...+ Hpjpwp + Hp+17pwp+1 (2—40)
Assim: ~
Mw, =W,1h, (2-41)
Onde ﬁp representa a p-¢ésima coluna da matriz H, e W,; ¢ a matriz
cujas colunas sao a base ortonormal para o subespago de Krylov KC,(M, 7).
Generalizando a equacdo (2-41) para todos os vetores de W,, surgem as

matrizes W, e H, do lado esquerdo e direito, respectivamente. Assim obtemos

a relacao:
MW, =W, H, (2-42)

Agora, suponha que z, seja uma solucao aproximada do sistema linear

(2-24), entao pela equagao (2-33) podemos escrever que:

T, =xo+C, (2-43)
Onde ¢, € K, (M, 1), mas como por construcao os vetores coluna de W,

sao uma base para K,(M, 1), temos:

Cp =prwr + ... pW, (2-44)
Para p;, i = 1,...p escalares. Note que podemos reescrever (2-44) da

seguinte maneira:

¢ = Wop, (2-45)
De modo que p, ¢ um vetor coluna cujas entradas sao p;, ¢ = 1,...p.

Assim pela equagao (2-43) e (2-45), temos:

T, = X9 + prp (2—46)
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A Equagao (2-46) é usada para encontrar a solugdo aproximada. O que
resta entao é saber como encontrar o vetor p,. Para isso suponhamos sem perda
de generalidade que nosso ponto inicial zy seja o vetor nulo, dai as equagoes

(2-26) e (2-46) ficam respectivamente:

Tozb

z, = Wpyp, (2-47)

E repare que pelo fato do vetor w, ser a primeira coluna da matriz W,

a Equacao (2-35) pode ser reescrita como:
ro = |[rollwr = Wpa([rollex) (2-48)

Onde e; é o primeiro vetor da base canonica. Para o Método dos Residuos
Minimos Generalizados, é preciso que em cada iteragao p o residuo seja minimo,
dai vem o nome do método, ou seja:

ro|l = min b— Mzx 2-49
Irll = _min llb= Ma,| (2-49)

Vamos substituir as equagoes (2-47) em (2-49):
[Irpll = min [jro — MWpp,|| (2-50)
ppERP
Agora, substituindo (2-48) e (2-42) em (2-50), obtemos:
7]l = min ||W,s1(flroller) = Wi Hopy| (2-51)

Para que ||r,|| seja minimo, devemos ter que o lado direito ta equacao

(2-51) seja proximo de zero, ou seja:
W1 Hypp = Wora(llroller) (2-52)

Note que W, ¢ uma matriz ortogonal por construgao, dai W, +11 = W[Zrl,
entdo multiplicando ambos lados da equagao (2-52) por Wg]rl a esquerda, temos

que:
H

oo = [[rollex (2-53)

Note que (2-53) é um sistema linear simples de ser resolvido porque H,
é a matriz de Hessenberg superior, Golub e Loan em (14). Ao resolver esse
sistema obtemos entao o vetor p, como querfamos, e para encontrar a solugao
aproximada do sitema linear (2-24) basta substituir o valor de p, na equacao
(2-46).

Portanto, para obtermos um pseudocédigo do Método dos Residuos
Minimos Generalizados, basta que acrescentemos antes do fim no algoritmo

(2), depois do passo 10, os comandos:
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Algorithm 3 Método dos Residuos Minimos Generalizados
Require: z;
Ensure: zn,

1: Resolva o sistema linear H;p; = (||rol|e1)
2: if ||T0 — MW]pJH < tol then
3: xj < xo + W *p;
4: Pare o método
5. end if
Onde W; = [w; ... w;]. Ou seja, calculamos o vetor que minimiza

o residuo, depois se o residuo for menor do que uma tolerancia escolhida,
encontramos a solucdo aproximada e paramos o método. A convergéncia e
estabilidade do Método GMRES est4 feita em Liesen e Strakos (6).

Esse modo de resolver sistemas lineares é bem eficiente, e assim é natural
a ideia de um co6digo que envolva o Método de Newton e o GMRES: onde o
GMRES é usado para resolver os sistemas lineares nas iteracoes do Método de
Newton, porém ainda precisariamos calcular toda a matriz jacobiana .J, o que
pode ser bem caro computacionalmente dependendo da expressao da funcgao
F. Objetivando contornar esse problema surgiu o Método Newton-Krylov Sem
Jacobiano (JENK - Jacobian-Free Newton-Krylov), Knoll e Keyes (7).

2.1.3
Método Newton-Krylov Sem Jacobiano

No Método Newton-Krylov Sem Jacobiano, nao é preciso calcular toda
a matriz jacobiana, o que torna o muito eficiente computacionalmente. Vamos
tomar a Equagdo (2-22), e nela aplicar o método GMRES, desse modo sendo

Azy um chute inicial teremos o residuo inicial como:

ro = —F(x) — J(z)Axg (2-54)
Onde F representa o sistema nao-linear. Assim, o subespaco de Krylov

nesse caso é:

K,(J,10) = span(ro, Jro, J?ro, ..., J* ‘1) (2-55)
Vimos que o objetivo do método GMRES é, em cada iteragdo p, minimi-
zar o residuo ||J(x)Az, + F(x)||, e temos pela Equacao (2-33), que Az, pode

ser escrito da seguinte maneira:

p—1 ‘
Al’p = A.CEO + Z di(JZ)TO (2—56)
i=0
Onde d;, 1 = 0,1,...,(p — 1) sao os escalares que minimizam o residuo.

Repare no lado direito da Equacao (2-56), que nao é necesséria toda a matriz

jacobiana, apenas precisamos do produto da matriz jacobiana por um vetor.
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Assim podemos obter uma aproximacao para esse produto através de uma

expansao de Taylor de primeira ordem, Knoll e Keyes (7), obtendo assim:

F(z —ve) — F(x) (2.57)

Onde € é uma pequena perturbagdo. A Equagdo (2-57) representa a

Ju ~

derivada direcional da funcao F' no ponto x na direcao do vetor v, essa é
a ideia central do método JFNK. A demonstragao da convergéncia do método
pode ser encontrada em Brown e Saad (15).

A ideia para um pseudocdédigo do método JFNK entao é usar o método
GMRES junto com o método de Newton e a aproximacao da jacobiana como
na equagao (2-57), o nosso chute inicial Az serd o chute inicial para o Método
de Newton. Abaixo estd um pseudocddigo para o Método Newton-Krylov Sem

Jacobiano.

Algorithm 4 Método Newton-Krylov Sem Jacobiano

Require: zg, F', €, tol
Ensure: zn;
TNy < Tg
Tn < rny
Resolva o sistema linear Ju = F(z,,) pelo algoritmo (3) usando (2-57)
TNy < TN —u
while ||xn; — anl|| > tol do
Tn < rny
Resolva o sistema linear Ju = F(z,,) pelo algoritmo (3) usando (2-57)
TNy < TN —u
end while

Usaremos o Método Newton-Krylov Sem Jacobiano para resolver as EDP
do calor nao linear, por causa de sua eficiéncia, e porque com ele conseguimos
aumentar o nimero de pontos na discretizacao do dominio, aumentando assim
a dimensao do problema e nao perdendo a eficiéncia computacional, dado que

precisamos de uma malha muito fina para melhor obtermos informagoes.

2.2
Experimentos Numéricos

Faremos dois tipos de testes: No Teste 1 resolveremos as equacgoes
somente com o termo fonte constante, ou seja s(U) = 0; e com o Teste 2
abordaremos as equagoes que possuem o termo fonte constante e variavel.

Em cada teste estudamos as equagoes com diferentes tipos de termos
fonte constante, junto com suas respectivas curvas de nivel. A cor azul e

amarela indicam baixa e alta temperatura, respectivamente. Quanto mais
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forte ou mais fraca é a tonalidade da cor, mais intensa ou mais amena é a
temperatura que ela representa.

Usamos cinco casos para o termo fonte constante, sao eles:

Caso 1: B
o) = { v s 009 (259
Caso 2: —5, (z,y) = (0.1,0.1)
g(z,y) = { 5, (z,y) = (0.9,0.9) (2-59)
0, c.c
Caso 3:
10, (z,y) = (0.1,0.1)
q(x,y) =1 5, (z,y) = (0.9,0.9) (2-60)
0, c.c
Caso 4: 1, (z,y) = (0.1,0.1)
-1, (z,y) = (0.1,0.9)
)4 (z,y) = (0.5,0.5)
a@y) = ~1, (z,y) = (0.9,0.1) (2-61)
-1, z,y) = (0.9,0.9)
0, c.c
Caso 5:
2, (z,y) = (0.1,0.1)
1, (z,y) = (0.1,0.9)
_J —10, (z,y) = (0.5,0.5)
w=y) = 3, (z,y) = (0.9,0.1) (2-62)
, z,y) = (0.9,0.9)

Para calcular a variagdo entre as solugoes de cada caso analisado nos
testes, procedemos como na Equagao A.18 do apéndice em Leveque (4). Onde

primeiro, em cada iteracao definimos:

E(k) = UM —U* (2-63)
Depois, para cada iteracao calculamos o quanto uma solucao difere da

outra:

2 1/2
HER] = (h;HU’““—U’“HQ) (2-64)

Para avaliarmos se a solugao chega ou nao ao equilibrio usamos o critério
de parada, na obtencao das solugdes, para quando: ||€(k)|| < 107® ou o ntimero

de interacoes for maior do que 10*. Se ocorre o primeiro caso temos que a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 2. Equacdo do Calor com Termo Fonte em uma Placa Homogénea 28

solugao chega ao equilibrio, e se ocorrer o segundo caso temos que a solugao
nao chega ao equilibrio.

Quando a solu¢ao nao chega ao equilibrio, fixamos o tempo final para
T = 5. Caso contréario, usamos como tempo final o tempo em que ela chega ao
equilibrio, ou seja quando ||E(k)|| < 1076,

Para cada caso fizemos um grafico semi-log da variagao pelo tempo,
[|E(K)|| x t. Quando a solucao chega ao equilibrio a variagdao decresce até 107,
como esperado pelo critério de parada, isso significa que a solugao para de se
desenvolver com o passar do tempo. E quando a solug¢ao nao chega ao equilibrio,
a variacao fica constante a partir de determinado momento, ou seja a solugao
nao para de se desenvolver com o passar do tempo.

Esse padrao foi usado para todos os experimentos numéricos no Capitulo
2 e 3.

2.2.1
Teste 1: Equacdo do Calor linear com termo fonte constante

Nesse caso, fazendo s(U) = 0 em (2-1), teremos a equagao:

U= oAU + g, (x,y) € Q,t €[0,T]
U((ZL’,y),O) - f<I>y)7 (ZE,y) € (2‘65)
0,U =0, (z,y) € 00

Repare que agora temos uma equagao linear. Pela equacao (2-16) segue:

Ut =—aUly; —aUfy  + (1 4+ 40)Uf; — aUf, ; — aUF,; ) — Atg; ;. (2-66)

1,7 i—1,j (

At
Paralﬁi,jﬁn,lﬁkﬁmeazah—z.

Que produz o sistema linear, que escreveremos da seguinte maneira:

AUF = U1 4+ Atg, 1<k<m (2-67)

Como nesse caso a equagao € linear, entao nao precisaremos do Método
de Newton.

Para a resolugao da Equacao (2-65), tomaremos como condigao inicial
U° a funcao f(x,y) = 0.

Vamos agora estudar cinco casos abordando diferentes funcoes ¢, que
representa o termo fonte de calor constante, e que ao mesmo tempo pode
representar também um pogo de produgao de petréleo (se a fonte for positiva)
ou uma injecdo de dgua (se a fonte for negativa) no reservatorio de petrdleo
que no caso seria toda a placa €.

Em todos os casos abaixo usamos os dados: L = 1, f(z,y) = 0,0 =

0.1, Az = 0.01, At = 0.025 e a dimensao do problema ¢ n? = 99% = 9801.
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O tempo final para cada caso foi analisado separadamente.

Caso 1: Usamos a fonte de calor constante como em (2-58). A Figura 2.3
apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos, através de
um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.4 ilustra as correspondentes

curvas de nivel e a Figura 2.5 o grafico ||E(k)|| x t em escala logaritmica.

tempo=0 tempo=1 tempo=2 tempo=5

X
5
o b
x
5
> %
X
5
o b
x
5
© b

~
IS
~
I

N
N
N

Temperatura
N

Temperatura
Temperatura
Temperatura

o
o

0
1

Figura 2.3: Teste 1 (Caso 1)

0
1

[

Figura 2.4: Curvas de nivel do Teste 1 (Caso 1)

X 10'4 '

0 1 2 3 4 5

Figura 2.5: Variagao ||€(k)|| do Teste 1 (Caso 1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 2. Equacdo do Calor com Termo Fonte em uma Placa Homogénea 30

Repare que a condicao inicial estd sendo satisfeita, e a solugao esta de
acordo com a fisica do problema, pois como ha uma fonte de calor no centro
da placa esquentando-a, isso faz com que toda a placa va4 aumentando de
temperatura, ficando porém com o centro sempre mais quente, como pode ser
notado na Figura (2.3), até atingir seu valor maximo de 0.0065. O valor minimo
da temperatura alcangada pela placa foi 0, como esperado. Como a soma das
fontes do termo fonte de calor ¢ nao ¢é nula, a solugdo nesse caso nao chega ao
equilibrio, como pode ser percebido na Figura 2.5, pois a variacao ||E€(k)|| fica

constante.

Caso 2: Usamos a fonte de calor constante como em (2-59). A Figura 2.6
apresenta a evoluc¢ao da solugao obtida em quatro diferentes tempos, através de
um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.7 ilustra as correspondentes

curvas de nivel e a Figura 2.8 o gréfico ||€(k)|| x t em escala logaritmica.

tempo=0 tempo=0.5 tempo=2 tempo=6.225
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Figura 2.6: Teste 1 (Caso 2)
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Figura 2.7: Curvas de nivel do Teste 1 (Caso 2)
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1072

1074t

10 ¢

108 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6
Figura 2.8: Variacao ||€(k)|| do Teste 1 (Caso 2)

Nesse caso temos em dois extremos simétricos, fontes de calor também
simétricas. E isso faz com que nas proximidades de cada um desses extremos,
predomine respectivamente a temperatura fria préxima de (0.1,0.1) e quente
proxima de (0.9,0.9). Com o passar do tempo, essas temperaturas tendem a se
propagar para toda a placa, como pode ser visto na Figura 2.7. A temperatura
méaxima atingida pela placa foi 0.0077 e a minima —0.0077, ambas iguais em
modulo, o que era esperado, dada a simetria da placa e das fontes de calor.
Note que nesse caso, como a soma das fontes do termos fonte de calor ¢ é nula,
entao a solucao chega ao equilibrio, como podemos ver na Figura 2.8, pois
agora a variacao ||E(k)|| é decrescente, e repare que a tolerancia de 107° que

impusemos é respeitada.

Caso 3: Usamos a fonte de calor constante como em (2-60). A Figura
2.9 apresenta a evolugao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.10 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.11 o gréfico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.
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Figura 2.9: Teste 1 (Caso 3)

tempo=5
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Figura 2.10: Curvas de nivel do Teste 1 (Caso 3)
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Figura 2.11: Variagao ||E(k)|| do Teste 1 (Caso 3)

Agora temos um caso parecido com o anterior, mas com fontes de calor
de modulos diferentes. Incialmente o processo é muito semelhante, ficando
mais frio perto da temperatura negativa e mais quente perto da positiva, e
ambas temperaturas se propagando pela placa, mas com o passar do tempo
a temperatura da placa atige seu maximo em determinado tempo mas depois
comeca a diminuir. Rerepare na Figura 2.9 que a temperatura em 7" = 5 é

menor do que em T = 2. Isso ocorre porque a fonte de calor negativa é maior,
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em modulo, do que a positiva, se propagando pela placa por mais tempo e com
mais intensidade. Veja também a diferenca das curvas de nivel em T = 5 na
Figura 2.10: ha mais curvas de nivel na regiao da temperatura fria do que na
quente. E em relacao ao caso anterior, na Figura 2.7, também em T = 5, ha
mais curvas de nivel na regiao da temperatura quente do que nesse caso. A
temperatura minima atingida foi —0.0169, menor que a do caso anterior, como
esperado. A temperatura maxima atingida foi 0.0071, também menor que a do
caso anterior. E como a soma das fontes do termo fonte de calor ¢ nao é nula,
a solugao nao chega ao equilibrio, como mostra a Figura 2.11 onde a variagao

fica constante.

Caso 4: Usamos a fonte de calor constante como em (2-61). A Figura
2.12 apresenta a evolucao da solugao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posi¢do. A Figura 2.13 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.14 o gréfico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.

tempo=0 temp0=0.025 tempo=0.2 tempo=1.55

x
-
5]

4
x
oy
<)

4

x
oy
5]

&

x

oy

<)
4

Temperatura
Fh o kN
Temperatura
Temperatura
Temperatura
= T~ )

-

Figura 2.12: Teste 1 (Caso 4)
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Figura 2.13: Curvas de nivel do Teste 1 (Caso 4)
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Figura 2.14: Variagao ||E(k)|| do Teste 1 (Caso 4)

Por conta das fontes de calor, as regioes proximas as quatro extemidades
da placa vao esfriando, e a regido central esquentando. Como a soma das
temperaturas do termo fonte de calor ¢ é zero, isso faz com que a solugao chegue
ao equilibrio, o que pode ser notado na Figura 2.14, respeitando a tolerancia
de 107% que impusemos. A solucdo obtida é um resultado esperado, pois esse
caso representa um esquema conhecido como five-spot, como é ilustrado em
Rosa et al. (16), onde a temperatura central representa um pogo produtor, e
as quatro temperaturas nos extremos, pocos injetores. A temperatura maxima

atingida pela placa foi 0.0033 e a minima —0.0011.

Caso 5: Usamos a fonte constante como em (2-62). A Figura 2.15 apresenta a
evolugao da solucao obtida em quatro diferentes tempos, através de um grafico
de temperatura por posicdo. A Figura 2.16 ilustra as correspondentes curvas

de nivel e a Figura 2.17 o gréfico ||E(k)|| X ¢t em escala logaritmica.
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Figura 2.15: Teste 1 (Caso 5)
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Figura 2.16: Curvas de nivel do Teste 1 (Caso 5)
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Figura 2.17: Variagao ||E(k)|| do Teste 1 (Caso 5)

No centro da placa estd um termo fonte de calor esfriando-a, e nas quatro
extremidades hé termos fonte de calor esquentando-a, com temperaturas
diferentes. Naturalmente, com o passar do tempo as temperaturas tendem a se
propagar pela placa, porém como as extremidades do lado direito esquentam
mais do que as do lado esquerdo, o frio que inicialmente esta centralizado,
comeca a se propagar pelo lado esquerdo porque nesse lado as extremidades
esquentam menos, dando esse aspecto inclinado no grafico da solugao, como
pode ser observado na Figura 2.15, e que pode ser também observado na Figura
2.19 com as curvas de niveis centrais um pouco deslocadas para a esquerda. A
temperatura maxima atingida pela placa foi 0.005 e a minima —0.0083. Repare
que como as temperaturas do termo fonte nesse caso sao maiores do que as do
anterior, o0 maximo e o minimo, em mdédulo, também sdo maiores. A solucao
encontrada alcancga o equilibrio, como pode ser visto na Figura 2.17, dado que

a soma das fontes do termo fonte de calor ¢ é nula.
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2.2.2
Teste 2: Equacao do Calor nao-linear com termo fonte variavel e constante

Agora vamos trabalhar com a equacao apresentada no inicio, ou seja uma
equagao do calor 2D com termo fonte variavel e termo fonte constante.

Em todos os casos usamos os dados L = 1,s(U) = sin(wU), f(z,y) =
0,0 = 0.05, Az = 0.01, At = 0.025 e a dimensao do problema é n? = 992 =
9801.

Caso 1: Usamos a fonte de calor constante como em (2-58). A Figura
2.18 apresenta a evolucao da solugao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.19 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.20 o grafico ||£(k)|| X t em escala

logaritmica.
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Figura 2.18: Teste 2 (Caso 1)

tempo=0 tempo=1 tempo=6.875

Figura 2.19: Curvas de nivel do Teste 2 (Caso 1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 2. Equacdo do Calor com Termo Fonte em uma Placa Homogénea 37

1074t

100 ¢

108 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6
Figura 2.20: Variagao ||E(k)|| do Teste 2 (Caso 1)

Pode-se observar uma grande diferenca produzida pelo efeito da fonte
variavel s em relagao a esse mesmo caso no Teste 1, dado que antes rapidamente
se formava um bico na regiao central onde esta posicionada a fonte de calor
constante, mas agora isso nao ocorre, como podemos observar na Figura 2.18.
A solucao fica no seu movimento natural crescimento, tendo seu valor maximo
de 1.0068, bem maior do que no Teste 1, e o valor minimo de 0 como era
esperado. Outra diferenca é que a solugao chega ao equilibrio, como pode ser
percebido na Figura 2.20 onde a variacao decresce respeitando a tolerancia de
10~°, enquanto que no Teste 1 a solucdo nesse caso nao chega ao equilibrio,

isso se da pelo efeito da fonte variavel s.

Caso 2: Usamos a fonte de calor constante como em (2-59). A Figura
2.21 apresenta a evolucao da solugao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.22 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.23 o gréfico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.
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Figura 2.21: Teste 2 (Caso 2)
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tempo=4 tempo=6.95

Figura 2.22: Curvas de nivel do Teste 2 (Caso 2)

108 | | |
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Figura 2.23: Variagao ||E(k)|| do Teste 2 (Caso 2)

Note que a solugao se encontra bastante curvada como podemos observar
na Figura 2.21, diferentemete da solu¢ao desse mesmo caso no Teste 1, esse é o
efeito que o termo fonte variavel s, sendo a funcao seno, exerce sobre a solucao.
Repare também que nao se formam os bicos na solu¢ao, muito comuns no Teste
1, produzidos pela fonte de calor constante. Agora eles ndao se formam pelo
efeito do termo fonte variavel s. O equilibrio é alcancado nesse caso, dado que
a variagao decresce como se percebe na Figura 2.23. A temperatura maxima
alcancgada pela placa foi 0.9826 e a minima —0.9826, valores iguais em maédulo,

o que era esperado, dada a simetria da placa e das fontes de calor constante.

Caso 3: Usamos a fonte de calor constante como em (2-60). A Figura
2.24 apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.25 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.26 o grafico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.
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Figura 2.24: Teste 2 (Caso 3)

tempo=0 tempo=5.5 tempo=9.625

@]

Figura 2.25: Curvas de nivel do Teste 2 (Caso 3)
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Figura 2.26: Variagao ||E(k)|| do Teste 2 (Caso 3)

Nesse caso a solucao chega ao equilibrio, como pode ser notado nas
Figuras 2.24 e 2.26, fato que nao ocorre nesse caso no Teste 1, e também
nao ha bicos na solucao, isses fatos decorrem do efeito da fun¢ao seno na fonte
de calor varidvel s, que é continua e suaviza esses bicos, fazendo com que eles
nao aparecam na solucao. A temperatura maxima alcangada pela placa foi
0.9132 e a minima —1.0152, como era esperado o valor minimo em maédulo é

maior do que o maximo, dado que a fonte de calor constante negativa é maior
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em moédulo do que a positiva, e ambas as temperaturas sao maiores em modulo

do que as atingidas pela solucao desse caso no Teste 1.

Caso 4: Usamos a fonte de calor constante como em (2-61). A Figura
2.27 apresenta a evolucdo da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 2.28 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.29 o grafico ||E(k)|| x t em escala
logaritmica.
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Figura 2.27: Teste 2 (Caso 4)
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Figura 2.28: Curvas de nivel do Teste 2 (Caso 4)
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Figura 2.29: Variacao ||E(k)|| do Teste 2 (Caso 4)
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Repare como a solucao se curva bastante e nao possui bicos, como pode
ser visto nas Figuras 2.27 e 2.28, essas sao conseguéncias do efeito da fungao
seno na fonte de calor varidvel s. A temperatura méxima alcancada pela
placa foi 0.5235 e a minima —1.0015, ambos maiores em modulo do que as
temperaturas maximas e minimas desse mesmo caso no Teste 1. A solugao
chega ao equilibrio, como pode ser visto na Figura 2.29, dado que a variagao

decresce, respeitadando a tolerancia de 107% que foi imposta.

Caso 5: Usamos a fonte de calor constante como em (2-62). A Figura
2.30 apresenta a evolugao da solugao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posi¢do. A Figura 2.31 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 2.32 o gréfico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.
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Figura 2.30: Teste 2 (Caso 5)
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Figura 2.31: Curvas de nivel do Teste 2 (Caso 5)
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Figura 2.32: Variagao ||E(k)|| do Teste 2 (Caso 5)

Como as maiores fontes de calor constantes positivas estao do lado direito
da placa, inicialmente ela vai tomando essa forma inclinada no decorrer do
tempo, sem bicos como era esperado, depois a solugao vai decaindo até chegar
ao equilibrio, como pode ser visto na Figura 2.30. A variacao é decrescente,
respeitando a tolerdncia de de 107% como podemos observar na Figura 2.32.
A temperatura maxima alcancada pela placa foi 0.9344 e a minima —1.0135,
ambos valores maiores em modulo do que a temperatura maxima e minima
alcangada por esse mesmo caso no Teste 1.

Para o Teste 1, a partir dos resultados obtidos percebemos um fato
interessante: quando a soma das fontes de calor do termo fonte constate é nula,
entao a solugao chega ao equilibrio. Quando nao, ela nao chega. Diferentemente
do Teste 2, onde todas as solugdes chegaram ao equilibrio, isso ocorre pelo efeito

que a fonte de calor variavel, que é uma func¢ao continua, exerce nas solugoes.
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3
Equacao do Calor com Termo Fonte em uma Placa Hetero-
génea

Nesse capitulo estudaremos a equacao diferencial parcial do calor em duas
dimensoes, onde o dominio serd representado por uma placa plana heterdgenea
Q = [0,1] x [0,1] € R? no formato de um quadrado de lado L = 1.
Agora o valor da condutividade térmica o é variavel, e a placa 2 é dividida
simétricamente em quatro regides §2;,7 = 1, ..., 4 feitas de materiais diferentes,

como podemos ver na Figura 3.1.

$21 ] §24

$29 | S23

Figura 3.1: Placa heterogénea com condicoes de contorno internas.

Onde:
O, 0<z<0505<y<]1
Q 0<2z<05,0<5y<0.5
Q: 2 ST > ) SY > (3_1>
Q. 05<z<1,0<y<05
O 05<z<1,05<y<]1

Sendo o; € R o valor da condutividade térmica da regiao §2;. Além disso,
como podemos ver na Figura 3.1, €2 possui quatro condi¢oes de contorno nas

fronteiras dessas regioes, dadas pelas equagoes:
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1 1
—U, = —U,, 0<2<05,y=05
01 02
1 1
—U, = —U,, r=050<y<0.5
(o)) g3
(3-2)
1 1
—U, = —U,, 05 <z<1,y=0.5
(o) 03
1 1
—U, =—U,, r=0505<y<1
01 04
Vamos discretizar a placa heterogénea 2 = US);, © = 1,...,4 como no

capitulo anterior, de modo que as Equagoes (3-2) serdo usadas nos pontos da
discretizacao que estiverem nas fronteiras internas da placa.

Portanto, temos a formulagao do seguinte problema:

U =0AU+s(U) +q, (x y)EQtE[OT]
U((z,y),0) = f(z,y), (z,y) €

0,U =0, (x y)e@QtE[OT]
1 1

—U, = —U,, 0<x<0.5,y=0.5,
T % )
—U, = —U,, r=0.50<y<0.5,
012 613

—U, = —U,, 0.5 <x<1,y=0.5,
T o7

—U, = —U,, r=0505<y<1.
01 04

Precisamos entdo discretizar as equagoes em (3-2) para poder resolver

esse novo problema numéricamente.

3.1
Aproximacao Numérica
Como vimos no capitulo anterior, a discretizacao da equagao do calor em

(3-3) tem a forma:

Ut = AU* — Ats(U*) — Atg, k=1,....,m (3-4)

No problema atual, somente ird mudar a matriz A € R™*™ por
causa da nova placa heterogénea, pois agora cada regiao tem um valor de
o diferente e temos condi¢des de contorno internas. Para melhor entendermos

essas mudangas vejamos a Figura 3.2, com a placa discretizada para n = 3.
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0,0% e I = (1,0)
(1, 1) (2,1) (3, 1)
L ] [ ] [ ] [} L ]
(1,2) 2.2 (3. 2)
(0, 0.5 . . .
(1,3) (2, 3) (3, 3)
(o] L] L ] L] (o]
©,1) 4 . . s (1,1)
(0.5, 1)

Figura 3.2: Discretizagao da placa heterogénea com n = 3.

Na discretizacao, cada coluna de pontos interiores produz um bloco
matricial na matriz A. Repare que mesmo para valores maiores de n, sempre
temos trés tipos de colunas: a coluna de pontos central, onde x = 0.5, as
colunas de pontos anteriores a coluna central e a colunas de pontos posteriores
a coluna central. E todas as colunas de pontos sofrerao modificagoes causadas
pelas condi¢ées de contorno internas, principalmente a coluna central, visto
que todos os seus pontos estao sobre duas condigoes de contorno internas.
Essa percepcao ajudara a entender a forma da matriz A.

Vamos aproximar as Equacoes (3-2) por Diferenca para Frente no lado
esquerdo, e por Diferenca para Tras no lado direito, consideramos assim que o
fluxo de calor flui do lado esquerdo para o direito.

Note que a primeira e terceira equagoes em (3-2) sdo parecidas, mudando
apenas a constante o. Por isso vamos discretizar ambas ao mesmo tempo,

usando os indices 3 e . Assim, temos:

k k k k
1 U — U _ 1 UG = Ul (3-5)
0g h Oy h
Dai segue:
1 1
Lo - I T 0y Uk 4+ —Uk =0 (3-6)
Oy Op0y T O 7

Onde para a primeira equac¢ao em (3-2) temos = 1,7 = 2 e para a
terceira equacgao temos g =4,y = 3.

Tomando 5 = 1,7 = 2 em (3-6), temos a equagao:
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iUk

=
gy 0102

O'1+0'2

1
[ﬂc (ﬂc
ij T 771 i1 =0

(3-7)

Ao fixarmos k e variarmos i, j, obtemos as matrizes tridiagonais D, F, V €

R?’LXTL.

De modo que o = a(z,y) =

(1+20)

—Q

(1+ 3a)

(14 4a)

(1+ 3a)

—

partes, o também é.

__o1+to9
0102

__o1+02
0102

—

0

o(x,y)At

hQ

—

(1+3a)

, pois como o é constante por

As matrizes D e V sao geradas pela primeira coluna de pontos na

discretizacdo, sendo D a primeira matriz na diagonal principal da matriz A,

com a matriz V no seu lado direito. E as matrizes F' e V sao referentes a

segunda coluna de pontos na discretizacdo até a coluna anterior a coluna

central em z = 0.5, com a matriz V estando ao lado esquerdo e direito da

matriz F. A matriz V tem a forma:

_—a 0

0 —«

V = 0
0

0

—Q

0

0

—

Agora, ao tomarmos § = 4,7 = 3 em (3-6), temos a equagao:
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1. oatos
ij—1

1
k k _
0403 UZ,] + o Ui7j+1 — 0 (3—8)

Ao fixarmos k e variarmos 1,7, obtemos as matrizes tridiagonais

E .G,V e Rv™

(1+2a) —a 0 e 0
—a (14+30) —a

F = 1 __03%04 1
o3 0304 o4
—a  (1+3a) —«
0 e 0 - (1+2a)
(1+3a) —a 0 0 |

- (14+4a) -«

G = 1 __03+04 1
o3 0304 o4
—a  (1+4a) —a
0 e 0 - (1+ 3a)

Onde as matrizes ' e V sao geradas pela ultima coluna de pontos na
discretizacao, F sendo a tltima matriz na diagonal principal da matriz A, com
a matriz V' no seu lado esquerdo. E as matrizes GG e V' sao referentes a segunda
coluna de pontos na discretizagao depois da coluna central até a coluna anterior
a ultima coluna de pontos, com a matriz V' estando ao lado esquerdo e direito
da matriz G. A matriz V' é a mesma que foi definida anteriormente.

Note também que a segunda e quarta equagoes em (3-2) sao parecidas,
mudando apenas a constante o. Portanto, discretizaremos ambas juntas,

usando os indices 1 e p, assim obtemos:

k k k k
iUi—f—l,j - Ui,j _ iUi,j B Ui—l,j’ (3_9)

oy h o, h
Que resulta em:

1 o, +0
—UF = n ke

7 OnOy
Onde para a segunda equacao em (3-2) temos 7 = 2,4 = 3 e para a

1
Uk, + U—U.’;Lj =0 (3-10)
n

quarta equacao temos n =1, u = 4.
Para tratar do ponto central, usaremos a soma da primeira e quarta

equacoes discretizadas, resultando em:
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1 1
;QU!?j_l ‘I’ 074U2-k_17j - <

o1+ o o1+o 1 1
! 2 + : 4> Ufj + 7Ui’fj+1 + 7Uik—;i-1,j =0.
01 01

(3-11)
As equagoes (3-10) e (3-11), sao referentes aos pontos da discretizagao

0102 0104

que estao na coluna central em x = 0.5, assim elas geram a matriz central da
diagonal principal da matriz A, e suas matrizes laterais. Portanto, ao fixarmos

k e variarmos i, j, obtemos as matrizes tridiagonais P,(Q), R € R"*™:

__ o1+o4 0 - 0 1
0104
0 __o1t+0o4
0104
_ 1 o1+o oi1+o 1
Q= oo _( 01022 01044) o1
_ o2+03 0
0203
0 e 0 0 _g2%03
L 0203 |
E 0] L0 0 - 0]
1 1
0 = 0 %
P= 0o L o0 ,R= 0o L o0
g4 g1
0o L o0 0o L o0
o3 (o)
o --- 0 0o X o --- 0 0o X
L g3 | L o2 |

Onde @) é a matriz central na diagonal da matriz A, com P e R sendo
matrizes que ficam do seu lado esquerdo e direito respectivamente.

. . 2 2
Assim a matriz A € R" ™ tem a forma:

DV 0 -0
V F V
A= P Q R
vV GV
0 - 0 V E

Com D,E,V,F.G,P,Q,R € R"™™ sendo matrizes tridiagonais, onde

0 € R™"™ ¢ a matriz nula.
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3.2
Experimentos Numéricos

Nessa secao serao apresentados dois testes como experimentos numéricos,
resolvendo a equagao do calor (3-3) com o dominio sendo a nova placa 2 = U,

t =1,...,4 heterogénea. Nesses testes usaremos os seguintes valores de o:

o1 =0.1 oy = 0.0125 o3 = 0.05 o4 =0.025

Dando sequéncia a numeragao para os testes iniciada no capitulo dois,
teremos agora os Testes 3 e 4. No Teste 3 teremos somente o termo fonte
constante e no Teste 4 o termo fonte constante e variavel. Nos Testes 3 e 4

usamos quatro novos casos para o termo fonte constante, sao eles:

Caso 6:
-2, (x,y) = (0.25,0.25)
q(z,y) =1 2, (x,y) = (0.75,0.75) (3-12)
0, c.c.
Caso T:
1, (z,y) = (0.25,0.75)
-3 z,y) = (0.75,0.25
q(z,y) = (z.9) = ) (3-13)
: (x,y) = (0.75,0.75)
0, c.c.
Caso 8: 1, (z,y) = (0.25,0.75)
1, (x,y) = (0.25,0.25)
g(z,y) =4 1, (z,y) = (0.75,0.25) (3-14)
1, (x,y) = (0.75,0.75)
0, c.c.
Caso 9:
5, (z,y) = (0.25,0.75)
-5, (z,y) = (0.25,0.25)
q(z,y) =< 5, (x,y) = (0.75,0.25) (3-15)
-5, (x,y) = (0.75,0.75)
0, c.c

Usaremos a mesma condi¢ao do capitulo anterior para analisar a variacao
da solugao, determinando se ela chega ao equilibrio ou ndo. Porém, agora com
a placa heterogénea, mesmo com a soma das fontes do termo fonte de calor
sendo zero, nao chegaremos ao equilibrio, pois temos regioes com diferentes

valores de condutividade térmica. Desse modo nenhum caso do Teste 3 chegou


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 3. Equacido do Calor com Termo Fonte em uma Placa Heterogénea50

ao equilibrio.
No Teste 4, pelo efeito da fonte de calor varidvel que é uma funcao
continua, todas as solu¢oes chegam ao equilibrio, mesmo com a placa sendo

heterogenea.

3.2.1
Teste 3: Equacao do Calor linear com termo fonte constante na placa
heterogénea com condicdes de contorno internas

Em todos os casos usamos os dados: L =1, f(z,y) = 0, Az = 0.01, At =
0.025 e a dimensdo do problema é n? = 992 = 9801. O tempo para cada caso

foi analisado separadamente.

Caso 6: Usamos a fonte de calor constante como em (3-12). A Figura
3.3 apresenta a evolucao da solucdo obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicdo. E a Figura 3.4 ilustra as

correspondentes curvas de nivel.

tempo=0 tempo=1 tempo=2 tempo=5

x10°°

X

oy

=4
@

x10°°

x

oy

=4
@

o
o
o
o

‘Il'emperatura
Temperatura
‘Il'emperatura
Temperatura

Figura 3.3: Teste 3 (Caso 6)

tempo=0 tempo=1 tempo=2

tempo=5

Figura 3.4: Curvas de nivel do Teste 3 (Caso 6)

Repare que as condigbes de contorno internas na placa, fazem com que
as suas regioes interfiram menos umas nas outras, isso pode ser visualizado
nas Figuras 3.3 e 3.4, onde as regides 2y e €23, que possuem fontes de calor,
nao interferem muito nas regioes {2, e {24, que nao possuem fontes de calor. A
temperatura maxima alcancada pela placa foi 0.0075 e a minima de —0.0135,

era esperado que o valor minimo fosse maior em moédulo do que o valor maximo,
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dado que a fonte de calor negativa esta na regiao €2, de maior valor de o do

que a regiao €23, onde esta a fonte de calor positiva.

Caso 7: Usamos a fonte de calor constante como em (3-13). A Figura
3.5 apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posigdo. E a Figura 3.6 ilustra as

correspondentes curvas de nivel.

tempo=0 tempo=1 tempo=2 tempo=5

%10

it
2
<
o}
=
£
@
2

x

oY

e
&

x10°°

x

oY

e
&

Temperatura
Temperatura
Temperatura

Figura 3.5: Teste 3 (Caso 7)

tempo=0 tempo=1 tempo=2

Figura 3.6: Curvas de nivel do Teste 3 (Caso 7)

Nesse caso, perceba novamente que as condi¢oes de contorno internas na
placa fazem com que as regides interfiram pouco umas nas outras, dado que
a regiao (13, que nao possui nenhuma fonte de calor, quase nao é afetada na
solucao, como pode ser notado nas Figuras 3.5 e 3.6. A temperatura maxima

alcangada pela placa foi 0.0088 e a minima foi —0.0104.

Caso 8: Usamos a fonte de calor constante como em (3-14). A Figura
3.7 apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um gréafico de temperatura por posigdo. E a Figura 3.8 ilustra as

correspondentes curvas de nivel.
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tempo=0 tempo=1 tempo=2 tempo=5
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Figura 3.7: Teste 3 (Caso 8)

tempo=1 tempo=2 tempo=5

1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
> > >
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Figura 3.8: Curvas de nivel do Teste 3 (Caso 8)

0 0.5

Esse caso mostra como o valor de o de cada regiao esta sendo respeitado
pela solugao, pois no centro de todas as regides, estao posicionadas fontes de
calor de mesmo valor. Repare na Figura 3.7 como esta em ordem crescente os
bicos da regiao 2y, 2y, Q23 e 2y, que é a mesma ordem crescente dos valores
de o de cada regidao. Isso pode ser observado também na Figura 3.8, onde
essa mesma ordem crescente ocorre para a quantidade de curvas de nivel em
cada regiao. A solucao entao cresce indifinidamente, tendo um comportamento
semelhante ao da solu¢ao no caso 1, Teste 1. A temperatura maxima alcancada
pela placa foi 0.0075, e a minima 0, como era esperado. Note também que como
nesse caso nao temos o termo fonte de calor variavel s, entao aparecem os bicos
de temperatura na solugao, o que nao ocorre quando temos s sendo a fungao

seno.

Caso 9: Usamos a fonte de calor constante como em (3-15). A Figura
3.9 apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. E a Figura 3.10 ilustra

as correspondentes curvas de nivel.
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tempo=0 tempo=1 tempo=2 tempo=5
0.03 0.03 0.03
0.02
0.01

Temperatura
Temperatura
Temperatura
Temperatura

-0.01

Figura 3.9: Teste 3 (Caso 9)

Figura 3.10: Curvas de nivel do Teste 3 (Caso 9)

A temperatura maxima alcancada pela placa foi 0.0322 e a minima
—0.0105, como era esperado a temperatura maxima foi maior, em maodulo,
do que a minima, dado que as fontes de calor positivas estdo nas regides de
maior valor de ¢ e as negativas na de menor valor de o. Observe nas Figuras
3.9 € 3.10, como ¢é pouca a interferéncia de uma regiao com outra quando temos

as condigoes internas na placa.

3.2.2
Teste 4: Equacao do Calor nao-linear com termo fonte variavel e constante
na placa heterogénea com condicées de contorno internas

Em todos os casos usamos os dados: L = 1,s(U) = sin(nU), f(x,y) =
0, Az = 0.001, At = 0.025 e a dimensdo do problema é n? = 992 = 9801.

Caso 6: Usamos a fonte de calor constante como em (3-12). A Figura
3.11 apresenta a evolucao da solugao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 3.12 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 3.13 o gréfico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.
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Figura 3.11: Teste 4 (Caso 6)

tempo=0 tempo=3 tempo=18.575

=

-

Figura 3.12: Curvas de nivel do Teste 4 (Caso 6)

10° w w w

1072
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10©

10°® ‘ ‘ ‘
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Figura 3.13: Variagao ||E(k)|| do Teste 4 (Caso 6)

Perceba agora que como temos uma fonte de calor variavel s, e ela tem
a funcao seno em sua definicdo, que é uma funcao continua, entao nao mais
aparecem bicos na solucao, como aparecem nesse mesmo caso no Teste 3. Note
também que as condigoes de contorno internas na placa ficam evidentes na
solucao e em suas curvas de nivel, como podemos observar nas Figuras 3.11
e 3.12, fato que também nao ocorre nesse mesmo caso no Teste 3, isso se da

por causa da fonte de calor varidvel s. A temperatura maxima alcancada pela
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placa foi 0.9997 e a minima —0.9985. A solucao chega ao equilibrio, dado que
a variacao é decrescente respeitando a tolerancia imposta de 107, como pode

ser visto na Figura 3.13.

Caso 7: Usamos a fonte de calor constante como em (3-13). A Figura
3.14 apresenta a evolucao da solucao obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posi¢do. A Figura 3.15 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 3.16 o grafico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.

tempo=0 tempo=2.5 tempo=4 tempo=31.725

0.5
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o
o
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tempo=31.725

Figura 3.15: Curvas de nivel do Teste 4 (Caso 7)
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Figura 3.16: Variagao ||E(k)|| do Teste 4 (Caso 7)

Como ocorreu nesse mesmo caso no Teste 3, a regiao {2 que nao possui
nenhuma fonte de calor, pouco é afetada pelas outras regioes, todas com fontes
de calor, como podemos observar nas Figuras 3.14 e 3.15 isso se da por causa
das condi¢oes de contorno internas na placa. A temperatura maxima alcancada
pela placa foi 0.9623 e a minima —0.9979 e a solucao chega ao equilibrio como

pode ser visto na Figura 3.16, onde a variagao decresce.

Caso 8: Usamos a fonte de calor constante como em (3-14). A Figura
3.17 apresenta a evolucao da solucdo obtida em quatro diferentes tempos,
através de um grafico de temperatura por posigdo. A Figura 3.18 ilustra as
correspondentes curvas de nivel e a Figura 3.19 o grafico ||E(k)|| x t em escala

logaritmica.

tempo=0 tempo=2 tempo=3 tempo=6.95

@08 © 08 © 08
g o6 g o6 g o6
204 204 204

go2

g o2

Figura 3.17: Teste 4 (Caso 8)
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tempo=3 tempo=6.95

Figura 3.18: Curvas de nivel do Teste 4 (Caso 8)

10°® ‘ ‘ ‘
0 2 4 6
Figura 3.19: Variagao ||E(k)|| do Teste 4 (Caso 8)

Pelo efeito da funcao seno no termo fonte de calor variavel s, a solucao
nesse caso chega ao equilibrio, como podemos observar na Figura 3.19, fato
que nao ocorre nesse mesmo caso no Teste 3. Note novamente que as condig¢oes
de contorno internas na placa ficam evidentes na solu¢do e em suas curvas de
nivel como pode ser visto nas Figuras 3.17 e 3.18, isso ocorre devido a fonte de
calor variavel s, visto que esse fato nao ocorreu em nenhum caso do Teste 3.
A temperatura maxima alcancada pela placa foi 0.9998, maior do que a desse
mesmo caso no Teste 3, e a minima 0, ambos valores esperados, dado que a

temperatura inicial da placa é zero e a solugao chega ao equilibrio proximo de
1.

Caso 9: Usamos a fonte de calor constante como em (3-15). A Figura
3.20 apresenta a evolucao da solucido obtida em quatro diferentes tempos,

através de um grafico de temperatura por posicao. A Figura 3.21 ilustra as
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correspondentes curvas de nivel e a Figura 3.22 o grafico ||E(k)|| x t em escala

’ B
logaritmica.
tempo=0 tempo=3 tempo=12 tempo=18.05
© © © ©
£ os £ o5 £ o5 £ o5
® ® ® ®
g O g O s O o O
Qo Q Q Qo
505 5 -05 5 05 505
[ [ = [
1 1 1
1 1
05 05 05 ] 05 05
y 0 o X y 00 X y 0o X

Figura 3.20: Teste 4 (Caso 9)

tempo=0 tempo=3 tempo=12 tempo=18.05

Figura 3.21: Curvas de nivel do Teste 4 (Caso 9)

10° ' ' '

102

107

10

10° ‘ ‘ ‘
0 5 10 15

Figura 3.22: Variagao ||E(k)|| do Teste 4 (Caso 9)

Repare que pelo efeito da funcao seno no termo fonte de calor variavel,
nao ha bicos na solugdo, e podemos perceber nas Figuras 3.20 e 3.21 que
as condigoes de contorno internas na placa ficam evidentes na solugdo e em

suas curvas de nivel. Diferentemente desse mesmo caso no teste anterior, a
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solugao chega ao equilibrio, como pode ser observado na Figura 3.22, visto que
a variacdo decresce respeitando a tolerancia de 107% imposta. A temperatura

maxima alcancada pela placa foi 0.9966 e a minima —0.9997.
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4
Escoamento bifasico de agua e éleo

Nesse capitulo abordaremos a producao de 6leo em um reservatoério,
resultante da injecdo de agua. Esse processo gera um escoamento imiscivel
bifasico, conhecido como producdo no contexto da recuperagdo secundaria.
Escoamentos desse tipo sao modelados com sistemas de equacoes diferenciais
parciais nao-lineares, muito semelhantes as equacoes do calor estudadas nos
capitulos anteriores.

O objetivo do estudo sobre simuladores computacionais de reservatérios
é conhecer informagoes sobre o comportamento dos fluidos, o que é 1til para
a industria do petroleo durante o processo de producgao de 6leo.

Para realizar uma simulacdo do escoamento bifasico de fluidos, em
reservatorios de petroleo, é preciso que conhecamos as propriedades das rochas,
dos fluidos e das interagoes entre eles, visto que elas serao necessarias para a
resolucao das equagoes de balango usadas na modelagem do escoamento agua-

Oleo.

4.1
Equacoes de conservacao

Como em Ertekin et al. (17), vamos considerar um escoamento bifasico
isotérmico de fluidos imisciveis, ou seja as propriedades nao variam conforme a
tempertura e nao ocorre troca de massa entre agua e 6leo. As equacoes abaixo

sao usadas separadamente para cada fluido, a agua e o 6leo.

41.1
Conservacao de massa

O principio da conservagao de massa é dado pela equacao da continui-
dade, Ertekin et al. (17):

2 (698)+ V- (p0) — g =0, (41
onde ¢ é a porosidade. A fungdo p representa a massa especifica, S a saturacao,
¢m O termo fonte e v a velocidade aparente. O valor de ¢, é representado como
massa por unidade de tempo por unidade de volume e v é a razao entre a vazao

de escoamento e a area da secao transversal.
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4.1.2
Conservacao da quantidade de movimento

Como estamos tratando de escoamentos multifasicos, a lei de Darcy
classica deve ser modificada, pois precisamos levar em conta a resisténcia ao

escoamento devido a presenga de mais fluidos, Ertekin et al. (17):

k.
v = . K(Vp—-~V2Z2) (4-2)

para um meio isotrépico, onde K é o tensor de permeabilidade absoluta do
meio poroso, que representa uma medida da facilidade para que um fluido

escoe através de seus poros, e aqui serd considerado como sendo diagonal, logo

k
K=" !
[O /{;J

Para k,, k, sendo a permeabilidade absoluta nas direcoes z, y e conside-

tem a forma:

raremos que estamos num meio isotrépico, ou seja k, = k, = k, assim temos
que K = k. Para os fluidos (4gua ou éleo) temos que k, representa a permea-
bilidade relativa, p a viscosidade, p a pressao e v = pg, onde g é a magnitude
da aceleracao da gravidade. O termo VZ ¢é o gradiente de profundidade, mas
como nossa simulacao serda em duas dimensoes, o desconsideraremos, visto que
ele é usado apena para simulagoes em trés dimensoes, assim a equagao (4-2)

se torna:

—k,

KVp. (4-3)

v =

4.2
Equacoes de Transporte
A partir das Equagdes (4-1) e (4-3), podemos obter uma equagao de

transporte para cada fluido (dgua ou éleo):

gt(cbpS) ~Ggn=V" <p_:er Vp) (4-4)

Na literatura, a formulagdo mais encontrada da Equacao (4-4) é escrita

separadamente para cada fluido, como em Ertekin et al. (17), usaremos o indice
de letra w para designar dgua, e o para Oleo:

0 [o(1—Sy) B kro
9t [-R)‘| =V- (MOBO KVpO> + Gsco (4-5)

9 [6Sn] Ko
a [Ru‘| - v [uwaK<vPo - VPC)‘| + Gscw (4‘6)
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Onde o indice sc significa as condigdes-padrao, B = ps./p é o fator-
volume-formagao (FVF), ¢sc = ¢m/pse, 0 Indice sc indica as condi¢oes padrao.
Temos que ¢s., representa um pogo produtor de 6leo e ¢ ., representa um pogo
injetor de agua. p. = p, — pw € a pressao capilar, e consideramos que o meio
se encontra saturado, ou seja: S, + S, = 1.

Em sistemas bifasicos, para se obter uma melhor aproximacao de um caso
real, as permeabilidades relativas sao consideradas como func¢oes da saturagao

da dgua (S,), Ezekwe (18), onde para a permeabilidade relativa da dgua temos

que:
S o S ew

krw Sw = krw ( N = ) 5 4-7

( ) max 1 _ Slw o SOTU] ( )

e para a permeabilidade relativa do odleo:

1 o S o S eow

kro Sw - kro ( s 07"w> 4-8

onde S;,, representa a saturacao irredutivel da agua e S,,.,, a saturagao residual

k.

através de medigoes feitas em laboratorios ou por meio de dados experimentais

do 6leo. As constantes k e os expoentes ew, eow sao determinados

TWmax? ""TOmax

obtidos para um determinado reservatorio.
Também usamos leis de poténcia para a determinacao da pressao capilar,

como em Rosa et al. (16):

1 _ _ epc
Sw SOT"LU ) (4_9)

pc(Sw> = Pemas (1 — Sz‘w — Sorw

A constante p.,,. e o expoentes epc sdo determinados a partir de

resultados de experimentos laboratoriais ou de dados de campo.

4.3
Dominio, condicdes iniciais e de contorno

Para solucionarmos o sistema composto pelas equagoes (4-5) e (4-6),
utilizaremos como dominio a regiao 2 = [0, L] x [0, L] C R?, que representa
nosso reservatorio, onde faremos simulagoes.

Denotaremos a saturagao da dgua e a pressao do éleo no ponto (z,y) € ,
no instante de tempo ¢, por S, ((z,y),t) e po((x,y),t) respectivamente, assim
SwyPo : 2% [0,T] — [0,00], onde T' € R, T' > 0 representa o tempo final.

Além de definirmos o dominio, precisamos também de condi¢oes iniciais
e de contorno associadas ao problema de escoamento. Assim, seja a pressao
inicial do 6leo e a saturacao inicial da dgua dada pelas fungoes f(z,v) e g(z,y)
respectivamente, em todo o dominio €2. E usaremos as condigoes de contorno
de Dirichlet, para a saturacao da agua e pressao do 6leo, como sendo zero na

fronteira de €2. Assim temos definido o problema:
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9 [6(1-5,)] b
ot Bo ] =V. [NOBOKVPO] +QSco

K(Vpo - Vpc)‘| + Gscw
(4-10)

po((2,9),0) = f(z,y),  (z,y) €Q

Su((z,y),0) =g(z,y),  (z,y) €Q

po =0, (x,y) € 9Q,t €[0,T]

Sw =0, (x,y) € 0Q,t € [0,T]

Utilizaremos aqui a mesma discretizacao do dominio espacial e temporal

feitas no Capitulo 2, e de igual maneira adotaremos a notacao Sff)i ;e plgij, que
representa o valor aproximado da solucao exata Sy, ((xi, y;), t) € Po((zi,Y;), tk),

respectivamente.

4.4
Aproximacao Numérica

Vamos resolver o sistema (4-10) pelo método das diferencas finitas,
iniciando pela discretizacao de cada uma de suas equagoes, para isso iremos
considerar constantes as permeabilidades relativas k,, e k.

Precisaremos da discretizacao da condi¢ao de contorno de Dirichlet, para
a pressao do Oleo e saturagao da agua, como nosso dominio 2 é uma regiao
quadrada, temos que a discretizacao da condi¢ao de contorno p, =0e S, =0,
em (x,y) € 0Q,t € [0,7] significa que os valores dos nés presentes nas

extremidades do quadrado sao zero, ou seja: para j =n+1,0<i<n+ 1:

k _ .k _ .k _ _ .k _
pOo,n+1 - pol,n+1 - p02,n+1 - = p0n+1,n+1 =0
(4-11)
k _ Qk _ Qk _ _ Qk _
Swo,n+1 - Swl,n+1 - Sw2,n+1 - = Swn+1,n+1 =0
Para 7=0,0<i:<n+ 1:
k _ .k _ k _ _ k _
pOo,o _ pOl,O _p02,0 - _p0n+1,0 =0
(4-12)
k _ Qk _ Qk _ _ Qk _
Swo,o - Swl,o - Swz,o - = Swn+1,0 =0
Parai=n+1,0<j<n+L:
k _ .k _ .k _ _ .k _
p0n+1,0 - p0n+1,1 - p0n+1,2 - = p0n+1,n+1 =0
(4-13)
k _ Qk _ Qk _ _ Qk _
Swn+14,0 - Swn+1,1 - Swn+1,2 - = Swn+1,n+1 =0

Parai=0,0<7<n+1:
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Eoo_ ok ok _ ok _
pOo,o _ pOo,l - p00,2 - = poo,n+1 =0
(4-14)
E _ gk _ ok _ _ qk _
Swoo Sw01 Sw02_ Sw0n+1_0
Comecaremos com a discretizacao da primeira equagao:
0 [ (1 —Sy) kro
s =V KVp, sco 4-15
815[ B B, VP +a (4-15)
Ao retirar as constantes das derivadas temos que:
¢ a‘SW’LU kTOK
— = A o sco 4-16
Bt~ pB, P +q (4-16)

Usando como discretizacao Fuler implicito no tempo e diferencgas centrais

no espaco, obtemos:

k+1 k k k _ k k k
¢ SwM w”* o kroK (poiij +p01‘,171 4p0i,j +p0i+1,j +p0i,j+1)

"B, At oD, Ax? + Gscor,
(4-17)
Ao passar as constantes para o lado direito, vem:
— k.o KAt (sco, ; BoAL
k+1 k ro 5c04, o
Swiy = Sw, = W(Pol oy TP, = AP T Doy, T 6 0) — T
kKA (4-18)
Definindo a := —2——" temos:
PpoAr?
k+1 ko _ k k k k k cholv,-BoAt
Swu Swi,j - O‘(poz;u +p0i,j—l o 4p0i,j +p0i+l,j +p0i,j+1) - JT (4_19)

Ao fixar k, variar 7, j e aplicar as equacoes de contorno discretizadas para
a pressao do dleo (4-11), (4-12), (4-13) e (4-14), obtemos a equagao:

Sk gk — aAph — qm?m (4-20)
Onde A € R"*" 4 a matriz pentadiagonal que tem a forma:
4 1 1 ]
1 -4 1 1
1 -4 1 1
1 1 —4 1 1
A=
1 1 -4 1 1
1 1 —4 1
1 1 -4 1
I 1 1 —4]

2 .
Com SF pk .o € R™ X1 sendo as matrizes:
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k+1 ] [ ]
Swl 1 p01,1 QScoLl
k+1
Sw1 2 pol’Q qSCOLQ
k4l _ | k_ | ¢ _
Su) - Sk+1 9 po - k ) qSCO -
Wi,n pol,n Gscor p
k+1
Swn n | _pon,n_ _qSCOn’n_

E assim podemos escrever a Equacao (4-20) como:

scor s BoAt
SEH = Sk 4 aAph — Do 2o ; (4-21)
Agora, vamos tratar da discretizagao da segunda equacao:
S Ko
=V K(Vp, — Vp, scw 4-22
82&[ B (Vpo — Vpe)| +4q (4-22)
Retirando as constantes das derivadas obtemos:
¢ 0Sw kK
- (Apo - Apc) + Gscw (4_23)

B, ot Lhw B
Vamos usar como discretizacao, Euler implicito no tempo e diferencas

centrais no espago para a pressao do 6leo, mas agora no tempo k + 1, assim
teremos a mesma discretizacdo para Ap, obtida na primeira equacdo. E
também vamos substituir a Equacdo (4-9) para a pressao capilar, usando o

expoente epc = 1, assim temos que:

¢ Sutl— Sff,i,j B ka
B, At Aa:2

1 - Sw - Sorw
(4-24)

Ao passar as constantes do lado esquerdo para o direito e retirar as

constantes da derivada, vem que:

QScwm Bw At

G _ gk _kaAt< 1

k+1 pCmaz
v ws = o Apy ™ + A5w> +

AxQ ¢ 1— S’iw - Sorw
(4-25)
Da mesma forma que discretizamos o termo Ap, na primeira equacao,

vamos usar diferencas centrais no espaco para discretizar o termo AS,, e

pcmaz

tomemos 7 = -9 g assim:
k k k k k
Skz—i—l Sk; _ kerAt 1 Apk+1 + 7_<Sw¢71,j + Swi,j—l o 45 + Sw i+1,5 S'wi,jJrl
Wi, j Wy, j ¢Mw A.CB2 o A.’E2
QSC'LU,L'J B’lUAt
¢

(4-26)

).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812622/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812622/CA

Capitulo 4. Escoamento bifasico de dgua e dleo 66

ko K AL .
Seja [ = W e ( = A, dai:
scw: s BuwAt
SEH-SK = BAPSTIHCSE , +CSh, | —ACSh, +CSk sk, 4T e
(4-27)
Ao passar o termo Sffw para o lado direito, vem que:
qscw; ijAt
Suil = BAPSTHCSE, | ACSh  H(1=4Q)SE, +CSE | (S,
(4-28)

Ao fixar k, variar i, j e aplicar as equagoes de contorno discretizadas para

a saturacdo da dgua (4-11), (4-12), (4-13) e (4-14), obtemos a equagao:

B, At
SEHL = GApFH 4 BSE 4 q”ﬂ;’ (4-29)
onde B € R™*™ ¢ a matriz pentadiagonal que tem a forma:
(1-4¢) ¢ ¢
¢ (1 —4¢) ¢ ¢
¢ (1 —4¢) ¢ ¢
¢ ¢ (1-4¢) ¢ ¢
B = : ’ . "
¢ ¢ (1—-4Q) ¢
¢ ¢  (A-4) ¢
¢ ¢ (1—4¢)
i ¢ ¢
Onde @y € R"**1 ¢ a matriz:
QSCIULl
QSchg
Qscw =
qscwl’n
_QScwnm_
E assim podemos escrever a equagao (4-29) como:
B,A
BApEt! = %“—B%—%WJ’t (4-30)

Portanto nosso problema (4-10) discretizado tem a forma:

¢
(1—4¢),
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Sk = Sk + aApk — Gseor; Bt
k+1 _ Qk+1 k QSchwAt
BApst! = Syt — BSy, — = (4-31)
pgi,j:f(xhyj); 0<2,7<n+2
SS}U Zg(a:i,yj), 0<4,5<n+2

Para encontrarmos a solugao numérica do problema (4-31), vamos usar o
método IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation), em Kou e Sun (8), onde
tratamos as equagoes desacopladas, resolvendo implicitamente para a pressao
do 6leo e explicitamente para a saturagdo da dgua, como em Coats (19). Por
calcular a saturacao da agua explicitamente e solucionar separadamente as
equagoes, esse método apresenta um baixo custo computacional por iteracao,

porém pode apresentar problemas de estabilidade numérica.

44.1
Experimentos Numéricos

Vamos realizar experimentos numéricos resolvendo o problema (4-10),

utilizando diferentes tipos de termos fontes ¢, € ¢sew, Usamos trés casos, sao

eles:
Caso 10:
50, z,y) = (0.1,0.1
Gseo(T V) :{ (@) ci ) (4-32)
—50, x,y) =(0.9,0.9
QScw<x7y) = { ( ) ( ) (4—33)
0, c.c.
Caso 11:
40, x,y) = (0.5,0.5
Gsco(T,Y) = { (=9) C(C ) (4-34)
—10, (z,y) = (0.1,0.9)
—10, (r,y) = (0.1,0.1)
Gsew(z,y) = ¢ —10, (z,y) = (0.9,0.1) (4-35)
—10, z,y) = (0.9,0.9)
0, c.c.
Caso 12:
10, (z,y) = (0.1,0.9)
10, () = (0.1,01)
Gsco(,y) = { 10, (z,y) = (0.9,0.1) (4-36)
10, x,y) = (0.9,0.9)
0, c.c.
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—40, x,y) = (0.5,0.5

QScw<x7y) = { ( y) ( ) (4_37>
0, c.c.

Caso 13:
10, (z,y) = (0.1,0.9)
10, (z,y) = (0.3,0.9)
10, x,y) = (0.5,0.9
Gsco(T, ) = (@,9) = ) (4-38)

10, (z,y) = (0.7,0.9)
10, (z,y) = (0.9,0.9)
0, c.c.
—10, (z,y) = (0.1,0.1)
—10, x,y) = (0.5,0.1

QSC’LU<x7 Z/) = ( y) ( ) <4—39)
_107 (x,y) = (0770 1)
—10, z,y) = (0.9,0.1)
0, c.c.

Avaliamos a variacao para a pressao do 6leo e saturacdo da agua da
mesma maneira feita no capitulo dois.

Usamos os dados: L = 1, Az = 0.0625, At = 0.0005, K = 1-1071%
Siw = 0.1-1073, S, = 0251073, kyyy = 0.7-1073, kypy = 0.3 - 1073,

¢ =03-1073, 11y = 2.0- 1073, 1y = 0.5- 1073, B, = 1.5-1073, By, = 1- 1073,
Pones = 08-10°, [(a,y) = 107 sen(ra)sen(ry), g, y) = 2B

a dimensao do problema é n? = 152 = 225.

O tempo final para cada caso foi analisado separadamente.

Caso 10: Usamos os termos fontes como em (4-32) e (4-33). As Figuras 4.1 e
4.2 apresentam a evolugao da solucao obtida para a pressao do 6leo e saturagao
da agua em quatro diferentes tempos, através de um grafico de temperatura

por posicao.

tempo=0 tempo=0.005 tempo=0.1 tempo=1.145

5
=
X
5
pal ]

Presséo 6leo

~
Presséo 6leo
Pressdo dleo X

Figura 4.1: Pressao do éleo (Caso 10)
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tempo=0 tempo=0.005 tempo=0.1 tempo=1.145

0.4

I
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I
~
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s go2
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© ©
1] 2]

Saturacéo agua
o
o
Saturacdo agua
o
o

R o
ko
ko

Figura 4.2: Saturagao da dgua (Caso 10)

Nesse caso temos que os termos fontes proporcionam uma injecao de agua
na extremidade (0.9,0.9) do reservatério, e produgao de 6leo na extremidade
simétrica (0.1,0.1). As solugoes que obtivemos nas Figuras 4.1 e 4.2 sdo
resultados esperados, onde com o passar do tempo, tanto a saturacdao da agua
quanto a pressao do 6leo se concentram na parte do reservatério que esta o
poco injetor, pois a inje¢do de dgua no reservatério em determinado local, faz
aumentar a saturacao da agua na regiao e consequentemente a pressao do Oleo.
Obtemos como valor maximo para a pressao do 6leo 4.5896 - 107 e o minimo 0.
Para a saturacao da dgua, o valor maximo obtido foi 0.5011 e o minimo 0. O
tempo final obtido foi 7" = 1.145.

Caso 11: Usamos os termos fontes como em (4-34) e (4-35). As Figuras 4.3 e
4.4 apresentam a evolugao da solugado obtida para a pressao do dleo e saturagao
da agua em quatro diferentes tempos, através de um grafico de temperatura

por posic¢ao.
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Figura 4.3: Pressao do 6leo (Caso 11)
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Figura 4.4: Saturagiao da dgua (Caso 11)
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Esse é o famoso esquema de producao conhecido como five-spot, onde
no centro do reservatério temos um poco produtor e nas quatro extremidades
pocos injetores, com o passar do tempo, a pressao do 6leo e saturacao da
agua sao maiores nas proximidades dos pogos injetores, como era esperado, e
podemos observar isso nas solugoes nas Figuras 4.3 e 4.4. A pressdo maxima
do 6leo que obtemos foi 4.5185 - 107, e a minima 0, para a saturacdo da agua

obtemos valor maximo 0.5011 e minimo 0. O tempo final obtido foi 7" = 0.9145.

Caso 12: Usamos os termos fontes como em (4-37) e (4-36). As Figuras 4.5 e
4.6 apresentam a evolucao da solugao obtida para a pressao do 6leo e saturagao
da agua em quatro diferentes tempos, através de um grafico de temperatura
por posicao.
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Figura 4.5: Pressao do 6leo (Caso 12)
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Figura 4.6: Saturagao da dgua (Caso 12)

Muito semelhante ao caso anterior, esse esquema é conhecido como five-
spot invertido, porque para obté-lo basta apenas trocar os pogos injetores por
produtores e vice-versa, no esquema five-spot. Isso fica claro ao observarmos as
solugoes nas Figuras 4.5 e 4.6, onde no decorrer do tempo a pressao do 6leo e
saturacao da adgua se concentram no centro do reservatorio, onde esta situado
o poco injetor. A pressao méaxima do 6leo obtida foi 6.8022 - 107 e a minima
0. A saturacao da agua alcangou seu valor maximo em 0.7399 e minimo 0. O
tempo final obtido foi T = 0.6455.

Caso 13: Usamos os termos fontes como em (4-38) e (4-39). As Figuras 4.7 e

4.8 apresentam a evolugao da solucao obtida para a pressao do 6leo e saturacao
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da agua em quatro diferentes tempos, através de um grafico de temperatura

por posicao.
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Figura 4.7: Pressao do éleo (Caso 13)
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Figura 4.8: Saturagao da dgua (Caso 13)

Esse caso também apresenta um esquema de produgao famoso, conhecido
como injecao em linha, onde em uma das extremidades do reservatorio,
nesse caso na extremidade sul, estdo os pocos injetores, injetando agua, e na
extremidade oposta, norte, os pogos produtores, produzindo 6leo, como pode
ser observado na solucao nas Figuras 4.7 e 4.8, onde notamos também que no
decorrer do tempo a pressao do dleo e a saturacao da agua se comportam como
esperado, se concentrando proximas da regidao onde estdao os pocos injetores.
O valor méximo da pressao do 6leo foi 4.5274 - 107 e o minimo 0. Para a
saturacao da agua, o valor maximo foi 0.5011 e o minimo 0. O tempo final
obtido foi 7" = 0.845.
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5
Conclusao

Nosso objetivo era buscar aplicagoes da equacao diferencial parcial do
calor na industria do petrdleo. Iniciamos com a resolugdo numérica dessa
equacao pelo método das diferencas finitas implicito, para o dominio sendo
uma placa quadrada plana homogénea com fontes de calor constantes em
diferentes posicionamentos (Teste 1), e depois acrescentamos uma fonte de
calor variavel (Teste 2). Em seguida resolvemos a mesma equagdo, mas
para o dominio sendo uma placa quadrada plana heterogénea, dividida em
quatro regides com condig¢Oes internas possuindo fontes de calor constantes
em diferentes posicionamentos (Teste 3), e depois acrescentamos uma fonte de
calor variavel (Teste 4). Resolvemos os problemas nos testes pelo método JENK
- Newton Krylov sem Jacobiano, que ¢ o uso do Método dos Residuos Minimos
Generalizados (GMRES) para resolver os sistemas lineares advindos do Método
de Newton, sem precisarmos calcular a matriz jacobiana, pois usamos uma
aproximagcao para ela. Por fim aplicamos esses conhecimentos para resolver um
sistema de equagoes diferenciais parciais que representa o escoamento bifasico
de agua e 6leo com coeficientes de difusividade constantes, onde as variaveis sao
a pressao do dleo e a saturacao da agua. Para isso utilizamos o método IMPES,
resolvendo implicitamente para a pressao e explicitamente para a saturacgao.
Sistemas como esse sao importantes para a industria do petrdleo, pois concede
informagoes a respeito dos fluidos, o que contribui para a exploragao do 6leo.
Fizemos simulagoes numéricas de esquemas famosos largamente utilizados,
como o five-spot e a injecdo em linha, onde alcancamos solugoes esperadas,

o que mostrou uma boa qualidade nas simulagoes do nosso trabalho.
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