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Resumo

Telles, Pablo Vinicius Ferreira; Pesco, Sinesio; Medeiros, Esdras.
Otimizacao hierarquica na parametrizacao de superficies
triangularizadas por dominios locais com aplicagbes no
remalhamento semirregular. Rio de Janeiro, 2020. 122p. Tese de
Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

A parametrizacao de superficies triangularizadas, orientadas e sem
bordo nao se realiza em um tnico dominio planar e, por vezes, sao sensiveis
as descontinuidades ora introduzidas entre os miltiplos dominios planares
solicitados. Para tanto, um dominio base nao planar é exigido com uma
estrutura diferenciavel, bem como, a parametrizacdo da superficie por
este dominio. A principal abordagem desta tese utiliza uma estrutura de
multi-triangulacao que direciona a simplificagdo da superficie inicial numa
superficie base e propoem uma projecao hierarquica dos vértices iniciais
sobre este dominio. A projecao hierarquica é combinada com um sistema de
parametrizacao da superficie base em dominios locais que sdo relacionados
por fungbes de transicdo suaves. Como aplicacdo, o remalhamento
semirregular de superficies triangularizadas converte a superficie inicial,
possivelmente irregular, em outra superficie com triangulagdo semirregular.
A qualidade da triangulacao e a preservacao da forma original sdo aspectos
importantes para o remalhamento e sdao resultantes da combinacao de
componentes envolvidas durante a sua construcao, como a superficie base
que aproxima a superficie inicial sem bordo, o particionamento semirregular
desta superficie base e o reposicionamento de sua geometria. Um desafio
significativo estd no reposicionamento da geometria dos vértices que
decorre da parametrizacao da superficie inicial. A otimizacao hierarquica
realizada nestes dominios locais buscando reduzir as energias de distor¢ao
introduzidas pela parametrizacao, tal como, os atributos da superficie
base sao fundamentais para a qualidade deste remalhamento. A estrutura
hierarquica permite flexibilidade durante a otimizacao e influencia no tempo

de convergéncia.

Palavras-chave

Projecdo hierarquica; Otimizacao hierarquica; Conjuntos colantes;

Remalhamento semirregular.
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Abstract

Telles, Pablo Vinicius Ferreira; Pesco, Sinesio (Advisor);
Medeiros, Esdras (Co-Advisor). Hierarchical optimization
in parameterization of triangular surfaces by local
domains with applications in semi-regular remeshing. Rio
de Janeiro, 2020. 122p. Tese de doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The parameterization of triangulated, oriented and free boundary
surfaces does not take place in a single planar domain, and sometimes
are sensitive to discontinuities introduced between the various planars
domains requested. Therefore, a non-planar base domain is required with
a differentiable structure, as well as a parameterization of the surface by
this domain. The main approach of this thesis uses a multi-triangulation
structure that directs the simplification of the initial surface to base surface
and proposes a hierarchical projection of the initial vertices on the domain.
A hierarchical projection is combined with a parameterization system of
the initial surface composed of local domains related by smooth transition
maps. As an application, the semi-regular remeshing of triangulated surfaces
converts an input surface, possibly irregular, to another surface with
semi-regular triangulation. The quality of the triangulation and the shape
preserving are important aspects for the remeshing and are resulting from
the components merge used during its building, such as the base surface that
approximate the initial free boundary surface, refinement of the semi-regular
surface and geometric fitting. An important challenge is the geometric
fitting that results from the parameterization of the initial surface. The
hierarchical optimization carried out in these local domains that minimizes
the distortion energies produced by the parameterizations, such as the base
surface attributes are fundamental to the quality of this remeshing. The
hierarchical structure allows flexibility during optimization and influences

the convergence time.

Keywords

Hierarchical projection; Hierarchical optimization; Sets of gluing data,

Semi-regular remeshing.
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1
Introducao

Algumas aplicagbes em modelagem de superficies como [4], [1], [5], ou
envolvendo simulagoes de fluxos em superficies como [6], ou ainda solugoes de
equagoes diferenciais em superficies [7], e também manifold learning [8], entre
outras, sao definidas com alguma estrutura de variedade diferenciavel em R".
De modo que, o interesse no desenvolvimento de algoritmos eficientes para
construir uma estrutura de variedade diferenciavel, preferencialmente suave, é
bastante relevante para o ambito computacional.

Em remalhamento semirregular, o ajuste geométrico da nova
triangulagao estruturada construida a partir de um dominio base é realizada
pela 'cartificacao" da superficie original em funcdo deste dominio. As
parametrizacoes locais envolvidas estabelecem a conexado entre a superficie
original com a nova superficie remalhada. Todavia, essas parametrizagoes quase
sempre introduzem distor¢oes que influenciam diretamente na qualidade da
triangulacao produzida pelo remalhamento, especialmente nos trechos da
superficie que correspondem as regidoes proximas aos bordos dos dominios
locais.

Nesse sentido, [9] destaca que sistemas de parametrizagoes globalmente
suaves tendem a produzir remalhamentos cujas triangulagoes possuam
vértices localmente uniformes e com variagdo mais suave no aspecto global,
particularmente em torno dos vértices extraordinarios do remalhamento.
As abordagens globalmente suaves sao menos frequentes na literatura de
remalhamento, ocorre, por exemplo, em [10] onde sdo construidas fungoes
de transigdo suaves entre os dominios, mas apenas em [11] e [3] as
descontinuidades nos vértices extraordinarios sao evitadas. Esses vértices
extraordinarios sdo aqueles que sobrevivem ao processo de simplificacdo,
compoem a superficie base e permanecerdao no remalhamento. Deste modo,
combinar a estrutura diferencidvel suave de [12] com a otimizagao hierarquica
dos dominios locais proporciona que os vértices parametrizados, inclusive
os extraordindrios, sejam hierarquicamente otimizados de acordo com uma
classificagdo prévia em relacao ao grau de distor¢ao e isso contribui para que o

remalhamento construido evite descontinuidades nos vértices extraordinarios.
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Capitulo 1. Introducio 14

1.1
Motivacao

O problema principal desta tese consiste em construir uma estrutura de
parametrizacao otimizada hierarquicamente para superficies triangularizadas
sem bordo. Esse problema foi introduzido e parcialmente discutido por Kai
Hormman em [13] e detalhado na sua tese [14] com o objetivo de obter eficiéncia
computacional na otimizacdo, mas apenas para superficies triangularizadas
com bordo. Sobre a parametrizacao de superficies sem bordo, foi proposto
em sua tese um método de parametrizacdo da triangulacao original sobre
um dominio base obtido por simplificacdo, mas sem introduzir critérios de
otimizagdo. Em seguida, o problema foi revisitado por [15], mas ainda tratando
de superficies com bordo e propondo uma nova abordagem que contribuiu com
a quantificacao da deformacao e com a metodologia da otimizacao hierarquica.
Algumas outras abordagens de otimizagdo hierdrquica para triangulacoes
surgiram [16], [17], mas buscando eficiéncia computacional e abordando
superficies com bordo.

Os artigos de Siqueira et al. [1], [12] propoem uma estrutura diferencidvel
que transforma uma superficie triangularizada, linear por partes, orientada e
sem bordo em uma variedade diferenciavel. Por outro lado, Medeiros et al.
[2] propoem uma estrutura de multi-triangulagdo que constréi uma hierarquia
{ M}, de superficies onde, particularmente, a superficie base M é bastante
adequada a construgao dessa variedade diferenciavel. Os abertos da variedade
sao definidos, para cada vértice ¢+ da triangulagao, por discos abertos ;
inscritos em w—poligonos regulares, onde w é a valéncia de cada vértice. A
qualidade dos tridngulos da superficie M permite que a associacao isomorfica
entre estrela e poligono nao incorra em distorgoes iniciais tao grosseiras. Uma
parametrizacao dos vértices em cada nivel da hierarquia sobre a superficie Mg
permitiria uma parametrizacao de cada nivel nos dominios €2; definidos pela
superficie base. Estas combinagoes ja possibilitariam a construcgao da estrutura
de parametrizacao hierarquica por dominios locais, criando em cada nivel k e
para cada dominio €; a associacio entre triangulacdes P¥ C €; com regides
Szk C M.

A suavidade da variedade é preponderante para realizacao da otimizacao
em cada triangulacdo PF, pois as funcoes de transicio definidas na variedade
permitem que dominios {; e {2, correspondentes aos vértices vizinhos na
superficie base se comuniquem difeomorficamente e deste modo PF e 733]?,
que possuem vértices correspondentes comuns na superficie My, podem ser
otimizados suavemente e livres de inconsisténcias. A hierarquia permite que a

otimizacao ocorra em diversos niveis k selecionados, nos niveis mais grosseiros a
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otimizacao ocorre mais eficientemente e cada novo nivel encontra triangulacoes
previamente otimizadas. Neste cenario, foi motivado o problema principal
da tese que pode encontrar diversas aplica¢des, mas por ora foi proposto o
remalhamento semirregular que permite visualizar alguns resultados sobre a

otimizacao hierarquica.

1.2
Trabalhos relacionados

O problema de otimizagao hierarquica foi exposto originalmente por [13]
que o propds para superficies triangularizadas com bordo em busca de eficiéncia
computacional. O processo de otimizagdo do dominio de parametrizacao foi
realizado com o funcional Eyps apresentado por [18]. A estrutura hierarquica
foi inspirada na progressive mesh de [19] por meio de modifica¢oes locais na
triangulacdo com o colapso de semi-arestas e com o armazenamento da historia
dos vértices removidos registrados através das coordenadas baricéntricas
atribuidas em planificagoes locais [20] da triangulagdo modificada, baseado
em [21].

A otimizagdo hierdrquica foi revisitada por [22] que verificou a
conformidade do funcional Ejrps e apresentou um novo funcional [15] que
combina FE)j;rps com uma funcao de deformacao da area buscando, assim,
quantificar as distorgoes de isometria na parametrizacao e possibilitando
a minimizagao dessas distor¢oes. O funcional apresentado ¢ invariante
por translagoes, rotacgoes, nao introduz tridngulos degenerados durante a
otimizacdo e ¢é apropriado inclusive para minimizacdo no bordo. Para a
realizacdo da otimizagao hierdrquica, [15] modifica o método proposto por [13]
e utiliza um algoritmo de relaxacao dos vértices que prioriza os vértices mais
distorcidos enquanto mantém fixados os vértices do seu elo e com isso garante
a convergéncia do algoritmo de otimizacao.

A estrutura hierdrquica de multi-triangulagao foi proposta inicialmente
por [23] destinada a organizar, em modelo mais geral, uma hierarquia de
decomposigoes de dominios planares em triangulos e consiste em uma colecao
de fragmentos de triangulagdes agrupados nos noés de uma grafo orientado
aciclico. Em [24], é apresentada uma outra abordagem especializada em niveis
variaveis de detalhes e bastante adequada para construcoes adaptativas. Uma
técnica recente é apresentada em [2] que adapta a definicio da estrutura
de multi-triangulagdo de [23] para superficies triangularizadas propondo
uma estrutura de multi-triangulacdo (HPDS-MT) baseada em amostragem
hierdrquica por discos de Poisson [25] e apresenta garantias tedricas sobre a

qualidade dos triangulos em cada nivel de resolugdo. A HPDS-MT produz
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superficies de alta qualidade em todos os niveis de resolugao, inclusive em
niveis mais grosseiros que sao bem adequados como dominios base utilizados
na construcdo do conjunto de dados colantes [12] ou em aplicagoes de
remalhamento, como sugerido por [9].

A primeira definicdo construtiva de variedades diferencidaveis em
modelagem geométrica surgiu em [4] com o objetivo de extrair aproximagoes
de superficies suaves em R? construindo parametrizacoes locais de superficies
triangularizadas em dominios que se comunicam por funcgdes de transigao
suaves. Essa inser¢ao inspirou outras abordagens [26], [27], [28], [1], [12], [5],
com caracteristicas e contribui¢oes diferentes mas geralmente baseadas em
[4]. A proposta de [12] apresenta uma definigdo construtiva de variedades
diferenciaveis C*° fornecendo uma defini¢do precisa sobre conjuntos de dados
colantes e apresenta resultados tedricos que sustentam todas as construgoes
propostas, além disso, difere de [4] em dois aspectos tedricos importantes
envolvendo a defini¢cdo de dados colantes, na condi¢ao de espago Hausdorff e
na condicao de co-ciclo, difere de [27] pois a aproximacao da superficie suave
nao contém pontos singulares e em [5] a aproximagao da superficie tem regides
em que nao ha garantias sobre a suavidade C*°.

A construcao do remalhamento semirregular pode ser realizada por
diferentes técnicas empregadas com objetivos especificos para a superficie
resultante [29], [30]. Dentre elas, as principais técnicas de remalhamento
semirregular, sdo apresentadas e discutidas em [9]. A estrutura comumente
empregada no desenvolvimento de remalhamentos semirregulares envolve uma
superficie base obtida num processo de simplificagdo, o particionamento desta
superficie e o ajuste geométrico em relagao a superficie original. Algumas
abordagens neste sentido sao apresentadas em [21], [31], [10], [11] e [3].

A geracao da superficie base é realizada por simplificacdo incremental
com colapso de arestas em [31] e [10]; com remocao de vértices em [21] e
[3]; a simplificacdo com o particionamento da superficie original por diagrama
de Voronoi centroidal é realizado por [11]. A superficie base produzida pela
HPDS-MT [2] ¢ construida por simplificacdo incremental com remocao de
vértices e foi comparada a [10] e [3] e apresentou melhores estatisticas na
qualidade do modelo base obtido. A parametrizacao, importante para o ajuste
geométrico, ¢ apenas conforme em [21] e [10]; é otimizada em [11] com um
funcional baseado em coordenadas do valor médio [32] e é otimizada em [3]
com o funcional area/angulo [15]. O survey [9] aponta para [3] com o melhor
desempenho no quesito qualidade da triangulagao, que envolve qualidade por
tridngulo e qualidade global da amostragem. Entretanto, é importante observar

que a comparacao de outros quesitos importantes é realizada paralelamente.
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1.3
Contribuicoes

O ambiente de desenvolvimento desta tese envolve uma estrutura de
multi-triangulacao baseada em amostragem hierarquica de pontos por discos
de Poisson (HPDS-MT) que constréi a partir de uma superficie M linear
por partes, triangularizada, sem bordo, compacta e orientavel, um grafo
orientado aciclico produzido com simplificagdo incremental e que direciona

uma hierarquia de superficies
B=My=---2My=M

que preserva a topologia e produz tridangulos de alta qualidade em todos
niveis hierarquicos e, juntamente a hierarquia, uma estrutura diferenciavel que
transforma a estrutura topoldgica da superficie B numa variedade diferencidavel
suave composta naturalmente por dominios locais de parametrizagao e por

fungoes de transicao suaves entre esses dominios. Neste contexto, sdo propostos:

e Uma metodologia de parametrizacdo hierarquica da superficie M
sobre a superficie base B, para cada nivel £ = 0,...,N, onde a
parametrizacao dos vértices é graduada, ocorre durante o refinamento
e apenas depende dos vértices parametrizados no nivel anterior. Os
vértices sdo parametrizados com boa distribui¢cdo e permitem particionar
a superficie M} em regides parametrizadas pelas cartas da variedade

diferenciavel definida pela superficie base.

e Um algoritmo para a otimizagao hierarquica global realizada nestes
dominios de parametrizacao, onde sdo atenuadas as distorgdes dos
dominios de parametrizacao discretos introduzidas pela parametrizacao
de regides da superficie My, em cada nivel k£ desejado. A otimizacao
ao longo da hierarquia é mais flexivel pois permite realizar mais
iteracoes de otimizagdo em niveis menos densos. O refinamento dos
dominios correspondentes ao avanco na hierarquia ocorre a partir de
niveis previamente otimizados influenciando diretamente no tempo de

processamento e na qualidade da otimizacao

e Um remalhamento semirregular cuja estrutura de adjacéncias
corresponde a uma triangulagao semirregular construida a partir
da superficie base B e cujo ajuste geométrico é realizado com uma
interpolagao realizada pelos dominios de parametrizacao otimizados

hierarquicamente e que incorpora o formato da superficie M.
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1.4
Organizacao da tese

O capitulo 2 contém alguns dos principais conceitos teodricos que
sao envolvidos nos demais capitulos, como as definicbes de complexos
simpliciais e seus elementos; alguns conceitos sobre variedades diferenciaveis
e conjuntos de dados colantes; distor¢oes geométricas, medicoes dessas
distor¢oes, conformidade e isometria.

O capitulo 3 contém o detalhamento do problema de otimizacao
hierarquica para superficies lineares por partes, triangularizadas, orientadas
e com bordo. O objetivo principal é apresentar o problema propulsor da
otimizagao hierdarquica que foi proposto originalmente em [14] para superficies
com bordo e revisitado por [15] que propos uma nova abordagem e um funcional
mais adequado para a otimizacao. A simplificacdo da superficie triangularizada
foi modificada neste capitulo para adequar a abordagem do problema exposto
a metodologia necessaria para o tratamento do problema principal, realizado
no capitulo seguinte.

O capitulo 4 contém a definicdo do problema principal, bem como, os
elementos necessarios adotados para a sua construcao e solucao. Neste sentido,
sao apresentados alguns conceitos sobre a estrutura de multi-triangulacao
(HPDS-MT), a metodologia de parametrizagdo hierdrquica My em B, a
construcao do conjunto de dados colantes e os processos, nao-hierarquico e
hierarquico, para a otimizacao global.

O capitulo 5 explora os elementos necessarios para a construcao de um
remalhamento semirregular composto por triangulagao de boa qualidade e
que preserva as caracteristicas originais do modelo original. Além disso, sao

apresentadas as comparagoes realizadas com a otimizagao hierarquica.
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2
Conceitos fundamentais

Esta secao agrega os principais elementos conceituais que serao
necessarios para a compreensao dos assuntos tratados ao longo dos préximos
capitulos. Foram colecionadas algumas defini¢oes e teoremas consultados em
[33] e [34], para descrever os elementos combinatérios, em [12] e [1], para definir
o conjunto de dados colantes e estabelecer a estrutura diferenciavel associada,
e em [18], [15] e [22], para estabelecer uma energia de distorgao area/angulo

avaliada nas parametrizagoes.

2.1
Elementos combinatérios

Definicdo 2.1 Um simplexo o de dimensdio k € o fecho convexo da colecdo
de k+1 pontos {vy, ..., v} CR™ tal que os vetores vy — vy, Vo — Vg, ..., Vx — Vg

formam um conjunto linearmente independente.

Os simplexos de dimensao 0, 1 e 2 sao denominados por vértices, arestas
e triangulos. Um simplexo de dimensao p (ou p-simplexo) é uma face de um
k-simplexo, p < k, quando for gerado por um subconjunto dos vértices do
k-simplexo. Neste caso, o p-simplexo é uma face incidente ao k-simplexo. A
dimensao do k-simplexo ¢ é denotada por dim(o) = k.

O bordo de um simplexo o, denotado por do, é a colecao das faces de o,
exceto o proprio 0. Neste caso, o interior de o é denotado por int(c) = o —0do.

Os simplexos ¢ e 7 num conjunto finito de simplexos K sao independentes
ou adjacentes, respectivamente, quando c N7 = & ou 0 N7 # &. Os simplexos
o e T sdo conectados se existe uma sequéncia de simplexos (;)!_, em K sendo
7o face de o e v; face de 7 e tal que quaisquer dois simplexos consecutivos na

sequéncia sejam adjacentes.

Definicao 2.2 O complexo simplicial é um conjunto finito de simplexos K
e de todas as suas faces, de modo que, se dois simplexos o, 7 € K sdo adjacentes
entio dim(c N 7) < dim(o) e dim(c N 7) < dim(7), caso contrdrio eles sao

independentes. A dimensdo de K € o nimero d = max{dim(o) | 0 € K}.

Em particular, um subconjunto K* composto pelos simplexos de K é

um subcomplexo de K e dim(K*) < dim(K). Um subcomplexo K* ¢ uma
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componente conera de K quando todos os seus simplexos sao conectados. O
conjunto que consiste da uniao de todos os pontos nos elementos vértices,
arestas e triangulos de K constitui o espago subjacente de K e denotado por
|K|.

A jungdo de dois simplexos ¢ e 7 independentes é um novo simplexo ~y
gerado pela uniao dos vértices de o e 7. Essa operacgao é denotada por o x7 =
e dim(o) + dim(7) < dim(R™).

Definigcao 2.3 Seja K um complezo simplicial em R". A estrela e o elo
de um simplexo o de K sdo denotados, respectivamente, por Star(c,K) e
Link(o, K):

i. Star(o,K) é a uniao de todos os simplexos de K que compartilham a

face o.

it. Link(o, K) € a unido de todos os simplexos de K independentes de o e

que compoem a Star(o, K).

Definicao 2.4 Um complexo simplicial K de dimensdo 2 é denominado por
superficie simplicial se toda aresta de K for uma face de um ou dois
triangulos de K e o espaco subjacente ao elo de cada vértice de K é homeomorfo

a um intervalo ou a um circulo S' = {x € R? | ||z|| = 1}.

As arestas da superficie simplicial K incidentes a uma tnica face sao as
arestas de bordo e os vértices incidentes a estas arestas de bordo sao os vértices
de bordo. O subcomplexo de K que coleciona as arestas de bordo determina
o bordo da superficie simplicial K, denotado por K. Os vértices e as arestas
que nao compoem o bordo de K sao os vértices de interior e as arestas de
interior, o interior de K, denotado por int(K), é o conjunto complementar
K — 0K. A wvaléncia de um vértice em K é o nimero de arestas incidentes ao
vértice.

A superficie simplicial K ¢é orientavel quando é possivel escolher uma
orientacao de modo que dois tridngulos induzem orientagoes opostas em sua
aresta de interior comum.

Quando dim(K) = 2 e |Star(v, K)| é homeomorfo ao disco aberto ou
ao semiplano em R?, para todo vértice v de K, a superficie simplicial K é
uma triangulacdo. Uma superficie orientéavel M, bidimensional em R3, é dita
triangularizavel se, e somente se, existe uma triangulacao K cujos vértices
pertencem a M e tal que |K| é homeomorfo a M. Neste caso, a superficie
triangularizada serd denotada pelo par M = (K, X) onde X C R? armazena

as informacoes geométricas dos vértices e K contém a estrutura de adjacéncias.
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Operacoes topolégicas

As operagoes topoldgicas elementares em triangulagoes transformam uma
triangulagdo K em outra triangulagao K’ preservando o tipo topoldgico. As
operacoes topoldgicas necessarias para o proposito desta tese sao o split e o
flip, ambas sao realizadas em arestas como exemplificado na figura 2.1. Sao
permitidas como operagoes legais sob certos aspectos que foram estabelecidos
por [35]. A operagao split é sempre legal pois nunca altera o tipo topoldgico.
Em contra-partida, a operagao flip que transforma a aresta {l,k} € K em
{i,j} € K" s6 ¢ legal se {i,j} ¢ K.

flip l split l

il T

J J J

Figura 2.1: Operagoes topoldgicas flip e split.

A operacao de remocao de vértices na triangulagdo K realiza uma
simplificacao local com a remocao de um vértice de valéncia w e introduz um
bordo homeomorfo ao circulo S' composto por uma quantidade w de arestas.
O preenchimento desta lacuna devera introduzir w — 2 tridngulos e resultara
em uma nova triangulagdo K’ composta por menos um vértice, menos dois
tridngulos e menos trés arestas, a figura 2.2 ilustra esse processo local. Os
critérios utilizados para escolher o vértice e para preencher com os novos
tridngulos sdo fundamentais nas metodologias de simplificacdo que adotam

esta operacao.

remove preenche

Figura 2.2: Operagoes topologicas de simplificagao.

Coordenadas baricéntricas

Considerando um tridngulo em R? cujos vértices sdo denotados por

. Lo —
up = (70,Y0), w1 = (T1,91), uz = (T2, y2) em posicdo geral, ou seja, ugui, Ugls
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sdo linearmente independentes e um ponto v = (z,y) € R? tal que para

Ao, A1, Ao € R, nem todos nulos,
u = )\0114) + >\1U1 + )\QUQ com )\0 + /\1 + )\2 =1

A solucao do sistema linear nas variaveis \g e A, com Ay = 1 — A\g — A1 sdo
unicamente determinadas pois os vértices do triangulo estdao em posicao geral
e, portanto,

~1

Ao To— Tg T1 — To T — T
= ,onde \g =1 —Xg— Ny

A1 Yo— Y2 Y1 — Y2 Y — Yo

Expandindo essas solucgoes, os valores Ay, A;, Ay sao determinados pelas
razoes entre as areas Ay = area([ug,uq,u]), Ay = area([us,us,ul) e Ay =
area([ug, ug, u]) pela area total A = area([ug, u1, us]) de modo que

A() Al o A2
- ) )\2 - A

Quando essas razoes sao todas positivas o ponto u estd no interior do
triangulo, quando uma delas é nula entao u esta localizado em alguma das
arestas e quando duas delas sao nulas o ponto coincide com algum vértice.
Essas solucoes sdo denominadas por coordenadas baricéntricas do ponto u
unicamente determinadas em relagao aos vértices do triangulo de que se trata
e, do mesmo modo, cada ponto u determinara unicamente trés coordenadas
baricéntricas em relacao aos vértices do triangulo.

Um tridngulo ¢ em K com coordenadas geométricas vy, v1, v2 € R? e
congruente ao tridngulo [ug, u1, us] em R? determinard unicamente e no mesmo
plano do tridngulo t o ponto v € R?, correspondente ao ponto u, com as mesmas
coordenadas baricéntricas como ilustrado na figura 2.3.

Uy

J v
R? H R3

U2

Vo

Uz

Figura 2.3: Coordenadas baricéntricas

Portanto, dado um ponto v no mesmo plano do tridngulo [vg, vy, v2] 0

ponto v é unicamente determinado com as coordenadas baricéntricas dadas
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nas mesmas razoes, onde Ay = area([vg,v1,v]), A1 = area([vy, ve,v]), Ay =
area([vg, vo, v]) e A = érea([vy, vy, v2]).

A seguinte propriedade estabelece um modo para relacionar pontos de um
tridangulo, no interior ou no bordo, com pontos de outro triangulo, no interior
ou no bordo, através das mesmas coordenadas baricéntricas. Considerando os
vértices de um tridngulo ug, uq, us cujos correspondentes em outro tridngulo
sdo os veértices vy, V1, Uz € Ao, A1, Ay sdo as coordenadas baricéntricas

nao-negativas de um ponto u tais que u = Agug + A1u; + Aaug entao
bar(u) = Ao + Av1 + Agva = v e bar ™ (v) = Auo + \uy + Aoug = u,

onde os pontos u, v pertencem, respectivamente, ao interior ou ao bordo dos

tridngulos [ug, u1, us] € [vo, v, va].

2.2
Conjunto de dados colantes

Nesta secao serd apresentada uma componente tedrica sofisticada e
fundamental na abordagem desta tese, a estrutura diferenciavel por meio do
conjunto de dados colantes. A construcao de um modelo diferenciavel concreto
abrangendo superficies simpliciais e com fungoes de transicao C'*° satisfazendo
a propriedade de co-ciclo foi o maior desafio solucionado em [1] e [12]. No
artigo [1], Siqueira, M. et al. fornecem um conjunto de fungdes envolvendo
coordenadas polares e que sdo definidas em dominios locais definidos pelo
interior de discos abertos no plano, como sera visto sobretudo no capitulo
4 e em [12], e sao fornecidas ainda todas as provas e justificativas tedricas.
Esse conjunto de fungoes equipa a superficie simplicial com uma estrutura
de variedade diferenciavel, ndo é uma superficie diferenciavel, mas permite
aplicagoes em superficies simpliciais que dependam da suavidade determinada
pelas fungoes de transicao.

A otimizacgao hierarquica proposta nesta tese resolve, principalmente, o
problema de otimizar o funcional nao-linear que mede a energia de distorcao
drea\adngulo introduzida nos dominios locais pelas parametrizagoes de uma
superficie triangularizada sem bordo (Xj, Ji) em cada nivel hierdrquico k,
onde X} coleciona a geometria dos vértices e .Jp coleciona a estrutura de
adjacéncias da triangulac¢do. Neste contexto, os vértices das superficie (Xy, Jx)
sdo parametrizados sobre o dominio base (Xo, Jy) e a partir deste dominio
é definida a estrutura diferenciavel com os dominios locais de parametrizacao
euclidianos fornecidos por [1]. A diferenciabilidade das fungoes de transicao que

comunicam tais dominios de parametrizagao sao essenciais, por exemplo, para
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otimizar a parametrizagdo de um vértice pertencente a (X, Jy) que ocorra em
mais de um dominio. A otimizacado ocorre localmente em um dos dominios,
como sera visto mais a diante, mas as restricbes impostas a esta otimizacao
devem ser verificadas no dominio de otimizagao e nos dominios vizinhos que
contém a parametrizagdo do vértice. O pacote Algencan [36] utilizado para
resolver o problema nao-linear de minimizagao produz uma solucao mais
robusta quando sao definidas as derivadas de primeira e segunda ordem das
restri¢oes do problema e isso, por sua vez, envolve uma composicao das fungoes
de restricao com as respectivas fungoes de transicdo que relacionam o dominio
em questao aos dominios vizinhos que contenham a parametrizacao do vértice,
bem como, as derivadas de primeira e segunda ordem da composicao.
Inicialmente sera definido o conceito de variedades diferenciaveis com as
suas componentes classicas e, em seguida, sera definido o conjunto de dados

colantes. Essas defini¢oes estao originalmente postas em [12].

s,

Defini¢ao 2.5 A fungio projecao pr; : R™ — R, para cada i € {1,...,n}, é

dada por pri(zi,...,T,) = x;.

Defini¢ao 2.6 Dado um espago topoldgico M, uma carta (ou fungao
coordenada local) é o par (U,v), onde U C M é um aberto e ¢p : U — Q
¢ um homeomorfismo sobre o dominio local Q2 = (U) C R™ (para algum
ny > 1). Para qualquer p € M, o par (U,v) é uma carta em p se, e somente se,
p € U. Se (U,¢) € uma carta, entao as fungoes x; = pr; o sio denominadas
por coordenadas locais e para todo p € U, a tupla (z1(p),...,xn(p)) € 0
conjunto de coordenadas de p com respeito a carta. Finalmente, a carta no

sentido inverso (2,¢~1) é denominada por parametrizacao local.

Definig¢ao 2.7 Dadas quaisquer duas cartas (U, ;) e (Uj, ;) em um espago
topologico M. Se U; NU; # & entdo as fungées de transicdo

wji : %(Uz N UJ) — ”QDJ(Ul N UJ) e ”(/Jij : Q/JJ(UZ N Uj> — wl(Uz N Uj)

sao dadas por

Wi =00t ey =10t

Vale observar que essas fungoes relacionam abertos de R” e sao inversiveis
entre si. A figura 2.4 esquematiza todos esses elementos. A definicao seguinte
estabelece condigbes para que o espago topoldgico M seja uma variedade

diferencidvel.
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;i (U;) i

Figura 2.4: Variedades diferencidveis [1]

Definicao 2.8 Dados um espago topologico M, um inteiro n > 1 e algum
inteiro positivo r ou r = oo, um n—atlas A de classe C" em M é uma
familia de cartas {(U;,1;)}icr, onde I é um conjunto de indices nao-vazio,

possivelmente nao-enumerdvel e tal que:
i. ¥;(U;) CR™, para todo i € I;

it. {U;}ier € uma cobertura aberta para M, ou seja,

M:UU“

iel

iti. sempre que U; N U; # &, o mapa de transicio j; ou ;; € um
difeomorfismo de classe C" e, em particular, quando r = oo o mapa

de transi¢cdo ¢ um difeomorfismo suave.

A existéncia de uma n-atlas de classe C" é suficiente para que a definicao
anterior estabeleca M como uma variedade diferenciavel de classe C”, mas
ainda é necessario garantir que a definicdo da variedade independa da escolha
do atlas. Para lidar com isso, é definida a nocao de compatibilidade. Seja A um
n—atlas de classe C” em M e (U, 1) uma outra carta, entao (U, ) é compativel
com A se, e somente se, 1 0 1); * ou ¥; 09" sdo de classe C" para toda carta
(U, ;) C A esempre que U;NU # . Se essa propriedade de compatibilidade
vale entre as cartas dos atlas A e A" em M, entdo os atlas sdo compativeis e
portanto A U A’ ainda é um atlas em M. Neste sentido, um atlas A em M é

denominado atlas maximal se qualquer outro atlas A’ de M compativel com
A esté contido em A, A’ C A.

Definicao 2.9 Dados um inteiro n > 1 e algum inteiro positivo r ou r = oo,

uma variedade diferencidvel de classe C" e dimensao n consiste no espago
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topoldgico M junto com um atlas A mazximal. Qualquer n—atlas A" em M
compativel com A é uma estrutura diferencidvel de classe C" para M e,

em particular, quando k = oo a variedade diferencidvel é suave (ou dita de
classe C*).

Além disso, por razdes técnicas o espaco topoldgico M é Hausdorff e
segundo-contavel, isso garante que sempre ha conjuntos abertos distintos em
M contendo pontos distintos de M e sempre existe um conjunto enumeravel de
abertos em M de modo que cada aberto de M seja uma uniao dos abertos desse
conjunto enumeravel, o que caracteriza M como uma variedade topolégica.
Para os propésitos desta tese, os abertos a serem definidos serdao tomados
em quantidade finita, contendo apenas uma quantidade de abertos igual ao
niumero de vértices da superficie triangularizada (X, Jo) e com dimensao n = 2
(variedades diferenciaveis bidimensionais).

A definigao 2.9 estabelece o conceito de variedade diferenciavel supondo
a priori a sua existéncia por meio do espago topologico M, mas nao ¢
praticavel realizar a construcdo por este caminho quando o conjunto M
ainda é desconhecido a priori. Uma definicdo que considera inicialmente os
dominios locais de parametrizacao relacionados por fungoes de transicao para
estabelecer a partir desses elementos a estrutura de variedade diferenciavel é
mais interessante para o aspecto concreto da construcao. Essas construcoes
de variedades diferenciaveis a partir dos dominios de parametrizacao surgiram
pela primeira vez no ambito de processamento geométrico através do artigo
[4], para tratar de problemas envolvendo a construgao de superficies suaves
por meio de aproximacoes realizadas em superficies triangularizadas em R3
como observado por [1]. A defini¢do do conjunto de dados colantes segundo
[12] e que serd apresentada logo abaixo é mais completa e mais geral que a
defini¢do apresentada em [4]. E importante destacar que para a construgio
de uma superficie suave, objetivo de [1], o espago topoldgico é desconhecido a
priori, mas para os propositos desta tese o espaco topoldgico é subjacente a
triangulacao da superficie base e o conjunto de dados colantes equipa o espago
topologico com um atlas suave e, portanto, transforma o espago subjacente da

superficie base numa variedade diferencidvel suave.

Definicao 2.10 Dados um inteiron > 1 e algum inteiro positivo r ou r = oo.

O conjunto de dados colantes ¢ a tripla

g - ((Qi)z‘eh (Qij)(i,j)elxla (7/}ji)(z',j)eH)a
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onde I €é um conjunto de indices ndo-vazio, enumerdvel (possivelmente
infinito), H = {(i,j) € I x 1 : Q; # @} e tal que valham as sequintes

propriedades:

1. Para todo 1 € I, o conjunto aberto €2; C R™ é denominado por dominio

de parametrizacdo e Q; N$); = @, para todo i # j, com j € I;

ii. Para todo par (i,7) € I x I, Q;; € um subconjunto aberto de ;. Além
disso, ;; = e ()i # @ se, e somente se, 1j; # . Cada subconjunto

nao-vazio §Y;j, com © # j, € denominado por conjunto colante,

iti. A fungao j; : (; — Qji, uma bijecio de classe C”, é denominada por

funcgdo de transicao que satisfaz as propriedades:

(a) i = idg,, para todo i € I;
(b) ¢ij = =1 para todo (i,j) € H;

Ji
(C) Para todo i, j, k, Se Qﬂﬁij 7A @, entao QZJU(QﬂﬂQ]k) = Qz‘j ﬂQZk
e Yii(x) = (Yi; oY) (x), para todo x € ;; N Q.
(d) Para todo par (i,j) € K, com i # j, para todo x € 0(;;) N e
y € 0(Q;) NQy, existem bolas abertas, Vy, V,, centrada em x ey,
tal que menhum ponto de V, N Qj; é imagem de nenhum ponto de

Ve N Q45 pela fungdao j;.

As duas principais diferencas entre a definigdo proposta em [12] e a
definicdo de [4] estdo na propriedade ii.(d) que estabelece uma condigao
necessaria e suficiente para que o espaco construido por conjuntos de dados
colantes seja Hausdorff e na propriedade #ii.(c) que estabelece a condigao
de co-ciclo, necessaria principalmente na demonstragao do teorema que sera

enunciado em seguida.

Teorema 2.1 Para todo conjunto de dados colantes,

g = ((Qi)ieb (Qij)(i,j)elxlv (¢ji)(i,j)eH)a

existe uma variedade diferencidvel Mg de classe C*, n—dimensional e cujas

fungoes de transicio sio dadas por 1j;.

Dem.: Ver em [12].

A ideia da demonstragao consiste em construir um conjunto quociente induzido

pela relacao de equivaléncia ~ na uniao disjunta [J;c; {2; de modo que, para
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todo z,y € Uier (4
r~ye3(i,5) € Htq oeQyj, yeQ, y=1j(x)

A classe de equivaléncia T contém todos os elementos de (2; associados com
r € €, pela fungao de transigdo v;;, para todo (i,j) € H. A condicao
de co-ciclo iii.(c) é essencial para verificar a transitividade nesta relagdo de
equivaléncia, como mostrado em [12]. O conjunto Mg serd definido como o
conjunto quociente modulo a relagio ~, Mg = {Z : © € U;e; %} Deste
conjunto, se constréi um atlas usando a aplicacao quociente p : U;c; €2 — Mg,
tal que p(x) = T, para definir os homeomorfismos, se verifica que Mg é
segundo-contavel pela enumerabilidade das cartas e por fim se mostra que
Mg é Hausdorff.

2.3
Energia de distorcao

Os efeitos das distor¢oes introduzidas pelas parametrizacoes das
superficies triangularizadas homeomorfas a discos podem ser quantificados por
funcionais que buscam medir, em algum sentido, as distor¢oes angulares e de
comprimento, ou ainda uma combinacao delas, podendo envolver a distorcao
de 4rea. E importante enfatizar que a preservacio de comprimento, angulo e
area nao ocorre de modo independente umas das outras, como observado por
[22], portanto um balanceamento entre essas quantidades pode ser necessério.
Além disso, destaca que o controle da distor¢ao apenas por um funcional
que quantifique isoladamente a energia de distor¢ao da area pode nao ser
apropriado para tridngulos parametrizados sob efeitos de cisalhamento, onde
ocorre distorcao de angulo e comprimento, mas nao ocorre variagao de area.
Por outro lado, a quantificacdo independente do comprimento pode omitir
informagoes sobre a distor¢do angular e da area. E ainda, a preservagao do
angulo isoladamente nao garante nada sobre comprimentos e areas. Finaliza a

argumentacao observando que
Preservagao de comprimento = Preservagao de angulo + Preservacao de area,

onde a "soma" indica que as componentes devem ser concomitantes, mas agindo
com independéncia. Neste sentido, o funcional proposto em [15] busca combinar
essas informagoes introduzindo o funcional FE.,mpineda que complementa o
funcional E)ys;ps proposto em [18].

Sejam S C R3 uma superficie regular homeomorfa a um disco e a

aplicacdo ¢ : Q C R? — S uma parametrizacao de S com dominio €.
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Definicao 2.12 Seja {¢'(e1), ' (e2)} uma base para o plano tangente a S em
P(w), considerando w € Q e {ey,es} base candnica de R?. A primeira forma

fundamental de ¢ é representada pela matriz

Is(w) = (V@) (Vo)

Definicao 2.13 Se a parametrizacao ¢ é suave e para todo w € 2

onde 1d denota a matriz identidade 2 x 2, entao ¢ é conforme.

Definicao 2.14 Se a parametrizacao ¢ é suave e para todo w € 2
I¢(w) = Id,
onde 1d denota a matriz identidade 2 x 2, entao ¢ é uma tsometria.

Uma propriedade importante das parametrizacoes conformes é a
preservacao de angulos, de modo que para cada w € () as curvas dadas por
pares de retas restritas a €2, ortogonais em w e paralelas aos vetores ey, e
sao identificadas em S pela parametrizacao ¢ com pares de curvas ortogonais
no ponto ¢(w), tais curvas sao denominadas por isolinhas. A isometria é uma
propriedade mais forte e assegura que além da preservagao dos angulos ocorre
a preservacao dos comprimentos e portanto das areas, mas apenas superficies
desenvolviveis admitem parametrizagoes totalmente isométricas [37]. Deste
modo, o funcional proposto por [15] explora os andlogos discretos para essas
propriedades no caso de superficies triangularizadas, nas préoximas linhas desta
segdo serao sintetizadas as principais ideias apresentadas por [22] sobre a
construcao do funcional.

Considerando uma regiao limitada 7" C Q e ¢(7') C S entao é razoavel

esperar que ¢ preserve a area quando, e somente quando a
area(T') = area(o(T))

para toda regiao T escolhida. Mais especificamente, a area de uma regiao T é

estabelecida em [37] como

area(p(T)) := /T |py, X Oy |dudv = /T v/ det Iy(w)dw,
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onde w = (u,v) C Q. Neste sentido, uma parametrizagdo suave ¢ preserva a
area se, e somente se
det I¢(w) = 1,

para todo w C €.

Sejam M = (K,X) e P = (K,Y) duas superficies triangularizadas
lineares por partes, onde M ¢é homeomorfa a um disco, K armazena as
relacoes de adjacéncias, X C R¥®eY Cc Q C R®2tal que ¢ : P — M ¢é
uma parametrizagdo. A drea de um tridngulo ¢(t) C M neste contexto é

estabelecida por

area(¢(t)) := /t\/det Iy(w)dw = y/det 1y, - area(t),

para todo t C P. Neste contexto, ¢ preserva a area se, e somente se

_area(o(t))
1/det I¢‘t = W = 1,

para todo t C P.
A defini¢cao do funcional Ey,., que mede a energia de deformagao da area
numa parametrizacao ¢ ¢é estabelecida a partir de uma funcao de deformacao

da area eg..q : S — R tal que
Eérea(¢) = / eérea(x)dxv
S

onde e4eq(z) = f(y/det Iy(¢(x))), para ¢ := ¢ ' e f: R = R é a fungao
objetivo escolhida de modo a garantir que det I, = 1. Na parametrizacao da

superficie linear por partes M o célculo de Ej,...(¢) é realizado por

Eirea(®) := > f(y/det Ly,) - drea(o(t))

tCP

A fungao f : R — R foi escolhida como f(z) == —I—i pois no intervalo de
interesse [0, +o0] ela é convexa, positiva, com minimo em x = 1 e para valores
de x — 0 ou z — oo a fungdo f — oo. A figura 2.5 exibe o grafico no intervalo
de interesse.

O funcional Eysrps apresentado em [18] se propoem a medir uma energia
de distor¢ao da isometria, como sugere o proprio nome "Mustly Isometric
Parametrizations", na parametrizacdo de superficies triangularizadas, mas
foi observado por [15] que o funcional Ej;ps tem valor minimo em
parametrizacoes apenas conformes e portanto um procedimento de otimizacao

com este funcional apenas trata das distor¢oes angulares.
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Figura 2.5: Fungao objetivo

A parametrizagao linear por partes ¢ : P — M associa um tridangulo
t C P com um tridngulo ¢(f) C M por meio de uma aplicagdo afim. A
restricio de ¢ no triangulo ¢ é escrita como uma funcao afim ¢, (w) = Aw +1b,
para cada w C t C P C ) como observado por [14]. Neste sentido, [18] buscou
um funcional £ no conjunto dos funcionais que medem a distor¢ao introduzida
pela parametrizagao do triangulo dada por fungdes do tipo g(z) = Az +b. O
triangulo ¢(t) é representado no R? e deste modo A € R(3,2), mas num sistema
de coordenadas apropriados o terceiro eixo estard ortogonal ao tridngulo ¢(t)
e isso permite que a matriz A € R(2,2).

As propriedades requeridas para o funcional E procurado sao: (1)
invaridncia por translagoes, (2) invaridncia por transformagoes ortogonais,
especialmente rotagoes, e (3) invariancia por semelhancas. Deste modo, decorre
de (1) que E depende somente de A. Esta matriz A é decomposta por valores

o
singulares [38] na forma A = U 01 V't onde U, V sdo matrizes ortogonais
02

e o1 > 09 > 0, portanto decorre de (2) que E s6 depende dos valores singulares
01, 02. Além disso, por (3) é necesséario que E esteja em fungao da razao o1/o9
e [18] ainda destaca a relacao da energia, que é dada em fungao da razao, com
o nimero de condicionamento da matriz ky(A) = ||A||2.]|[A7Y |2 = o1/0. E
importante destacar que como 0 < g9 < 07 entdo o1/03 > 1, 0 que significa
que F atingirda o menor valor quando oy = g9. O ntimero de condicionamento

da matriz A foi interpretado por [18] pela norma de Frobenius [38], como segue,
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por conta do custo computacional.

_ 1 1
ki(A) = [[Allp[|A7Y|r = Vot + 03[ 5 +

1 03
0% + o2 o1 09
1 2
_ _'_ P

0102 (o)) g1
1
= ko(A) + T (A)

O funcional proposto em [18] que mede a energia de distor¢gdo na
parametrizacao de um tridangulo obtido em funcdo dos valores singulares
e satisfazendo as propriedades sera da forma

o 0

E(g) =

02 01

e a soma dessas energias verificadas em todos os triangulos fornecerd Eyrps.

Pelo nimero de condicionamento kp(A) = % é possivel deduzir
uma bela férmula, logo abaixo, para o funcional E envolvendo apenas os
dngulos internos e os lados dos tridngulos t e ¢(t), respectivamente, como
demonstrado por [14]. Bastando observar que A'A é simétrica, {03, 03} sdo
os seus autovalores e os seus autovetores associados compdem as colunas da
matriz V, portanto o numerador é o trago(A*A). Além disso, det(A) = oy0,.
Para realizar os cdlculos é necessario criar um triangulo candnico t.,, composto
pelos lados ey, ey e aplicagoes 1 @ tean — t, T2 @ tean — ¢(t) € por fim

¢, = T oM ! onde os angulos e os lados estdo indicados na figura 2.6

E(é)) = cot ar|a| + cot B]b] + cot ||
s 24rea(t)

A férmula permite calcular a energia de distorcdo da parametrizacao restrita
ao triangulo ¢ e a energia total é dada pela soma Eyrps = > icp E(@t).

Esse funcional é apenas conforme, como observado por [22], pois
AM(w) = 0?(w) e Aa(w) = o3(w) sdo os autovalores de I4(w). Como o valor
minimo atingido pelo funcional E(¢) ocorre com o7 = 09 entdo Ay = Ay
caracterizando a conformidade do funcional. Com a mesma estratégia usada

para a determinacao de Fy,.,, defini-se

Efmgulo(¢> = / eéngulo(m)dma
S
onde €znguio 1 S — R ¢ a funcao de deformacao tomada como

01(¢($))> _a@(@) o)

o2 (0(2)) "

Canguto(2) = f ( oa(Y(x))  or(Y(x))’
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€2

tuu,n R2

€1

Figura 2.6: Esquema da parametrizagdo restrita ao tridngulo

onde ¢ := ¢! e a funcdo f escolhida anteriormente garante que o valor minimo
ocorra em 1.

Na parametrizacao linear por partes

Eémgulo(¢> = Z €angulo érea(¢<t))7

tCP

Z;Eg + ngg Como observado por [22], Ejpgu, difere de Eyrps

pois surgiu um fator de ponderagao para cada t C P dados pelas dreas de ¢(t).

onde eanguio =

Com as componentes €sireq € Canguio @& fungao de deformacao do

comprimento ¢é definida como o produto

6comp<m> - 6érea<x> : eémgulo(x>

e essa fungdo tem minimo em x = 1, pois f é positiva e atinge o minimo com

Z;EZZ;; = 1 e \/det L(e(z)) = 01 (4(x))oa(tb(z)) = 1

Portanto, €comp ¢ minima quando A;/Ay = 1 e \MjA; = 1 o que implica em
A1 = Ay = 1. No ponto minimo de egomp(x) tem-se Is(¢(z)) = Id, que seria o
caso ideal de isometria na parametrizacgao.

A energia combinada apenas toma um expoente p > 0 no funcional da
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area permitindo maior ou menor influéncia

Ecombinada(¢) = Z eéngulo(t) : eérea(t)u . érea(¢(t))7 M 2 0

tCP

onde

Careall) = f(\/m) _ area(o(t)) N areal(t)

area(t) area(o(t))

cot ar|a| + cot B|b| + cot y|c|
24rea(t) ’

€angulo (t) -

tal como foi obtido pelo MIPS. Esse funcional tem boas propriedades, como
demonstrado por [22]. E invariante por rotacio e translacdo, é diferencidvel
para os processos de otimizacao e nao permite problemas de orientacao durante

o processo de otimizacao.
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Otimizacao hierarquica em superficies com bordo

Neste capitulo serda apresentada uma estrutura de multi-resolugao
construida com a parametrizacao hierarquica de superficies triangularizadas
com a topologia de um disco e realizada com uma triangulacao de Delaunay
restrita. Além disso, serd apresentado o processo de otimizacao utilizado
para reduzir as distor¢oes introduzidas pela parametrizacao. O objetivo desse
capitulo é preparar o leitor com alguns aspectos metodologicos importantes

utilizados no tratamento do problema principal.

3.1
Descricao do problema

Considerando uma superficie triangularizada S = (G, V) homeomorfa
a um disco composta pelo complexo simplicial G e pelo conjunto V =
{vi,v9,...,v,} C R bem como, uma triangulacio P = (G, U) definida com
as mesmas conectividades de G e pelo conjunto U = {uy,us,...,u,} C R%
A aplicagao bijetiva ¢ : P — S tal que ¢(u;) = v;, para cada i € {1,...,n},
é uma parametrizacao da triangulacio S quando ¢! associa tridngulos de S
com triangulos nao degenerados de P mantendo a mesma orientacao.

A estrutura de multi-resolucao tratada neste capitulo consiste na
hierarquia das superficies triangularizadas com bordo tnico e representadas
por Sy, Sy, ..., Sy, de forma que para cada k € {1,..., N} a relagdo entre as
superficies subsequentes S, < Si_1 seja estabelecida por modificagoes locais
nos vértices de interior dos respectivos dominios paramétricos Py e Pr_1 de

modo que
P — Pr_1 = StCLT(uk, Pk) e P._1—Pr= int(ﬁ),

com 7T uma triangulacdo formada por um subcomplexo de Py_;1 que preenche
a lacuna deixada pela remocao de uy e tal que 0T, = Link(ug, Py)).

E desejével que a parametrizacio ¢ preserve as propriedades geométricas
angulo e area. Entretanto, a manutencao dessas propriedades so é possivel em
superficies desenvolviveis [37], no caso das superficies triangularizadas significa

ter a soma dos angulos incidentes em cada vértice interior totalizando até 2.
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Em geral, as superficies nao sao desenvolviveis e, deste modo, as distor¢oes de
angulo e area sao introduzidas naturalmente pela parametrizacao produzindo
um conflito de escolhas que precisa ser equilibrado na tentativa de reduzir
as distor¢oes. Neste sentido, a parametrizagao hierarquica viabilizada pela
multi-resolugao permite que o tratamento dos efeitos da distorcao seja realizado

com mais eficiéncia em diversos niveis de resolucao.

3.2
Construcao da hierarquia

A parametrizagao hierdrquica apresentada em [13] para superficies com a
topologia de um disco ocorre em duas etapas. Na primeira etapa sao realizadas
as simplificagoes na superficie S que consistem nas remocoes de vértices por
meio das operacoes topoldgicas para colapso de semi-arestas onde é criada
uma sequéncia de superficies Sy, Sp,...,Syv = S de modo que a diferenga
entre duas superficies subsequentes esteja localizada apenas na vizinhanca do
vértice removido. Na etapa seguinte, é realizada a parametrizagao ¢ : Py — Sp
e, com isso, as demais parametrizagoes ¢, que associam a triangulagao Py
com a superficie §; ficam bem determinadas pela operagao topoldgica para
divisdo de vértices realizada em Pj_;, para k € {1,...,N}, que desfaz o
colapso de semi-arestas e reinsere o vértice removido, bem como, reconstroi
a sua vizinhanca removida.

A modificagdo nas etapas propostas por [13] adéqua os mecanismos
deste modelo hierarquico, dedicado a superficies com bordo, aos mecanismos
do modelo hierarquico mais geral, para superficies sem bordo, que sera
apresentado no proximo capitulo. Neste sentido, a primeira etapa consiste na
parametrizacao de S por meio de uma correspondéncia biunivoca ¢ : P — S
e a segunda etapa consiste na simplificagdo da triangulacdo P por meio
de modificacoes locais realizadas pela operacao topoldgica para remocao de
vértices. Esta remocao é seguida pela re-triangularizagdo da lacuna formada
ap6s a remocgao do vértice e, por conseguinte, do interior de sua estrela. Esta
simplificacdo ocorre consequentemente na superficie S e nesta segunda etapa
é registrado o historico das modificagoes locais que foram realizadas pela

simplificacdo tornando possivel a reconstrucao das superficies subsequentes.

3.2.1

Parametrizacao por combinacao convexa

A construgao da parametrizacdo ¢ pelo mapa de combinac¢do convexa
foi originalmente apresentado por [39], inspirado em [40]. Nesta construgao os

vértices de bordo da superficie S sao mapeados biunivocamente nos vértices
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de um poligono convexo planar e este poligono serd o bordo da triangulacao
P associada com S pela parametrizacao ¢. Cada vértice v; do interior de S
é associado com um vértice u; do interior de P por meio de uma combinagao
convexa de u; com os demais vértices, de modo que m seja o nimero de vértices
do interior, n seja o nimero total dos vértices e i € {1,...,m}.

Para cada j € {1,...,n} as coordenadas \;; da combinagio convexa sao
escolhidas como niimeros reais tais que A;; > 0, se (4, j) é uma aresta de G, ou
Aij = 0, se (7, j) ndo é uma aresta de G, e >37_; Aij = 1. Com estas coordenadas
é possivel escrever cada vértice do interior de P como combinagao convexa dos

demais vértices fazendo

n
ui =D Aij;
j=1
e esta equacao pode ser reescrita como
m n
wi = i+ Y At
j=1 j=m+1

que permite explicitar o sistema linear Ax = b com

AMi oo Aim Uy >\1(m+1) o A Um+1

>\m1 e >\mm Uy, Am(m—&—l) Ce )\mn U,

onde A ¢ uma matriz esparsa e nao singular [39].
As coordenadas da combinacdo convexa foram escolhidas como

coordenadas do valor médio de acordo com [32] e assim,

wij tan (’}/13/2) — tan (()13/2)
., Wi =
! Hvl Uj”

)\ij —

n )

j=1 Wij

para cada aresta (7, j) de G onde 7;; e ¢;; sao os Angulos internos aos tridngulos
de S que compartilham a aresta (i, j) e que possuem o vértice v; como ilustrado

pela figura 3.1.

Figura 3.1: Parametrizacdo do vértice v; com coordenadas do valor médio
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Essas coordenadas variam suavemente em relagao aos vértices e garantem
que o mapa de parametrizacdo ¢ seja bijetivo e preserve a orientacao,
como mostrado por [32]. A figura 3.2 exibe o resultado deste modelo de

parametrizacao com as coordenadas do valor médio.

Figura 3.2: Parametrizacao ¢ da superficie S no dominio P

3.2.2
Parametrizacao por coordenadas polares

A construcdo da parametrizacdo denominada neste capitulo como
parametrizacao por coordenadas polares sera apresentada detalhadamente no
capitulo seguinte, pois é parte da construgao proposta em [1]. Neste capitulo
o interesse principal é apresentar a otimizacao hierarquica, na perspectiva de
[15] para superficies com bordo, portanto o uso dessa parametrizagao sera
apenas para extrair regioes homeomorfas a um disco e contidas em superficies
triangularizadas sem bordo.

Sejam M = (J,X) uma superficie triangularizada composta pelo
complexo simplicial J e por um conjunto finito X C R® e B = (K,Y) uma
superficie composta pelo complexo simplicial K e pelo conjunto ¥ C X,
obtida de M ap6s um processo de simplificagdo de modo que |J] e |K| sejam
topologicamente equivalentes. Seja p : M — B uma aplicacdo que projeta
todos os vértices pertencentes a X sobre B, em particular, os vértices de X NY
sao projetados por identidade. Considere S C M uma regiao triangularizada
de M cujos vértices estao inteiramente projetados por p em alguma estrela de

B centrada no vértice b e tal que p~1(b) € S.
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O objetivo é estabelecer a parametrizacao ¢ : 0, C R> -+ S C M e para
isso é necessario estabelecer precisamente quais vértices de M pertencem a
regiao S. Seguindo como em [1], considere um poligono regular triangularizado
Py, centrado na origem do espaco euclideano R? e isomorfo a Star (b, B) tal que
o vértice b e os demais vértices de Star(b, B) correspondam, respectivamente,

ao centro de P, e aos vértices posicionados nas coordenadas

2mi 2m1
<COS (m) , Sen <m>> € R?,
Wp Wy

onde i € {0,...,wp — 1} e wp é a valéncia de b. Por este isomorfismo, a
triangulacao do poligono P, fica estabelecida e a partir dele é possivel definir
um conjunto aberto €, sendo o interior do circulo centrado na origem (0,0) de
R? e cujo raio é o tamanho do apétema de P, ou seja,
O = {(:E,y) € R?: 2 + y* < cos® <7r>}
Wh

Para completar a construgao, ¢é necessario estabelecer uma
correspondéncia o entre os vértices projetados sobre Star(b,B) com o
conjunto €2, ilustrado pela figura 3.3. Para criar essa correspondéncia,
tome T = 1(0,0),(1,0),(1/2,4/3/2)] um tridngulo equildtero em um
espaco euclideano, T serd apenas um referencial usado para estabelecer a
parametrizacao. Seja v € M um vértice projetado em algum triangulo de
Star(b, B) de modo que b se identifique com (0,0) e sejam os demais vértices
deste tridngulo considerado em Star(b, B) contiguamente identificados com os
vértices de T' no sentido anti-horario.

Considere uma aplicacao f entre o setor circular centrado em (0,0), com
o raio cos(m/6) e restrito a T' e o setor circular em €2, centrado em (0, 0), com o
raio cos(m/wy) e restrito ao tridngulo [(0,0), (1,0), (cos(2m/wy), sen (27 /wy))] C
P,. Para simplificar os termos, as coordenadas cartesianas (z,y) € R*—{(0,0)}

sao convertidas para o sistema de coordenadas polares por
(z,y) = (6,r) € (—m, 7] x Ry,

tal que x = rcos(f), y = rsen(f) e r = /x> + y?. Neste novo sistema de

coordenadas a aplicacao f é definida como
f:10,7/3] x (0,cos(m/6)) — [0, 27 /wp] x (0, cos(m/wy))

(2o

wy | cos(m/6)

f@,r) =
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que é um difeomorfismo entre os setores circulares considerados.

Star(v, B)

Figura 3.3: Correspondéncia o entre Star(b, B) e €2

Para que a correspondéncia o fique completamente estabelecida é

necessario escolher uma aresta de Star(b,B) para corresponder a aresta

(0,0)(1,0) em P,. A figura 3.3, exemplifica esta correspondéncia em que a

aresta de Star(b, B), destacada em vermelho, foi escolhida. O vértice projetado
p(v), na figura, estd no quarto tridngulo visto em sentido anti-horario partindo
do triangulo incidente a aresta destacada. Deste modo, o vértice serd mapeado
em T por coordenadas baricéntricas, em seguida, convertido para o sistema
polar, identificado em P, pela aplicacdo f e convertido para o sistema
cartesiano. Sua posicdo final em P, serd definida pela composicao de f com
uma rotacao que o posicione no triangulo de P, correspondente, a menos de
mudancas de coordenadas.

Seja Ry : R? — R? definida por

271 271 271 271
Ry(z,y) = (x cos () — ysen <> , T sen () + y cos ()>
Why Wh Wh Wh

a rotagdo em torno da origem (0,0) de R?, para a qual cada i € {0,...,w;—1}
e Wy ¢ o numero de arestas entre a aresta selecionada e a aresta incidente ao
tridngulo que contém o vértice p(v), em sentido anti-horario. Para considerar
a rotacao inversa basta tomar ¢ com sinal negativo.

A caracterizagdo de o estd completa e a superficie S C M sera a regiao
composta pelos vértices v € M projetados sobre Star(b, B) e tais que quando
mapeados em 7' com coordenadas (z,y) cumprem /a2 + y? < cos(m/6). Mais
especificamente, um tridngulo v, v1, v2] de M serd tridngulo de S se, e somente
se, os seus vértices vy satisfazerem a propriedade ||bar(p(vs))|| < cos(w/6),
s = 0,1,2. A aplicacdo bar associa biunivocamente as coordenadas de p(v)

com as coordenadas correspondentes em 7.
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Sendo assim,

¢_1:S—>Qb

v (op0p)(v)

em que 0, = RyoIl"' o foIlobar.
A parametrizacao por coordenadas polares é definida como a aplicacao
¢:P CQ — 8,6 onde P ¢é a triangulagdo planar biunivocamente associada

com S (destacada na figura 3.4).

Figura 3.4: Parametrizacio ¢ da superficie S C M no dominio P

3.23
Simplificacao

Apos a etapa de parametrizagao o conjunto das arestas da superficie S é
agrupado em uma fila de prioridades organizada de acordo com o comprimento
de cada aresta. Este critério permite a escolha da aresta com o menor tamanho
e, nesta aresta, é realizada a eliminacao do vértice interior de S que é o centro
da estrela com a menor média dos comprimentos das suas arestas. A eliminacao
de cada vértice v, em S, também ocorrera por correspondéncia em Py, para
ke {1,..., N}, e destruira a estrela centrada no vértice criando, assim, uma
lacuna limitada pela curva poligonal que é o link dessa estrela removida.

O preenchimento da lacuna deixada em Py limitada pelo Link(uy, Py)
¢ realizado com uma triangulagdo de Delaunay restrita 7 e produz a
triangulagdo Pi_1, esse procedimento também foi adotado na simplificagdo
incremental realizada por [21]. Para a re-triangularizacdo foi utilizado o
algoritmo proposto em [41] por ser robusto para a restrigdo dada por poligonos
convexos ou nao-convexos e eficiente com O(dlog(d)), sendo d a valéncia

do vértice removido. Consequentemente, uma nova triangulacao sera refeita
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em S;_1, como ilustrado na figura 3.5, e o procedimento das eliminagoes é
repetido até que a simplificacdo atinja um limite desejado. Para cada remocao
de vértices com valéncia d sao removidos d triangulos e sao criados d — 2 novos

triangulos.

Figura 3.5: Modificacao local em S apds remogao do vértice vy

Existe uma associacgao natural entre o vértice wug, removido da
triangulacao Py, e um triangulo ug,, ug,, Uk, que compodem a nova triangulacao
Ti. Este tridngulo associado ao vértice uy é exatamente aquele que contém a
antiga posicdo geométrica deste vértice como mostrado na figura 3.6. Esse
passo é fundamental para o processo inverso de refinamento e foi adotado em
[13], [21], mas usando planificagdes locais [20] por tratarem de simplificacdo
diretamente na superficie.

Assim, um historico da simplificacdo é criado armazenando para cada
remocao: (7) as coordenadas baricéntricas do vértice removido em relagao ao
tridngulo associado (relacdo indicada pelo pontilhamento na figura 3.6); (i)
os indices dos vértices do tridngulo associado; (#7) os indices dos vértices do
link da estrela removida. Com estas informacgoes é possivel partir da superficie
simplificada Sy e realizar, no sentido inverso, um refinamento progressivo que
permite recuperar superficies subsequentes até recuperar a superficie original
Sy=S8.

A figura 3.7 exemplifica em dois modelos, Nefertiti e Duck, trés niveis da

hierarquia dados pelo nivel mais grosseiro desejado, por um nivel intermediario
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Star(uy, Pr)

Figura 3.6: Associagao do vértice removido u; com a triangulagdo subsequente

e pela superficie original. Cada modelo possui uma curva de bordo que permite
a sua parametrizacdo num tunico dominio planar e foram parametrizados pelo

procedimento da subsec¢ao 3.2.1.

#faces : 564 #faces : 2608 F#faces : 8740
#faces : 1696 #faces : 4954 #faces : 14728

Figura 3.7: Representacao hierarquica dos modelos Nefertiti e Duck

A figura 3.8 exemplifica uma regiao S contida na superficie subjacente
ao modelo Botijo (figura 3.4) em trés niveis da hierarquia dados pelo nivel
mais grosseiro desejado, por um nivel intermediario e pela superficie original.

A parametrizagao foi realizada pelo procedimento da subsecao 3.2.2.

3.3
Processo de otimizacao

Um método de parametrizacao para superficies poligonais quase sempre

associa uma superficie tridimensional a um dominio planar poligonalizado


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613101/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613101/CA

Capitulo 3. Otimizacdo hierarquica em superficies com bordo 44

#faces : 86 #faces : 330 #faces : 574

Figura 3.8: Representacao hierarquica de uma regiao do modelo Botijo

cujos poligonos, em geral, ndo sdo congruentes aos seus correspondentes
na superficie tridimensional. Em particular, o conjunto dos tridngulos da
superficie tridimensional S ¢ identificado ao conjunto de tridngulos que
compoem a triangulacao P pela parametrizagao ¢, contudo os tridngulos de &
geralmente nao sao todos congruentes aos seus correspondentes na triangulacao
P pois sofreram alguma deformagao que provocou a distor¢ao geométrica nos
angulos internos ou nas areas.

Essas deformagdes ocasionadas nao sao apenas simultaneamente
inerentes ao processo de parametrizacao escolhido, pois, a menos que a
superficie S tenha a curvatura gaussiana nula em todos os seus vértices,
qualquer processo de parametrizagdo nao preservara de modo conjunto os
angulos internos e os comprimentos dos triangulos correspondentes. Esse fato
é uma caracteristica fundamental da geometria intrinseca das superficies sendo
justificado pelo teorema egrégio de Gauss [37].

O tratamento desse problema requer uma escolha que priorize amenizar
os efeitos da distorcao angular ou os efeitos da distor¢ao na area buscando
assim encontrar a solucao para o problema de otimizacao que envolva uma
funcao objetivo que combine energias que quantifiquem essas distorgoes. Foi
usada a versdo discreta do funcional E :  C R? — R para o tratamento das

distorgoes, de modo que
E<w) = edngulo<w)-edrea(w)“,

onde Cangulo © €4req SA0 COmMpoNeENtes que quantificam, respectivamente, uma
energia de distor¢ao angular e uma energia de distor¢ao na area introduzidas
pela parametrizagdo, e u > 0 é um parametro de flexibilidade que intensifica
ou atenua a influéncia de energia da area. Esse funcional foi proposto por [15]
e detalhado no capitulo 2.

Essa abordagem ¢é bem adequada aos métodos de parametrizacao por
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preservar a orientacao dos tridngulos ao longo do processo de otimizagao sem
nenhum recurso adicional. Neste procedimento, as distor¢oes acentuadas pelo
processo de parametrizacao sao reduzidas apds o processo de otimizacao de
modo que a triangulacao planar associada mantenha uma minima distorcao,
de acordo com o funcional, e seja composta por novos triangulos que sao mais
congruentes o possivel dos tridngulos correspondentes mantendo as mesmas
conectividades originais.

O célculo da energia E no modo discreto é restrito ao mapeamento
entre cada triangulo desta superficie tridimensional com o seu correspondente
na triangulacado planar associada. A energia combinada da parametrizacao ¢
calculada nos pontos do interior de cada triangulo de S tem o valor constante
dentro desses triangulos e isso se justifica por ser uma correspondéncia entre
regioes planares. No entanto, a posicdo de um vértice u; € P afeta a energia
combinada da correspondéncia entre todos os tridngulos da Star(u;, P) com
os seus respectivos da Star(v;, S), onde ¢(u;) = v;.

Assim, para cada vértice u; € P o valor de E(¢p(u;)) no modo discreto é

definido como
E(d(w) = Y. Cinguoltp)-irealtp)" drea(d(tp)),
tpeStar(u;,P)
onde

cot ala|? + cot B]b]? + cot y|c|?
dngulo(tp) = P drea(lp) =
Eangulo(tP) Darea(tp) e €grea(tp)

area(ts)  Aarea(tp)

area(tp) = Aarea(ts)

variam de acordo com a posigao do vértice u; = ¢~ (v;), as medidas dos lados
do triangulo tp sao dadas por a, b e ¢ e as medidas dos angulos internos do

tridngulo ts sdo representadas por «, § e v como foi apresentado no capitulo
2.

Definigao 3.1 O niicleo de uma regido poligonal de R? limitada pelo poligono
A € o lugar geométrico dos pontos q estritamente pertencentes ao interior de
A e tais que o segmento pq estd inteiramente contido na regiao poligonal para

qualquer ponto p € A.

Particularmente, quando a regiao poligonal ¢ uma estrela convexa entao
o nucleo coincide com a estrela e em estrelas nao convexas o nicleo é uma
regiao convexa contida na estrela conforme ilustrado pela figura 3.9. Para
checar se u; pertence ao niicleo de Star(u;, P) é necessario verificar se os
segmentos definidos por u; e por todos os pontos pertencentes ao Link(u;, P)
estdao inteiramente contidos dentro de Star(u;, P). Isso equivale a verificar se

todos os triangulos da estrela com vértice em u; possuem area sempre positiva.
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Figura 3.9: Nicleo da estrela convexa ou nao-convexa em P

O problema de otimizagao é resolvido localmente em cada vértice u; =
(b_l(’uz-) e determina uma nova posicao geométrica u; que tem como restricao o
nicleo de Star(u;, P). Esse reposicionamento introduz uma modificagao local
em P que substitui Star(u;, P) por Star(a;, P), como exemplificado na figura
3.10.

Uy

R3 l“.‘\ ]R R2 !
/ T o (vi) min E(¢(us)) i
‘ c sujeito a @ € ker(Star(u;, P))

Figura 3.10: Otimizacao local da energia combinada do vértice v;

A convexidade do funcional garante que a mudanca de posicao reduza a
energia combinada do vértice v; e o procedimento realizado localmente garante
que a energia de outros vértices fora do Link(v;,S) seja preservada. Essas
propriedades induzem um processo de otimizacao convergente que é realizado
localmente, por exaustao e que promove a reducao da energia total de &
monotonamente como sera apresentado nas préoximas duas subsecgoes.

Nas subsecgoes seguintes sera apresentado o processo de otimizacao
nao-hierarquico pela parametrizacdo ¢ : P — S e o processo hierarquico que
leva em conta as parametrizacoes ¢, : Pr — Si construidas com a estrutura

hierarquica.

3.3.1
N3ao-hierarquico

O procedimento nao-hierarquico é motivado pela ideia recursiva de
escolher o vértice de maior energia, fixar os seus vizinhos e seguir com a escolha
do préximo vértice nao fixado com a maior energia. Deste modo, a redugao da
energia combinada em um vértice nao fixado da superficie S nao sera afetada
pela redugao de energia do préximo vértice escolhido e nao afetara a reducao de

energia dos vértices nao fixados escolhidos previamente. Este processo deve ser
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realizado iterativamente, onde cada iteragao ¢ concluida apés todos os vértices
nao fixados terem sidos escolhidos.

Ao longo de cada iteragdo a energia dos vértices nao fixados da superficie
S é minimizada e resulta num reposicionamento das coordenadas de textura wu;
correspondentes em P produzindo ao final de todas as iteracgoes a triangulacao
P. A soma das energias de todos os vértices é monotonamente decrescente
em cada iteracao pois tais vértices sao selecionados numa lista ordenada que
prioriza os de maior energia. Em contrapartida, o funcional assume valores
sempre nao-negativos em cada iteracao e portanto o processo de otimizacao
nao-hierdrquico é garantidamente monotonamente convergente. O algoritmo
1 sintetiza este procedimento nao-hierarquico que configura uma etapa de

relaxacao dos vértices da triangulagdo P conforme apresentado por [15].

Algoritmo 1: OTIMIZAGAO NAO-HIERARQUICA

Entrada: S, ¢
Saida: P

1 inicio

2 vecs = {vy, ..., v,}

3 para iter < maxIter faga

4 para v; € vecs faga

5 | bloqueio(v;)<— falso

6 fim

7 ordene(vecs, E)

8 para i < n faca

9 se v; ¢ bordo(S) e bloqueio(v;) == falso entao
10 @; < min E(¢(u;)) sujeito a ker(Star(u;, P))
11 se FE(u;) < E(u;) entao

12 para v; € Link(v;, S) faga
13 | bloqueio(v;)+— verdadeiro
14 fim

15 fim

16 fim

17 fim
18 fim
19 fim

O algoritmo é composto pelo conjunto dos vértices de S denominado vecs
que possui coordenadas bidimensionais associadas e atribuidas previamente
por um processo de parametrizacao. HEsses vértices sao registrados com
uma variavel booleana que identifica o seu bloqueio. Sdo realizadas um
numero maximo de iteragoes, maxlter, e em cada iteracao todos os vértices
sao inicialmente desbloqueados e ordenados de acordo com a sua energia

combinada e nesta abordagem ¢é incluida uma condi¢ao de bloqueio apenas
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para os vértices na vizinhanca do vértice candidato a otimizagao e cuja energia

tenha sido reduzida.

3.3.2
Hierarquico

O tempo de convergéncia na abordagem nao-hierarquica é diretamente
proporcional ao nimero de vértices da superficie de entrada e ao grau de
distorcao produzido pela parametrizagao original. Por outro lado, a qualidade
da parametrizacdo final P neste procedimento de otimizacéo por exaustio estd
associada diretamente com os vértices selecionados e com a possibilidade de
reduzir sua energia em cada etapa da otimizacao. Considerando uma superficie
tridimensional S cujo dominio de parametrizagao P esta altamente distorcido,
o procedimento nao-hierarquico aplicado neste contexto serda menos eficiente
se comparado com um processo de otimizacao que leva em conta a estrutura
de multi-resolu¢do de S onde a energia de distorcao é otimizada com mais
flexibilidade em um nivel mais grosseiro reduzindo possivelmente o esforgo
computacional nos niveis subsequentes.

O processo de otimizacao levando em conta uma estrutura de
multi-resolucao constituida pela hierarquia de superficies Sy é denominado
processo de otimizacao hierdrquico e neste processo os dominios Py associados
pela parametrizacao ¢ serao otimizados conforme o algoritmo 1 para alguns
valores selecionados de k. A otimizacao hierdrquica tal como apresentada, foi
proposta em [15] como uma nova abordagem para a otimizagao hierarquica de
[13].

A possibilidade de representacao da superficie S em um nivel ky— 1, com
menos detalhes que a sua forma original, permite que a triangulacao 75k0,1
produzida com o algoritmo 1 neste nivel tenha triangulos mais congruentes o
possivel, de acordo com o funcional, aos da superficie Sg,_1 correspondente e
a reducao da energia neste nivel reduzird o esforco computacional no nivel
seguinte. Durante o refinamento, a triangulagao 75k0 do nivel posterior ao
atual otimizado serd obtida apos a insercao do vértice uy, em algum triangulo
associado do conjunto 73;%_1. Este triangulo teve a sua forma possivelmente
modificada pelo algoritmo 1 e o seu novo formato que tende a ser mais
equivalente ao correspondente na superficie Sy,_; posicionara o novo vértice
ug, de acordo com as coordenadas baricéntricas armazenadas no historico
registrado na simplificagao.

O refinamento ocorre no sentido inverso da simplificacao e os vértices
estao listados na ordem de remocao. Cada vértice v; a ser reinserido durante

o refinamento foi associado, na simplificacdo, com algum tridngulo de nivel
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anterior k — 1 pelo dominio de parametrizagdo. O refinamento com o vértice vy
determinara uma regiao 7, C Pr_1 que contenha o tridngulo de P,_; associado
com uy, = ¢~ (v). Essa regiao serd substituida por uma nova triangulacio ’?k
que compoem uma estrela centrada em u; de modo que T, = OTr. Essa
modificagao local transforma Py_; em P}, e, por conseguinte, S;_; em S. Para
determinacao da regiao uma frente de avango é realizada em Py_; partindo do
tridngulo associado com wuy, e levando em conta os indices dos vértices de a’ﬁ
armazenado durante a simplificacao.

Inicialmente a otimizacao ocorre em ¢, = ¢y e, em seguida, a
superficie Sy é refinada de acordo com a hierarquia até que em algum
nivel k&1 < N a parametrizacdo ¢, seja otimizada. Seguindo com o
refinamento da superficie de acordo com a hierarquia sempre que um nivel
k€ {ka, ks,....k.} C {1,..., N} for alcancado, este serd selecionado para a
otimizacao da parametrizacao ¢i. O procedimento se repete até que o nivel
maximo k = k., = N seja atingido, neste caso a parametrizacao ¢x, = ¢y = ¢
sera otimizada.

O conjunto dos niveis intermediarios {ko, k1, ..., k,} selecionados para a
otimizacao pode ser determinado por diversas maneiras. Para a realizag¢ao dos
experimentos que serdao apresentados na proxima secao foi suficiente escolher
apenas cinco niveis de resolucao, partindo da superficie mais grosseira até a
superficie original onde a quantidade de vértices entre os niveis escolhidos pode
variar como detalhado nos experimentos. O algoritmo 2 sintetiza as etapas

realizadas no processo de otimizacao hierarquico.

Algoritmo 2: OTIMIZACAO HIERARQUICA
Entrada: S, ¢
Saida: P
1 inicio
2 criaHierarquia(S, ¢)
3 parat € {0,1,...,r} faca
4 Py, + otimiza(ey,, Sk,)
5 se t == r entao
6
7
8
9

‘ retorna Py,
fim
SktJrl < reﬁna(Skt,ﬁkt)
fim

10 fim

As instrugdes otimiza(S, ¢) produz a otimizacao pelo algoritmo 1 com
os seus respectivos parametros de entrada, criaHierarquia(S,¢) constréi
a hierarquia de superficies por meio da simplificagdo de S apresentada

na secao 3.2 e re fma(Skt,ﬁkt) realiza no sentido inverso da simplificagao
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um refinamento progressivo da superficie Si, partindo do nivel k; com a
triangulacio correspondente Py, até atingir o nivel k1. Ao final do algoritmo

2 a saida serd uma triangulacao Py, = P otimizada hierarquicamente.

3.4
Mapeamento de textura

O mapeamento de texturas é parte de uma metodologia natural que
permite a visualizagdo da qualidade dos resultados obtidos apds o processo de
otimizacao. A fidelidade entre a textura original e a textura aplicada sobre a
superficie seria idealmente alcancada com a preservagao da forma geométrica
por esta parametrizacdo. Nesta se¢ao algumas aplica¢oes serao realizadas com
as texturas sobre superficies triangularizadas com bordo e parametrizadas
pelos métodos apresentados nas subsegoes 3.2.1 e 3.2.2, o funcional de energia
combinada foi utilizado na otimizacao. As inferéncias da qualidade serao
obtidas com a comparacao dos dados da medicao realizadas nas etapas pré
e pos otimizagao.

O primeiro exemplo, ilustrado pela figura 3.11, representa as aplicagoes
sobre o modelo Julio César que foi preparado para ter a topologia de um disco
e composto por 13721 vértices e 27136 faces. Esta superficie foi parametrizada
pelo método apresentado na subsecao 3.2.1 e simplificada até atingir um nivel
base com cerca de 7.1% da quantidade de vértices da superficie original. O

processo de simplificacdo e construcao da hierarquia foi realizado em 1.62

segundos.

Figura 3.11: (a) Textura no modelo original (b) Textura com as coordenadas
otimizadas sem hierarquia (c) Textura com as coordenadas otimizadas pela
hierarquia

O segundo exemplo, ilustrado pela figura 3.12, representa as aplicagoes

sobre o modelo Clown Fish que foi preparado para ter a topologia de um disco


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613101/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613101/CA

Capitulo 3. Otimizacdo hierarquica em superficies com bordo 51

e composto por 5629 vértices e 10976 faces. Esta superficie foi parametrizada
pelo método apresentado na subsecao 3.2.1 e simplificada até atingir um nivel
base com cerca de 33.5% da quantidade de vértices da superficie original.
O processo de simplificagdo e construgdo da hierarquia foi realizado em 0.6

segundos.

Figura 3.12: (a) Textura no modelo original (b) Textura com as coordenadas
otimizadas sem hierarquia (c¢) Textura com as coordenadas otimizadas pela
hierarquia

Apoés a simplificagdo e construcao da hierarquia o nivel mais grosseiro no
modelo Julio César ficou composto por 974 vértices e 1642 faces (figura 3.13
(b)) e no modelo Clown Fish ficou composto por 1884 vértices e 3486 faces
(figura 3.14 (b)). O processo de otimizagao hierarquica foi realizado nos dois
modelos com a mesma importancia para a area e o angulo e isso é representado
pela escolha do parametro g = 1.0 no funcional da energia. A textura foi
aplicada sobre os modelos no nivel final, respectivamente, e mapeada por suas
coordenadas de parametrizacdo. Em ambos os casos foram realizadas 1000
iteracoes no total distribuidas regularmente na hierarquia com 200 iteracoes
por nivel.

No primeiro exemplo, as regides do "nariz' e do "queixo' salientam
visualmente que a figura 3.11 (¢) preserva melhor o padrdo da textura
original se comparada com o modelo original ou com o modelo otimizado sem
hierarquia. Analogamente, no segundo exemplo, a regiao da "nadadeira' na
figura 3.12 (c) preserva melhor a qualidade visual em relagdo aos modelos

original e sem hierarquia. A tabela 3.1 exibe os niveis utilizados no processo
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(a) (b)

Figura 3.13: (a) Julio Cesar original (b) Jilio Cesar simplificado

(b)

Figura 3.14: (a) Clown Fish original (b) Clown Fish simplificado

e indicados pela quantidade de vértices, bem como, o tempo transcorrido na

execucao da otimizagao hierarquica e nao hierarquica.

[ Moddo ]| 0 [ 1 [ 2 [ 3 ] 4 [ H |aH|
Julio César || 974 | 3186 | 6373 | 9560 | 12747 | 6.4 | 10.9
Clown Fish || 1884 | 2820 | 3756 | 4692 | 5629 | 3.50 | 3.62

Tabela 3.1: Selecao de niveis da hierarquia para a otimizac¢do e tempo de execugao

O terceiro exemplo, ilustrado pela figura 3.15, é uma continuacao das
aplicagoes sobre o mesmo modelo Clown Fish ainda parametrizado pelo
método apresentado na subsegao 3.2.1. Nestes casos, as figuras 3.15 (a) e
3.15 (b) foram obtidas com o processo de otimizacao hierarquico em 2000
e 3000 iteracoes, respectivamente, realizadas pela hierarquia e regularmente
distribuidas nos niveis considerados anteriormente. Em ambos os casos, o
pardmetro p = 1.0 foi considerado no funcional da energia. A regiao da
'nadadeira’, em ambas as aplicagoes, apesar de preservar melhor alguns trechos
do padrao da textura original possui outros trechos com deformagdes.

O quarto exemplo, ilustrado pela figura 3.16, configura uma aplicacao

realizada sobre uma regiao S da superficie M. O modelo bunny, neste exemplo,
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Figura 3.15: (a) Textura com as coordenadas otimizadas pela hierarquia em 2000
iteragoes (b) Textura com as coordenadas otimizadas pela hierarquia em 3000
iteracoes

representa a superficie M e a superficie S é representada por uma regiao da
'orelha" conforme destacado na figura 3.17. A regiao S é composta de 886
vértices e 1698 faces e foi parametrizada pelo método apresentado na segao
3.2.2. A simplificacado gerou no nivel base uma superficie com cerca de 26% da
quantidade de vértices da superficie original e produzida em 0.14 segundos.
A tabela 3.1 sintetiza a quantidade de vértices em cada nivel e o tempo

transcorrido no processamento da otimizagao em minutos.

| Modelo o] 1] 2] 3] 4| H]|[nH|
‘Regiéo do bunny H 234\397‘560\723‘886\0.6\0.8‘

Tabela 3.2: Selecao de niveis da hierarquia para a otimizacio e tempo de execucao

Em ambas as figuras, 3.16 (b) e 3.16 (c), foram realizadas 1000 iteragoes
e, particularmente, na figura (c) elas foram distribuidas regularmente ao longo
da hierarquia. Nestes casos, o pardmetro u = 1.0 foi usado indicando igual
importancia para a area e o dngulo no processo de otimizagao. A aplicacao
da textura sobre o modelo da figura (c) ainda preserva melhor o padrao da
textura original por reduzir efeitos de distor¢ao visualmente.

O ultimo exemplo, ilustrado pela figura 3.18, representa a aplicacao
da textura sobre a regiao & do modelo botijo, apresentado na figura 3.4,
e parametrizado pelo método apresentado na secdo 3.2.2 e posteriormente
combinado com a simplificacgdo apresentada na secao 3.2.3. A aplicacao
foi realizada sem a otimizagdo ou otimizada hierarquicamente com igual
importadncia de energia da area no funcional de otimizagdo (u = 1.0) ou
com menos importancia (x = 0.5) ou com mais importancia (x = 3.0). A
preservacao do padrao da textura original varia nos casos apresentados e se
comporta melhor na parte inferior da figura 3.18 (c¢) ou na parte superior da
figura 3.18 (d).
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()

Figura 3.16: (a) Textura sem as coordenadas otimizadas (b) Textura com as
coordenadas otimizadas sem hierarquia (c) Textura com as coordenadas otimizadas
pela hierarquia

e SR

Figura 3.17: Regido S na superficie M

Para quantificar a variagdo da energia combinada e comparar os processos
de otimizacao hierarquico e nao hierarquico sao utilizados os gréaficos que
comparam o numero de itera¢oes em funcao da energia total e que versam sobre

os exemplos anteriores. O comportamento desses processamentos ao longo da
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Figura 3.18: (a) Original (b) = 0.5 (¢) p=1.0 (d) = 3.0

otimizacao nao hierarquica e hierarquica sao indicados, respectivamente, pelas
curvas nas cores vermelha e azul. Esta energia total é calculada como a soma
das energias de todos os vértices em cada iteracao.

Os gréficos exibidos pelas figuras 3.19 (a), 3.19 (b) e 3.19 (c) representam
a variacao da energia total dos modelos Julio César, Regiao do bunny e Clown
Fish, respectivamente, ilustrados pelo mapeamento de textura das figuras 3.11,
3.16 e 3.12.

148 T ——— T
otimizagao hierarquica
146 otimizag&o n&o-hierarquica

T T T
otimizagao hierérquica
otimizagao nédo-hierérquica

6.5x108
144 E

6x10°8

Energia
Energia

5.5x108

5x108 - .

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a) Iteragdo (b) Iteracéo

24000 T
otimizagao hierarquica
22000 otimizagdo ndo-hierdrquica

20000
18000 [~
16000 [~
14000 [~

Energia

12000 [~
10000 [~ 1

8000 - 9
I I I I

0 200 400 600 800 1000
(C) Iteragdo

Figura 3.19: Variagao de energia nos modelos (a) Julio César (b) Regiao do bunny
(¢) Clown Fish

Em ambas as figuras fica evidenciado que o processo de otimizacao
hierarquica tem um decaimento de energia mais robusto que o procedimento
nao hierdrquico. As figuras (a) e (b) explicitam, pela curva em azul, um

decaimento monotono por partes em que cada parte representa um novo nivel
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otimizado. Em contrapartida, a mudanca de niveis ao longo da curva em azul
na figura (c) é menos evidente e isso é justificado pela pequena variacao
da quantidade de vértices e faces entre os niveis do modelo Clown Fish e
apresentado na tabela 3.1.

O procedimento de otimizagdo hierarquica realizado no modelo Clown
Fish e com a variacao de energia total exibida na figura 3.19 (b) foi gerado com
1000 iteragoes distribuidas regularmente. A figura 3.20 exibe o processamento
neste mesmo modelo mas com 1000 iteragoes distribuidas sem regularidade.
A tabela 3.3 indica o nimero de iteracoes realizadas em cada nivel e o
tempo transcorrido. Neste caso, a irregularidade na distribuicao das iteracoes
entre os niveis resultou apenas em pequena variagao de energia, destacado na
figura 3.20, e em pequena reducao de tempo se comparado com as iteracoes
regularmente distribuidas. Essas pequenas variacoes nao sao perceptiveis, por

exemplo, com o mapeamento de textura.

24000 T T T T B

otimizagao nao-hierarquica — 10000 T T T T
22000 otimizagao hierarquica regular —_—
otimizagao hierarquica irregular A

20000 [~ otimizagao hierarquica irregular B m— 9500

18000

16000 [ 9000

Energia

14000 [

12000 [ 8500

10000 [

8000 [ T 1 1 | 1

8000
1 | | | 500 600 700 800 900

1000

0 200 400 600 800 1000

Iterag@o

Figura 3.20: Variacdo de energia no modelo Clown Fish com iteragbes irregulares.
A regido hachurada corresponde ao box vermelho

’ “0\1‘2‘3‘4‘tempo(min)‘

Irregular A | 600 | 100 | 100 | 100 | 100 2.40
Irregular B || 600 | 200 | 100 | 50 | 50 2.23
Regular 200 | 200 | 200 | 200 | 200 3.10

Tabela 3.3: Ntmero de iteragoes e tempo de execugao

A comparagdao das medidas dos angulos em torno de cada vértice e
das distancias nas arestas incidentes a cada vértice é agrupada por meio dos
histogramas nas figuras 3.21 e 3.22, respectivamente, e representam a qualidade
em termos de isometria para a parametrizacao do modelo representado na

figura 3.17 nas etapas de pré e pds otimizacao. Para cada vértice da superficie
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S sao calculadas as diferenga entre os angulos internos incidentes ao vértice nos
triangulos de sua estrela com os seus correspondentes na triangulacao P e a
maior destas diferencgas de angulo é atribuida a este vértice e, do mesmo modo,
sao calculadas as diferencas entre os comprimentos das arestas incidentes ao
vértice de S com os comprimentos das arestas correspondentes na triangulagao
P e a maior destas diferencas de comprimento é atribuida ao vértice. As
maiores diferencas de angulo e comprimento para cada vértice sao agrupadas
em histogramas que relacionam a quantidade de vértices em S pelas maximas

diferengas calculadas.

60 T T T T T T 60 T T T T T T

50 - 50 F J
40 ] 401 4
30 F - 30 1 J
20 4 20 - 4
100.1 08 100.1 012 0?8 04 05 06 07 08

(b)

Figura 3.21: Comparagao por angulos da Regido do bunny com as suas coordenadas
de textura (a) sem otimizacao (b) com otimizac¢ao hierdrquica
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20 | 1 o0 L |

15 - .
10+ .
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0 | 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1
100 105 1140 145 120 125 130 100 105 110 115 120 125 130
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Figura 3.22: Comparagao por arestas da Regido do bunny com as suas coordenadas
de textura (a) sem otimizagdo (b) com otimizacao hierdrquica
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A figura 3.21 (b) indica que as méaximas diferencas entre os angulos
correspondentes foram reduzidas apds a otimizagdo, mas na figura 3.22 (b)
essa reducao é menos evidente. As otimizagoes foram realizadas com o bordo
fixado, ou seja, sem otimizacao no bordo e pode ter influenciado no ajuste dos

comprimentos durante a otimizacao.
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Otimizacao hierarquica em superficies sem bordo

Neste capitulo serda apresentado o processo hierarquico de otimizacgao
desenvolvido para reduzir as distor¢cdes geométricas introduzidas pela
construcao de um sistema de cartas que define uma variedade diferenciavel na
estrutura topolégica de uma superficie triangularizada sem bordo em R3. Para
o desenvolvimento desse processo foram necessérias quatro etapas que serao
discutidas ao longo deste capitulo: (1) Inicialmente é realizada a construgao
de uma estrutura de multi-triangulagdo na superficie triangularizada criada
por um processo de simplificagdo incremental que relaciona hierarquicamente
a superficie inicial com alguma superficie base. (2) Em seguida, cada novo
vértice introduzido durante o processo inverso de refinamento é projetado
sobre a superficie base. (3) As etapas do refinamento correspondem aos niveis
da hierarquia e em cada nivel selecionado sao construidas triangulagoes de
regides da superficie e triangulacdes em dominios locais que sao relacionadas
por um sistema de cartas definidos por uma variedade diferenciavel induzida
pela superficie base. (4) Por fim, a parametrizacao local é otimizada em cada
nivel selecionado enquanto ocorre o refinamento até que a superficie original

seja completamente alcancada.

4.1
Descricao do problema

No capitulo 3 o problema apresentado envolvia superficies
triangularizadas em R?® e homeomorfas a um disco. Naquele caso, era
possivel estabelecer uma parametrizacao que envolvesse apenas um unico
dominio, como foi mostrado 14, mas as coordenadas bidimensionais obtidas por
qualquer método de parametrizacao, inclusive pelos que foram apresentados,
nao definem uma triangulagdo geometricamente equivalente a superficie
tridimensional. Para lidar com essa incongruéncia, o processo de otimizacao
contido em [15] e detalhado no capitulo anterior é bem adequado para reduzir a
energia de distorcao medida pelo funcional apresentado. A outra contribuicao
de [15] leva em conta uma estrutura de multi-resolu¢ao [13] que torna o
processo ainda mais robusto por reduzir mais significativamente a energia de

distorcao medida e consequentemente convergindo mais rapidamente.
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O problema de parametrizar uma superficie triangularizada sem bordo
em R3 ndo pode ser completamente solucionado com um tnico dominio
bidimensional, pois nesse caso a superficie tridimensional é topologicamente
equivalente a uma esfera ou a algum g-toro, g > 1. A solugdo geralmente
adotada e comumente empregada em aplicagoes que dependam das
coordenadas bidimensionais de parametrizagao é produzida com a parti¢ao de
toda a superficie em pedagos homeomorfos a discos e que podem, portanto,
ser parametrizados individualmente. Essas aplicagoes possivelmente vao exigir
que hajam relagoes entre esses pedacos em alguma classe de diferenciabilidade
especialmente nos vértices das regides de 'costura' ou "colagem' desses
pedagos.

Neste sentido, uma abordagem baseada em variedades diferenciaveis
definida em uma superficie discreta de R?® contempla os requisitos necessarios
para diversas aplicagdes que exijam dos vértices da superficie algum calculo
num sistema de coordenadas de parametrizacao definidas em dominios
euclideanos bidimensionais. Além disso, regioes da superficie identificadas em
dominios bidimensionais distintos se comunicam por func¢oes de transicao de
classe C'*°.

Os dominios de parametrizacdo construidos na abordagem por
variedades diferenciaveis, geralmente, possuem distor¢oes em relacdo as
suas regioes correspondentes na superficie tridimensional introduzidas pelas
parametrizagoes locais. Para algumas aplicagoes de remalhamento [9], por
exemplo, que sao obtidas com a estrutura diferencidvel é importante que os
tridngulos nos dominios de parametrizagao sejam mais congruentes o possivel
aos tridngulos nas regioes correspondentes da superficie triangularizada.
Garantir que essa melhoria na equivaléncia se perpetue entre os triangulos
de dominios distintos relacionados com uma mesma regiao da superficie nao
¢ tao imediato como aplicar somente o algoritmo 1 do capitulo anterior
considerando os dominios de parametrizacao individualmente, sem levar em
conta as relagoes existentes entre eles.

Este capitulo apresenta uma solugdo para a otimizacao das energias
de distor¢ao medidas nos dominios de parametrizacao discretos definidos
pela variedade diferencidvel desenvolvida por [1] construida a partir de uma
superficie base triangularizada sem bordo B = (Jy, Xy) em que Jy é o complexo
simplicial obtido de simplificacoes e X, C R? é um subconjunto dos vértices da
superficie inicial. O principal cuidado é reposicionar os vértices da triangulacao
em um dominio de parametrizacdo de modo a reduzir a sua energia total
de distorcao e dentre estes vértices atualizar a posicao dos seus vértices

correspondentes, que estejam em outros dominios e relacionados por funcoes de
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transicao tentando evitar a insercao de triangulos com area negativa por essas
atualizagoes. A contribuicao de [15] com a otimizagao hierdrquica é estendida
para o contexto de variedades diferencidveis de modo a compor um sistema de

otimizacao hierarquica para os dominios de parametrizacao discretos definidos.

4.2
Construcao da hierarquia

A principal etapa na solucao do problema apresentado estd na construcao
da estrutura hierdrquica que permite representar a superficie M em diversos
niveis de resolucado B = Mgy, My, ..., My = M. Nesta hierarquia de
superficies, cada nivel My_; = (Jx_1, Xx_1) é tal que Jr_; é um complexo
simplicial obtido de J, por modificacdo local e X;,_; C X, C R? para cada
ke{l,...,N}.

A construcao dessa hierarquia é realizada em duas etapas concomitantes
que consistem na simplificacao da superficie M e no registro das informacoes
a serem utilizadas na projecao hierarquica que ocorre durante o refinamento
da superficie B. Estas informagcoes sao obtidas em cada passo da simplificacao
e, deste modo, a relagao entre as superficies subsequentes M, = M;_; sera
estabelecida por modificagoes locais realizadas diretamente na triangulacao

M, de forma que:
My — My = Star(vk,./\/lk) e M1 — My = int('ﬁ;),

com 7T sendo uma sub-triangulacdo de Mj_; construida para preencher a

lacuna deixada pela remogao de vy e tal que 0Ty = Link(vy, My).

4.2.1
Simplificacao

As sucessivas remocgoes de vértices e retriangulacoes locais sao
gerenciadas pela estrutura de multi-triangulacao orientada pela amostragem
hierdrquica por discos de Poisson (HPDS-MT) restrita a superficie discreta
M = (J',X') que é composta pelo complexo simplicial J' e pelo conjunto
finito X’ C R3®. Essa estrutura foi introduzida por [2] e ¢ induzida por
uma amostragem de pontos uniformemente distribuida e hierarquicamente
produzida sobre a superficie ([25], [42]) e, além disso, combinada com
um complexo de Delaunay localizado restrito [43] obtido com os pontos
amostrados. O conjunto de pontos amostrados é livre de alinhamentos
perceptiveis e possui baixas frequéncias de ruido no seu espectro de poténcia

caracterizando um padrao de amostragem com ruido azul que tem o papel
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essencial de prevenir os enviesamentos no posicionamento das arestas da
triangulacao a ser construida.

As principais ideias envolvidas na construcdo da HPDS-MT serao
apresentadas aqui e alguns outros conceitos preliminares serdao inicialmente
revisados. Seja W C R? a superficie bidimensional compacta e conexa tal que
w=|J.

i. O conjunto B,(p) = {q € R®: ||p — q|| < r} é uma 3-bola aberta de raio
r e centrada em p € W (figura 4.1);

ii. A r-vizinhanca N,(p) de um ponto p € W é a componente conexa de
B, (p) N W contendo p;

o P

/

Figura 4.1: r-vizinhanca localizada restrita

iii. Um conjunto de pontos P = {p;}!; de W é uma amostragem de pontos
localizada restrita por («, 3)-discos de Poisson (LRPDS), com > a > 0,
se, e somente se, (1) {Ng(p;)}7; é uma cobertura de W e (2) cada
N (p;) ndo contém nenhum ponto de P — {p;}. Particularmente, quando
r =« = [ o conjunto é uma amostragem de pontos localizada restrita

por discos de Poisson com raio r (figura 4.2);

o= WESS
() (&

espacamento « cobertura 3

Figura 4.2: (o, f)—LRPDS
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iv. A familia de conjuntos { P}, sobre W em que P, C --- C Pys é uma
hierarquia na amostragem de pontos localizada restrita por discos de
Poisson (HLRPDS) se, e somente se, cada conjunto P é uma LRPDS com
os respectivos pardmetros oy e fi. Se nesta hierarquia P,y = P, — {px},

para cada k, entdo a hierarquia é dita graduada. (figura 4.3)

Figura 4.3: Familia de conjuntos encaixantes [2]

A combinacao desses conceitos define a estrutura hierarquica de uma
amostragem de pontos sobre uma superficie ¥V, onde em cada nivel P, os
pontos sao distribuidos uniformemente e a distancia entre quaisquer dois
pontos distintos amostrados é maior que um raio minimo «y fixado e, além
disso, um raio B é escolhido para controlar a maximalidade desta distribuicao.

Os préximos conceitos a serem revisados estabelecem uma particdo de
W, relativa ao conjunto amostrado Py, pelo diagrama de Voronoi localizado
restrito (LRVD) e, também, a extragdo do conjunto dual denotado pelo
complexo de Delaunay localizado restrito (LRDC). Com ambos os complexos
produzidos a partir de uma LRPDS é possivel estabelecer uma superficie
discreta M = (J,X) na qual X = Py e onde o complexo simplicial J
¢ determinado pela triangulagdo de Delaunay localizada restrita (LRDT).
Esta nova triangulacao resulta do remalhamento da superficie M’ que é
auxiliado por LRVD. A triangulagdo de M’ e essa nova triangulagao de M
sao topologicamente equivalentes e, ainda, essa nova triangulacao é composta
por triangulos de boa qualidade que é verificada pela razao de aspecto medida
em cada triangulo. Essas garantias topoldgicas e geométricas sao detalhadas
em [2].

v. Seja Py = {p]¥'}?_, uma LRPDS sobre W. Uma particio regular da
superficie W em regides {V;}?, que considera Pys é um LRVD(Py/)
se, e somente se, (1) p¥' € V; para todo i e (2) para cada j # i, se
q € OV, N AV; entdo || p' —q ||=| pj/ —q ||, onde || . || é a norma

euclideana.
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A geracao do LRVD(Py) nao ¢é unicamente determinada de acordo com
a definigdo apresentada em (v). Uma partigio da superficie em regides de
Voronoi condicionada a Py, pode ser realizada particularmente inflando bolas
B,,(p") ao longo do tempo t que aumenta com taxa constante. Inicialmente,
em ¢ = 0, um raio ry ¢ escolhido de modo que Ny, (pY') N N,,(p)') = @
para cada i # j e Vi < N, (pV '). Na propagacao do tempo cada ponto da
superficie é atribuido a primeira regiao designada pela N,, que o atinge. Um
ponto atingido ao mesmo tempo por duas ou trés regioes pertence a fronteira
de intersecao destas regioes. Além disso, quatro ou mais regioes podem se
encontrar num ponto ¢ da superficie e isso indica que cada ponto p¥ " gerador
das regides correspondentes pertence a uma esfera centrada em ¢. O processo
finaliza quando todo ponto da superficie pertence a pelo menos uma regiao ou

a fronteira de intersecao de duas ou mais regioes.

vi. Seja LRVD(Py/) uma partigdo de W em regioes de Voronoi {V;}I,. O
complexo dual tal que ¢(V;) = pY' constitui o complexo de Delaunay
localizado restrito de Pys. Em particular, o conjunto de triangulos

definido por este complexo constitui a LRDT.

A LRDT(Py+) é uma triangulacdo obtida do LRDC(Py+) em que cada
ponto p¥' representa o vértice central de uma estrela cujo link é formado
pelos vértices localizados nos pontos geradores das regioes vizinhas e que
compartilham uma aresta com V;. Se cada estrela centrada num vértice em pV’
é topologicamente equivalente a um disco, entao o LRDC(Py-) coincide com a
LRDT(Py/). Além disso, se a superficie triangularizada M’ e a superficie M,
triangularizada por LRDT(Py), possuem o mesmo nimero de Euler entdo sao
topologicamente equivalentes [2].

A estrutura de multi-triangulacdo que originalmente foi proposta por
[44] ¢ utilizada com a HLRPDS para armazenar as modificagoes locais
realizadas entre niveis consecutivos desta hierarquia graduada. Um fragmento
da triangulacao correspondente ao nivel corrente é substituido por um novo

fragmento configurando a nova triangulacao do nivel subsequente.

vii. Seja Ty = LRDT(Py-) a triangulagao de M e 7; uma triangulagao contida
em 7. A substituicdo da triangulacio 7; por 7; é uma modificacio local
minimamente compativel realizada em 7y e denotada por Ty ® 7T; se, e

somente se, (1) 0T; = 0T; e (2) T; — T; = int(T;).

viii. A familia de triangulagoes {7;}7", é uma sequéncia de modificagoes locais
minimamente compativel se cada triangulacao 7; dessa familia é uma

modificacdo local minimamente compativel realizada em @©'—{7,. Além
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disso, essa sequéncia é nao redundante se para cada tridngulo A € 7T;

implicar que A ¢ 7T, sempre que ¢ # j.

ix. Uma multi-triangulacio (MT) com relagio a uma sequéncia de
modificagoes locais minimamente compativel e nao redundante {7;}™
¢ um grafo orientado aciclico com raiz em 7Ty no qual (1) cada né
i € {1,...,m} representa uma triangulacao atualizada pela insercao de
7; e (2) entre nés distintos ¢ < j existe uma aresta (i,7) se, e somente

se, hd um triangulo em 7; que pertence a 7.

Considerando a HLRPDS graduada {P;}, onde cada LRDC(P,) é
denotado por Dy, para cada k. A simplificacdo local que converte D, em
D)1 referente aos niveis consecutivos P, e P,_; consiste na modificacdo que
substitui os simplexos de Star(py, Dx) por Dy_1 — Dy. Em particular, quando
Star(px, Dy) é topologicamente equivalente a um disco essa substituigao
na triangulagdo de Star(pg, Dx) pela triangulagdo em Dj_; — D) é uma
modificacao local minimamente compativel, conforme exemplificado na figura
4.4.

Figura 4.4: Modificagao local por triangulacao de Delaunay [2]

A equivaléncia Star(pg, Dx) = Dy — Dy_y é garantida na HLRPDS
graduada pois durante a constru¢ao do LRVD (P — {px}) é necessério remover
a regiao de Voronoi V; e atualizar as regides de Voronoi que fazem fronteira
com Vi a fim de preencher a lacuna deixada. Deste modo, o complexo

Dy é obtido com a manutencao dos simplexos de Dj tendo por excegao a
Star(pg, Dy).
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A estrutura HPDS-MT:

A multi-triangulacdo produzida a partir da superficie triangularizada
M e pelas modificagoes que sdo orientadas por uma HLRPDS graduada
{PY| 6 a sequéncia de modificagoes locais minimamente compativel e nao
redundante {73 }4_;, onde N < N, e denotada por HPDS-MT. Essa sequéncia
de modificagoes é construida a partir de cada LRDC(F;), denotado por Dy, a

partir do algoritmo 3.

Algoritmo 3: CONSTRUGAO DA HPDS-MT [2]

Entrada: M', {P}Y,
Saida: {7;}

1 inicio
2 To + Dy
3 Q + Py
4 k<« N’
5 1+ 1
6 enquanto k > 2 faga
7 cond; + Star(py, Dy) = Star(py, ®'4Ts)
8 se cond; entao
9 condy < verdadeiro
10 para p; adjacente a p, faga
11 se lpropDiscoT opo(p;) entao
12 ‘ conds < falso
13 fim
14 fim
15 se cond, entao
16 7; +— D1 — D,
17 Q Q- {p}
18 141+ 1
19 fim
20 fim
21 k+—k-—1
22 fim
23 fim

A propriedade propDiscoT opo(p;) verifica se todas as arestas incidentes a
p é adjacente a exatamente dois tridngulos numa nova configuragao hipotética
em que py, seja removido, ou seja, se a remocao de p, nao interferira na topologia
local. Caso a propriedade do disco topoldgico nao seja satisfeita, entdao nao
ocorre a remocao de pg na sequéncia do algoritmo.

Em alguns casos, D pode nao ser uma triangulacao e isso ocorre quando
nao ha um isomorfismo entre Dj e G}i;%TS conforme indicado nos vértices

destacados na figura 4.5. A coincidéncia entre a vizinhanga de pp em Dy
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com a vizinhanca de p;, na triangulacao @57, é checada previamente para
impedir que a atualizacao da multi-triangulacao seja realizada, caso essa
condi¢do nao ocorra. Neste caso, o vértice em p, é mantido na triangulacao,
? nao é incrementado, e o complexo Dj_1 serd investigado dando sequéncia a

construcao da multi-triangulagao.

Figura 4.5: A aproximagao das regides de Voronoi é identificada em cores
(esquerda), os vértices de conflito destacados estao mantidos e a triangulagao EB’S;})’E
correspondente ¢é obtida (direita) [2]

As  superficies triangularizadas  {M;}y, sdo determinadas,
respectivamente, pelas triangulacdes @Y *7,, para cada valor de k. Essas
triangulacoes sao fornecidas pela HPDS-MT, que gerencia as modifica¢oes
locais minimamente compativeis realizadas a partir de M = My e é orientada
pela HLRPDS graduada.

4.2.2
Projecao subsequente

Ao longo da construgao auxiliada pela HPDS-MT de uma sequéncia de
superficies triangularizadas { My }i_, ¢ armazenado um histérico contendo
as informagdes da projecdo de um vértice vy, € My sobre M;_;.
Esta correspondéncia ¢ viabilizada localmente durante a substituicdo da
triangulacao 7A'N_(k_1) - @é\[:f)kﬂ pela nova triangulagao Ty_(x—1), onde
?N—(k—l) é identificada com a Star(vy, My) e k € {1,..., N}. O histérico das
projecoes em niveis subsequentes é necessario para que seja possivel construir
a projecao hierarquica que identifica todos vértices de My sobre B.

A aplicacao pry My — M1 que projeta todos os vértices de
X}, sobre M,,_; associa esses vértices por identidade, exceto o vértice v €

Xr N Xp_1. A modificagdo que transforma M, em M,;_; ocorre apenas na
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triangulacao limitada por 8'7-N_(k_1) de modo que, 8'7-N_(k_1) = OTN—(k-1)-
Por este motivo, é natural estabelecer a localizacao de pr(vg) dentro de algum
triangulo da triangulagao Ty_(x—1).

Esse procedimento de localizacao foi utilizado no capitulo anterior
(subsecao 3.2.3) durante a simplificacdo da superficie a fim de armazenar
as informacoes das modificagoes locais que permitiam realizar, no sentido
inverso, o refinamento. Naquele caso, a superficie triangularizada admite uma
identificagao total da superficie com um dominio bidimensional por meio da sua
parametrizacao, essa estratégia foi utilizada inicialmente por [21] e também em
[13]. Essas parametrizagoes locais foram construidas com a aplicagdo conforme
[20] que identifica uma estrela da superficie triangularizada isomorficamente
com um poligono triangularizado num dominio bidimensional.

Para associar os vértices da triangulacao Ty_(,—1) com os vértices de um

’ .7 . . P —1 , N .
poligono bidimensional, seja Tn_(x—1) = U;Jio tr;, onde wy ¢ a valéncia do
vértice vg e ty, = [Uk;, Uk, U,,,] € um tridngulo de Ty_(x—1) com Vky, = Vkos

além disso, seja 0y; um angulo interno de ¢;; com vértice em vy e, também,

j—1 wr—1
6k0 = 0, @k’j = Z 9’657 paraj > 07 O = Z eks
s=0 5=0

Deste modo, o mapeamento é definido nos vértices como

g(vk) = 0 e S(Ukj) :H Ukj — Uk Hoc eia@kj’
onde || . || ¢ a norma euclideana, & = 2 ¢ ¢ ¢ a unidade imagindria. Essa

aplicacao tem vantagens como a bijetividade, a preservacao de angulos e a
simplicidade computacional.

A triangulagdo Ty_(—1) constitui isomorficamente o novo poligono
bidimensional triangularizado obtido apds remocao de wvg. Deste modo, o
correspondente &(vy) fixado no centro do plano complexo pertencerd a algum
tridngulo deste novo poligono. Assim como, na abordagem apresentada na
subsecao 3.2.3 as coordenadas baricéntricas de (v;) em relagdo aos vértices
do tridngulo que o contém sao utilizadas para determinar a pr(vy) no tridngulo
correspondente em M;,_;. A figura 4.6 ilustra essa projegao.

Durante a simplificacdo sao armazenadas, em uma lista indexada de
acordo com as remogoes de vértices no sentido da multi-triangulagio, (7)
as coordenadas baricéntricas de £(vg) que determinam a projecao de vy no
tridngulo associado de Ty_(,—1) €, também, (7) os indices dos vértices desse

tridngulo ordenados de acordo com as coordenadas baricéntricas.
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Figura 4.6: Projecao dos vértices em niveis subsequentes

4.3
Projecao hierarquica

A construcdo de um sistema de parametrizacbes da superficie
triangularizada M envolvendo a estrutura da variedade diferenciavel consiste
no recorte da superficie em pedagos que sejam topologicamente equivalentes
a um disco. Por esses pedacos sao introduzidas as parametrizagoes que os
identificam individualmente com sistemas de coordenadas bidimensionais. Para
tanto, a estrutura apresentada em [1] e detalhada em [12] requer uma superficie
base B = (Jy, Xo) que seja topologicamente equivalente a M = (Jy, Xy).
Além disso, é necessario que haja uma projegdo p : M — B que parametrize
biunivocamente os vértices de Xy sobre o dominio néo euclideano |.Jy|.

Essa localizagdo biunivoca estd necessariamente relacionada com a
construcao do sistema de parametrizagoes que identifica multiplas regioes de
M num dominio bidimensional, em particular, foi apresentado na subsecao
3.2.2 do capitulo anterior a construcdao da parametrizacao de uma regiao de
M para a qual foi assumida a existéncia de uma superficie base B e uma
projecao p. Seja Xy = Xo U {vy,...,vx} o conjunto de vértices da superficie
My em que k € {1,..., N} varia de acordo com a graduagao da HPDS-MT.
Particularmente, Xy = {vg,}.; compoem a superficie base e k = N indexa
a superficie original. Os vértices v, € Xy sao identificados por p em |Jp| e
cada p(vg) € |Star(vy,, B)| que é parametrizado no interior do conjunto aberto
2; compoem a triangulacao P; C €);. A figura 4.7 exemplifica a regiao de M
parametrizada em €2; pela aplicagao ¢;.

As arestas destacadas em azul na triangulacdo M incidem sobre os
vértices de B que sobreviveram ao processo de simplificacdo. A aplicagao
bijetiva ¢, = ¢;

;~ associa triangulos de M com triangulos nao-degenerados
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Figura 4.7: Projecio dos vértices de M em B

de P;. A regiao de M destacada em vermelho representa a pré-imagem da
aplicacao ;. Essa construcao é realizada para cada ¢ € {1,...,n} e permite

identificar bijetivamente todos os tridngulos de M em algum dominio ; C R2.

A projecao p; : My — M,

A metodologia de localizagdo é apresentada inicialmente por [21] e
consiste na construcao de uma sequéncia composta pelas projecoes da familia
{pp + My — M}, que incrementalmente localiza, neste contexto de
multi-triangulagdo graduada, os vértices de Xy sobre |Ji| ao longo da
HPDS-MT. Neste caso, cada projecao pr_1 pressupoem que a projecao py ja
tenha sido efetuada, £ > 0. Em especial, py é uma aplicacao identidade e
po = p € a aplicacao desejada.

Na construcao segundo [21], se a projegao py, for previamente considerada
entao para cada vértice v € My serao consideradas trés hipoteses mutuamente
excludentes: (1) v € X1 (2) v € X — X1 (3) v € Xy — Xi. Com estas

hipéteses, a projegao pi_1(v) serd calculada, respectivamente, assim:

(1) pr—1(v) = pr(v) = v;

(2) pr—1(v) = av, + bvs + cvy, onde a, b, ¢ sdo coordenadas baricéntricas
obtidas apds a parametrizacao de '?N—(k—n C My pela aplicagao ¢ da
subsegao 4.2.2 e [v,, vs,v¢] é um tridngulo criado pela modificagao local

que produz Ty_(x—1) C My_1 a partir da remogao de v = vy;
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(3) pr(v) ¢ Xj implica na existéncia de um tridngulo [v,, vy, vy] em M, e

coordenadas baricéntricas o', O, ¢ tal que pg(v) = a'v,s + Vvg + dvp:

(i) se o tridngulo [v,.,vy,vy] permanece em My 1, ou seja, k ¢
{7,/’ 5/7 t/}v entao pkfl(v) = pk(v);

(ii) se o tridngulo [v,, vy, vy] nd0 permanece em Mj_1, ou seja, k €
{r',s',t'}, entdo esse tridngulo que compunha 7A’N_(k_1) C M,
desaparece na modificagio local que remove vy, e produz Ty_(x—1) C
M,._1 e, ainda, com o auxilio da parametrizacao £ é possivel obter
o tridngulo [v.r, ver, vp] de Tn—(k—1) e coordenadas baricéntricas

a’, v, " tais que pp_1(v) = a" v + Vv + o

A figura 4.8 exemplifica os casos considerados. A projegdo pi_1 preserva,
pelo caso (1), todos os vértices mantidos apds a modificacdo local que
transforma M, em M,_;, mas o vértice representado pela cor vermelha
pertence a Xy — X} e, portanto, é projetado pelo caso (3.ii) dentro do novo
tridngulo criado e o vértice representado pela cor azul pertence a X — Xj_ 4

e, portanto, é projetado pelo caso (2).

Figura 4.8: Projecao dos vértices de My sobre My_4

Ao longo da simplificagdo regulamentada pela HPDS-MT em torno de
cada vy todos os vértices de My sao projetados em M, e somente apods
a realizacdo de N passos de simplificacdo a proje¢ao p : My — My = B
sera alcancada. A posicao de cada vértice em M, é identificada bijetivamente
sobre M;,_, sobretudo na regiao '7A‘N_(k_1) C My em que o vértice v €
biunivocamente projetado em algum tridngulo de Ty_—1) C Mj_;. Essa
bijetividade entre niveis subsequentes garante a bijetividade da aplicacao
p, mas nem sempre a orientacao dos tridngulos de My ¢é preservada por
essa projecao e isso implica em falhas de orientacao em algum P;. Neste
caso, as posigoes projetadas sobre |Jy| podem ser reposicionadas, com algum
procedimento adicional, em torno dos vértices projetados com problemas de

orientacao.
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A projecdo p: M — B

A projecdo que localiza os vértices de My sobre |Jy| é fundamental
para o processo de otimizacao hierarquica que sera apresentado em outra
secao mais adiante e é construido com duas etapas. A primeira etapa ocorre
durante a simplificagdo e consiste no armazenamento de uma lista indexada
por cada nivel k£ contendo as informacoes da correspondéncia entre o vértice
v, de ?N—(kfl) C M, e algum triangulo da nova triangulacdo obtida pela
modificacao local Ty_—1) C Mj_1, subsecdo 4.2.2. A segunda etapa ocorre
durante o refinamento da superficie base BB até atingir a superficie original My,
onde cada vértice vy removido ¢ reinserido no sentido contrario a remocao.

No refinamento, a triangulacdo Ty_(—1) ¢ desfeita e a triangulacao
7A’N_(k_1) ¢ reconstruida e, simultaneamente, a projecao do vértice vy sobre

|.Jo| é determinada como

p(vk’) = agVo, + bkv0i+l + CkV0,4 9,

onde [vo,, Vo, Vo,,,] ¢ algum tridngulo selecionado em B a partir do histérico
de informagbdes armazenadas e ag, b, ¢, sdo coordenadas baricéntricas,
ap + by, + ¢, = 1. A projecdo p que em cada passo de refinamento localiza
o vértice vy € Xy em |Jy| é a projecdo hierarquica de M em B.

Na abordagem anterior, proposta por [21], apds N passos de simplificagao
todos os vértices de Xy estarao projetados sobre |.Jy| e ao longo do refinamento,
portanto, cada conjunto p(Xj) estard totalmente determinado sobre |.Jyl,
k€ {1,..., N}. Especificamente, um nivel £ —1 definindo por Mj_; sofre uma
modificacao em Ty _(x—1) quando inserido o vértice vy, e se recupera localmente
7A'N_(k_1) C M. Neste momento, p(vy) estard atribuido em algum tridngulo de
B e, com isso, p(X}) ficard completamente localizado sobre | Jy|. Caso os pontos
do conjunto p(X%_1) tenham sido reposicionados eventualmente sobre |Jy| por
algum processo intermediario entdo p(vy) estard sensivel a estas mudangas
ocorridas no conjunto p(Xy_1), ou seja, (0; o p)(vg) poderd introduzir varios
problemas de preservacio da orientagdo dos tridngulos incidentes em PF C €,
para algum 1.

O reposicionamento de p(vg) poderia ser feito adicionalmente a fim de
que PF fosse uma triangulacio bem determinada, mas esse ajuste teria que ser
realizado na projecao dos préximos vértices inseridos para continuar garantindo
a triangulacdo. Além disso, esse procedimento pode interferir na qualidade
da projecao dos vértices sobre |Jy|. E ainda, um tridngulo de M pode ser

identificado simultaneamente em até trés dominios, PF C €, Pf C Qje
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PF C Qu, respectivamente, pelas aplicagdes o; 0 p, 0; 0 p e o, 0 p, portanto um
ajuste adicional da projecao de vy teria que garantir a triangulacao em todos
os dominios alcangados.

A projecao hierdrquica ndo pode ser previamente determinada sobre |.Jy|
sem que hajam tratamentos adicionais, no caso de eventuais reposicionamentos.
Estes reposicionamentos ocorrerao naturalmente durante a otimizacao
hierarquica e, portanto, a projecao hierarquica idealmente devera preservar a
integridade da triangulagdo parametrizada em cada dominio €2;. A projecao
hierarquica adequada devera ser calculada em cada nivel durante o refinamento
e dependeré apenas dos vértices ja projetados em niveis anteriores. Desse modo,
quando um vértice vy é inserido na triangulagdo a sua projegao p(vy) deve
ser calculada imediatamente sobre |.Jy| e a sua posicao dependerd da projegao
subsequente de v;, em algum tridngulo de 7Ty_q—1) que foi armazenada em
lista indexada pela ordem da simplificagdo. Durante o refinamento, os vértices
desse triangulo subsequente ja foram inseridos e projetados anteriormente
sobre |Jp| e essas projegoes conduzirdao a projegao do novo vértice vg.

O célculo da projegao de vy sobre |Jy| serd realizado incrementalmente
em funcdo da projegdo subsequente de vy em |Jy_1|. Neste caso, para cada
vértice vy, inserido na etapa de refinamento, existe um tridngulo [v,, vs, v;] na
triangulacao Ty_p—1) C My_1 e existem coordenadas baricéntricas a, b, c,
respectivamente, relacionadas aos vértices do triangulo tais que a projecao
subsequente é av, +bv,+cv;. Os vértices v,, v, vy pertencem a Xj;_; e portanto
jé foram reinseridos e projetados sobre |Jy|. A figura 4.9 exibe a sistematizagao
da projecdo em que o vértice vy é levado em |.Jy|, bem como, as parametrizagoes
¢; nos niveis subsequentes k — 1 e k.

A determinacao de p(vy) suporda que p(v,), p(vs), p(vy) ji tenham sido
determinados, portanto é necessario iniciar o processo incremental com a
projegao dos vértices de X sobre |.Jy|. Estes vértices devem ser projetados por
identidade pois estdo naturalmente sobre |.Jy| compondo a superficie base. Em
cada vértice v sao atribuidas nele propriedades de localizacao que identificam
a sua projegao sobre |Jy|: (7) indice do tridngulo na superficie base, (i)
coordenadas do tridngulo na superficie base e (i) respectivas coordenadas
baricéntricas. Inicialmente cada vértice vy, de X € projetado em um triangulo
qualquer incidente em vy, com coordenadas baricéntricas (1,0,0) ou (0,1,0) ou
(0,0,1) adequadas para o manter como vértice deste tridangulo escolhido. Em

seguida, trés casos mutuamente excludentes serao considerados para calcular

p(vg):

(1) se{vy, vs, i} C Xy € [vy, v, v¢] compOoem um unico tridngulo de B entao
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§(vr) = ag(vr) + b8 (vs) + c§(vr)
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Figura 4.9: Projegao do vértice vy, sobre |Jy| e ¢; = 0,0 p em My_1 e My,

p(vy) = v, p(vs) =vs, p(v) = vy, portanto
p(vr) = arp(vy) + brp(vs) + crp(ve) = arvr + brvs + crvy

onde a, = a, by, = b, cx, = ¢;

(2) se {v,, vs, v} & Xo e p(v,.), p(vs), p(vy) pertencem a algum tridngulo

[V0,, V0,,1» Vo,,,) de B, entdo
(i) p(ok) = ap(vr) + bp(vs) + cp(vr);
(ii) calcular as coordenadas baricéntricas ay, by, ¢k, tais que, p(vg) =

AV, + bk’UOH_l + CrV0; 405

(3) se p(v,), p(vs), p(ve) pertencem a mais de um tridngulo em B entao essas
projecoes nao definem vértices de um tridngulo contido em |.Jy|. Deste
modo, é necessario determinar uma triangulacdo Ry = (Xg,, Jr,) que

contenha essas projecoes, onde Xz, C Xy e Jg, C Jyp e com ela:

(i) construir uma aplicacio bijetiva ¢y : Ry, — Qp C R?;
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(i) caleular @x(p(v,)), @r(p(vs)), @r(p(vr)) em Qp usando as
coordenadas baricéntricas armazenadas como propriedades de

localizagao dos vértices v,., v, Uy;

(iii) caleular ok (p(vx)) = apr(p(vr)) + bpr(p(vs)) + cor(p(vr)) e
buscar o triangulo [ (vo,), ¢r(vo,,, ), ¢r(vo,,,)] em Q que contenha
wr(p(vr));

(iv) calcular as coordenadas baricéntricas ag, by, cx, tais que, ok (p(vg)) =

arpr(vo,) + bepr(vo,,,) + cepr(vo,,,);

<V> p(vk) = QYo + bkv0¢+1 =+ CrV0; 45+

Com essa metodologia, a projecdo hierdrquica p(Xj), em cada nivel
k, produzird triangulacoes que preserva quase sempre a orientagdo de My
nos dominios paramétricos PF C €, para todo i € {1,...,n}. Além disso,
estard sempre adequada aos possiveis reposicionamentos ocorridos em p(Xx_1),
pois o célculo de p(vg) é realizado no momento da reinser¢do de vy e o
posicionamento ¢ assegurado pelas coordenadas baricéntricas armazenadas
pela projecao subsequente obtida na simplificagao. As figuras 4.10, 4.11 e 4.12

ilustram os casos de projecao adotados nesta metodologia.

Us

Ut

(a) (b)

Figura 4.10: Projegdes nos casos (a) 1 e (b) 2

A regiao Ry C B é obtida com uma frente de avango na triangulacao
B partindo de um tridngulo que contenha a projegao de p(v,) em busca dos
demais na redondeza que contenha p(vs) ou p(v;), analogamente sdo verificadas
as outras regides partindo do tridngulo que contenha p(vs) em busca dos
demais ou, ainda, que contenha p(v;) em busca dos demais. Dentre as trés
regides é escolhida a mais adequada por um critério geométrico, como regiao
de menor 4rea ou regido mais plana. A aplicacao bijetiva ¢, : Ry, — Q) C R?
é estabelecida com a parametrizacao por combinacao convexa apresentada na

subsecdo 3.2.1 do capitulo anterior que determina uma triangulacio Q) C R?
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p(vr)

er(p(vr))

Figura 4.11: Proje¢bes no caso 3 envolvendo uma tnica estrela de B

R

[9)3

Figura 4.12: Proje¢do no caso 3 envolvendo mais de uma estrela de B

numa regiao convexa por meio das coordenadas do valor médio [32] que
estabelecem uma parametrizacio ¢, ' que preserva a forma da triangulacio
Ri. A escolha por este sistema de parametrizagdo para auxiliar a projecao
¢ justificada pela garantia de um dominio Q, C R? convexo que permite
assegurar que ¢k (p(vx)) sempre existird dentro de algum tridngulo de Q.

Além  disso, alguns cuidados adicionais s@o estabelecidos na
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implementagdo para atender as possiveis triangulacoes B compostas por
"tineis" que implicariam em regides R topologicamente ndo homeomorfas a
discos, o que impediria a parametrizacao por combinagao convexa tal como
mencionada anteriormente. A figura 4.13 exemplifica a projegdo realizada
nestes casos. E importante observar que esta jun¢do nao ocorre em uma unica
estrela durante a simplificacdo designada pela HPDS-MT [2] pois existem as
suas garantias topolégicas. Por outro lado, esses casos com mais de um estrela

e casos com juncao compondo "tineis" ocorrem com baixa frequéncia.

Figura 4.13: Projecdo no caso 3 envolvendo mais de uma estrela de B e formando
um "tainel". Os elementos da juncdo estdo destacados em cor azul na representagao

de Qk

4.4
Estrutura diferenciavel

O aparelhamento da superficie triangularizada B = (Jy, Xy) com uma
estrutura diferenciavel é realizado pela constru¢ao de um conjunto de dados

colantes
G = ((N)ier, () aperxr, Wji)ajyen)

que depende apenas da topologia subjacente |Jy|. Para tanto, I = {1,...,n}
¢ o conjunto de indices para os vértices de X, H = {(i,5) € I x I : Q;; # o}
e as componentes da tripla sdao denominadas por dominios de parametrizacao
(€2i)ier, dominios colantes (€25) ¢ j)crx1 € fungdes de transicao (vj;) (i, jyen entre
os dominios colantes, tais que 1 : €0;; — Q.

O conjunto colante foi apresentado formalmente no capitulo 2 e
representa uma estrutura diferenciavel abstrata sobre |Jy|, e que permite a
construgdo de uma particdo concreta de M em n regioes triangularizadas

e parametrizadas em cada dominio €2;. As regides com intersecdo nao vazia
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em M se comunicam por meio das fungoes de transicao definidas entre os
conjuntos colantes nos seus, respectivos, dominios de parametrizagao. Nos
proximos pardgrafos desta secdo serdo exibidos, de acordo com [1], alguns

elementos componentes desta construcao.

Definig¢ao 4.1 O dominio de parametrizagio Q; C R? € o conjunto

Q, = {(:E,y) €R2zx2+y2 < cos? <7T>},

i
onde w; € a valéncia do vértice vy,, para todo i € I.

Defini¢ao 4.2 Para cada Star(vy,, B), tal que i € I, existe uma triangulagao
P; cujo bordo é composto pelos vértices de um poligono reqular centrado na
origem de R?, contendo um tnico vértice de interior localizado nesta origem
e cujas arestas sao definidas por um isomorfismo com essa estrela. Neste

isomorfismo, a origem € associada com vy, e os demais vértices

27l 2l

Ws Wi

sao associados contiguamente em sentido anti-hordrio com os demais vértices
da estrela, onde | € {0,...,w; — 1} e w; € a valéncia de vy,. Inicialmente o
vértice (1,0) serd associado com algum vértice diferente de vy, escolhido na

estrela.

Cada dominio de parametrizacao §2; estd inscrito no poligono que define
P; e, deste modo, é possivel associar bijetivamente uma regiao contida em
|Star(vy,, B)| com o dominio €2;. A construcao desta associacao foi brevemente
relatada no capitulo anterior, subsecao 3.2.2, e serd reconsiderada aqui mais
cuidadosamente. Em seguida, serdao apresentadas as fungoes de transicao entre
os dominios 2; e ), inscritos nos poligonos que definem P; e P; e associados
com regides contidas em [Star(vy,, B)| e |Star(vo,, B)|, respectivamente, que
compartilham a aresta ['Uoi,voj] em B e essas regides, portanto, possuem
intersegdo nao vazia sobre |Jy|. Além disso, pode haver |Star(vy,,B)|, para
algum triangulo [vg,,vo,,vo,] em B, contendo uma regido associada com €,
inscrito no poligono que define P,. Nestes casos, havera fungdes de transicao
Vit iy = Qjiy Vi © Qi — Qi € Yy 0 Qjp — y; entre os dominios colantes
em €);, Q; e {2, que serao apresentados.

O tridngulo candnico T = [(0,0),(1,0),(1/2,v/3/2)] em R? ¢ usado
como um referencial na construcdo do conjunto colante e neste triangulo
é definido um setor canénico com vértice em (0,0), raio v/3/2 e angulo

central 7/3. Este setor candnico é relacionado com o setor circular A; inscrito
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no tridngulo [(0,0),(1,0), (cos(2m/w;),sen(27/w;)], com vértice (0,0), raio
cos(m/w;) e Angulo central 27 /w; por meio da aplicagao g; : R* — {(0,0)} —
R? — {(0,0)}, para cada i € I.

Definigao 4.3 Seja IT: R?—{(0,0)} — (—m, 7] xRy a aplicagio que converte

coordenadas cartesianas em coordenadas polares

[z, y) = (0,7),

onde r = \/x?+y? e o argumento § = arctan (%) A aplicacao inversa
O (—m 7] x Ry — R? —{(0,0)} ¢

11740, 7) = (rcos(), rsen(d)).
Definigao 4.4 Seja g; : R? — {(0,0)} — R? — {(0,0)} dada por

gl(xvy) = (H_l © fl © H)('Tay)7

onde f; i (—m,m| x Ry — (—m, 7] x Ry €

0.0 = (0. 2.

A aplicagdo inversa g;' : R? — {(0,0)} — R? — {(0,0)} ¢ dada por

g; ' (wy) = (I o fih o TN)(a,y),
onde f7: (—m, 7w x Ry — (—m, 7] x Ry é

Fl6.r) = (fe WT) |

para cada 1 € 1.

Observacao: As aplicacoes Il e f; sdo da classe C*° garantindo que g; também

esteja.

Para todo ¢ € I, a aplicacao g; mapeia suavemente o setor canénico no
setor circular A;, excetuando o ponto (0, 0), e isso possibilita a determinagao de
um conjunto aberto em |Star(vy,, B)| homeomorfo ao dominio €2;. Para isso,
basta tomar cada triangulo incidente em vy, e o relacionar com o triangulo
canonico por coordenadas baricéntricas e, deste modo, o interior do setor

canodnico determinard uma regiao em cada triangulo incidente em vy, e a uniao
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dessas regides delimitard um conjunto aberto em |Star(vy,, B)|. Por outro lado,
o interior do setor circular A; é mapeado no setor candnico por g; e se houver
uma rotacao destes mapeamentos em torno da origem, entdao o conjunto aberto
Q); ficarda completamente identificado com o conjunto aberto construido na
|Star(vo,, B)|, onde wvp, é identificado com (0,0).

Parametrizacoes

As coordenadas baricéntricas sdo unicamente determinadas, nao
negativas e nem todas nulas para cada ponto no interior de um tridngulo
ou no seu bordo e, reciprocamente, determinam um unico ponto. Portanto,
considerando um  tridngulo [vg,, vo,,v0,] em B cujo vértice vy, é isomorfo
a origem (0,0) e os demais sdo contiguamente isomorfos aos vértices do
tridangulo canodnico em sentido anti-horario, as coordenadas baricéntricas de
qualquer ponto do seu interior ou bordo determinara pontos unicamente no
tridngulo candnico e vise-versa. Os vértices do tridngulo selecionado devem
ser identificados num dominio bidimensional para a realizacao do calculo das
coordenadas baricéntricas de cada ponto. Deste modo, para saber quando
um ponto de |Star(vy,, B)| compdem o conjunto aberto em |Star(vy,, B)| é
necessério calcular as suas coordenadas baricéntricas no triangulo [vo,, vo, , v, |
que o contém e checar pela correspondéncia com o tridngulo canonico se

tais coordenadas determinam um ponto no interior do setor candnico, em

us

coordenadas polares (r,0) basta verificar se r < cos ( 6). O vértice vy, ja
pertence ao conjunto aberto.

O isomorfismo 7; : Star(vy,, B) — P, faz uma associacao contigua e em
sentido anti-horario entre os respectivos vértices das triangulacoes iniciando
com 7;(vg,) = (1,0), para algum [ € I, podendo ocasionalmente ser | = j
ou l = h, e tal que [vy,,vy] é uma aresta em Star(vy,B). O tridngulo
[7i(vo,), Ti(vo,), Ti(vo,)] em P; é incidente na aresta [7;(vo,), 7i(vo,;)] € wi; € a
quantidade de arestas contadas em sentido anti-horario entre as arestas [vo,, vg,|
e [vo,,vo,]. O conjunto de pontos do interior de €; — {(0,0)} e limitado por
esse tridngulo de P; serd identificado no triangulo candnico pela aplicacao g;
somente apds uma rotagao de dngulo —27w;;/w; denotada por R;;, bem como,

R que serd determinada com o angulo 27w, /w;, w; é a valéncia de vy, .
1] J ) i

Definicao 4.5 Seja p : |Jx| — |Jo| uma aplicagio bijetiva. A parametrizagao
¢i - i —{(0,0)} = ¢i(% = {(0,0)}) C [Ji] €

¢i(p) = (p~" o bar o g; o Ri;)(p),
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onde p € Q; — {(0,0)} é limitado pelo triangulo de P; incidente na aresta

[7i(voi), Ti(vo;)]-

Observacgao: O vértice vy, é associado bijetivamente com (0, 0).
A aplicacdo inversa ¢; * : ¢;(€; — {(0,0)}) — Q; — {(0,0)} é dada por

Vi(q) = ¢; ' (q) = (R;;" 0 g; ' o bar™" 0 p)(q)

10 )(q) tenha coordenadas polares (6,r) com

para algum g € |Ji| tal que (bar™
r < cos(m/6). O conjunto ¢;(€2; —{(0,0)})U{vy, } é denominado por vizinhan¢a

parametrizada do vértice vy, € X N Xp.

Definicao 4.6 Sejam X, o conjunto discreto composto pelos vértices da
superficie triangularizada My, p © Xx — |Jo| a projecio hierdrquica e ¢; a
parametrizagio que considera p. O dominio de parametrizacao discreto é uma
triangulacio PF C ; composta por triangulos cuja imagem dos seus vértices
por ¢; compoem uma triangulacio SF estritamente contida na vizinhanga

parametrizada do vértice vy, para cada i € I e para cada nivel k € {1,...,N}.

A figura 4.9 relaciona os tridngulos do dominio de parametrizacao
discreto PF C €; com os triangulos de S¥ destacados em vermelho na superficie
triangularizada Mj. Quando k = N entdo PF¥ = P, e S = S;, como
exemplificado na figura 4.7.

Nesta construcgao, sdo realizadas n parametrizagoes ¢; por "pedacos' de
|.Jk| em dominios de parametrizagao €2; que sao identificados em cépias distintas
de R?. Esses pedacos sao as vizinhangas parametrizadas de cada vértice vy, em
M e, portanto, como observado anteriormente, cada tridngulo [vo,, vo,, Vo, ]
de B definira trés vizinhancas parametrizadas, respectivamente, aos vértices
vo;, Vo,, Vo, € cuja intersegdo é nao vazia sobre |Ji| para os grupos de indices
{i,7}, {4,h}, {i,h} e {i,j,h}. Deste modo, os conjuntos de pontos comuns
em vizinhancas parametrizadas distintas possuem coordenadas geralmente
distintas nos respectivos dominios paramétricos, isto é, cada ponto de |Ji|, por
essa estrutura, possui até trés dominios de parametrizagao. Para tanto, fungoes
de transicao suaves entre esses dominios sdo fundamentais nessa estrutura.

Como visto anteriormente, a checagem sobre quais pontos de |J|
pertencem a vizinhanca parametrizada de um vértice vy, ¢ realizada apenas

Lo p. Portanto, para cada tridngulo

no triangulo candnico pela aplicacao bar—
[vo,, Vo, vo,] de B ¢ suficiente checar no tridangulo canonico para decidir quais

desses pontos sao comuns as vizinhangas parametrizadas de vg; ou v, .
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Funcdoes de transicao

Considerando os triangulos [vo,, vo,,vo,] € [vo,,vo,,vo,] em B isomorfos
aos tridngulos [7;(vo,) = (0,0), 75(vo,), Ti(vo, )] € [7i(vo;), Ti(vo,) = (0,0), i (vo, )]
em P;. O setor circular com vértice (0, 0), angulo central 47 /w; e raio cos(m/w;)
estd inscrito no quadrilatero [7;(vo,) = (0,0),7(vo,), 7s(vo,), 7s(vo,)] que é
delimitado pelas arestas nao comuns destes tridngulos, este serd denominado
por setor circular duplo. Do mesmo modo, o losango definido pelos vértices
[(0,0), (1/2,—/3/2), (1,0), (1/2,/3/2)] ser4 denominado por losango canénico
e conterd o setor circular com vértice (0,0), &ngulo central 27 /3 e raio cos(mw/6)
que serda denominado por setor circular candnico. A aplicagdo g; associa os
pontos do interior do setor circular duplo no interior do setor canonico duplo
apds uma rotagao R;; na aresta [7;(vo,) = (0, 0), 7(vo,)] que gira o quadrilatero

[7i(vo,) = (0,0), Ti(vo, ), Ti(vo, ), Ti(vo, )] como exibido da figura 4.14.

7i(vo,,) 7i(vo. ) 1

7 (vo.) Yri(vo,)

Figura 4.14: Aplicacdo g; o IR;j sobre o setor canonico duplo

Definigao 4.7 A aplicacdo ¥ : R? — R? tal que

79(‘7:73/) = (1 -, _y)

¢ uma dupla reflexdo no plano que reflete cada ponto (x,y) € R* em relagdo

as retasy =0 e x = 1/2.

Os dominios €2; e €); associados, respectivamente, com as vizinhangas

parametrizadas de vy, e vy, pelas aplicagoes ¢; e ¢; sao relacionados pela

aplicacao g;; : ©; — {(0,0)} = ¢;;(£; — {(0,0)}) de modo que

gij(z,y) = (Rj;' 0 g 0¥ 0 gio Ryj)(w.y),

para todo (x,y) € ; — {(0,0)} como exemplificado pela figura 4.15.
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7i(vo,)

Figura 4.15: Aplicagao g;; sobre §);

A composicao g; o R;; associa o dominio {2; com o conjunto Cj definido
pelo interior do circulo centrado em (0,0) e raio cos(m/6), sem o centro (0,0).
A dupla reflexdo ¢ associa os pontos de Cy com o conjunto C; definido pelo
interior do circulo centrado em (1,0) e raio cos(w/6), sem o centro (1,0).
Portanto, a composicao inversa Rj_i1 o gj_1 apenas tomara pontos de Cy N C',
figura 4.16.

Figura 4.16: Co N C}
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Definicao 4.8 Para todo i, j € I, o conjunto colante €;; é dado por

Q; sei=j,
Qij = 49:(Q)NQ  seli,j] € uma aresta de B,

1%} caso contrdrio.

Observacao: () # @ = (;; # &

A defini¢ao de dominio colante, bem como, a observacao apresentada sao
verificadas em [12] como bem adequadas com a defini¢ao de conjunto colante
que é apresentada no capitulo 2. Desse modo, a préoxima definicao estabelece

as fungoes de transicao.

Definigao 4.9 A fungio de transicio v;; : Qij — i, para cada (i, j) € H e
para todo p € 5, é tal que

gij(xay) 7’7&]7

Yii(w,y) = S
(z,y)  i=j

Como a aplicagao g;; ¢ bijetiva e ¢ também uma composicao de aplicagoes
da classe C* entao vj; é bijetiva e da classe C*°. A propriedade de co-ciclo
apresentada na definicio de conjunto colante, capitulo 2, é satisfeita por
esta funcdo de transigdo [12] e, portanto, bem adequada para relacionar
os trés possiveis dominios de parametrizacao vinculados com as vizinhancas
parametrizadas definidas em torno dos vértices de cada tridngulo da superficie
base B.

As funcgoes de transicao também agem particularmente entre os dominios
de parametrizacio discretos relacionando os vértices da triangulacio PF C Q;
com os vértices da triangulacao 77]’.f C €, especificamente aqueles que vivem
em (;; e ;. Os eventuais reposicionamentos nos vértices da triangulacao P
restritos a {2;; serao suavemente atualizados nas triangulagoes PJ’?C pelas fungoes

de transigao v;;, para todo vértice j € I tal que [vg,, vo,] ¢ uma aresta de B.

4.5
Processo de otimizacao global

O problema das distor¢oes introduzidas pelo processo de parametrizacao
foi apresentado no capitulo anterior, sobretudo na parametrizacio por
coordenadas polares, subsecao 3.2.2. Foi analisada a eficiéncia da otimizacao
hierdarquica em comparacao com o procedimento nao-hierdrquico para uma

superficie triangularizada com bordo & contida em outra superficie compacta
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e triangularizada M e parametrizada por uma aplicacao ¢ em um dominio
de parametrizacao P. A metodologia de otimizac¢do proposta em [15] é mais
robusta na comparacao com o procedimento nao-hierarquico pois reduz melhor
a energia de distor¢do medida e em menor tempo de processamento.

Nesta perspectiva, o problema se recoloca para tratar as distorcoes
introduzidas pelo sistema de parametrizagoes naturalmente induzido pelas
aplicagoes ¢; que associam uma superficie triangularizada &; C M com a
triangulacao P; C (); e cuja solucao leva em conta as fungoes de transigao
apresentadas anteriormente. A ampliacdo do problema agrega a estrutura de
multi-triangulacio e, com isso, as triangulacdes PF C ; devem ser otimizadas
em relacdo a superficie triangularizada S C M, pela aplicacio ¢; e as fungoes
de transicdo comunicam as regioes adjuntas, para cada ¢ € I e para cada nivel
ke{l,....N}.

Cada vértice v da superficie M compoem até trés regioes S;, S; e Sy, em
M, para algum 7, j, h € I tal que [vy,, vo,,vo,] ¢ um triangulo de B, figura 4.17.
Sendo assim, podem existir ¢;(v), ¥;(v), ¥5(v) nos respectivos dominios de
parametrizacao discretos P;, P;, Pj e em cada dominio o vértice v tem uma
energia de distor¢ao medida. Uma extensao da otimizacao local apresentada no
capitulo anterior levara em conta as coordenadas de parametrizacao em todos
os possiveis dominios.

Duas abordagens podem ser realizadas nesta solugdo, na primeira a
otimizacao ¢ realizada em cada dominio de parametrizacao e o controle das
atualizagoes necessarias ocorre nos dominios de parametrizagao correspondidos
pelas fungoes de transicao. Esse procedimento é realizado por exaustao e reduz
monotonamente a energia de distor¢ao, como apresentado nas subsegoes 3.3.1 e
3.3.2, e os novos posicionamentos de ¢;(v) ou 1;(v) ou ¢, (v) sao determinados
com as restricoes impostas em cada dominio. Na segunda abordagem, um
novo funcional deve incorporar as trés possiveis posi¢oes nos dominios de
parametrizacao correspondentes e a energia de distor¢ao deve ser otimizada
simultaneamente considerando as restricoes em cada dominio. A primeira
abordagem serd apresentada nos paragrafos seguintes e a segunda abordagem

é um trabalho futuro.

4.5.1
Nao-hierarquico

O procedimento nao-hierarquico é uma extensao daquele apresentado no
capitulo anterior e levard em conta os diversos dominios de parametrizacao
discretos. E motivado pela ideia que consiste em escolher a regiao S; de

maior energia total, bloquear provisoriamente para possiveis escolhas as regioes
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Figura 4.17: Regides S;, S; e S, de M projetadas sobre B e relacionadas com os
dominios P;, Pj, P, que se comunicam pelas fun¢oes de transicao. Os dominios
colantes contem porc¢oes das triangulagoes dos dominios de parametrizagao discretos.
As cores azul claro e azul escuro representam as porgoes em €2;; e €2j;, azul escuro
e rosa representam porcoes em )p,; e 2, verde e azul escuro representam porcoes
em Qih [§] th.

vizinhas §; para cada j € I tal que [vy,, vo,] ¢ uma aresta em B. Nesta regiao
selecionada, o vértice v de maior energia que nao pertence ao bordo da regiao
devera ser escolhido e os vértices imediatamente vizinhos ficam bloqueados
provisoriamente para possiveis escolhas.

A otimizacdo local do funcional que mede a energia de distorcao
deste vértice v no dominio P; busca reposicionar ¢;(v) dentro do nicleo da
Star(y;(v),P;), deste modo, a restrigdo impdem que a area dos tridngulos
incidentes em ;(v) deverd ser mantida positiva. Entretanto, as restrigoes
para a mudanca da posigao de ;(v) em P; deverd, necessariamente, ser
ainda observada no dominio de parametrizacao Q; ou €, quando v;(v) é um
vértice de P; ou ¢ (v) é um vértice de Py, sendo "ou" uma disjungao logica
e i, 7, h € I. Consequentemente, as restricdes para a otimizacao no vértice v
serao ampliadas e devera levar em conta as areas dos triangulos incidentes em

(1ji01;) (v) ou (Yri01;)(v) que deverdo ser mantidas positivas, respectivamente,

em Pj e Pp.
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Além de ampliar as restrigoes para a otimizagao, a modificagao na posicao
de ¥;(v) em P; implica na atualizacdo da projecao p(v) € |Jy|. A nova posigao
de 9;(v) em P; C Q; C P; significa o reposicionamento em P; de tal modo que
©;(v) possa se mover dentro do tridngulo [7;(vo, ), 75(vo, ), 7i(vo, )] C P; ou migrar
para outro triangulo [r;(vo,), i(vo,, ), i(vo,,)] C Fi. Esse reposicionamento
implica na atualizacio da projecio p(v) no triangulo [vo,,vo;,v0,] pela
composi¢ao bar o g; o R;; ou em mover para o triangulo [Uonvojmvoh,] pela
composicao bar o g; o R;jr, ambos os triangulos em B como representado no

esquema da figura 4.18.

Figura 4.18: Atualizagdo da projecao de v apds relaxagao.

Essa atualizacdo também pode interferir na vizinhanga parametrizada
de vy; ou vy,, ou ainda, na estrutura da triangulagao P; ou Py, podendo ser
j=7"eh=~"n,adepender do tridngulo de P; que hospeda a nova localizacao
de 9;(v). Essas possiveis interferéncias sdo resultados de algum dos seguintes

cenarios:

(1) caso 9;(v), reposicionado pela otimizagdo, esteja dentro de €;; ou €,
entao as posicoes 1;(v) ou ¢y, (v) serao calculadas, respectivamente, pelas
composicoes (¢j; 0 ;) (v) € ; ou (Y 0 ;) (v) € Qp:

i. caso ¥j(v) = (¢ 0 1) (v) ou Yy(v) = (Yni © ;) (v) sejam coordenadas
de vértices do interior das respectivas triangulacoes P; ou P, entao

tais vértices apenas mudaram de posicdo mas permaneceram nos
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ii.

1ii.

seus nucleos originais de Star(y;(v),P;) ou Star(iyn(v),Pr)) pelas

restricoes impostas na otimizacao;

caso ¥j(v) = (¢ji o ¥;)(v) ou Yp(v) = (Yni o ¥;)(v) ¥;(v) sejam
coordenadas de vértices do bordo das respectivas triangulagoes
P; ou Pj entao tais vértices ja eram do bordo e foram apenas
reposicionados ou estavam fora de (;; ou €); e migraram para o
interior dos respectivos dominios colantes e, neste caso, o bordo

deve ser atualizado localmente como exemplificado na figura 4.19;

~
~

N ¢" S

P

.

L

Figura 4.19: v = ;(v) é reposicionado em @, migrando para dentro
do dominio colante 2;;, e o bordo na triangulacdo P; serd atualizado
localmente como indicado na regido destacada.

caso j(v) = (Pyi o ¥i)(v) ou Yu(v) = (Yn o ¥i)(v) ¥;(v)
sejam coordenadas de vértices que nao compoem as respectivas
triangulacoes P; ou Py, entao tais vértices ja estavam nesta condicao
e apenas foram reposicionados ou estavam fora de €;; ou €y e
migraram para o interior dos respectivos dominios colantes mas
sem pertencer as respectivas triangulacoes P; ou Pj, como também
se observa na figura 4.20 ou, ainda, podem ter sido vértices dos
respectivos bordos e removidos desses bordos em alguma atualizagao

local de bordo como ilustrado pelo ponto amarelo na figura 4.21;

Figura 4.20: u = 1;(v) é reposicionado em 4, migrando para dentro do
dominio colante €);;, mas nao hé nenhum tridngulo incidente a % totalmente
contido em €;;, neste caso, 1j;(@) pertence ao dominio de parametrizacao
}; mas nao pertence a triangulagao P;.

(2) caso v;(v), reposicionado pela otimizacao, esteja fora de €2;; ou ;;, entao
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ele ja estava posicionado fora e permaneceu ou migrou para fora desses

dominios colantes. Nesta segunda opc¢ao:

i. caso (Yj; o Yi)(v) € Q; ou (Yn; o Y)(v) € Qp fossem
coordenadas de vértices componentes das respectivas triangulagoes
P; ou P, entao eles seriam vértices dos respectivos bordos
e apdés a otimizacdo estes bordos devem ser atualizados
localmente sem tais vértices como ilustrado na figura

4.21 pelo movimento inverso ao observado na figura 4.19.

Figura 4.21: uw = t;(v) é reposicionado em w, migrando para fora
do dominio colante €);;, e o bordo na triangulacio P; serd atualizado
localmente como indicado na regido destacada.

ii. caso (¢j; o ¥;)(v) € Q; ou (Y o ¢;)(v) € Q fossem coordenadas
de vértices que nao compunham as respectivas triangulacoes P;
ou Pj, entdo apds a otimizagao 1;(v) ou (v) apenas deixam de
existir nos respectivos dominios de parametrizacao, figura 4.22

representa o movimento inverso ao ilustrado na figura 4.20.

Figura 4.22: u = 1;(v) é reposicionado em #, migrando para fora do
dominio colante €2;;.

Observacgao 1: Um vértice de (2; compdem a triangulacao P; se, e somente
se, existem pelo menos dois outros vértices em 2; imediatamente vizinhos para
cada i € I.

Observacao 2: Um vértice de €2; compoem o bordo da triangulacao P;
se, e somente se, ele compoem a triangulacao P; e existe algum vértice

imediatamente vizinho que nao compoem a triangulacao P; para cada 7 € I.
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Observacao 3: Cada operacao nos respectivos dominios colantes €2;; ou 2,
sao independentes, podendo ocorrer em apenas um desses dominios ou em
ambos. Além disso, é importante enfatizar que os dominios colantes podem
estar indexados por j = j' e h = I/, a depender do tridngulo de P; que hospeda
a nova localiza¢ao de ;(v).

O processo avanga nesta regiao S; com a escolha do préximo vértice de
maior energia e segue até que todos os vértices nao bloqueados tenham sido
escolhidos. Cada vértice escolhido nesta regiao tera a sua energia reduzida pela
otimizacao do funcional que mede a distor¢ao no dominio de parametrizacao
discreto P; C ;. A redugdo da energia em cada vértice nao bloqueado nao
afetard a energia dos vértices imediatamente vizinhos e nao sera afetada pela
reducao da energia de outros vértices nao bloqueados desta regiao.

Apés selecionar ordenadamente todos os vértices nao bloqueados e
otimizar as suas energias de distor¢ao o passo seguinte consiste em desbloquear
os vértices, escolher a préoxima regiao nao bloqueada de maior energia, bloquear
as regioes imediatamente vizinhas e seguir até que todas as regides nao
bloqueadas tenham sido escolhidas configurando uma iteracao do processo de
otimizacao global. Todas as regides sao desbloqueadas ao final de cada iteracao.

O algoritmo 4 sintetiza as principais etapas do processo de otimizacao
nao-hierarquico realizado no contexto dos dominios de parametrizacao
discretos. A relaxacdo do vértice u = ¢; *(v) realizada no dominio P; C €
produz um novo vértice u € (); limitado pelo bordo de P;. Essa relaxacao
serd necessariamente realizada no conjunto p(Xy) C |Jo| pela composi¢ao
bar o g;o R;j, onde i, j € I e [1;(vo,), s(vo, )] € a aresta do tridngulo em P; que
contém a nova posicao 4 do vértice u. Apods serem escolhidos todos os vértices
possiveis para a otimizagao o conjunto resultante contendo o reposicionamento
das projegoes é denotado por p(Xy) C |Jo|, a figura 4.23 exemplifica alguns
movimentos da relaxacao sobre |Jy| destacados com cores em algumas estrelas
projetadas e, particularmente, a estrela destacada na cor branca representa
o movimento do vértice de Xy cuja projecao coincidia inicialmente com um
vértice da superficie base B.

A relaxagao da projecao sobre |Jp| é fundamental no processo hierdrquico
pois na medida em que a superficie M;_; vai sendo refinada e o conjunto
imagem da projecao p(Xj_1) sobre |Jy| vai sendo relaxado, o novo conjunto
p(Xy_1) conterd os elementos p(v,), p(vs), p(v;) necessarios para o calculo da
projegao de vy, e este cdlculo de p(vg) ja ocorre sob os efeitos da relaxacao.
Os passos de relaxacdo intermediarios ao longo do refinamento contribuem

significativamente com o processo de otimizacao.
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Algoritmo 4: OTIMIZACAO GLOBAL NAO-HIERARQUICA

Entrada: M, B, p

Saida: p
1 inicio
2 | S[0]«+ @
3 para i < n faca
4 S, < criaRegiao(Star(vo,, B), p) //{vo,,---,v0,} C Xo
5 (P;, ¢;)<— parametrizaRegiao(S;, Star(vo,, B), p)
6 S[Z] (-S[Z—l]U(SI,(bZ) //M:U?:pg@'
7 fim
8 G <+ criaConjuntoColante(B)
9 para iter < maxlter faga
10 Eio <+ calculaEnergias porRegioes(S)
11 // Eio lista das energias totais medidas em cada S[i]
12 S < ordenaRegioes_porEnergia(S, Eyt) //max—min
13 para i < n faca
14 | bloqueio(S][i])+ falso
15 fim
16 para i < n faca
17 se bloqueio(S[i]) == falso entao
18 E < calculaEnergias__porVertices(S[i])
19 //E lista das energias medidas em cada vértice
parametrizado por ¢;
20 Vi < vertices(S;)
21 Vi <— ordenaVertices porEnergia(V;, E') //max—min
22 para j < #V; faca
23 ‘ bloqueio(v; )+ falso
24 fim
25 para j < #V, faca
26 se v; ¢ bordo(S;) e bloqueio(v;) == falso entao
27 @; < minimiza(E(¢;(u;)),S,9)
28 se E(u;) < E(u;) entao
29 para vy € Link(v;, S;) faga
30 | bloqueio(v; )4 verdadeiro
31 fim
32 fim
33 fim
34 fim
35 se Ei0(S[i]) < Fyo(S[i]) entdo
36 para vy, € Link(vy,, B) faca
37 | bloqueio(S[i'])« verdadeiro
38 fim
39 fim
40 fim
41 fim
42 fim

43 fim
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Observacgoes:

Linha 4: a instrucao criaRegiao determina quais triangulos de M, cuja
projecao dos vértices estd restrita a estrela centrada em vy,, estao inteiramente
contidos na vizinhanca parametrizada do vértice vy, como estabelecido pela
defini¢ao 4.6, estes triangulos compoem a regiao S;.

Linha 5: a instrugao parametrizaRegiao determina o dominio de parametrizacao
discreto P; correspondente com a regiao S; como estabelecido pela
definicio 4.5, ou seja, a parametrizacdo dos triangulos de S; dentro do
dominio €2;.

Linha 27: o vértice i, indica o reposicionamento de u; = ¢; ' (v;) em P
realizado apds a otimizagao do funcional E(¢;(u;)) que mede a energia de
distorcao do vértice v; no dominio P; e sujeito as restricoes como foram
apresentadas no inicio desta secao. Juntamente as restri¢oes, sao realizadas
as atualizagoOes, veiculadas pelas relagdes impostas por G, nos dominios de
parametrizacoes vizinhos, bem como, na projecao p. Ao final deste algoritmo

a projecao dos vértices de M sobre |Jy| estara totalmente atualizada.

Figura 4.23: Relaxacdo do conjunto p(Xy) sobre |Jy|. Os triangulos coloridos estao
inteiramente contidos em algum triangulo de B e o movimento de algumas estrelas
projetadas estdo destacados em cores.

Apesar de ter carater local, o processo de otimizacao dos vértices de
M é global por exaustao. Cada vértice de M possui até trés valores de
energia medidos nos seus respectivos dominios de parametrizacao discretos e a
soma total dos valores médios das energias de cada vértice ¢ monotonamente
nao-crescente ao longo de cada iteragao justificado pela prépria tendéncia
do método de otimizagao que sempre prioriza a escolha dos vértices de

maior energia contidos nas regides com maior energia total. A figura 4.24
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exemplifica a variacdo da energia monotonamente nao-crescente no processo

nao-hierarquico.

520 T T

T T T T T
otimizagdo nao-hierarquica

515

510

Energia

505

500 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Iteragao

Figura 4.24: Variacao da energia média na otimizagao global nao-hierdrquica com 800
iteracgoes realizadas pelo algoritmo 4 no modelo FEgea composto por 46045 vértices
e 92086 triangulos.

4.5.2
Hierarquico

O processo de otimizagdo que ocorre em alguns niveis determinados
pela estrutura HPDS-MT constituida por uma hierarquia de modificacoes
locais minimamente compativeis que induz uma simplificacao da superficie
triangularizada compacta M até atingir uma superficie base B é denominado
por processo de otimizagao global hierarquico. Nesta abordagem, o problema
das distor¢oes introduzidas pelas parametrizagoes ¢; que associam os dominios
de parametrizacio discretos PF C Q; com as regides S¥ C My, para cada i € I,
serd tratado pelo algoritmo 4 para alguns valores de k € {1,..., N}.

A construgdo dos dominios de parametrizacdo discretos PF C €, é
viabilizada pela projecao hierarquica p : M, — B, deste modo, os dominios de
parametrizacao discretos nos niveis subsequentes serao atualizados por meio
das projegoes dos novos vértices inseridos pelas modificacoes locais realizadas
e orientadas pela HPDS-MT. Inicialmente a otimizacao ocorre em um nivel kg
provocando a relaxagao do conjunto p(Xy,) C |Jo| e, em seguida, a superficie
My, € refinada de acordo com a hierarquia até alcancar algum nivel k£ < N.
Neste momento, os novos vértices de Xy, — Xy, inseridos foram projetados sobre
|.Jo|, a partir do conjunto p( Xy, ) relaxado anteriormente, e compoem o conjunto
p(Xy, ). Seguindo com o refinamento da superficie, de acordo com a hierarquia,
sempre que um nivel k € {ko,k1,...,k} C {0,...,N} for alcancado este
serd selecionado para a otimizacgao global e o conjunto dos vértices projetados
nesta etapa é construido hierarquicamente com a projecao de cada novo vértice

a partir do conjunto relaxado anteriormente. Esse novo conjunto alcancado é
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relaxado de acordo com as modificagoes realizadas nos respectivos dominios de
parametrizacao e o procedimento se repete até que o nivel méaximo k =k, = N
seja atingido.

O algoritmo 5 sintetiza as principais etapas realizadas no processo
hierarquico de otimizacao global. Esse algoritmo supoem uma HPDS-MT
®N ,Ts construida a partir da superficie M. A projegao subsequente de cada
vértice vy, removido é realizada em algum tridngulo da triangulacao Ty_(—1)
construida nesta modificagao local e essas projecoes subsequentes sao utilizadas
na instrugao projeta(vy, Mo, p(X—1)), k € {1,..., N}. Inicialmente os vértices
da superficie base B = M, sao projetados em algum dos seus triangulos
incidentes pela instrugao projeta(Xo, My). A instrugao da linha 12 é realizada
pelo algoritmo 4.

A figura 4.25 exemplifica a variacdo da energia monotonamente
nao-crescente em cada nivel do processo hierarquico realizado com 800
iteracoes. Foram considerados 4 niveis, respectivamente, distribuidos com
11685 vértices e 23168 triangulos, 23171 vértices e 46140 triangulos, 34657
vértices e 69112 triangulos, 46145 vértices e 92086 triangulos. Em cada
nivel foram realizadas, respectivamente, 500, 200, 50 e 50 iteracoes e
economizou cerca de 43% do tempo de processamento em relacdo ao processo

nao-hierarquico.

520 T T T T T, T
otimizagao hierarquica

T
otimizagdo n&o-hierdrquica
510 - N

500

Energia

490

480

470 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Iteragao

Figura 4.25: Variacdo da energia média na otimizacdo global nao-hierarquica
comparada com a otimizacao global hierdrquica, ambas realizadas com 800 iteracoes,
respectivamente, pelos algoritmos 4 e 5 no modelo Egea composto por 46045 vértices
e 92086 triangulos.
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Algoritmo 5: OTIMIZACAO GLOBAL HIERARQUICA

Entrada: @97:07;, X() = {’Uol, A 7U0n}, XN = {?}17 e

Saida: p
1 inicio
2 | Mo+ (0157:, Xo)
3 | p(Xo) < projeta(Xy, Mo)
4 k+1
5 t+< 0
6 enquanto £ < N faca
7 Xk — Xk,1 U {Uk}
8 My — (O Ts, Xx)
9 p(vy) < projeta(vi, Mo, p(Xi-1))
10 se k == k; entao
11 p(Xk,) + otimiza(My,, Mo, p(Xg,))
12 se t == entao
13 | retorna j(Xy,)
14 fim
15 p—p
16 t+—t+1
17 fim
18 k< k+1
19 fim
20 fim

aUN}
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Remalhamento semirregular

Neste capitulo sera apresentada uma metodologia de remalhamento que
aproxima a superficie triangularizada M, com triangulacao semirregular e
cujas conectividades sao definidas a partir da subdivisao da superficie base
B. O formato da nova superficie remalhada é extraido das parametrizagoes ¢;,
construidas no capitulo anterior, e combinadas com interpolacoes definidas por
coeficientes interpolantes dados pelas funcoes peso 7; : R? — R cujo suporte
coincide com €, para cada i € I = {1,...,n}. A otimizacdo global realizada
nos dominios de parametrizacao discretos P; C €2; contribui diretamente com

a robustez geométrica desse remalhamento.

5.1
Construcao da superficie

Existem diferentes técnicas de remalhamento que permitem construir, a
partir de uma superficie triangularizada, novas superficies com triangulagoes
compostas por caracteristicas especificas exigidas em certas aplicagdes e
cuja forma se aproxima da superficie original ([45], [29]). O remalhamento
semirregular é uma parte das técnicas de remalhamento estruturado que se
dedica a substituir a triangulacao original de uma dada superficie por uma
nova triangulagao cuja estrutura de adjacéncias é bem comportada e viabiliza
métodos mais simples de travessia pela estrutura ou de localizacao dos seus
elementos componentes como detalhado em [29].

No caso semirregular, a triangulacdo B’ é originada de um processo
recursivo de subdivisdo aplicado em uma superficie base B = (Jy, Xj), mais
simplificada que a superficie original M = (Jy,Xn), e tal que |Jy| e |Jn|
sao homeomorfas entre si. Cada triangulo da superficie B é subdividido em
quatro novos triangulos e todos os novos vértices inseridos nesta configuracao
sao regulares (valéncia seis) exceto nos vértices originados de B que podem
ser irregulares (valéncia diferente de seis). Esse procedimento de subdivisao
pode ser repetido L vezes recursivamente e, deste modo, uma hierarquia com
L niveis de remalhamento é estabelecida naturalmente e a triangulagdo no
nivel L é identificada por B}, contendo m.4% tridngulos, onde m é o nimero de

triangulos da superficie B e L = 0 identifica a superficie base original.
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A estrutura de adjacéncias da nova superficie serd equivalente a estrutura
criada pela triangulacdo B} mas a determinacao da forma sera construida a
partir da superficie original M. Neste sentido, o relacionamento entre |Jy|
e |Jn| estabelecido por meio da projecdo p viabiliza o célculo das novas
coordenadas para os vértices criados em B} . No entanto, é necessario localizar,
inicialmente, a posigao de todos os novos vértices criados em B na triangulacao
B original e essas localizagoes servirao como projecoes, hierarquicamente

estabelecidas, para os vértices da nova superficie sobre a superficie base.

5.1.1
Subdivisao 4:1

A subdivisao 4:1 é um esquema de multi-resolucdo e modificagdo de
conectividades que combina duas operagoes geométricas em arestas, split e
flip, realizadas, por exemplo, em superficies triangularizadas e utilizada em
problemas classicos que envolvem subdivisao uniforme como aqueles destinados
a aproximagao [46] ou a interpolagao [47], [48].

Neste contexto de remalhamento, o algoritimo de subdivisao realiza
as operagdes geométricas na superficie triangularizada B em duas etapas
sintetizadas no algoritimo 6. A primeira etapa ocorre na instrucao split
(figura 5.1(b)) em que um novo vértice ¢ inserido e posicionado uniformemente
no ponto médio da aresta candidata, além disso, é registrada a historia do
novo vértice v em relagdo ao vértice central de uma estrela que o contém em
B (figura 5.1(a)). Esse registro ¢ utilizado na instrugdo projeta (figura 5.1(d))
para determinar a localiza¢ao da posicao de v sobre |.Jy|, onde ocorre uma busca
na estrela de B pelo triangulo que o contém e neste tridngulo sdo calculadas
as suas coordenadas baricéntricas. Essas informagoes sao armazenadas como
propriedades da projecao do vértice. Na segunda etapa, realizada pela instrugao

flip (figura 5.1(c)), é obtida a semirregularidade da subdivisao.

Figura 5.1: (a)Estrela de B (b)Split (L = 2) (c)Flip (d)Projecao dos novos vértices
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Algoritmo 6: SUBDIVISAO UNIFORME 4:1

Entrada: B, L

Saida: B

1 inicio

2 B, B

3 V <« idVertices(Bj))

4 E < idArestas(B))

5 [+ 1

6 enquanto [ < L faca

7 para i € V faga

8 //vi € B4

9 v;.new < falso

10 fim

11 para : € I faga

12 //ei € B_;

13 e;.metade < falso

14 fim

15 para i € F faca

16 //ei € B,

17 se e;.vg.new == falso e e;.v;.new == falso entao
18 U {ei.vogei.m}

19 split(e;, v, B]_;)

20 v.new < verdadeiro

21 e(vg, v).metade < verdadeiro
22 e(vy,v).metade < verdadeiro
23 se e;.v € B, entao

24 ‘ v.centro <— e;.vy

25 senao

26 ‘ v.centro <— e;.vyg.centro
27 fim

28 projeta(v, B)

29 fim

30 fim

31 atualiza(V, F)

32 para : € I faga

33 se e¢;.metade == falso entao

34 se (e;.v9.new == verdadeiro e e;.v;.new == falso) ou
35 (€;.v9.new == falso e e;.v1.new == verdadeiro) entao
36 ‘ ﬂip(eﬁ B;fl)

37 fim

38 fim

39 fim

40 B+ B;_,

4 resetaPropBooleanas(15))

42 [+ 1+1
43 fim

44 fim



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613101/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1613101/CA

Capitulo 5. Remalhamento semirregular 99

Observacoes:

Linha 9: o atributo new classifica os vértice criados pela subdivisao das arestas;
Linha 13: o atributo metade classifica as arestas criadas pela subdivisao;
Linha 20: a instrucao split divide a aresta e; no vértice v e cria dois novos
triangulos;

Linhas 25,26: o atributo centro associa os novos vértices com algum vértice da
estrela que o contém em B;

Linha 32: a instrucao atualiza realiza atualizacoes nos contéineres.

5.1.2
Interpolacao

Apods a subdivisao da superficie base as coordenadas geométricas dos
novos vértices que compoem B} serdo atualizadas de modo a transformar a
triangulacdo obtida com L niveis na superficie remalhada M’ cuja forma
se aproxima da superficie M original. A medicdo de proximidade entre a
superficie remalhada e a superficie original pode ser estimada pela distancia
de Hausdorff cujo erro cometido no calculo da distancia é verificado pelo erro
médio quadrdtico (RMS) ([44]). Além desse indicador de qualidade fornecido
pelo RMS, outros parametros de qualidade para a superficie remalhada serao
analisados na préxima secao.

Por ora, a metodologia de construcao por interpolacao é inspirada em
([11]) e consiste na interpolacao de tridngulos a partir de um mapeamento
bijetivo entre o conjunto dos novos vértices de B} projetado sobre a superficie
base B e a triangulacao original M. Neste mapeamento os vértices do conjunto
XoN Xy, que sdo componentes originais da superficie B e simultaneamente da
superficie M, permanecem fixos sobre |Jy| em suas posigdes originais e os
novos vértices de B} que nao pertencem ao conjunto Xy, para L > 0, serdo
posicionados em |Jy| pelas parametrizagoes ¢;.

As projegoes dos novos vértices de B} sobre |Jy| pertencem as regioes
(bar o g;o Ry )(€%) C |Jo| para todo i € I e para cada j" € I tal que [vy,, vo,,] ¢
uma aresta de B. Neste caso, cada novo vértice v podera pertencer a até trés
regides como estas e definidas pelos vértices do triangulo [vo,, vo;, vo,] de B. As
pré-imagens de v nos possiveis dominios de parametrizacao discretos, P; € €);,
P; € Q; ou Py, € £, recaem em tridngulos que possuem correspondentes nas
regides S;, S; ou S, em M parametrizados por ¢;, ¢; e ¢y, respectivamente.

Deste modo, se u;, u; e up sao as possiveis pré-imagens de v em P; € €2,
P; € Q; ouPy, € Q, entdo ¢;(w;), ¢j(u;) e ¢p(uy) terdo suas imagens incidentes
nos tais tridngulos homélogos de S;, S; ou Sj,. Essas imagens pelas ¢'s

nesses triangulos serao calculadas com coordenadas baricéntricas. A figura 5.2
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esquematiza essas aplicagoes, para cada novo vértice v, entre |Jo| e os dominios
de parametrizacao discretos correspondentes, bem como, entre estes dominios e
a superficie triangularizada M. A subdivisao uniforme 4:1 foi destacada, nesta
figura, apenas no triangulo [vo,, vo;, vo,] onde os pontos amarelos e vermelhos

foram inseridos, respectivamente, em L =1 e L = 2.

Pi

P;

Figura 5.2: Reposicionamento dos vértices introduzidos pela subdivisao 4:1. Cada
novo vértice v é mapeado nos seus respectivos dominios de parametrizacao discretos
e a partir destes dominios sdo remapeados na superficie M. As coordenadas de v
sdo recalculadas por interpolagédo e representada pelo ponto de cor lilds sombreado.

A etapa fundamental é determinar quando um novo vértice v de B}
restrito ao triangulo [vo,,vo;,v0,] de B e cuja pré-imagem estd no dominio
de parametrizacao €2;, por exemplo, pertence ao dominio P;. Para tanto, é
necessario checar se (bar o g; o R;;)~*(v) pertence ao poligono delimitado pelo
bordo de P; ([49]) e, neste caso, determinar a qual tridngulo de P; ele pertence.
E necessdrio observar que a pré-imagem de v pode pertencer a §2; mas nao
pertencer ao poligono de que se trata.

A busca na triangulacdo P; pela localizacao da pré-imagem de v pode
ser realizada na 'forca bruta', passando por todos os tridngulos, ou com a
complexidade reduzida como proposta pelo algoritmo apresentado em [50] e,
neste caso, é necessaria a certeza sobre a pertinéncia da pré-imagem de v na

triangulagdo P;. O algoritmo inicia na aresta escolhida em um triangulo de
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P; e investiga em qual dos dois semiplanos delimitado pela reta definida nesta
aresta pertence o ponto procurado. Se pertencer ao semiplano que contém
o terceiro vértice, entdo segue incrementalmente investigando nos semiplanos
delimitados pelas retas definidas nas outras duas arestas com extremidade
neste terceiro vértice e sempre em direcao ao ponto procurado. Caso o ponto
pertenca ao semiplano que nao contém o terceiro vértice, entao faz-se a troca
pelo tridngulo oposto e segue, do mesmo modo, por este outro triangulo. Iniciar
por um triangulo central, heuristicamente, reduz a complexidade do método
e, portanto, a aresta escolhida em P; deve ser composta pelo ponto central
(bar o g; o R;j)~*(vo,) €, no outro extremo, pelo ponto mais préximo ao ponto
procurado.

A dltima etapa deste processo consiste em determinar coordenadas
tnicas de um ponto préximo de |Jy| que interpole a posi¢ao de cada novo
vértice considerando que quanto mais refinada for a triangulagdo M mais
proximos entre si estarao os remapeamentos de um novo vértice. O novo
vértice v é remapeado sobre |Jy| pelas possiveis imagens ¢;(u;), ¢;(u;) e
¢n(up), onde u;, uj ou uy sdo as possiveis pré-imagens de v nos respectivos
dominios de parametrizacao discretos. Cabe lembrar que v foi amostrado no
triangulo [v,, vo,, vo,] de B e, portanto, as pré-imagens estardo definidas em
pelo menos um dos dominios de parametrizagdo discretos definidos a partir
dos vértices indexados por I/ = {i, j, h}. Deste modo, a posicao geométrica p

do remapeamento de v sobre |Jy| serd interpolada por

-1

p={ > wlue) | > (ylus)de(us)),

bel!, bel,

onde 7, : R? — R é a funcao peso que determina coeficientes interpolantes. A

figura 5.2 ilustra a nova posicao interpolada para o vértice v numa proximidade
de ‘JN’

Definicao 5.1 A funcao escalar b : R — R tal que

1 se v < Ay,
h(x) = (m(2255) se Ay <2 < Ag,m(z) = 32% — 22°
0 sex > Ay

¢ um interpolador spline cibico suave para 0 < A; < Ay < 1.

A funcao escalar h é potencialmente importante quando combinada com
a fungdo 7, b € I/, por ser positiva, decrescente para todo x € (A, As] e

garantir o suporte compacto no dominio de parametrizacao §2,, a fungao peso
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v : R? — R é reconhecida na literatura de Andlise como uma bump function.

A préxima definigao estabelece 7, a partir da fungao escalar b.

Definig¢ao 5.2 Para cada b € I a funcdo peso 7y, : R? — R € tal que

M, y) =h <\/ x? + y2> :

para todo (z,y) € R? e com /a2 + y? sendo a distincia de (x,y) ao centro
(0, 0) de Qb.

A fim de fazer coincidir o suporte de 7, com o fecho do dominio de
parametrizacao {2, o pardmetro A, é estabelecido como Ay = cos (7/wj) e uma
cota para Ay é tomada por A; = 0.25 cos (7/wy), onde wy, é a valéncia do vértice
vo, ([1]).0 suporte de 7, é supp(y) = {(z,y) € RZ: (x,y) # 0} = @ = O,
A figura 5.3 exibe os graficos referentes as fung¢oes definidas anteriormente,

particularmente, para w, = 6.

(a) (®)
Figura 5.3: (a) Gréfico de b (b) Grafico de 7,

A figura 5.4 exemplifica as etapas do remalhamento semirregular no
modelo FEgea representado originalmente na figura (c) com 46045 vértices
92086 faces. Os modelos (a) e (b), respectivamente, ilustram a subdivisao 4:1
uniforme com L = 4 e o reposicionamento das coordenadas pela interpolagao
contendo 25090 vértices e 50176 faces.

5.2
Comparacoes

A estrutura adotada nas técnicas de remalhamento semirregular segue,
em geral, trés etapas: a construcao de uma superficie base a partir de uma

superficie inicial, possivelmente irregular, obtida como uma versao aproximada
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(a) (b) (c)

Figura 5.4: (a) Subdivisao 4:1 (b) Interpolagao (c) Original

e mais grosseira, bem como, o refinamento semirregular desta superficie base,
acompanhado pelo remapeamento que reposiciona os vértices da superficie
semirregular através da parametrizacao da superficie inicial. As escolhas sobre
quais mecanismos serao utilizados para compor o remalhamento é essencial
para alcancar com relevancia uma triangulagdo que preserva as principais
propriedades do remalhamento semirregular, como apontado por [9].

Neste sentido, a avaliacao dos efeitos da otimizagao hierarquica proposta
nesta tese serd realizada por meio do remalhamento semirregular como fruto da
combinacgao da superficie base obtida do processo de simplificagdo direcionado
pela HPDS-MT [2], com os dominios de parametrizagdo locais otimizados
hierarquicamente pela associagdo entre a projecao hierarquica e a estrutura
diferencidvel [1] e, por fim, com o remapeamento pela bump function construida
com o interpolante spline cubico [11] cujo suporte compacto é sugerido em [1].
Serao pontuados alguns comentarios sobre os principais indicadores apontados
por [9], em seguida, algumas aplica¢oes em modelos reais e em comparagao
com [3], além disso, serd verificado o comportamento do remalhamento obtido

com a compressao da geometria realizada com o pacote apresentado em [51].

Caracteristicas da superficie base e parametrizacao

A influéncia da superficie base para este processo é imperativa uma vez
que dela depende a definicdo dos dominios locais pela parametrizacao e a
etapa de refinamento para o remalhamento. Alguns atributos sdo precipuos e,
portanto, devem ser destacados, como a preservacao da topologia da superficie

original; a baixa cardinalidade dos vértices que interfere na quantidade de
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dominios locais e na complexidade da estrutura diferenciavel; a proximidade
com a superficie original que interfere na qualidade da projecao hierarquica
entre a superficie original e a superficie base e, por sua vez, na qualidade das
triangulacoes dos dominios locais; o formato dos tridngulos com baixa variancia
na razao de aspecto e a regularidade dos seus vértices que deve prevenir o
alto desvio padrao das valéncias em relacao a média ~ 6, ambos os atributos
interferem nas deformagoes introduzidas nos dominios locais e, ainda, nos novos
tridangulos originados do refinamento.

A superficie base originada da HPDS-MT é bem adequada aos critérios
desejados, como apresentados em [2], e é construida pelo processo de
simplificacdo incremental que segue a hierarquia da amostragem de pontos
por discos de Poisson realizada numa superficie de entrada, particionada em
regidoes de Voronoi localizada restrita cujo complexo dual define uma nova
triangulagao que é Delaunay localizada restrita (LRDT). As atualizagoes locais
realizadas com a remocao dos pontos direcionada pela hierarquia segue critérios
topologicos que garante a preservacao de topologia da superficie de entrada
em cada nivel, além disso, as propriedades de espagamento na amostragem
dos pontos é observada como um dos fatores preponderantes para garantir a
qualidade na forma dos tridngulos e também na medida de proximidade entre
a superficie de entrada e a LRDT. A LRDT extraida inicialmente representa
a superficie inicial M e em um nivel mais simplificado representa a superficie
base B.

Os resultados experimentais exibidos em [2] exemplificam a qualidade
da superficie base em comparacao com outros métodos, inclusive frente
a superficie base produzida em [3] que realiza simplificagdo incremental
com operagoes locais de colapso em arestas. Sao verificadas nas superficies
bases de modelos triangularizados com diferentes quantidades de vértices as
propriedades, angulos internos minimo-méximo, razao de aspecto, distancia de
Hausdorff e valéncia. Em cada propriedade avaliada a superficie base originada
da HPDS-MT alcanca as melhores estatisticas de média e desvio padrao.

Além da escolha da superficie base, a parametrizacdo é a outra
componente decisiva e com forte impacto na qualidade do processo pois
estabelece, no caso do remalhamento, a conexao entre a superficie semirregular
com a superficie inicial por meio das coordenadas bidimensionais concentradas
nos dominios locais e, deste modo, herda as consequéncias dos problemas de
distor¢ao e suavidade como observado por [9]. Neste sentido, o remalhamento
semirregular, tal como foi apresentado, evidencia experimentalmente a
qualidade da otimizacao hierarquica quando observado o remapeamento pelos

dominios otimizados em comparacao com os dominios originais.
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Supondo, hipoteticamente, que a parametrizacdo da superficie inicial
preservasse angulo, drea e comprimento no mapeamento dos seus triangulos
nos dominios locais entdo a consequéncia na triangulacao do remalhamento
semirregular seria angulos internos de 60°, razao de aspecto coincidente com o
triangulo equildtero e desvio padrao nulo na variacao das areas e comprimentos,
além do que, as linhas definidas pelas arestas dos tridngulos ao longo da
superficie seriam totalmente suavizadas. A preservagao como foi suposta nao é
possivel, em geral, mas a importancia da otimizacao realizada esta em reduzir
a energia de distorcao introduzida pela parametrizacao e é evidenciada quando
verificadas as estatisticas em relagdo as medidas de angulo, drea, comprimento
e razao de aspecto.

O refinamento da triangulacio B em L niveis produz a triangulacio B}
cujos vértices introduzidos sdo parametrizados, respectivamente, no interior
dos discos abertos inscritos em cada poligono P;, para cada i € I, e, portanto,
identificados respectivamente nos seus dominios de parametrizagao discretos
P;. A uniformidade dos novos vértices de B; nio se mantém entre os tridngulos
de B e tdo pouco no remapeamento que é dependente dos dominios P;. A
figura 5.2 exemplifica a posi¢cdo dos novos vértices correspondentes com um
triangulo [vo,, vo;,vo,] de B em dominios locais P;, P;, Pp, e sendo wy,, vo,,
v, Vértices com valéncias distintas. A suavidade das linhas definidas pelas
arestas dos triangulos no remalhamento fica comprometida por estes fatos e
pelas distor¢oes das triangulagoes de cada P; em relacao a superficie M. Na
figura 5.5 sdo ilustrados no modelo Egea, remalhado por esta metodologia com
4 niveis e sao destacadas algumas diferencas de suavidade obtidas apods as

etapas de pré e pés otimizagao hierarquica dos dominios locais.

Aplicacao do remalhamento em superficies triangularizadas

Algumas verificacoes experimentais foram realizadas inicialmente nos
modelos FEgea e Bunny cujas topologias da superficie subjacente sao
homeomorfas a esfera e, também, na Vértebra cuja topologia da superficie
subjacente é homeomorfa ao toro. Os modelos foram simplificados pela
HPDS-MT, a superficie original corresponde ao nivel mais fino e a superficie
base corresponde ao nivel mais simplificado. A tabela 5.1 armazena as
quantidades de vértices e triangulos das superficies originais utilizadas nestes
experimentos, das superficies bases obtidas apos as simplificagoes e das novas
triangulacgoes obtidas apds os remalhamentos com L niveis. Na tltima coluna
estdo armazenados os percentuais de vértices irregulares (valéncia # 6) do

remalhamento em relacdo a cardinalidade dos vértices da superficie base, vale
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(@) (®)

Figura 5.5: Comparagao de suavidade das linhas com dominios (a) ndo otimizados
e (b) otimizados hierarquicamente.

ressaltar que os vértices irregulares deste remalhamento sdo remanescentes da
superficie base e portanto a sua quantidade é limitada pela cardinalidade de

vértices das superficies bases.

’ Modelo ‘ #V:)'riginal ‘ #Toriginal ‘ #Vimse ‘ #Tbase ‘ remalhado ‘ #Tremalhado ‘ L ‘ ‘/zweg % ‘
| Egea | 46045 [ 92086 | 100 | 192 [ 25090 | 50176 |4 [ 56.00 |
| Bunny [ 61451 | 122898 [ 463 | 922 [ 29506 [ 59008 [3] 5390 |
| Vértebra | 62481 | 124962 | 500 [ 1000 [ 32000 | 64000 |3 ] 5240 |

Tabela 5.1: Cardinalidade de vértices e tridngulos nos modelos originais, bases e
remalhados.

As figuras 5.6, 5.7, 5.8 ilustram o resultado dos remalhamentos aplicados
sobre os modelos elencados na tabela 5.1 e permitem visualizar a preservacao
da forma em relacdo aos modelos originais, inclusive alguns detalhes mais
finos como as ondulag¢bes no topo da Egea e as pequenas depressoes nas suas
bochechas. As ondulagoes no corpo do Bunny e o detalhe na boca. Na Vértebra,
as pequenas depressoes na parte mais aplanada, renderizada em primeiro plano.

As comparagoes da qualidade entre os resultados do remalhamento
obtidos com os dominios nao otimizados, otimizados sem hierarquia e
otimizados pela hierarquia estdo sintetizados na tabela 5.2. As estatisticas
dos angulos foram obtidas entre os menores e os maiores angulos calculados
dentre todos os triangulos, a média de referéncia é 60° e o desvio padrao nulo
indica a regularidade entre os angulos internos. A razao de aspecto de cada

triangulo ¢ calculada pela razao normalizada entre o raio do circulo inscrito
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(@) (b)

Figura 5.6: Modelo Egea original (a) e remalhado (b).

(a) (b)

Figura 5.7: Modelo Bunny original (a) e remalhado (b).

pelo comprimento da maior aresta [11], a média de referéncia é unitaria e
o desvio padrao nulo indica a boa forma do triangulo equilatero. O menor
erro médio quadratico (RMS) cometido no calculo da maxima distancia de
Hausdorff avalia a melhor proximidade entre o modelo original e o modelo
remalhado [52].
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(a) (b)

Figura 5.8: Modelo Vértebra original (a) e remalhado (b).

\ \ \ Angulo \ Razao de Aspecto \ Distancia \
Método min m o max 1L o | max | p o max o RMS
< | Ndo Otim. | 16.91 | 45.42 | 6.36 | 130.93 | 78.42 | 9.65 | 0.99 | 0.81 | 11.27 | 55.5e—5 | 1.60e—5 | 2.8e—5
% | Otim. fiH | 13.87 | 47.63 | 6.29 | 119.09 | 74.26 | 8.12 | 0.99 | 0.85 | 9.76 | 69.5e—5 | 1.50e—5 | 2.8e—5
M " Otim. H | 20.30 | 48.00 | 6.12 | 130.90 | 73.59 | 7.70 | 0.99 | 0.85 | 9.27 | 69.56—5 | 1.50e—5 | 2.7e—5
= Nao Otim. | 14.78 | 46.56 | 7.28 | 142.46 | 75.75 | 9.78 | 0.99 | 0.83 | 11.92 | 79.71le—4 | 1.40e—4 | 2.85e—4
£ | Otim. iH | 15.21 | 48.48 | 6.60 | 143.42 | 73.10 | 8.60 | 0.99 | 0.86 | 10.20 | 61.26e—4 | 1.33e—4 | 2.54e—4
A | Otim. H | 16.82 | 48.94 | 6.41 | 143.42 | 72.43 | 8.25 | 0.99 | 0.87 | 9.75 | 62.53e—4 | 1.31le—4 | 2.49e—4

[ ] ‘ min ‘ mAax | o/ =100.0/p [%] | |

Tabela 5.2: Comparagoes de angulo, razao de aspecto e distancia.

A tabela 5.3 apresenta os dados colhidos na medicao da area e do
comprimento das arestas dos triangulos e, em ambos os casos, os valores
minimo e maximo representados sao o menor dos minimos e o maior dos
maximos e sdo exibidos como um percentual da média, de modo que 100% é o
valor de referéncia. Neste caso, o desvio padrao nulo é a outra referéncia que

indica regularidade na distribuicao das areas e dos comprimentos das arestas.

‘ ‘ ‘ Area ‘ Comprimentos ‘

Método min max o min max o
Nao Otim. | 46.52 | 246.27 | 23.32 | 54.96 | 195.96 | 18.86

<

& | Otim. nH | 23.87 [ 294.95 | 24.18 | 26.29 | 208.37 | 17.82

“ | Otim. H | 31.25 | 205.40 | 23.96 | 31.44 | 214.70 | 17.41

& | Ndo Otim. | 24.79 | 340.53 [ 23.83 | 44.37 | 311.49 [ 19.25

Z [ Otim. i | 22.04 | 367.95 | 23.77 | 40.83 | 300.96 | 17.72

@ | Otim. H | 22.04 | 367.36 | 23.85 | 46.49 | 325.78 | 17.33
| [ Referéncia [ 100% | 0% [ 100% | 0% |

Tabela 5.3: Comparagoes de area e comprimento de arestas.

Os valores experimentais sao obtidos com a mesma superficie original
e mesma superficie base. O processo de otimizacdo sem hierarquia e pela

hierarquia foi realizado, respectivamente, com 1000 iteragdes no modelo Egea
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e com 900 iteragoes no modelo Bunny. A figura 5.9 apresenta os graficos
com a variagao das energias totais de distor¢cao medidas apods cada iteracao
em ambos os processos de otimizacao, ou seja, o total das energias minimas,
maximas e das suas médias sao calculadas, por iteracao, em todos os vértices
com relacao as suas parametrizagoes nos trés possiveis dominios locais. Os
tempos dispensados para o processamento hierarquico nos modelos Fgea e
Bunny foram, respectivamente, cerca de 63% e 66% mais eficientes que
o processamento nao hierarquico. A influéncia da reducao nas energias de
distor¢do pelo processo hierarquico fica evidenciada nos dados sintetizados
nas tabelas 5.2 e 5.3. Especialmente a tabela 5.2, que indica triangulos
mais equilateros e avalia o erro médio quadratico cometido na verificagao da

proximidade com o modelo original.

max (otim. hierdrquica) e max (otim. hierdrquica) e
max (otim. ndo-hierarquica) max (otim. ndo-hierérquica)
568 T T T T 2660 T T T T T T T T
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8 8
S S 2600
© ©
o o
g S 2580
& &
2560
2540
2520 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
(a) Iteragdo (b) Iteragao
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Figura 5.9: Variacao da energia total maxima (a), (b); média (c), (d); minima (e),
(f), na otimizagao dos modelos Egea e Bunny.

Os  graficos exibem curvas monotonamente decrescente e,
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particularmente, no caso hierdrquico as variacdes abruptas sao perfeitamente
esperadas na mudanca de nivel, pois a superficie sofre modifica¢cdes com a
inser¢ao dos novos elementos, mas entre os niveis o decrescimento ainda é
monoétono. Em ambos os casos, os experimentos foram processados com 4
niveis hierarquicos e mais a diante foram processados os mesmos exemplos
envolvendo mais niveis na hierarquia. A variacao da energia maxima é maior
pela prépria natureza do método que escolhe preferencialmente os vértices de
maior energia em regides com a maior energia total de distor¢ao. A otimizacao
pela hierarquia é mais flexivel pois permite realizar mais iteragdoes em niveis
menos densos e o refinamento ocorre a partir de niveis previamente otimizados,
isso influencia diretamente no tempo de processamento e também na qualidade
da otimizacgdo. As figuras 5.10 e 5.11 exemplificam algumas sutis diferencas
sinalizadas entre o resultado do remalhamento realizado nos modelos sem e

com a otimizagao hierarquica.

otimizagdo sem hierarquia otimizagao com hierarquia

Figura 5.10: Algumas diferengas no remalhamento do modelo Fgea pela hierarquia
e sem hierarquia.

Os experimentos desta secao foram também comparados ao método
proposto por [3] que produz um sistema de parametrizagoes utilizando um
dominio base "abstrato", no sentido de considerar apenas a estrutura de
adjacéncias e a geometria dos vértices diretamente na superficie original. A
simplificacdo que origina o dominio base é realizada com operacoes para
colapso de arestas e alguns tipos de poligonos regulares sao utilizados para
a construgao dos dominios de parametrizacao bidimensionais. Esses dominios
sdo otimizados com o funcional apresentado em [15], que também é utilizado

na proposta de otimizacao hierarquica desta tese. A figura 5.12 exemplifica
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YT

otimizagao sem hierarquia

NP

otimizagao com hierarquia

Figura 5.11: Algumas diferengas no remalhamento do modelo Bunny pela hierarquia
e sem hierarquia.

o modelo remalhado com ambas as abordagens. A otimizagao hierarquica foi

processada com 20 niveis e com 2000 iteracoes.

(a) ©

Figura 5.12: Remalhamento do modelo Egea: (a) Otim. H. (#Vpese = 100) (b)
Pietroni et al. [3] (#Vhase = 103)
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A tabela 5.4 armazena os dados obtidos com o remalhamento realizado
em [3] e com o sistema proposto para a otimizagao hierarquica, os modelos
originais de entrada sdo os mesmos em cada aplicagao. Nestes experimentos a
regularidade dos angulos internos, bem como, a forma equilatera dos triangulos
ficam melhor preservadas pelo método aqui proposto e, do mesmo modo, o erro
médio quadratico (RMS) cometido na distdncia de Hausdorft teve destaque no

modelo Vértebra homeomorfo ao toro.

‘ ‘ Angulo ‘ Razao de Aspecto Distancia ‘
Método | min o o max o o | max | p o’ max I
(3] 6.59 | 45.91 | 6.43 | 160.47 | 75.95 | 8.71 | 0.99 | 0.83 | 10.48 | 38.80e—5 | 1.40e—5 | 2.30e—5
Otim. H | 22.08 | 49.29 | 5.75 | 117.36 | 71.67 | 6.62 | 0.99 | 0.87 | 8.06 | 55.90e—5 | 1.50e—5 | 2.60e—5
(3] 7.24 | 45.85 | 7.18 | 157.16 | 75.63 | 9.47 | 0.99 | 0.83 | 11.66 | 46.33e—4 | 1.39e—4 | 2.21e—4

Otim. H | 19.09 | 50.68 | 5.60 | 127.17 | 70.17 | 6.99 | 0.99 | 0.89 | 8.08 | 60.53e—4 | 1.48e—4 | 2.68e—4

(3] 18.02 | 45.56 | 7.10 | 129.30 | 76.38 | 9.78 | 0.99 | 0.82 | 11.89 | 24.88¢—4 | 3.45e—4 | 4.33e—4

Otim. H | 15.11 | 47.82 | 6.42 | 139.96 | 73.79 | 8.42 | 0.99 | 0.85 | 10.09 | 52.61e—4 | 0.92e—4 | 1.76e—4

Vertebral|Bunny||| Egea

[ ] ‘ min ‘ max | o/ =100.0/p [%] | |

Tabela 5.4: Comparagdes de dngulo, razao de aspecto e distdncia entre o método
proposto em Pietroni et al. [3] e o remalhamento pela otimizagdo hierdrquica dos
dominios locais.

As figuras 5.13, 5.14 e 5.15 exemplificam por mapas de cores a variacao
da razao de aspecto entre o menor e o maior valor alcancado por ambos os

sistemas.

(a) Q)

Figura 5.13: Mapa de cores na razao de aspecto: Egea. (a) Otim. H. (b)Pietroni et
al. [3]
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Figura 5.14: Mapa de cores na razao de aspecto: Bunny. (a) Otim. H. (b)Pietroni et
al. [3]

0.99

0.65

0.30

(a) (®)

Figura 5.15: Mapa de cores na razao de aspecto: Vértebra. (a) Otim. H. (b)Pietroni
et al. [3]

As imagens apresentam visualmente as cores mais quentes sobre as
regides de maior razao de aspecto. A otimizacdo hierarquica foi gerada com
20 niveis e 2000 iteracoes. Na tabela 5.5 sdo exibidas nas ultimas colunas as
informagoes sobre as quantidades de vértices da superficie base construida e
sobre as quantidades de vértices obtidas com o remalhamento em ambos os
sistemas, dentre estes as estatisticas dos que sao irregulares. Neste caso, as
estatisticas indicam que mesmo quando o ntmero de vértices da superficie

base é maior o sistema proposto alcanga mais vértices regulares.
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Area Comprimentos Valéncia Vértices
Método min max o min max o min | mdx | o #Virreg | #Vbase | #Vremalhado

5 3] 27.70 | 161.17 | 10.91 | 48.52 | 195.59 | 15.33 | 3 9 1.30 70 103 24545
o | Otim. H | 34.46 | 326.64 | 24.35 | 40.77 | 233.98 | 16.68 | 4 8 0.91 56 100 25090

%“ 3] 27.90 | 254.41 | 11.52 | 44.68 | 241.02 | 16.15 | 3 10 | 2.30 274 409 30527

g Otim. H | 32.07 | 330.03 | 23.46 | 47.54 | 285.95 | 15.69 | 3 9 1.91 249 462 29506

& 3] 27.26 | 231.48 | 11.00 | 48.19 | 181.29 | 16.15 | 3 11 | 2.33 273 401 30075

[

% | Otim. H |23.64]276.34 | 18.82 | 15.88 [ 250.42 | 15.88 | 3 9 1.97 262 500 32000

=
[ [Referéncia [ 100% | 0% ]| 100% | 0% | o’ =100.0/p [%] \ |

Tabela 5.5: Comparagdes de drea e comprimento de arestas entre o método proposto
em Pietroni et al. [3] e o remalhamento pela otimizagdo hierdrquica dos dominios
locais.

Apesar de apresentar melhor regularidade dos comprimentos nos modelos
Bunny e Vértebra, a regularidade das areas nao é um destaque no sistema
proposto e isso ¢ uma limitagdo que poderd ser melhorada tomando em
conta dominios locais com a area proporcional as suas respectivas regioes
de correspondéncia na superficie original e combinando com o aumento de
influéncia da area no funcional apresentado em [15], como exemplificado na
figura 3.18 do capitulo 3 e, possivelmente, levando em conta a otimizacao
simultanea do vértice nos seus possiveis dominios locais de parametrizacao.
E importante ressaltar que essas técnicas lidam com um conflito de escolhas
entre a preservacao de area e angulo durante a otimizacao e que reflete, por

exemplo, no remalhamento.

Compactacao

A compactacdo de modelos geométricos é a formulagdo que permite
representar, com poucos dados, um modelo composto originalmente por
grande volume de dados. Os elementos essenciais para esta construcao
envolve a compactacao da estrutura de adjacéncias e a compressao das
informagoes geométricas, como indicado por [9]. A estrutura de adjacéncias
do remalhamento semirregular é intrinsecamente adequada, pois todos os seus
elementos podem ser obtidos por construcao a partir da estrutura da superficie
base e o processo descrito por [51] realiza a compressao e a descompressao da
geometria do modelo inicialmente semirregular.

A taxa da distor¢ao introduzida neste processo é dada pelo erro médio
quadréatico na escala conveniente PSNR (= 20log(bboxDiag/RMS)) que
considera os tamanhos das diagonais nas bounding boxes dos modelos originais
em funcdo do nimero de bytes alcancado por cada nivel de descompressao,

os maiores valores na escala PSNR indicam menores erros. Esse erro é
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medido no calculo da distancia de Hausdorff entre o modelo original no

nivel maximo da HPDS-MT e cada modelo reconstruido nos niveis de

descompressao. Essa medida de qualidade da compactacao é referenciada por

[9] como adequada para avaliar a qualidade do remalhamento. As figuras 5.16

exemplificam pelos graficos a variagdo dessas taxas obtidas da compactacao

dos remalhamentos construidos com dominios otimizados e ndo otimizados, no

modelo hierarquico foram utilizados 1000 iteracoes e na otimizacao 4 niveis. Os

modelos considerados ao longo desta secao foram compactados pelo processo

descrito em [51], apontado como adequado para modelos semirregulares, e os

erros cometidos foram obtidos dos célculos de distancia segundo [52].

sem otimizagao

sem hierarquia

com hierarquia

76
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68 |-

PSNR

66 -
64 -

60

0

5000

Figura

10000

5.16: Taxa de distor¢ao nos modelos
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(a) Egea e (b) Bunny.

Nos dois modelos verificados, a taxa de distor¢ao se mostrou levemente

superior

hierarquia.

nos experimentos produzidos com dominios otimizados pela
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Conclusao

O principal problema tratado nesta tese consistiu em apresentar uma
solugdo para a otimizagdo das energias de distor¢do nos dominios de
parametrizacao discretos definidos pela variedade diferenciavel proposta em
[1] e [12] construida a partir de uma superficie base triangularizada sem bordo
B = (Jy, Xo) em que Jy é o complexo simplicial obtido de simplificagoes em J
e Xy C R? é um subconjunto dos vértices X da superficie inicial M = (J, X).
A estrutura hierarquica que direciona as simplificagoes na triangulacao foi
realizada com uma estrutura de multi-triangulagio HPDS-MT [2] que produz
triangulagdes de boa qualidade em todos os niveis e preserva a topologia da
superficie inicial.

Para tanto, foi proposta uma metodologia de parametrizacao hierarquica
da superficie M}, sobre a superficie base B, para cada nivel £ = 0,..., N,
onde a parametrizagao dos vértices é graduada, de acordo com a HPDS-MT,
e apenas depende dos vértices parametrizados sendo, portanto, adequada
para o relaxamento dos vértices que ocorrem ao longo do refinamento e
permitem particionar a superficie M, em regides parametrizadas pelas cartas
da variedade diferenciavel induzida pela superficie B.

Esta parametrizagdo hierarquica foi associada com a estratégia de
otimizacao compondo um algoritmo para a otimizagao hierarquica global
realizada nestes dominios de parametrizagdo. O funcional utilizado [15] trata
de distorgoes de area e de angulo, mas o algoritmo é independente do funcional.
A principal vantagem da otimizacao ao longo da hierarquia é a flexibilidade
durante a otimizagao, pois permite realizar mais iteragoes em niveis menos
densos e, além disso, o refinamento de cada novo nivel ocorre em niveis
previamente otimizados influenciando em tempo e qualidade da otimizacao.

A construcao do remalhamento semirregular combinando a qualidade
da superficie base [2], com os dominios de parametrizagdo construidos pela
estrutura apresentada em [1] e [12], mais o interpolador spline cibico
sugerido em [11], com a otimizagao hierdrquica destes dominios possibilitou
uma nova técnica de remalhamento que apresentou melhores estatisticas
que [3] em alguns quesitos, especialmente, envolvendo dngulos e tridngulos

mais equilateros, mas apresentou limitacdo na regularidade das areas da
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triangulacao de remalhamento.

A limitagdo das areas percebidas no remalhamento provavelmente esta
relacionada com a area dos dominios de parametrizacdo que nao esta
proporcional a area da regido na superficie original. A soluc@o para torna-las
proporcionais envolve algumas adaptacoes na estrutura implementada. Além
disso outros funcionais podem ser experimentados em trabalhos futuros, como
por exemplo ARAP++ [53].

Todos os algoritmos propostos nesta tese foram implementados em
C++17, compilados com gcec 5.4.0 em um sistema operacional Ubuntu com
processador Intel Core i7 2.70GHz e 8Gb em RAM. A estrutura de dados
OpenMesh 8.1 [54] foi utilizada para o processamento das malhas e o software

Algencan 3.1.1 [36] para a otimizagao.
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