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4
Laser a Fibra com Cavidades Acopladas

Nas trés se¢oes seguintes apresentamos um tratamento tedrico para descrever

o sistema, baseado na abordagem encontrada na referéncia [7].

4.1 As Equacoes do Campo Eletromagnético

Descreveremos a radiacao dentro de uma cavidade a partir das equagoes
de Maxwell (no sistema MKSA):

V-D=0 (4.1
V-B=0 (4.2)
. OB
E=—-_— 4.3
V x T (4.3)
. - . dD
H=J+ — 4.4
¥ x = (1.4
onde
D =¢0E + P, B = uH e J=0E. (4.5)

Aplicando o rotacional pela esquerda na equagao (4.3) e substituindo

a expressao de B dada pela segunda das equagoes (4.5), temos que

-

V x (VxE)= aﬁxﬁy (4.6)

_Moa
Substituindo, agora, a primeira e a terceira das equagbes (4.5) na

equacao (4.4) e, em seguida, substituindo o resultado na equagao (4.6),

obtemos

B OE O’E  9*P
= — Ho0 ot Ho€o 12 Ho 92
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Ou ainda:
. o= OF D) 02P
V x (V X E) + o0 — +M0€OW = _MOW (47)

ot
Usando a identidade vetorial V x (V x E) = ~V2E+V(V-E) = —V2E

(assumindo que V-Pr 0), podemos simplificar o primeiro termo a esquerda
da igualdade na equagao (4.7).

A equagao (4.7) é obtida com a aproximacao de onda plana, de
forma que E = E(z,t), juntamente com a suposicao de que o campo esta
linearmente polarizado no plano xQOy.

A dependéncia temporal da equacao de onda pode ser separada da
dependéncia espacial pela expansao do campo em modos normais da cavi-
dade. Isto 6, E(z,t) = —E(z,t)é, onde é define a direcdo de polarizagdo.

Entao:

onde

Un(z) = sen(knz), com k, = —. (4.8)
c

Como a cavidade laser (de comprimento L) que estamos considerando
¢ do tipo Fabry-Perot, a onda que se estabelecera em seu interior serd
estacionaria. Logo, a dependéncia espacial dos modos normais da cavidade

serd senoidal, dada por U, (z). A expansao do campo fica, portanto:

E(st) = % S Bu(t) exp (=it + 0ul)Un(2) t-ccc. (4.9)
enquanto a polarizacao induzida do meio é dada por

P2 t) = % 32 Palt) exp (=ilint + 6,))Un(z) + e (4.10)

Na expressao (4.9), toda a fase do modo n esté contida em ¢,,, de forma
que E, é real. O que ji nao vale para a equagao (4.10) e, portanto, P, é
complexo.

Substituiremos agora as equagoes (4.9) e (4.10) na equagao (4.7) e

aplicaremos o operador

exp [z’(vj\n; + én)] /OL dz U7 (2), (4.11)

onde N = [ dz|U,(2)|? é a constante de normalizacéo.
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Analisando cada termo separadamente, vemos que o primeiro fica

T, I )
Vx(VxE):—VzEZ—ﬁ>
pois E = E(z,t). Logo:
62
—VQE——@{ ZE ) exp [—i(vnt + ¢n)|Un(2 )}

02U, (2)
072

- _ - Z E,(t) exp [—i(vpt + ¢n)][—k2 sen(k,z)]

—_ = Z En(t) exp [—i(vnt + on)| ——5—

:—ZE k2 exp [—i (vnt + 60)]Un(2)

Aplicando o operador (4.11) a equagao anterior:

N —-V2E

A primeira derivada de F em relagao a t é

— > En(t)exp [—i(vpt + ¢n)|Un(2)

50,2 {22 exp it + 6,1+

+E,(t) aat exp [—i(vnt + ¢n)]}

=5 Z Un(2) { En(t) exp [i(vnt + ¢n)]—
—i () (v + ) exp [=i(vat + b)) (4.13)

Aplicando o operador (4.11) a equagao (4.13), ficamos com

exp[z'(vj\n;mn)] /OLdzU; _:_Z[ i(Vn + 6n) En(t)] (4.14)

A derivada segunda de E em relacao ao tempo é dada por
W = _ZU { exp[ (Vnt+¢n)]

—2i(Vn + n) En(t) exp [—i(vnt + ¢n)]—

—i By (t)fn exp [—i (Ut + ¢)]—
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—(Vn + 60) En(t) exp [<i(vat + ¢0)]}
Aplicando o operador (4.11) a equagao anterior:

exp[(l/nt—i—an * 62
N / dzUn( )6152

= =S Ea(t) = 2i(vn + da) En(t) — idnBu(t) = (v + 60) Eu(t)} - (4.15)

l\DI»—t

Finalmente, o termo dependente da polarizacao:

aaT];: _ZU { t) exp [—i(vnt + ¢n)]—

~2i(Vn + §n) Pa(t) exp [—i(Vnt + ¢n)] — i Pa(t) b XD [~ (vl + )] —

—(Vn + Gu)* Pat) exp [~i(vat + 60)]}

Aplicando o operador (4.11),

exp [i(vnt + ¢n)] N
N / 2U.(2) 5 o
= %Z{ ) = 2i(Un + 6u) Pa(t) = i6uPu(t) = (va + da) Pult)}  (4.16)

Colocando, agora, as equagoes (4.12), (4.14), (4.15) e (4.16) em ordem,

de acordo com a equagao (4.7), temos

% > Bk + poo % > [En(t) — (v + d’n)E”(t)] +

n

% S {Eu(t) = 200 + G Eut) — i Fult) — (v + 6u)2Eu(t)} =

n

+1ogo

% S {Balt) = 20(vn + G Palt) = iuPalt) — (v + du)2Pau()}

n

= _,U/O
Ou ainda

Bk + poo By — i(vn + 6n) Ba| +
= — 1o { Pu = 2i(vn + 6n) P — i6n P — (vn + 60)*Pr} (4.17)
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Como E,, ¢, e P, variam pouco num periodo de oscilagao do campo
(considerando-se freqiiéncias em torno da regido visivel) e as perdas sdo
pequenas, podemos desprezar os termos E,, ¢, P, E,¢n, 0Eyn, 0¢n, ¢nPp

e P, frente aos outros. Mais precisamente, estamos tomando

of ’f of
E <L vf e w <LV gk
onde f pode ser FE,, ¢, ou P,. Com isso, obtemos
2 Un ¢ v, 2
Enk, —ipgovn By — 2i— E, — —2 By, = pov;, Pr. (4.18)
c c
O fator de qualidade () de uma cavidade para o modo n é definido
como
Un
Q-
B
Un Un
“ 1@ 1 (4.19)
E? di2 T

onde (3 é a fracao da energia armazenada dissipada por unidade de tempo, e

7. ¢ o tempo de vida do modo n. Por outro lado, 7. = ¢¢/c, de modo que

EolVn
o= (4.20)
Q
Multiplicando a equacao (4.18) por ¢?, ficamos com
cQEnk‘i — il cov,E, — 2z'ynEn — UgEn = Lo 1/2 A?P,.
Lembrando que w,, = k,c e que ¢ = 1/,/Eoj1g, temos
. nEn - 2Pn
E,uw? — wr — 2iv,E, —v’E, = U"—.
€0 €0
Substituindo a equagao (4.20):
2 E, . 2p
(W2 — V2 E, — Pnn _ 2iv, B, = nin
Q €0
Usando a aproximagao (w2 — v2) ~ 2uv,(w, — ), chegamos a:
— By — 2E, + 2w — vn) By = 2P, (4.21)
Q €0

Tomando a parte imaginaria da equagao (4.21) e usando a equagao (4.19),
chegamos a uma equagao para o campo

. 1 Uy,
Ey 4 =7 B, = — - Im(P,), 4.22
+357 2e0 m(F,) (4.22)

onde v, = (1/7.) é a taxa de decaimento da radia¢do. A parte real da equagao
(4.21) contém a contribuigao da parte real de P, a qual esta em fase com o

campo elétrico E,, e descreve os efeitos de dispersao devido ao meio.
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4.2 Polarizacao do Meio Alargado Homogeneamente

Consideremos um meio formado por dtomos de dois niveis, alargados
homogeneamente, cuja freqiiéncia de transigao entre os niveis superior, |a), e
inferior, |b), é dada por w. Um dtomo excitado para o estado |i) (i = a ou b),

no instante ty, na posicao z, sera descrito pelo operador densidade
p(i, z,to, 1). (4.23)

O nimero de dtomos excitados para o estado |i) por unidade de tempo e
volume é dado por \;(z,tp). As taxas de decaimento dos niveis |a) e |b) sao
dadas pelas constantes v, e v,. A taxa de decaimento do elemento de matriz
Pap € dada por v, .

Se tivéssemos uma amostra com N atomos idénticos por unidade de

volume, a polarizagao macroscopica deste meio seria dada por

P:N<6x>:NTT(px):NTT{p(O M)},
w0

pois a representacao de ex no espago formado por |a) e |b) é
elafela) = eBlelt) =0 e efalolt) = efblala) = .

devido a paridade de |a), de |b) e do operador x. Segue, assim, que P seria

dada por
P = Nppa, + c.c..

No nosso caso, o meio nao é formado por dtomos idénticos (cf. (4.23))
e, portanto, a polarizagdo macroscépica P(z,t), equagao (4.10), é dada pela
contribuicao de todos os atomos em z e t independentemente de seus estados

iniciais e momento de excitacao, ou seja,
t
Plet) =Y / dto \i(2, to) (ex)
t
= ,uZ/ dto Ni(z,to)pab(i, 2, to, t) + c.c.. (4.24)

A polarizacao complexa P,, que aparece na equacao do modo n do

campo, é dada, conforme a equagao (4.10), por

_ 2exp [i(vat + dn)]
B N

Substituindo (4.24) em (4.25), ficamos com

P,

/0 AU ()P (2 1). (4.25)
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1 L L
Po = 2uexp[i(vat +6n)) 57 /0 a2 Uy ()Y /0 dto \s(2, o) pas i 2 o, 1).
(4.26)

As equagoes de movimento do operador densidade de um tinico atomo

Pab(t, 2, to, t) sdo bem conhecidas e dadas por

?

Paa = — Ya Paa — ﬁ[’jabpba —c.c] (4.27)

Peb = — Vb Pob + %[Vabpba —c.c (4.28)

Pab = — (iw + V1) pab + %uab(pm — Pub); (4.29)
onde

Vab = — %MEn(t) exp [—i(vnt + ¢)]Un(2) (4.30)

é a energia de perturbacgao para um campo de um inico modo na aproximacao
de onda girante.
Para obtermos a polarizagao complexa FP,, vamos integrar a equacao

de movimento do operador populacao, definido como
t
pzt) =Y / dto \s(=, to)p(i, 2, to, 1). (4.31)

Observamos que pqq(z,t) e pp(z,t) fornecem as populagdes dos niveis a e b
conforme as defini¢oes (4.23) e (4.31). A equagdo de movimento de p(z,t) é
obtida derivando-se a equagao (4.31) em relacdo a t. Notamos que ha duas
dependéncias em ¢: a do limite superior da integral em ¢y e a do operador

densidade. O resultado é

d t
T.COEDIPYCRV (RNRIEDS / dto \i(=, to) pli, 2, to, ). (4.32)

Por definigao, os elementos de matriz do operador densidade sao
pkm(i, Z, t, t) = (Szk (Sz'm,

e o primeiro termo da equagao (4.32) pode ser substituido pelo seguinte

operador (dado em representagao matricial)

A 0
0 N

Os elementos de matriz do segundo termo do lado direito da equagao (4.32)

sao dados por
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k’|Z/ dto N\ p(i, 2, to, t)|m) = / dto Ni Pem(i, 2, to, t), (4.33)

onde Prm (i, z,to,t) corresponde as equagoes (4.27), (4.28) e (4.29). Como
Yas Yoy VL, W € Vg independem do estado inicial |i), para o qual o dtomo foi
excitado, assim como do instante de excitacao ty, temos que os elementos de
matriz da equagao (4.33) sao regidos por equagoes de movimento idénticas

s (4.27), (4.28) e (4.29). Assim, a equagdo (4.32) corresponde ao seguinte

conjunto de equagoes para as correspondentes do operador populagao:

l

Paa = )\a — Ya Paa — ﬁ[Vabpba - C-C-] (434)
Poo = Xo — Vb Pob + 7 [Vabpba —c.c] (4.35)
. . 7

Pab = — (ZW + ’)/i)pab + ﬁVab(paa - pbb)- (436)

Em termos de p(z,t), a polarizagao complexa P, (4.26) é dada por

P, =2exp [i(vnt + ¢n)] / dz U (2) ph pap(2,t). (4.37)

O elemento pg(z,t) é obtido pela integral da equagao (4.36):

PER) j/ dt exp [~ (iw +70)(t — )] vap(2, ) [paal2: ) — poo(z,)].

A integracao acima pode ser facilmente realizada no limite em que a
amplitude E,, (ver eq.(4.30)), a fase ¢, e a diferenga de populagao paqa—ppy, na0
variem apreciavelmente num intervalo de tempo 1/, . Com isso, estes termos
podem ser substituidos pelos seus valores em t e retirados da integral. Essa
aproximagao corresponde a eliminagao adiabatica de p,, € leva as equacgoes de
taxa para as populagoes atomicas. Com estas aproximagoes, e substituindo

a equagao (4.30), chegamos a

pab(z, t) = -

%%%em[@m+%ﬂA)Ld?;ﬁyJ. (4.38)

Substituindo a equagao (4.38) na (4.37) e recordando a defini¢do da
constante de normalizacao N, obtemos

1 L
P, = 2exp [i(vnt + ¢4)] N/ dzU’(z) p x

{3 B it + 00) n<>L~< e}

W —Vn)+ 7L

9
By, Pob / *
= — dz U (
hN L(w—yn —i—’yl] i (2)
_ ZM2En Paa — Pbb
ho li(w—wn) +70
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2 .
Kk E, _ 7
ok (Paa = p1e) L’(w —vp) + ’u]
) | —
N h Paa = Pib (w—vp) +ivyL |

Logo, chegamos a seguinte expressao:

2
W En
Pn = - 7 (paa - pbb)

(W—vn+1i71)
1+ W =)

(4.39)

Para simplificar a notacao, eliminaremos o indice n das componentes
de Fourier do campo e da polarizagao, E, e P,, respectivamente. Quando
necessario, recorreremos ao indice n com a devida observagao. A inversao de
populacao (pae— pry) chamaremos de n, e a dessintonia atomo-campo (w—1;,)
de Aw.

Substituindo a equacdo (4.39) na equacdo (4.22), obtemos a
contribuicao deste meio ao campo

1 v

E+=7E=——1Im(P
+5 200 m(P)

2 1 2
2heo v \Aw? +~7

. 1 2
E‘i‘_’)/cE: rY

A E 4.4
2 2h Pylgoﬁ( CU) n ? ( 0)

onde chamamos v, de v e L(Aw) é a Lorentziana definida como

04t

m. (4.41)

Lembrando que a densidade de energia elétrica ¢ dada por eqFE?/2,

a equagao (4.40) em termos da intensidade I é obtida multiplicando-a por

ceoF. Logo
. //L2]j
I+~.0 = L(Aw)n T
hyieo
=a(v)nl,
onde
0%
a(v) L(Aw). (4.42)

B hyieo
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Em termos da densidade de fétons, S = I /hvce, temos
S+7.5 = a(v)ns. (4.43)

As equagoes de taxa para este meio sao obtidas substituindo-se a
expansao de pq(2,t), dada pela equagao (4.38), nas equagoes (4.34) e (4.35).

Isto leva a

Paa = Aa — YaPaa — R(paa - pbb) (444)
Pob = No — YoPub + B(Paa — pwb), (4.45)

onde a constante R é igual a

_ 1 M2E2

R="=-
2 7;L2’M

U |2L(Aw).
Supondo 7, = 7, = 7 e subtraindo a equagao (4.45) da (4.44),

paa - pbb == ()\a - )\b) - P)/||(paa - pbb) — 2Rn
=m0 — Yn — 2Rn
= —(n—ny) —2Rn,

ficamos com a equacao para a inversao n:
n=—v(n—mny) —2Rn, (4.46)

onde

1
Ng = — ()\a — )\b)
N

Observamos que na expressao de R aparece |U,(z)|> = sen?(k,z), conforme
a equagao (4.8). Consideramos aqui que os dtomos do meio experimentam
um valor médio da intensidade, ou seja, o termo |U,|*> pode ser substituido
por seu valor médio, 1/2.

A expressao de R em termos da densidade de fétons é dada por

a(v)
2

2
[188%
= A =
R Shear, L(Aw)S

S. (4.47)
Portanto, a equacao de movimento da inversao se escreve
n = —y(n —no) —a(v)ns. (4.48)

Com as equagoes (4.22) e (4.48) podemos, entao, montar o conjunto de

equacoes de taxa que descrevem a nossa montagem experimental.
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4.3 Equacoes de Taxa

Nossa montagem é composta de duas cavidades acopladas onde, para
cada uma, podemos atribuir um par de equacoes de taxa, na forma das
equagoes (4.22) e (4.48), descrevendo o meio, o campo, as perdas e o bombeio.

Portanto, o sistema completo serd dado pelas equagoes

ny=—7 (1 —no1) — anips (4.49)
N2 = — 7 (n2 — no2) — anaps (4.50)
p1=—7cp1+ Yep2 + anip (4.51)
p2 = —7pp2 — Yep2 + Yepr + angps, (4.52)

onde os indices 1 e 2 referem-se as cavidades C; e Cs, respectivamente, de

acordo com o esquema a seguir. O « é dado pela equagao (4.42).

1 Gl

Rp=95% Rp = E0'% Rp= 60%

Figura 4.1: Esquema das cavidades acopladas.

As equagoes (4.49) — (4.52) formam um conjunto de equages que
pretendemos usar para descrever a dinamica (evolugao temporal) do sistema.
Elas foram obtidas dentro da abordagem semiclassica, na qual o campo é
tratado como uma varidavel continua (e nao em termos de operadores de
criagdo e aniquilagao de fétons), e o meio material é tratado em termos do
operador densidade associado aos niveis atomicos envolvidos. Dentro desta
abordagem, usamos o modelo do atomo de dois niveis para descrever o meio
atomico. Embora esse modelo seja o mais simples que existe, acreditamos
que seja suficiente para descrever satisfatoriamente o meio material dentro
desta abordagem. Quanto ao campo, além de ser considerado uma varidavel

(e ndo um operador), utilizamos a aproximagao de campo médio ao fazermos
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sen?(kz) = %, pois acreditamos que a modulacao espacial da intensidade
nao deva interferir substancialmente na evolucao temporal do sistema. Cabe
notar que a presenca da cavidade neste nosso tratamento é representada, na
segao 4.2, pela presenca de um meio condutor (ficticio), com condutividade
o, responsavel pelas perdas do campo.

No apéndice A, apresentamos o programa fonte, desenvolvido na lingua-
gem FORTRAN 77, para simular a evolugao temporal do sistema, baseado
nas equagoes de taxa (4.49)—(4.52). Este programa é uma versao preliminar,
onde foi usada uma rotina bésica (Rk4) para calcular os valores das grandezas
no instante seguinte ¢+ dt, a partir dos valores conhecidos no instante ¢. Essa
rotina é baseada no método de Runge-Kutta de 4 ordem, e foi retirada da

ref. [46]. Na figura 4.2 é apresentado o resultado de uma simulagao.

0.012
0.010
0.008

0.006

Vunidade ficticia

0,004

0.002

0.000

T T T T |
00 40x10™ 80x10™ 12x10° 16x10° 20x10°

thnidade ficticia

Figura 4.2: Grafico esperado da simulacio com a rotina Rk4.

Como as varidveis associadas as inversoes de populacao passam pelo
valor zero, ou seja, inicialmente, sao negativas e, devido ao bombeio, tornam-
se positivas, a rotina Rk4 nao esta resolvendo satisfatoriamente o problema, e
estamos tendo problema de convergéncia de valores, a medida que utilizamos
o mecanismo controle de que a intensidade no interior da cavidade deve
ser > 0. De qulquer forma, a figura 4.2 é um exemplo daquilo que espe-
ramos obter, inclusive prevendo os valores de intensidade e do tempo de
estabilizacao do laser. Nessa figura, as duas grandezas sao representadas em
termos de unidades "ficticias”, visto que, para ajustar a convergéncia, os

valores encontrados nao tém ligagao com a realidade experimental.
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