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Resumo

Martins da Silva, Jackes; Morgado, Welles Antônio Martinez.
Igualdade de Jarzynski e troca de informação em sistemas
não Markovianos. Rio de Janeiro, 2020. 99p. Tese de Doutorado
– Departamento de Física, Pontifícia Universidade Católica do Rio
de Janeiro.

A Igualdade de Jarzynski (IJ) é um tipo especial de Teorema de Flu-
tuação, de trabalho, que caracteriza sistemas termodinâmicos microscópicos
fora do equilíbrio. A IJ pode ser usada como uma calibração de experimen-
tos e simulações, o que nos permite estudar comportamentos não triviais
da dinâmica desses sistemas. Um desses comportamentos é a troca de en-
tropia e informação que o sistema realiza junto a um banho térmico de
contato. Neste ensejo, modelamos via uma dinâmica não-Markoviana, i.e.,
uma dinâmica com memória, que leva a fluxos reversos de informação do
reservatório para o sistema.

Palavras-chave
Entropia; Igualdade de Jarzynski; Não-Markoviano; Modelo

estocástico
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Abstract

Martins da Silva, Jackes; Morgado, Welles Antônio Martinez (Ad-
visor). Jarzynski equality and information exchange in non-
Markovian systems. Rio de Janeiro, 2020. 99p. Tese de doutorado
– Departamento de Física, Pontifícia Universidade Católica do Rio
de Janeiro.

The Jarzynski Equality (JE) is a special kind of Fluctuation The-
orem, of work, which characterizes non-equilibrium small thermodynamics
systems. The JE can be used as gauge of experiments and simulations allow-
ing us to study the non-trivial behaviours of these systems’ dynamics. One
of these behaviours is the entropy and information flow the system makes
in contact with a thermal bath. In this framework, we modelled through a
non-Markovian dynamic, i.e., with a memory effect, leading to reverse flows
of information from the reservoir to the system.

Keywords
Entropy; Jarzynski Equality; Non-Markovian; Stochastic model;
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1
Introdução

Os Teoremas de Flutuação surgem na Mecânica Estatística como uma
tentativa de responder à seguinte questão predominante [1]: como as equações
de movimento microscópicas reversíveis podem conduzir a um comportamento
macroscópico irreversível?

As considerações a respeito das relações de flutuações microscópicas com
quantidades macroscópicas remontam o interesse da mecânica estatística de
evidenciar a hipótese atomística da matéria. Os esforços de Einstein (1906)
e Smoluchowski (1906) para a descrição teórica do movimento browniano
[2, 3], somado aos resultados experimentais de Perrin [4], resultaram em
uma evidência conclusiva da relação entre o coeficiente de difusão (uma
quantidade macroscópica) com o número de Avogadro (relacionado à dinâmica
microscópica) [5]. Além disso, ao descrever o movimento browniano, Einstein
obteve a relação entre o coeficiente de difusão (propriedade de um sistema não
perturbado) e a mobilidade de uma partícula browniana (medida da reação do
sistema a uma pequena perturbação), o que constitui o primeiro exemplo de
relação de flutuação-dissipação [5].

Em uma perspectiva mais moderna, as relações obtidas, como a relação
para o trabalho devido a flutuações fora do equilíbrio, derivada por Bochkov
& Kuzovlev (1977) [6]; a probabilidade da violação da segunda lei da termodi-
nâmica para sistemas fora do equilíbrio, proposta por Evans, Cohen & Morriss
(1993) [7]; a relação entre a energia livre e as flutuações do trabalho micros-
cópico fora do equilíbrio, por Jarzinsky (1997) [8]; entre outras derivações,
consolidaram a apreciação dos agora chamados Teoremas de Flutuação.

Os Teoremas de Flutuação são mais do que uma extrapolação microscó-
pica da Termodinâmica macroscópica. Estas relações revelam novas caracte-
rísticas da segunda lei para pequenas escalas [9], relacionam flutuações fora do
equilíbrio com quantidades no equilíbrio e quantificam a probabilidade de se
violar a segunda lei da termodinâmica em sistemas de escala microscópica [1].

O interesse em aplicar os conceitos da Termodinâmica a sistemas micros-
cópicos aumentou com a crescente intersecção de áreas de pesquisa da Biologia,
Química, e Física. A saber, o avanço no conhecimento dos processos biomolecu-
lares, em especial, os detalhes dos processos químico-mecânicos das proteínas
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Capítulo 1. Introdução 13

[10].
Por outro lado, a relação da Teoria da Informação com os resultados

teóricos, provenientes dos Teoremas de Flutuação, tem ficado cada vez mais
estreita. Podemos considerar as ferramentas da Mecânica Estatística como uma
forma de inferência estatística, à parte da teoria física associada a esta área de
pesquisa; de modo que a física contribui para a descrição correta dos estados
possíveis do sistema e suas características (modelo), e a Teoria da Informação
toma o papel das inferências estatísticas decorrentes [11].

O modelo utilizado para descrever o sistema é um aspecto que não pode
ser negligenciado. Apesar de que as leis da termodinâmica sejam independentes
da abordagem, as equações que utilizamos para descrever o fenômeno físico
encerram suposições específicas [9]. Neste sentido, um trabalho importante de
J. Kurchan corrobora o fato de que os teoremas de flutuação também podem
ser derivados pela abordagem das equações de Langevin [12].

Neste trabalho, vamos utilizar a equação de Langevin para descrever
as flutuações estatísticas do nosso modelo. Diante disso, devemos especificar a
tríade que compõe as suposições desta abordagem: sistema de interesse, sistema
externo e banho térmico. O sumário a seguir, definido por Sekimoto, enfatiza
os aspectos de cada componente desta tríade [13]:

– sistema de interesse (também chamado simplesmente de sistema neste
trabalho): é o principal componente da tríade, do qual tomamos as infor-
mações dos seus estados representados por x (posição) e v (velocidade).
A equação de Langevin descreve a evolução dos estados do sistema. A
energia potencial e a energia cinética são consideradas parte dele;

– banho térmico: é um sistema em segundo plano, ao qual o sistema de
interesse está conectado. O banho térmico é caracterizado por um único
parâmetro, a temperatura T . Os princípios de conservação de energia,
massa e momento não são aplicados a ele. O banho térmico retorna
instantaneamente ao estado de equilíbrio, e não conserva memória da
ação do sistema de interesse. A interação entre o sistema de interesse e o
banho térmico é caracterizada pelo coeficiente de fricção e a temperatura.
A força estocástica, ruído térmico, é proporcional a estes parâmetros;

– sistema externo: é um agente capaz de controlar macroscopicamente
o sistema de interesse através de um parâmetro da posição contido
na energia potencial. O termo “externo” significa que a evolução do
parâmetro não é determinada pela equação de Langevin. O sistema
externo não interfere na interação do sistema de interesse com o banho
térmico. O sistema externo controla a troca de trabalho com o sistema
de interesse.
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Capítulo 1. Introdução 14

Com o intuito de facilitar a compreensão do texto, dividimos esta tese
em três partes. No segundo capítulo, demonstramos uma forma de derivar
um importante teorema de flutuação, a igualdade de Jarzinsky, e obtemos
algumas importantes relações a partir desta última. No terceiro capítulo, a fim
de coletar informações a partir das flutuações de estados fora do equilíbrio,
introduzimos o modelo e as ferramentas estatísticas que nos serviram de base
para o desenvolvimento do trabalho original desta tese. Por fim, no quarto
capítulo apresentamos os resultados originais desta tese dentro deste contexto.
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PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



2
Igualdade de Jarzinsky

O termo Teorema de Flutuação (TF) abrange uma gama de resultados
que predizem teoricamente a produção de entropia [7, 14–16], flutuação do
trabalho [6, 17, 18], entre outras quantidades de sistemas conduzidos para
fora do equilíbrio térmico [19]. Neste capítulo, vamos analisar um importante
resultado conhecido como a Igualdade de Jarzinsky (IJ) [8]. Esta quantidade
nos será útil para caracterizar os modelos propostos nos capítulos finais desta
tese. A IJ é um tipo de TF para o trabalho realizado sobre o sistema. A IJ é,
assim, um complemento interessante para os TFs relacionados à troca de calor
e produção de entropia [14].

2.1
Termodinâmica de sistemas microscópicos

Devido à natureza estatística de larga escala, intrínseca à Termodinâ-
mica, a primeira e a segunda lei da termodinâmica assumem um caráter proi-
bitivo, no âmbito de simulações, para sistemas com muitos graus de liberdade.
Por exemplo: um gás composto por N � 1026 moléculas em equilíbrio tér-
mico, confinado por paredes adiabáticas, sendo subitamente comprimido por
um pistão móvel que, em seguida, é conduzido de volta à sua posição inicial,
terá um acréscimo na sua energia interna, ou seja,W > 0 (W é o trabalho rea-
lizado pelo movimento do pistão). A medida do trabalho W é o valor esperado
tomado sobre todas as partículas que compõem o gás. Portanto, é possível afir-
mar que certamente existem trajetórias no espaço de fase do gás para as quais
W < 0, isto é, a probabilidade dessas trajetórias não é nula. Contudo, quanto
maior o número de partículas N , menor será a probabilidade de se observar
trajetórias com esse comportamento.

Considerando agora um sistema com poucos graus de liberdade, reali-
zando o mesmo procedimento em uma série de iterações hipotéticas (com o
sistema em equilíbrio para cada nova iteração), é esperado que a média es-
tatística do trabalho medido sobre todas as iterações satisfaça a inequação
〈W 〉 > 0. Porém, é possível que sejam encontrados, em algumas raras obser-
vações, valores negativos para o trabalho realizado, ou seja, W < 0.

Daí podemos concluir que as flutuações estatísticas, em torno da média
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Capítulo 2. Igualdade de Jarzinsky 16

das iterações, se tornam mais relevantes para sistemas com poucos graus de
liberdade. Ainda, quando aplicamos as ferramentas da termodinâmica macros-
cópica para tais sistemas, com cada vez menos graus de liberdade, são reveladas
novas características da primeira e da segunda da lei da termodinâmica [20].

2.1.1
Termodinâmica macroscópica: energia livre de Helmholtz e trabalho

Considerando um sistema puramente mecânico, o princípio da conserva-
ção da energia mecânica nos conduz à conclusão de que o trabalho realizado
sobre o sistema é igual ao acréscimo na energia potencial do sistema. Já para
um sistema termodinâmico, a troca de calor entre o sistema e a vizinhança
torna a relação entre o trabalho realizado e variação de energia menos trivial.

A fim de expressarmos a relação trabalho/energia adequada, vamos supor
um sistema de interesse em contato com um reservatório térmico à temperatura
T0, de modo que seja permitida a troca de calorQ (o calor recebido pelo sistema
e cedido pelo reservatório) entre o reservatório e o sistema. Ainda, o sistema
e o reservatório só podem trocar calor entre si, e as paredes que confinam
o sistema não são fixas. Logo, o sistema pode ser submetido a um trabalho
volumétrico realizado por um sistema externo.

Após realizado trabalho sobre o sistema, é concedido um tempo suficien-
temente longo para que o sistema reequilibre termicamente com o reservatório.
Isto implica que os pontos iniciais e finais (pontos de equilíbrio) do processo re-
alizado sobre o sistema têm a mesma temperatura T0. Porém, as temperaturas
intermediárias não possuem necessariamente o mesmo valor.

O enunciado matemático da segunda lei da termodinâmica é expresso na
forma [21]:

∆S + ∆S0 ≥ 0. (2-1)
Na qual ∆S é a variação da entropia do sistema e ∆S0, do reservatório.

Utilizando o Teorema de Clausius [22], podemos concluir que ∆S0 = − Q
T0
,

posto que a temperatura T0 do reservatório é constante. Daí a Eq. (2-1) pode
ser reescrita tal como abaixo:

Q− T0∆S ≤ 0. (2-2)
A igualdade na inequação 2-2 acontece para processos de transferência de calor
reversíveis. Portanto podemos escrever Qr = T0∆S = Q + δq. Na qual Qr é o
calor para um processo reversível, Q é o calor para um processo irreversível e δq
é o calor dissipado [23]. A quantidade δq é o trabalho dissipado transformado
em calor. A definição de trabalho dissipado é descrita no fim desta seção.
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Agora podemos aplicar a formulação matemática da primeira lei da
termodinâmica [21],

∆U = Q+W, (2-3)
ao sistema. O sinal positivo antes do termo do trabalho W foi colocado propo-
sitalmente para salientar que o trabalho está sendo realizado sobre o sistema.
Poderíamos também utilizar a forma usual da primeira lei da termodinâmica
(com o sinal negativo) sem perda de generalização. Evidenciando o calor Q na
primeira lei e substituindo na Eq. (2-2), obtemos

∆(U − TS)−W ≤ 0. (2-4)
Esta operação pode ser realizada porque a temperatura T é a mesma no início
e no fim do nosso processo. A quantidade U − TS é a função matemática
F que representa a energia livre de Helmholtz. Então, podemos reescrever a
inequação (2-4) na forma

∆F ≤ W. (2-5)
A inequação (2-5) prediz que o trabalho realizado sobre o sistema não pode
ser menor que a variação da energia livre de Helmholtz, entre o ponto inicial
e o ponto final do processo. É chamado trabalho dissipado toda a quantidade
que exceda a igualdade W = ∆F (processo reversível), ou seja [24],

Wdiss = W −∆F. (2-6)
É trivial que nem todo processo termodinâmico possua as características

do exemplo dado anteriormente. Além disso, a inequação (2-5) não é a que
contempla de forma mais genérica os processos descritos pela segunda lei da
termodinâmica. Porém, neste trabalho focamos na classe de processos com
características similares aos descritos nesta seção.

2.1.2
Termodinâmica microscópica: energia livre de Helmholtz e trabalho

Para descrevermos como obter informações de sistemas microscópicos,
considerando as flutuações estatísticas que emergem desses sistemas, vamos
utilizar um toy model para ilustrar o procedimento. Tanto o toy model utili-
zado, quanto as deduções decorrentes, são reproduções expandidas e inspiradas
no review publicado por Jarzynski, e podem ser encontrado na íntegra em [20].

O sistema de interesse é formado por três partículas (representados pelos
círculos em branco). As coordenadas zi (i = 1, 2 e 3) são as distâncias de
cada partícula de uma parede fixa. Uma coodernada adicional é o parâmetro
do trabalho realizado sobre o sistema, identificado por λ. O parâmetro λ é
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Figura 2.1: Os círculos enumerados representam as três partículas do sistema.
As coordenada z1, z2 e z3 são as distâncias de cada partícula até a parede
fixa (retângulo na vertical), explicitada para z1. O círculo preto é o parâmetro
do trabalho. A posição λ é manipulada externamente seguindo um protocolo.
As molas representam as interações par-a-par entre as partículas. Os graus de
liberdade do reservatório térmico não estão ilustrados.

controlado por um agente externo e descreve a posição, orientação ou força
externa de um corpo que interage com o sistema. Na figura, o parâmetro do
trabalho é representado pelo círculo preto a uma distância λ da parede fixa.
O parâmetro x é um estado microscópico do sistema, a saber, as posições e os
momentos de cada partícula do sistema, representados por um ponto no espaço
de fase. y é um estado microscópico de reservatório térmico. Sendo assim, a
Hamiltoniana para o sistema e reservatório térmico combinados, considerando
as variáveis clássicas dos graus de liberdade assumidas, toma a seguinte forma:

H(x,y;λ) = H(x;λ) +Hres(y) + hint(x,y), (2-7)
na qualH(x;λ) é a Hamiltoniana do sistema de interesse (incluindo a interação
com o agente externo mediado pelo parâmetro do trabalho λ), Hres(y) é a
Hamiltoniana do reservatório e hint(x,y) é a Hamiltoniana de interação entre
o sistema e o reservatório térmico. Para este modelo, x = (z1, z2, z3, p1, p2, p3)
e

H(x;λ) =
3∑

k=0
u(zk+1 − zk) +

3∑
i=1

p2
i

2m, (2-8)

na qual u(•) é o potencial de interação par a par da associação em série, z0 ≡ 0
e z4 ≡ λ.

Supondo um sistema microscópico análago ao descrito anteriormente,
vamos assumir que inicialmente o sistema e o reservatório estão em equilíbrio
térmico à temperatura T , e o parâmetro do trabalho está posicionado no
estado λ = A. O sistema e o reservatório estão inicialmente em um estado
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microscópico (x0,y0), distribuídos pela forma canônica do espaço de fase [25]:

pA(x0,y0) = 1
YA

exp[−βH(x0,y0;λ = A)]. (2-9)

O fator de normalização YA provém da identidade

Yλ =
∫
dxdy exp[−βH(x,y;λ)], (2-10)

na qual a integral é realizada sobre todo o espaço de fase e β = 1/kBT [26].
Quando o parâmetro do trabalho está fixado em λ, Yλ é a função de partição
para o estado de equilíbrio do sistema e do reservatório combinados [27].

A energia livre de Helmholtz associada ao sistema é dada pela equação
usual F = −β−1 lnZλ [28]. O termo

Zλ =
∫
dx exp[−βH(x;λ)] (2-11)

é a função de partição da Hamiltoniana do sistema de interesse quando o
parâmetro do trabalho está posicionado em λ. Daí podemos obter a variação
da energia como segue:

∆F ≡ FB − FA = −β−1 ln ZB
ZA

. (2-12)

Partindo do estado de equilíbrio (x0,y0;A), o agente externo manipula
o parâmetro do trabalho de acordo com o protocolo λ(t). Enquanto o sistema
e o reservatório evoluem microscopicamente no tempo, o parâmetro varia de
λ = A, em t = 0, até λ = B, em t = τ . Durante este processo, o sistema e
o reservatório realizam uma trajetória Γt pelo espaço de fase total (sistema e
reservatório combinados). O protocolo λ(t) define como o agente externo atua
sobre o sistema durante o processo. Já Γt, define como o sistema e o reservatório
respondem, no âmbito dos estados microscópicos, ao estímulo.

Para uma trajetória Γt sobre o espaço de fase, temos a seguinte variação
da Hamiltoniana do sistema e reservatório:

H(x(τ),y(τ);B)−H(x0,y0;A) =
∫ τ

0
dt
d

dt
H(x(t),y(t);λ(t))

=
∫ τ

0
dtλ̇

∂

∂λ
H(x(t),y(t);λ(t))

=
∫ τ

0
dtλ̇

∂

∂λ
H(x(t);λ(t)). (2-13)

Na qual x(t) e y(t) são os pontos no espaço de fase no tempo t para o sistema
e o reservatório, respectivamente, contidos na trajetória Γt. A passagem da
primeira para a segunda linha da Eq. 2-13 se deve a uma propriedade conhecida
das equações de movimento de Hamilton, isto é, dH

dt
= ∂H

∂t
[29]. A terceira linha

provém da dependência das Hamiltonianas no lado direito da Eq. 4-13.
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Ao realizarmos o processo de λ = A, em t = 0, até λ = B, em t = τ ,
pela trajetória Γt, a variação da energia interna do sistema é dada pela
seguinte quantidade:

dH(x(t);λ(t)) = ẋ
∂

∂x
H(x(t);λ(t))dt+ λ̇

∂

∂λ
H(x(t);λ(t))dt (2-14)

H(x(τ);B)−H(x0;A) =
∫ τ

0
dtẋ

∂

∂x
H(x(t);λ(t)) +

∫ τ

0
dtλ̇

∂

∂λ
H(x(t);λ(t))

(2-15)

Podemos interpretar o segundo termo do lado direito da Eq. 2-15 como
o trabalho realizado pelo agente externo sobre o sistema [18]. Já o primeiro
termo, podemos interpretar como o calor cedido ou absorvido do reservatório
térmico pelo sistema. Pois, se realizássemos este procedimento em um modelo
similar, desta vez sem o contato do sistema com o reservatório térmico,
teríamos o mesmo termo para o trabalho sobre o sistema dado pela Eq. 2-15, e
seu valor seria igual à variação da energia interna do sistema. Além disso, este
termo corresponde à atuação de uma imensa quantidade de graus de liberdade
entre o sistema e o reservatório, ou seja, uma forma desordenada de troca de
energia: o calor. Portanto, o primeiro termo do lado direito da Eq. 2-15 é a
soma de toda a variação da energia interna do sistema devido ao contato com
o reservatório térmico [30, 31].

A descrição microscópica do trabalho realizado sobre o sistema e do calor
absorvido ou cedido pelo sistema é definida somente em termos da trajetória
de x(t) no espaço de fase. Portanto, a Eq. 2-15 pode ser vista como a primeira
lei da termodinâmca (Eq. 2-3) para este sistema, na qual:

W ≡
∫ τ

0
dtλ̇

∂

∂λ
H(x(t);λ(t)) (2-16)

e
Q ≡

∫ τ

0
dtẋ

∂

∂x
H(x(t);λ(t)). (2-17)

Daí podemos concluir que para sabermos a quantidade de calor, absorvido ou
cedido pelo sistema de interesse, e o trabalho realizado sobre ele, basta nos
importarmos somente com os graus de liberdade do próprio sistema.

Ainda podemos extrair mais uma informação da Eq. 2-13 e Eq. 2-16, que
segue:

W = H(xτ ,yτ ;B)−H(x0,y0;A), (2-18)
isto é, a quantidade de trabalho realizado sobre o sistema, em termos da
sua evolução microscópica, é igual à variação da Hamiltoniana do sistema e
reservatório térmico combinados (condicionada à evolução da Hamiltoniana do
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sistema e reservatório combinados no mesmo período do trabalho realizado).
As equivalências xτ ≡ x(τ) e yτ ≡ y(τ) serão utilizadas daqui em diante por
conveniência meramente estética.

Figura 2.2: Ilustração das trocas de energia entre o sistema de interesse e o
sistema externo, e entre o sistema de interesse e o reservatório térmico.

Pode-se argumentar que as últimas conclusões são válidas somente
quando a Hamiltonana de interação entre o reservatório e o sistema,Hint(x,y),
é suficientemente fraca para ser negligenciada. De fato, a distribuição da Eq.
2-11 será modificada de acordo com a proporção [32]:

p†λ(x) ∝ exp[−βH†(x;λ)], (2-19)
na qual

H†(x;λ) = H(x;λ) + Ψ((x;T ). (2-20)
A função Ψ((x;T ) é o custo energético requerido para inserir o sistema em
um reservatório térmico. Por exemplo: a energia associada ao rearranjamento
da água após inserir uma biomolécula em um meio aquoso [33]. Neste caso,
o sistema e o reservatório térmico compartilham a energia do termo da
Hamiltoniana de interação, e não é evidente se esta energia pertence ao sistema
ou ao reservatório térmico. Apesar disso, essa troca na Hamiltoniana do sistema
somente mudaria a definição do calor na Eq. (2-17), mas a definição do trabalho
na Eq. (2-16) permaneceria a mesma, pois ∂H†

∂λ
= ∂H

∂λ
. Portanto, para as

derivações posteriores, essa troca não tem efeitos.
O processo termodinâmico relatado anteriormente foi discutido no âmbito

de uma única realização. Agora vamos estender esse procedimento para muitas
realizações, até mesmo infinitas, de forma que possamos obter informações
estatísticas destas iterações. Para cada repetição, o sistema e o reservatório
térmico estão em equilíbrio e o mesmo processo é realizado, variando o

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



Capítulo 2. Igualdade de Jarzinsky 22

parâmetro do trabalho de λ = A, em t = 0, até λ = B, em t = τ , seguindo
o mesmo protocolo λ(t). No entanto, a trajetória do sistema e do reservatório
térmico pelo espaço de fase, Γt, será possivelmente diferente para cada nova
iteração, uma vez que os estados microscópicos iniciais serão diferentes para
cada realização devido à distribuição da Eq. (2-9).

Ao considerarmos as infinitas repetições, obtemos um ensemble estatís-
tico das realizações do processo constituído por diferentes trajetórias Γ1

t , Γ2
t ,

Γ3
t ... E para cada uma destas trajetórias, calculamos o trabalhoW 1,W 2,W 3...

Assim, o valor esperado do trabalho realizado tomado sobre esse ensemble é
dado por:

〈W 〉 ≡
∫
dWρ(W )W, (2-21)

na qual ρ(W ) é a distribuição de probabilidade do trabalho realizado sobre o
sistema. A quantidade 〈W 〉 é igual a W na inequação (2-5).

2.2
Informação associada a flutuações fora do equilíbrio

Com o conjunto dos valores W n para o trabalho definidos na última
seção, podemos construir o valor médio da quantidade e−βW . Esta quantidade
é dada explicitamete por:

〈e−βW 〉 = lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

e−βW
n

. (2-22)

Na qual a temperatura T em β = 1/kBT é a temperatura inicial do sistema e
do reservatório térmico.

Para calcularmos a quantidade da Eq. (2-22), deixamos que o sistema
evolua de t = 0 até t = τ condicionado à Hamiltoniana H(x(t);λ(t)), com
o sistema em t = 0 em equilíbrio térmico à temperatura T . Neste período, o
parâmetro do trabalho é deslocado de λ(0) = A até λ(τ) = B, conforme o
protocolo λ(t). Introduzimos a função W̃ (x0,y0), que representa o trabalho
realizado sobre o sistema sobre uma trajetória Γt, partindo das condições
iniciais (x0,y0). São as condições iniciais que determinam exclusivamente a
trajetória Γt no espaço de fase. A cada trajetória o valor do trabalho pode ser
calculado pela Eq. (2-16) ou pela Eq. (2-18). Daí podemos calcular o valor de
Eq.(2-22) da seguinte forma:
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〈e−βW 〉 =
∫
dx0dy0p(x0,y0) exp[−βW̃ (x0,y0)]

=
∫
dx0dy0

1
ZA

exp[−β{H(x0,y0;λ = A)] + βW̃ (x0,y0)}]

=
∫
dx0dy0

1
ZA

exp[−βH(x0,y0)(xτ ,yτ ;λ = B)]. (2-23)

Para a passagem da primeira para a segunda linha na Eq. (2-23), foi utilizada
a definição de distribuição da Eq. (2-9). Já para a passagem da segunda
para a terceira linha, o importante resultado obtido na Eq. (2-18) para o
trabalho foi aplicado. A Hamiltonina H(x0,y0)(•) é determinística e o índice
sobrescrito representa que o estado microscópico final no espaço de fase (xτ ,yτ )
foi alcançado partindo das condições iniciais dos estados microscópicos em
(x0,y0).

A fim de calcularmos a integral da Eq. (2-23), vamos fazer a seguinte
mudança de variável:

dx0dy0 =
∣∣∣∣∣∂(x0,y0)
∂(xτ ,yτ )

∣∣∣∣∣ dxτdyτ , (2-24)

na qual
∣∣∣ ∂(x0,y0)
∂(xτ ,yτ )

∣∣∣ é o Jacobiano da transformação [34].

Figura 2.3: Movimento do volume no espaço de fase. A densidade dos sistemas
do ensemble na vizinhança de um ponto do espaço de fase não muda com o
tempo.
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Sabe-se na literatura que um volume infinitesimal do espaço de fase é
um invariante frente uma transformação canônica. Portanto, esta quantidade
não se altera ao longo da evolução temporal do sistema [35]. Esta conclusão é
resultado do conhecido Teorema de Liouville [36]:

∂ρ

∂t
+

n∑
i=1

[
∂H

∂pi

∂ρ

∂qi
− ∂H

∂qi

∂ρ

∂pi

]
= 0, (2-25)

na qual ρ é a distribuição de probabilidade para o espaço de fase e H a
Hamiltoniana do sistema de interesse. Então, o Jacobiano da Eq (2-24) deve
ser igual a 1.

Aplicando as últimas conclusões à Eq. (2-23) podemos escrever

〈e−βW 〉 =
∫
dxτdyτ

1
YA

exp[−βH(x0,y0)(xτ ,yτ ;λ = B)],

= YB
YA

(2-26)

na qual Eq. (A-3) foi utilizada para definirmos YA e YB.
O último resultado já nos evidencia uma importante conclusão: embora

a distribuição dos valores do trabalho ρ(W ) dependa geralmente do protocolo
λ(t), a quantidade 〈e−βW 〉 só depende dos parâmetros λ = A, λ = B e T , ou
seja, parâmetro inicial e final do trabalho, e a temperatura inicial do sistema,
respectivamente.

As funções de partição YA e YB dependem da Hamiltoniana do sistema
e do reservatório térmico combinados. Vamos agora substituí-las por uma
expressão que dependa somente da Hamiltoniana do sistema. Apesar dessa
troca ser válida somente quando a Hamiltoniana de interação Hint(x,y)
pode ser negligenciada, o resultado obtido não perde a sua generalidade. A
demonstração desta afirmação, e mais detalhes sobre o potencial de interação,
pode ser conferida no apêndice A.1. Portanto, podemos escrever a Eq. (2-26)
na forma:

YB
YA

=
∫
dxdy exp[−βH(x,y;A)]∫
dxdy exp[−βH(x,y;B)] ≈

∫
dx exp[−βH(x;A)]∫
dx exp[−βH(x;B)] = ZB

ZA
= e−β∆F .

(2-27)
O resultado do lado extremo direito da equação se deve à substituição possi-
bilitada pela definição da energia livre de Helmholtz da Eq. (2-12). O termo
referente à Hamiltoniana do reservatório Hres(y) é eliminado da razão ZB/ZA
porque não depende de λ.

Associando o termo do lado esquerdo da Eq. (2-23) e o resultado do lado
extremo direito da Eq. (2-27), obtemos a seguinte igualdade:
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〈e−βW 〉 = e−β∆F . (2-28)
Esta relação é um teorema de flutuação para o trabalho conhecido como a
Igualdade de Jarzynski. Desde a sua dedução original [8], este resultado tem
sido derivado de diversas maneiras, utilizando uma variedade de equações do
movimento para modelar a dinâmica microscópica [37–41]. Também tem sido
comprovada a sua validade experimentalmente [42–45].

A IJ descreve que se repetirmos um processo muitas vezes, podemos
determinar a variação da energia livre pelas medidas obtidas de um sistema
conduzido para fora do equilíbrio. O sinal de igualdade na inequação (2-5)
é atribuído somente para processos reversíveis. A IJ nos possibilita também
derivar uma igualdade para processos irreversíveis, a saber:

−kBT ln〈e−W/kBT 〉 = ∆F. (2-29)
Entretanto, o valor de ∆F não pode ser encontrado com uma única medida,
mas, sim, pelas flutuações estatísticas do trabalho. A ideia central da IJ, e
de outros teoremas de flutuação, é que flutuações fora do equilíbrio contêm
informações de estados de equilíbrio. Combinando a IJ com a desigualdade de
Jensen, 〈expx〉 ≥ exp〈x〉, temos novamente a relação entre trabalho e energia
livre de Helmholtz da Eq. (2-5).

Podemos agora obter um resultado muito importante utilizando a IJ
[46]: a probabilidade de que a medida do valor do trabalho seja menor que a
quantidade ∆F − χ, na qual χ é um valor positivo arbitrário com unidade de
energia. A probabilidade a ser calculada é a área da cauda da distribuição de
probabilidade ρ(W ) na Eq.(2-21). A Figura (2.2) ilustra esta distribuição.

Figura 2.4: Distribuição do trabalho ρ(W ) para um sistema microscópico
sujeito a um processo irreversível. A região na qual W < ∆F é a chamada
proibitiva

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



Capítulo 2. Igualdade de Jarzinsky 26

Para calcular a probabilidade de observar os pontos à esquerda de
W = ∆F , fazemos

P (W < ∆F − χ) =
∫ ∆F−χ

−∞
ρ(W )dW

≤
∫ ∆F−χ

−∞
ρ(W )eβ(∆F−χ−W )dW

≤ eβ(∆F−χ)
∫ ∞
−∞

ρ(W )e−βWdW

≤ eβ(∆F−χ)eβ(∆F )

≤ e−βχ. (2-30)

A IJ foi utilizada na passagem da terceira para a quarta linha da Eq. (2-30). A
cauda do lado esquerdo da distribuição ρ(W ) decai exponencialmente. Assim,
os valores microscópicos para o trabalho W < ∆F podem ser observados.

Poderíamos afirmar aqui que haveria uma “violação” da segunda lei da
termodinâmica, pois há probabilidade não nula de observar valores do trabalho
para a região proibitiva. Porém, a validade da segunda lei é somente para
medidas macroscópicas. Ainda assim, os valores do trabalho que estão a poucas
unidades de β−1 abaixo de ∆F são raras de observar, tornando a região χ� β

efetivamente proibitiva, e indo ao encontro das experiências macroscópicas. A
segunda lei é satisfeita sobre o valor esperado calculado e não é violada em
uma escala macroscópica.

2.3
Evolução estocástica e simetria microscópica

Considerando os resultados analisados na última seção, vamos propor
dois processos distintos para o mesmo sistema microscópico já descrito: o
primeiro é o mesmo detalhado na última seção, no qual variamos o parâmetro
do trabalho de λF = A, em t = 0, até λF = B, em t = τ , usando o
protocolo λF (t). Depois de ser concedido tempo suficiente para o sistema estar
em equilíbrio térmico em λF = B, o segundo processo consiste em variar o
parâmetro do trabalho de λR = B, em t = 0, até λR = A, em t = τ , ou seja, o
processo reverso. Daí o subíndice em λF e λR, do inglês “forward” e “reverse”,
respectivamente [18]. Contudo, desta vez, durante o intervalo 0 ≤ t ≤ τ , o
sistema é termicamente isolado do reservatório. Tanto em λ = A quanto em
λ = B, o sistema é preparado em um estado de equilíbrio à temperatura inicial
T antes de se realizar cada processo. Durante o processo λ = B até λ = A, é
utilizado o protocolo de “tempo-reverso” definido por:
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λR(t) = λF (τ − t). (2-31)

Figura 2.5: Uma analogia para a produção de trabalho: esticar e contrair um
elástico de borracha. Se esticássemos a borracha, a temperatura e a tensão
seriam maiores do que no processo reverso, a contração. É um exemplo de
ciclo de histerese no qual W > 0.

Os dois processos são realizados em sequência, sendo que o processo
reverso é realizado por último, concedendo tempo suficiente para que o sistema
entre em equilíbrio com o reservatório térmico no fim de cada processo. Temos
neste caso o chamado ciclo de histerese: em um processo irreversível, o sistema
evolui em uma sequência de estados durante o processo de protocolo λF , mas
o processo reverso (protocolo λR) percorre uma trajetória de volta diferente.
Portanto, o trabalho do ciclo completo será maior que zero, como ilustrado na
Figura 2.5. Então, a inequação (2-5) para os dois processos combinados resulta
no intervalo

−〈W 〉R ≤ ∆F ≤ 〈W 〉F , (2-32)
na qual 〈W 〉 é o valor esperado do trabalho calculado sobre a distribuição dos
valores do trabalho para cada processo. Assim, concluímos que para o ciclo
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completo:

〈W 〉R + 〈W 〉F ≥ 0. (2-33)

Figura 2.6: Trajetória da contração (azul) e expansão (laranja) de uma
sequência de RNA.
Fonte: Collin, Delphine, et al. "Verification of the Crooks fluctuation theorem
and recovery of RNA folding free energies."Nature 437.7056 (2005): 231-234.

Vamos considerar agora as trajetórias de cada processo, denotando por
γR ≡ {xR(t); 0 ≤ t ≤ τ} a trajetória no sentido reverso. Assim, γF é seu
conjugado no qual

xR(t) = x∗F (t− τ). (2-34)
A Figura (2.7) ilustra os pares conjugados das trajetórias γF e γR. Uma

analogia para esclarecer as trajetórias é: se pudessemos filmar a trajetória γF ,
γR seria a trajetória que veríamos se víssemos o filme de trás para frente.

A probabilidade de realizarmos determinada trajetória será diferente para
cada processo. Vamos definir como PF [γF ] a probabilidade de observarmos
a trajetória γF . Do mesmo modo, teremos a probabilidade PR[γR] para a
trajetória reversa γR. O valor do trabalho realizado em cada trajetória será
W [γF ] ≡ WF e W [γR] ≡ WR.

Levando em consideração que o sistema está isolado do reservatório
durante o intervalo 0 ≤ t ≤ τ , a Eq. 2-18 toma a seguinte forma:
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Figura 2.7: x∗ são os estados microscópicos obtidos ao invertermos todos os
momentos de x.

W = H(xτ ;B)−H(x0;A). (2-35)
A Hamiltoniana H(x;λ) para o sistema é determinística. Portanto, a proba-
bilidade de realizarmos uma trajetória específica no espaço de fase depende
somente da distibuição de probabilidade das condições iniciais em um estado
de equilíbrio, dada pela Eq. (2-9). Porém, neste caso, devemos nos atentar
que a função de partição é costruída somente com a Hamiltoniana do sistema,
expressa pela Eq. (2-11). Daí podemos escrever a razão:

PF [γF ]
PR[γR] = ZB

ZA
eβ[H(xR(0);B)−H(xF (0);A)]

= ZB
ZA

eβ[H(xF (τ);B)−H(xF (0)A)]

= eβ(WF−∆F ). (2-36)
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Na Eq. (2-36), a passagem da primeira para segunda linha se deve à
igualdade H(xR(0);B) = H(xF (τ);B), oriunda da natureza determinística
da Hamiltoniana H(•). Já na passagem da segunda para a terceira linha, é
utilizada a importante relação para o trabalho da Eq. (2-18) e a Eq. (2-27).
A temperatura T em β = 1/kBT é a temperatura inicial, que é a mesma no
início de cada trajetória devido ao tempo concedido ao sistema para que entre
em equilíbrio térmico com o reservatório.

A relação da Eq. (2-36) tem sido derivada na literatura para diversas
configurações de sistemas [47, 38, 48, 49, 1]. Um resultado similar é o teorema
de flutuação de Crooks [50]. Porém, enquanto a Eq. (2-36) é uma afirmação
sobre as trajetórias, o teorema de flutuação de Crooks é uma afirmação sobre
as distribuições dos valores do trabalho que satisfazem a equação:

ρF (+W )
ρR(−W ) = eβ(W−∆F ). (2-37)

Os termos ρF (W ) e ρR(W ) na Eq. (2-37) são as distribuições para os
valores do trabalho para a trajetória γF e a trajetória reversa γR, respecti-
vamente. Daí podemos concluir que o valor esperado do trabalho devido a
distibuição ρF (W ) está localizado à direita do valor esperado do trabalho de-
vido à distribuição ρR(W ), como ilustrado na Figura (2.8). Este teorema tem
sido verificado por diversos experimentos na literatura [51, 52, 44, 43].

Figura 2.8: Distribuição para os valores do trabalho das trajetórias λF e λR.
O processo é reversível no ponto em que as curvas se interceptam, W = ∆F .

É interessante notar que os valores esperados para o trabalho de cada
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distribuição (ρF (W ) e ρR(−W )) corroboram a inequação (2-33). Porém, ob-
temos uma importante informação: eventualmente podemos observar um ciclo
no qual o trabalho realizado sobre o sistema na trajetória γF é menor que
o realizado pelo sistema na trajetória reversa γR. Também podemos concluir
que o processo é reversível no ponto W = ∆F , no qual as curvas se inter-
ceptam. Ainda, se multiplicarmos ambos os lados da Eq. (2-37) pelo termo
ρR(−W )e−βW e integrarmos sobre todo o espaço amostral, recuperamos a IJ
expressa na Eq. (2-28) [46].

A Eq. 2-36 está estreitamente relacionada com o princípio de reversibili-
dade microscópica: qualquer sequência de eventos tem a mesma probabilidade
do evento de tempo reverso [53]. Esta afirmação nos conduz à seguinte igual-
dade para processos reversíveis:

PF [γF ]
PR[γR] = 1. (2-38)

Portanto, para o caso de processos irreversíveis, a probabilidade da trajetória
que observamos em um processo não é a mesma probabilidade do seu processo
reverso, ou seja,

PF [γF ] 6= PR[γR]. (2-39)
Daí a Eq. 2-36 pode ser vista como uma expansão do princípio de reversibi-
lidade microscópica, já que reúne a Eq. 2-38 e a inequação (2-39) em uma
única equação, estendendo a igualdade para sistemas conduzidos para fora do
equilíbro pela variação de parâmetros externos.

2.4
Entropia e trabalho dissipado

Vamos utilizar uma definição de entropia que relaciona fortemente a
Termodinâmica com a Teoria da Informação [54]:

S = −kB
∫
p(x,v, t) ln p(x,v, t)dxdv, (2-40)

na qual p é a distribuição estatística do espaço de fase e a integral é realizada
sobre todo espaço amostral de p. O termo

I[p] = −
∫
p ln p dxdv (2-41)

na Eq. (2-40) é conhecido como a entropia de informação associada a uma
distribuição p. Se p descrever um estado de equilíbrio termodinâmico, a
entropia de informação coincide com a entropia termodinâmica multiplicada
pela constante kB. A Eq. (2-40) tem grande relevância no âmbito dos teoremas
de flutuação porque relaciona uma informação microscópica (I[p]) com uma
quantidade física mensurável (S).
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Outra quantidade da Teoria da Informação que é relevante para este
trabalho é a chamada entropia relativa, definida como [55]:

D(p||q) =
∫
p(x,v, t) ln

(
p(x,v, t)
q(x,v, t)

)
dxdv ≥ 0, (2-42)

na qual p e q são distribuições estatísticas e a integral é realizada sobre
todo espaço amostral de p. D(p||q) é a medida da “distância” entre duas
distribuições de probabilidade, p e q. Quando D(p||q) = 0 as duas distribuições
são iguais. Quanto maior o valor de D(p||q), menor a sobreposição das duas
distribuições.

Para a Termodinâmica, a entropia relativa D(p||q) é útil para obter
informações de processos irreversíveis, pois podemos mensurar o quanto um
processo realizado em um sistema difere do seu processo reverso. Assim, as
implicações da inequação (2-39) podem ser melhor detalhadas com mais uma
informação, de modo que [56]:

D(PF [γF ]||PR[γR]) =
∫
dγFPF [γF ] ln PF [γF ]

PR[γR]

=
∫
dγFPF [γF ] ln eβ(WF−∆F )

=
∫
dγFPF [γF ]β(W [γF ]−∆F )

= β(〈W 〉F −∆F ) = β〈W F
diss〉. (2-43)

A passagem da primeira para a segunda linha na Eq. (2-43) é devido a relação
da Eq. 2-36. O trabalho dissipado 〈W F

diss〉 foi definido na Eq. (2-6). Neste caso,
〈W 〉F é o valor esperado tomado pela distribuição dos valores do trabalho para
a trajetória γF .

A Eq. (2-43) associa uma quantidade física no equilíbrio termodinâmico,
〈W F

diss〉, a uma informação microscópica do sistema devido a sua trajetória.
Podemos trocar as distribuições das trajetóris por um conjunto de parâmetros
mais familiar: o conjunto de parâmetros do espaço de fase. Podemos definir a
função fF (x, t) como a densidade do espaço de fase que descreve a evolução do
sistema durante a trajetória γF . Do mesmo modo, fR(x∗, τ − t) é a densidade
do espaço de fase para o processo reverso (γR), na qual x∗ são os estados
microscópicos obtidos ao invertermos todos os momentos de x. Podemos
expressar a função de densidade do espaço de fase na forma [57]:

f(x, t) = 〈δ[x− xk(t)]〉, (2-44)
na qual x1(t), x2(t)...xk(t) são as trajetórias descritas pela distribuição do
espaço de fase. O valor esperado do lado direito da Eq. (2-44) é tomado sobre
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a distribuição de probabilidade das trajetórias xk(t).
As densidades fF (x, t1) e fR(x∗, τ − t1) são registros instantâneos no

tempo t = t1 dos estados no espaço de fase do sistema durante cada processo.
Estes registros são tomados conforme os parâmetros para o trabalho, λR e λF ,
alcançam o valor λF (t1) = λR(τ−t1). Neste momento os valores das densidades
fF (x, t1) e fR(x∗, τ − t1) são diferentes, isto é, os estados microscópicos são
diferentes quando o parâmetro do trabalho assume o mesmo valor em ambas
as trajetórias. A entropia relativa para as duas distribuições é [58]:

D(fF ||fR) ≤ β〈W F
diss〉. (2-45)

Combinando o último resultado com a Eq. (2-43), temos

D(fF ||fR) ≤ PF [γF ]
PR[γR] = β〈W F

diss〉. (2-46)

Daí podemos concluir que a irreversibilidade de um processo pode ser expressa
por uma inequação que relaciona duas distribuições de probabilidade, tanto
no espaço das trajetórias quanto no espaço de fase. A igualdade na Eq. (2-46)
é válida quando o sistema é isolado termicamente do reservatório, enquanto o
parâmetro do trabalho varia para cada processo.

Os últimos resultados são relacionado ao trabalho dissipativo macroscó-
pico. Podemos ainda obter um resultado importante para o trabalho dissipativo
microscópico utilizando a IJ. Ao substituirmos o termo W = Wdiss + ∆F na
Eq. (2-27) obtemos a igualdade:

〈e−βWdiss〉 = 1. (2-47)
A Eq. (2-47) contém uma importante informação: para qualquer pro-

tocolo do parâmetro do trabalho λ(t), o valor esperado para a quantidade
e−βWdiss é o mesmo, inclusive para processos que levem o sistema para muito
longe dos estados de equilíbrio (tal como um gás sendo comprimido quase
instantaneamente).

2.5
Equivalência de ensembles

Demonstrada uma das possíveis derivações da IJ, uma interessante
elucubração que pode ser feita é: se tomássemos as condições iniciais de uma
distribuição microcanônica teríamos o mesmo resultado para a IJ?

Tomando um resultado da Eq.(2-23), vamos relacionar a expressão com
o ensemble microcanônico da seguinte forma [59]:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



Capítulo 2. Igualdade de Jarzinsky 34

〈e−βW 〉can =
∫
dx0dy0

1
ZA

exp[−β{H(x0,y0;λ = A)] + βW̃ (x0,y0)}]

=
∫
dx0dy0

1
ZA

∫
dEδ(H(x0,y0;λ = A)− E)×

× exp[−β{H(x0,y0;λ = A)] + βW̃ (x0,y0)}]

= 1
ZA

∫
dE ωA(E)e−βE〈e−βW 〉micE

= 1
ZA

∫
dE exp

[
−βE + SA(E)/kβ + ln〈e−βW 〉micE

]
. (2-48)

Na qual 〈e−βW 〉can é o valor esperado da quantidade e−βW tomado pela
distribuição canônica, ωA(E) é o número de estados microscópico no volume
H(x0,y0;λ = A), SA(E) é a entropia da Hamiltoniana H à energia E e
parâmetro do trabalho em λ = A e 〈e−βW 〉micE é o valor esperado da quantidade
e−βW tomado pela distribuição microcanônica com a energia fixa em E. A
conhecida relação para a entropia [60],

S = kβ ln Ω, (2-49)
foi utilizada para obter SA(E), na qual Ω é o volume dos estados microscópicos
de todo o espaço de fase.

A integral sobre E da Eq. (2-48) é dominado pelo valor de E que
maximiza o integrando e satisfaz a equação:

−β + ∂(SA(E)/kβ)
∂E

+ ∂ ln〈e−βW 〉micE

∂E
= 0. (2-50)

O trabalhoW é obtido pela manipulação do sistema de interesse, e possui
muito menos graus de liberdade do que o reservatório térmico. Portanto, a
escala de variação de energia do trabalho deve ser muito menor do que o
do sistema e reservatório combinados (SA(E)). Daí podemos negligenciar a
contribuição de W para Eq. (2-50) e concluir que o valor de energia que
maximiza a equação é o valor da energia do sistema de interesse e reservatório
combinados no equilíbrio (à temperatura T ).

Denotando como ẽ o valor de E que satisfaz a Eq. (2-50), podemos
escrever ZA = exp [−βẽ+ SA(ẽ)/kβ]. Assim, desconsiderando as correções
pouco significativas, obtemos a equivalência:

〈e−βW 〉can = 〈e−βW 〉micE . (2-51)

2.6
Características do modelo

Neste capítulo descrevemos o modelo para o qual relacionamos quan-
tidades microscópicas fora do equilíbrio com quantidades macroscópicas no
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equilíbrio. Ainda que facilmente notável, não explicitamos duas importantes
premissas. A primeira é que não consideramos os efeitos quânticos. Logo, estes
efeitos podem ser ignorados para o caso proposto. A segunda premissa é que
o sistema e o reservatório são isolados de qualquer outro grau de liberdade
externo.

A abordagem utlizada para modelar o sistema proposto foi por meio de
uma Hamiltoniana. Porém, as relações obtidas para os sistemas microscópicos
fora do equilíbrio não dependem da dinâmica pela qual o sistema é modelado.
Estas relações tem sido derivadas por diferentes abordagens [61, 39, 62, 40].

Embora as relações encontradas não dependam da abordagem, quando
analisamos sistemas fora do equilíbrio devemos especificar quais abordagens
estamos utilizando. Isto se deve ao fato de que a escolha de cada abordagem
encerra algumas suposições. Nos capítulos posteriores, vamos modelar o sis-
tema através de uma equação de Langevin. Assim, o reservatório térmico será
tratado de forma implícita nessa equação.
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3
Modelo Fourier-Laplace

Para solucionarmos as equações que modelam os sistemas de interesse
deste trabalho, vamos utilizar um método que toma a definição da transfor-
mada de Laplace como um elemento central para a simplificação das operações
matemáticas necessárias. Neste capítulo, explicitamos este método através do
cálculo da distribuição de probabilidade para a posição e a velocidade de uma
partícula browniana no equilíbrio. Em seguida, vamos calcular a função ge-
radora de probabilidade do trabalho fora do equilíbrio para uma partícula
Browniana sob a ação de um potencial harmônico [63]. Também verificamos a
IJ para o modelo. Os procedimentos realizados originalmente para os cálculos,
e a definição dos dois sistemas, foram publicados por Soares-Pinto & Morgado,
e podem ser encontrados em [64, 65].

3.1
Definição do modelo para o cálculo da distribuição de probabilidade
estacionária

O modelo que vamos utilizar para aplicar o método é o de uma partícula
Browniana sujeita a um potencial harmônico e uma força de amortecimento
proporcional à velocidade v(t). Sobre a partícula também atua uma força
estocástica representada na equação pelo ruído colorido Gaussiano η(t) [66].
É assumido que a transformada de Laplace de η(t) possa ser calculada [13].
Neste modelo, o reservatório térmico é representado implicitamente por η(t).
A equação que descreve a evolução temporal do sistema é

mv̇(t) = −γv(t)− kx(t) + η(t). (3-1)
Na qual v(t) = ẋ(t), k é a constante elástica de uma mola e γ é o coeficiente
de fricção. Os termos v(0) = v0 e x(0) = x0 são as condições iniciais para o
sistema no equilíbrio.

Utilizando a definição de ẋ(t), podemos expressar x(t) = x0 +
∫ t
0 v(t′)dt′.

Substituindo x(t) na Eq. 3-1, obtemos

mv(t) = mv0 − γ
∫ t

0
v(t′)dt′ − kx0t− k

∫ t

0

∫ t′

0
v(t′′)dt′′dt′ +

∫ t

0
η(t′)dt′. (3-2)
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Tomando a transformada de Laplace de x(t) = x0 +
∫ t

0 v(t′)dt′ e da Eq.
3-2, obtemos as expressões da transformada de x(t) e v(t), como segue:

x̃(s) = A(s) +B(s)η̃(s) (3-3)
e

ṽ(s) = C(s) +D(s)η̃(s). (3-4)
Nas quais,

A(s) = (s+ β)x0 + v0

s(s+ β) + w2
0
, (3-5)

B(s) = m−1

s(s+ β) + w2
0
, (3-6)

C(s) = sv0 − w2
0x0

s(s+ β) + w2
0
, (3-7)

D(s) = m−1s

s(s+ β) + w2
0
, (3-8)

na qual w0 = k/m e β = γ/m. Os cálculos explícitos podem ser verificados no
apêndice B.1.

No âmbito dos teoremas ergódicos, vamos definir a distribuição de
probabilidade estacionária para o espaço de fase do sistema, considerando o
teorema ergódico de Birkhoff [67]. Para o modelo proposto, temos:

peq(x, v) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
dt p(x, v, t) = lim

T→∞

1
T

∫ T

0
dt〈δ[x−x(t)]δ[v−v(t)]〉, (3-9)

na qual a função p(•) é a densidade do espaço de fase definida na Eq. (2-44),
x(t) e v(t) são soluções da Eq. (3-2) e o valor esperado 〈•〉 é tomado sobre a
distribuição de η(t).

Façamos a substituição z = 1/T na Eq. (3-9). Para sistemas ergódicos
que satisfaçam a condição g(t → ∞) = lims→0 sg̃(s) = L, na qual g̃(s) é a
transformada de Laplace de g(t), o teorema do valor final nos permite escrever
[68]:

peq(x, v) = lim
z→0

z
∫ ∞

0
dt e−zt〈δ[x− x(t)]δ[v − v(t)]〉η. (3-10)

Ainda temos uma terceira abordagem para obtermos a distribuição
estacionária de p(x, v, t), que segue:

peq(x, v) = lim
t→∞

p(x, v, t). (3-11)
Esta última definição toma em consideração a característica de sistemas em
equilíbrio termodinâmico, ou seja, a descrição de estados estáticos destes
sistemas [21].

Para demonstrarmos algumas técnicas utilizadas no restante deste tra-
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balho, nesta seção vamos utilizar a identidade da Eq. (3-10). Assim, realizando
um procedimento similar ao demonstrado no apêndice B.2, podemos expressar
a evolução temporal da distribuição de probabilidade para a posição e veloci-
dade na forma:

p(x, v, t) = 〈δ[x− x(t)]δ[v − v(t)]〉η

= lim
ε→0

∞∑
m,n=0

1
m!

1
n!

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dQ

2π
dP

2π (−iQ)m(−iP )n eiQx+iP v ×

×
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

m∏
i=1

dqi
2π

n∏
j=1

dpj
2π e

∑m

f=1(iqf+ε) t+
∑n

h=1(iph+ε) t ×

×
〈

m∏
i=1

x̃(iqi + ε)
n∏
j=1

ṽ(ipj + ε)
〉
η

.

(3-12)

Substituindo o resultado da Eq. (3-12) na identidade definida na Eq. (3-
10), e realizando a integral sobre o tempo t, obtemos a distribuição estacionária
do espaço de fase:

p(x, v) = lim
z,ε→0

∞∑
l,m=0

1
m!

1
n!

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dQ

2π
dP

2π (−iQ)m(−iP )n eiQx+iP v ×

×
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

m∏
i=1

dqi
2π

n∏
j=1

dpj
2π

z

z − [∑m
f=1(iqf + ε) +∑n

h=1(iph + ε)] ×

×
〈

m∏
i=1

x̃(iqi + ε)
n∏
j=1

ṽ(ipj + ε)
〉
η

.

(3-13)

O último resultado pode fazer parecer que o cálculo da distribução de
probabilidade se tornou mais complicado, porém, as próximas considerações
irão demonstrar que as integrais da Eq. (3-13) serão reduzidas a somente
algumas contribuições não nulas.

3.1.1
Considerações sobre o ruído colorido η(t)

Para o nosso modelo, o processo estocástico conduzido pelo ruído colorido
Gaussiano η(t) é definido a seguir [66]:

〈η(t)〉 = 0, (3-14)

〈η(t)η(t′)〉 = D

2τ e
−|t−t′|

τ . (3-15)
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Na qual D e τ são constantes com unidade de tempo. Quando τ → 0, o ruído
η(t) é reduzido a um ruído branco.

Nós assumimos uma forma simples de dissipação, na qual o teorema de
flutuação-dissipação não se aplica [69]. Se o sistema está fora do equilíbrio,
esta consideração é válida e, portanto, o núcleo de memória de dissipação e as
propriedades do ruído podem ser consideradas independentes [70].

Devido à natureza Gaussiana do ruído η(t), o segundo cumulante é o
único cumulante não nulo [66]. Daí, pelo teorema de Wick, podemos escrever
[71]: 〈

l∏
i=1

η(ti)
〉

=
2 a 2∑
〈η(ti1)η(ti2)〉...〈η(til−1)η(til)〉, (3-16)

na qual ∑2 a 2 representa a soma sobre todas as possíveis combinações par a
par. Para l = 2p, teremos (2p)!

2pp! combinações dos pares de funções de η.
A transformada de Laplace do segundo cumulante é

〈η̃(iqi + ε)η̃(iqj + ε)〉 = Dτ

2 ((iqi + ε)τ + 1) ((iqj + ε)τ + 1) +

+ D

((iqi + iqj + 2ε)) ((iqi + ε)τ + 1) ((iqj + ε)τ + 1) .

(3-17)

Os cálculos realizados para obtenção da transformada de Laplace do ruído
podem ser conferidos no apêncice C.3. A Eq. (3-17) é reduzida ao ruído branco
quando τ → 0.

3.1.2
Irreversibilidade (z → 0)

O denominador em comum nos termos A(s), B(s), C(s) e D(s) das Eqs.
(3-3) e (3-4) é a relação de dispersão do oscilador harmônico amortecido. Os
polos são:

κ± = −β2 ± i
1
2

√
4w2

0 − β2, (3-18)

na qual é assumido que 4w2
0 − β2 > 0. É possível observar que, diferentemente

de B(s) e D(s), os termos A(s) e C(s) possuem informações relacionadas às
condições iniciais. Por outro lado, B(s) e D(s) estão relacionadas com a parte
estocástica da dinâmica do modelo. Logo, o sistema conservará a memória das
condições inicias na medida que os termos A(s) e C(s) contribuam para o
resultado final.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



Capítulo 3. Modelo Fourier-Laplace 40

A distribuição de equilíbrio (estacionária) da Eq. (3-13) corresponde a
uma soma de infinitos produtos de funções polinomiais com os polos dados
pela Eq. (3-18). Vamos denominar o único termo propagador que contém o
efeito do tempo de G(z), expresso a seguir:

G(z) = z

z − [∑m
f=1(iqf + ε) +∑n

h=1(iph + ε)] . (3-19)

Figura 3.1: Caminho da integração para as variáveis p e q.

Para facilitar os cálculos, vamos agora analisar as propriedades do
propagador G(z). Ao calcularmos as integrais das variáveis qi e pj, escolhendo
o caminho superior da Figura 3.1, os polos associados ao propagador (qi =
−∑m

f=1,f 6=i(qf−iε) −
∑n
h=1(ph−iε)−iz e pj = −∑m

f=1(qf−iε) −
∑n
h=1,h6=j(ph−

iε) − iz) ficam foram do contorno de integração. Portanto, estes polos não
contribuem para os cálculos dos resíduos. Contudo, ao calcularmos os resíduos
não nulos dos polos dentro do contorno (Eq. (3-18)), os valores associados a
estes polos são adicionados ao denominador de G(z). Daí surge a relevância de
analisarmos o limite z → 0 de G(z).

Quando o denominador do propagador G(z) é diferente de zero, temos
limz→0G(z) = 0. Todavia, quando a soma das variáveis qi e pj é eliminada
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do denominador, o único valor resultante do limite será limz→0G(z) = 1 e as
integrais contribuirão para o cálculo.

Os termos A(s) e C(s) não possuem relação com o ruído η(t). Logo, os
resíduos associados a eles serão calculados ao redor dos polos da relação de
dispersão expressados na Eq. (3-18). Ao procedermos deste modo, os valores
dos polos qi e pj serão adicionados ao denominador de G(z). Ao final das
integrações sobre os polos de A(s) e C(s), um valor não nulo será obtido da
soma i(q1 +q2 + ...+qm+p1 +p2 + ...+pn)+(m+n)ε. Então, quando aplicarmos
o limite z → 0, este procedimento resultará em nenhuma contribuição para o
cálculo.

Assim, podemos concluir que este é o modo no qual a irreversibilidade
se manifesta matematicamente na direção do equilíbrio termodinâmico: a
memória das condições iniciais é perdida ao realizarmos as transformadas de
Laplace inversas.

3.1.3
Integrais relevantes

Levando em consideração a análise das duas últimas seções, podemos
concluir que as únicas integrais que contribuem para o resultado final são as
que possuem os termos B(s)B(s), D(s)D(s) e B(s)D(s). Vamos expressar
somente os resultados após os cálculos dos resíduos. Uma demonstração de
como os cálculos são realizados pode ser conferida no apêndice (B.3).

3.1.3.1
Contribuição de B(s)B(s)

Substituindo x̃(s) e ṽ(s) na Eq. (3-13), a contribuição típica para a
distribuição de equilíbrio dada pela posição é calculada integrando sobre o
contorno da Figura 3.1 e é expressa na forma:

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dqi
2π

dqj
2π

z

z − i(qi + qj + �)B(iqi + ε)B(iqj + ε)〈η(iqi + ε)η(iqj + ε)〉 =

= z

z − i�
D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
m2

kγ
− τ 2γ

k
+ τ 2m

γ
+ τ 3

)
. (3-20)

O símbolo � respresenta todos os termos que não estão sob integração.
Ao final do cálculo de todos os resíduos, ele será nulo. De acordo com a Eq.
(3-16), a contribuição do termo B(s)B(s) é a soma das combinações 2 a 2 que
podemos formar. Assim, para m = 2θ, temos:
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(2θ)!
2θθ!

[
D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
m2

kγ
− τ 2γ

k
+ τ 2m

γ
+ τ 3

)]θ
. (3-21)

3.1.3.2
Contribuição de D(s)D(s)

De modo similar ao termo B(s)B(s), podemos expressar a contribuição
de D(s)D(s) na forma:

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dpi
2π

dpj
2π

z

z − i(pi + pj + �)D(ipi + ε)D(ipj + ε)〈η(ipi + ε)η(ipj + ε)〉 =

= z

z − i�
−D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
−m
γ
− τ 2k

γ
+ τ

)
. (3-22)

Assim, quando z → 0, a contribuição das médias da velocidade para a
distribuição de probabilidade é dada por:

(2α)!
2αα!

[
−D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
−m
γ
− τ 2k

γ
+ τ

)]α
, (3-23)

para n = 2α.

3.1.3.3
Contribuição de B(s)D(s)

Por último, a contribuição cruzada da posição e velocidade pode ser
expressa na seguinte forma:

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dqi
2π

dpj
2π

z

z − i(qi + pj + �)B(iqi + ε)D(ipj + ε)〈η(iqi + ε)η(ipj + ε)〉 =

= z

z − i�

∫ ∞
−∞

dpj
2π

m−2Dpj
(pj + iκ+)(pj + iκ−)(pj − iκ+)(pj − iκ−) = 0. (3-24)

A última integral é nula por causa do polinônimo de potência ímpar no
numerador. Podemos interpretar esta nulidade pela falta de relação entre a
energia cinética e a energia potencial do sistema no equilíbrio. Um exemplo
do contrário seria uma partícula sob a ação de um potencial magnético, pois
neste caso existe uma relação entre o momento da partícula e o potencial no
qual está submetida. Fora do equilíbrio, este termo da distribuição não é nulo.
Uma amostra de como se dá esta relação pode ser conferida de forma exata
em [72]. Como o termo cruzado não contribui para a distribuição, podemos
expressar esta última como o produto do termo da posição e da velocidade:
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peq(x, v) = peq(x)peq(v). (3-25)

3.1.4
Distribuição de probabilidade para a posição e velocidade no equilíbrio
termodinâmico

Coletando os resultados obtidos das integrais relevantes para a composi-
ção da distribuição de probabilidade, podemos construir a seguinte expressão
para a Eq. 3-13:

peq(x, v) =
∞∑
θ=0

∞∑
α=0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dQ

2π
dP

2π e
iQx+iPv ×

× (−iQ)2θ

2θ!
(2θ)!
2θθ!

[
D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
m2

kγ
− τ 2γ

k
+ τ 2m

γ
+ τ 3

)]θ
×

× (−iP )2α

2α!
(2α)!
2αα!

[
D

2(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

(
m

γ
+ τ 2k

γ
− τ

)]α

=
∫ ∞
−∞

dQ

2π exp
[
iQx− DQ2

4(m+ kτ 2)2 − 2τ 2γ2

(
m2

kγ
− τ 2γ

k
+ τ 2m

γ
+ τ 3

)]
×

× dP

2π exp
[
iPv − DP 2

4(m+ kτ 2)2 − 2τ 2γ2

(
m

γ
+ τ 2k

γ
− τ

)]

=
√√√√ (m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

πD
(
m2

kγ
− τ2γ

k
+ τ2m

γ
+ τ 3

) exp
−m2[(1 + τ 2ω2

0)2 − τ 2β2]x2

D
(
m2

kγ
− τ2γ

k
+ τ2m

γ
+ τ 3

)
×

×
√√√√(m+ kτ 2)2 − τ 2γ2

πD
(
m
γ

+ τ2k
γ
− τ

) exp
−m2[(1 + τ 2ω2

0)2 − τ 2β2]v2

D
(
m
γ

+ τ2k
γ
− τ

)
 . (3-26)

A Eq.3-26 é a distribuição estacionária analítica no equilíbrio para a
posição e a velocidade da partícula Browniana do sistema modelado. Quando
τ → 0, temos a distribuição para a partícula quando esta está submetida a um
ruído branco. Assim, podemos expressar:

peq(x, v) =
√
kγ

πD
exp

[
−kγ
D
x2
]√

mγ

πD
exp

[
−mγ
D
v2
]
. (3-27)

3.1.5
Resumo das estapas do método

Por fim, podemos resumir a técnica para a obtenção da distribuição de
probabilidade estacionária nos seguintes passos:

– calcular a transformada de Laplace da equação de Langevin e obter x̃(s)
e ṽ(s);

– expressar a transformada de Laplace da distribuição da Eq. (3-9);
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– eliminar os termos nulos quando z → 0⇔ t→∞;

– calcular as integrais dos termos remanescentes e obter a distribuição de
equilíbrio.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho no próximo capítulo, o cálculo
da distribuição de probabilidade para a posição e velocidade é útil, em especial,
para obter a distribuição para as condições iniciais. Na próxima seção, vamos
exemplificar o uso da IJ para calibrar a função geradora de probabilidade do
trabalho de um modelo de sistema microscópico diferente do descrito nesta
seção.

3.2
Função geradora de probabilidade para o trabalho de um sistema micros-
cópico fora do equilíbrio

O modelo estudado consiste de uma partícula Browniana de massa m,
sob a ação de um potencial harmônico k, em contato com um reservatório
térmico à temperatura T e submetida a um coeficiente de fricção γ. De forma
semelhante ao modelo ilustrado na Figura 2.1, uma extremidade de uma mola
externa (k′) é fixada à partícula, e a outra extremidade é empurrada a uma
taxa definida pelo protocolo L(t), movendo-se ao redor de xmola = L(t). A
interação entre o reservatório e a partícula é representada pelo ruído η(t). O
trabalho externo realizado sobre o sistema é o produto da força aplicada à
extremidade móvel da mola k′ pelo seu deslocamento dL.

A equação de Langevin que descreve o modelo é a seguinte:

mv̇(t) = −γv(t)− kx(t)− k′(x(t)− L(t)) + η(t), (3-28)
na qual o protocolo do trabalho tem a forma

L(t) = L0(1− e− t
λ ). (3-29)

A força estocástica η(t) é um ruído branco Gaussiano. Portanto, o
segundo cumulante é o único não nulo, e sua transformada de Laplace é
expressa a seguir:

η(s1)η(s2) = 2γT
s1 + s2

. (3-30)

O processo pelo qual o sistema evolui percorre os seguintes passos:

– o processo começa no tempo t = 0 com o sistema inicialmente em
equilíbrio térmico com o reservatório à temperatura T ;

– as condições iniciais da posição e velocidade são obtidas de acordo com
a distribuição canônica à temperatura T , com L(t = 0) = 0;
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– em seguida, a extremidade externa da mola é movida de acordo com o
protocolo L(t), de t = 0 até t = τ . A constante λ tem unidade de tempo
e, portanto, pode assumir qualquer valor positivo (λ → ∞ corresponde
a um processo reversível);

– o processo se encerra em t = τ , podendo ser estendido para o limite
τ →∞ (equilíbrio termodinâmico).

A técnica para a obtenção da distribuição de probabilidade, da posição
e velocidade, estudada na última seção, será utilizada de forma implícita para
obter a função geradora do trabalho. Estas duas abordagens serão úteis para
os procedimentos sobre o modelo proposto no quarto capítulo deste trabalho.

3.2.1
Função geradora de probabilidade para o trabalho externo

A função trabalho, que mede o trabalho realizado sobre o sistema no
período 0 < t < τ , é dada por:

Wτ =
∫ τ

0
Fext dL = −k′

∫ τ

0
dt
dL

dt
(x(t)− L(t))

= ∆U − k′
∫ τ

0
dt
dL

dt
x(t). (3-31)

Na qual, Fext = −k′(x(t) − L(t)) e ∆U = k′L
2(τ)
2 . A relação entre a taxa

de variação do protocolo L(t) e a posição x(t) que dá origem ao trabalho
irreversível.

Devido ao caráter linear da Eq. (3-28), a solução exata para x(t) é a
soma da solução homogênea xh(t), particular xp(t) e da fonte xη(t), isto é,
x(t) = xh(t) + xp(t)xη(t). Logo, podemos expressar a função do trabalho na
forma:

Wτ = ∆U − k′
∫ τ

0
dt
dL

dt
(xh(t) + xp(t) + xη(t)).

= ∆U + ∆W τ
h + ∆W τ

p + ∆W τ
η (3-32)

Utilizando o método de função de Green e as técnicas usuais de equações
diferenciais, podemos encontrar as soluções para x(t) [73, 74]. Não vamos
nos estender nestes procedimentos para xh e xp, visto que são soluções
relativamente diretas, e expressaremos suas contribuição para o trabalho
implicitamente:

∆W τ
h+p = ∆W τ

h + ∆W τ
p = Cτ

1x0 + Cτ
2 v0 + ∆W τ

p , (3-33)
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na qual salientamos a relação de ∆W τ
h com as condições iniciais da posição e

velocidade, x0 e v0 respectivamente.
A fim de construirmos a função geradora de probabilidade para o trabalho

externo, precisamos tomar o valor esperado sobre o ruído térmico (daqui até
o fim do trabalho representado por 〈•〉) e sobre as condições inicias (daqui
até o fim do trabalho representado por •̄). A expressão nesta forma facilitará
para a calibragem pela IJ, como é demonstrado mais adiante. Assim, a função
geradora toma a forma:

F(u) =
∞∑
n=0

(−iu)n
n! 〈W n

τ 〉 =
∞∑
n=0

(−iu)n
n!

〈(
∆U + ∆W τ

h + ∆W τ
p + ∆W τ

η

)n〉
= exp

[
−iu(∆U +W τ

p )
] ∞∑
n=0

(−iu)n
n! 〈(∆W τ

h )n〉
∞∑
n=0

(−iu)n
n!

〈(
∆W τ

η

)n〉
.

(3-34)

A solução para xη(t) é obtida pela contribuição da fonte na solução por
função de Green, a saber [75, 65]:

xη(t) =
∫ t

0
dt′

2 exp[−θ(t− t′)/2]
m
√

4ω2 − θ2
sen

(√
4ω2 − θ2(t− t′)

2

)
η(t′), (3-35)

na qual θ = γ/m e ω2 = k+k′
m

. Assim, a contribuição do termo do ruído para o
trabalho realizado sobre o sistema é expresso da seguinte forma:

W τ
η = −k′

∫ τ

0
dt
dL

dt
xη(t)

= −k′
∫ τ

0
dt
L0

λ
e−t/λ

∫ t

0
dt′

2 exp[−θ(t− t′)/2]
m
√

4ω2 − θ2
sen

(√
4ω2 − θ2(t− t′)

2

)
η(t′)

(3-36)

Como já feito na última seção, vamos expressar o termo do ruído
utilizando a transformada de Laplace como elemento central, de modo que:

η(t) =
∫ ∞

0
δ(t− t1)η(t1)dt1 = lim

α→0+

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

dq1

2π e
(iq1+α)(t−t1)η(t1)dt1

= lim
α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π e
(iq1+α)tη̃(iq1 + α). (3-37)

Substituindo a Eq. (3-37) na Eq. (3-36), obtemos:
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W τ
η = −2L0k

′

mλ
lim
α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π η̃(iq1 + α)×

×
∫ τ

0
dt
∫ t

0
dt′
e(iq1+α)t′−t/λ−θ(t−t′)/2
√

4ω2 − θ2
sen

(√
4ω2 − θ2(t− t′)

2

)
.

(3-38)

O argumento da última linha da Eq. (3-38) é integrável sobre t e t′ e
pode ser expresso como a soma a seguir:

W τ
η = − lim

α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π η̃(iq1 + α)
[
W τ
η1(iq1 + α) +W τ

η2(iq1 + α)W τ
η3(iq1 + α)W τ

η4(iq1 + α)
]
.

(3-39)

Na qual,

W τ
η1(s) = k′L0

m(θs+ s2 + ω2)(sλ− 1)e
τ(sλ−1)/λ, (3-40)

W τ
η2(s) = − k′L0λ

2

m(sλ− 1)(θλ+ 1 + ω2λ2) , (3-41)

W τ
η3(s) = − (−θλs− θ2λ+ 2λω2 − 2s− θ)k′L0

m
√

4ω2 − θ2(θs+ s2 + ω2)(θλ+ 1 + ω2λ2)
e−τ(2+θλ)/2λSen

(
τ
√

4ω2 − θ2

2

)
,

(3-42)

W τ
η4(s) = (sλ+ θλ+ 1)k′L0

m(θs+ s2 + ω2)(θλ+ 1 + ω2λ2)e
−τ(2+θλ)/2λCos

(
τ
√

4ω2 − θ2

2

)
.

(3-43)

Para calcularmos os momentos
〈(

∆W τ
η

)n〉
do trabalho, devemos nos

atentar às características da distribuição Gaussiana η(t). Daí se conclui que
todos os momentos ímpares serão nulos, e os momentos pares remanescentes
são produtos do tipo

〈
W τ
ηW

τ
η

〉
. A integral típica a ser calculada é:

Iij = lim
α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π

∫ ∞
−∞

dq2

2π 〈η̃(iq1 + α)η̃(iq2 + α)〉W τ
ηi(iq1 + α)W τ

ηj(iq2 + α)

= lim
α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π

∫ ∞
−∞

dq2

2π
2γT

iq1 + iq2 + 2εW
τ
ηi(iq1 + α)W τ

ηj(iq2 + α). (3-44)

A susbstituição da última linha é devido à expressão do segundo cumulante de
η(t) dado na Eq. (3-30).

Das dez combinações sem repetições possíveis para a integral Iij, apenas
os termos I11,I12 e I22 não são nulos. Assim, o valor esperado dos momentos
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do trabalho
〈(

∆W τ
η

)n〉
são as combinações 2 a 2 que podem ser feitas com a

soma das integrais Iij, como segue:〈(
∆W τ

η

)2m
〉

= (2m)!
m!2m (I11 + 2I12 + I22)m, (3-45)

na qual n = 2m.
Assim, por notadamente ∆W τ

η não depender das condições iniciais,
podemos escrever:

∞∑
n=0

(−iu)n
n!

〈(
∆W τ

η

)n〉
= exp

[
−u2 I11 + 2I12 + I22

2

]
. (3-46)

Para calcularmos o termo 〈(∆W τ
h )n〉 = 〈(Cτ

1x0 + Cτ
2 v0)n〉, devemos

considerar as caracterísiticas da distribuição canônica das condições iniciais.
Como a função de partição canônica no equilíbrio é dada por

Z =
∫ ∞
−∞

dpdx

~
e−βH(x,p), (3-47)

na qual βH(x, p) = 1
2T

(
(mv)2

m
+ kx2 + k′(x− L)2

)
, a distribuição de proba-

bilidade para as condições iniciais também possui características Gaussianas.
Logo, os únicos termos relevantes são:

〈(∆W τ
h )n〉 = (2m)!

m!2m
[
(Cτ

1 )2(x0)2 + (Cτ
2 )2(v0)2

]
, (3-48)

na qual (x0)2 = T
mω2 , (v0)2 = T

m
e n = 2m. Por notadamente ∆W τ

h não
depender do ruído η(t) e os termos cruzados não contribuirem no equilíbrio,
podemos escrever:

∞∑
n=0

(−iu)n
n! 〈(∆W τ

h )n〉 = exp
[
−u2 (Cτ

1 )2(x0)2 + (Cτ
2 )2(v0)2

2

]
. (3-49)

Finalmente, substituindo os resultados das Eqs. (3-46) e (3-49) na Eq.(3-
34), obtemos a função geradora de probabilidade para o trabalho realizado
sobre o sistema:

F(u) = exp
[
−iu(∆U +W τ

p )− u2 I11 + 2I12 + I22

2 − u2 (Cτ
1 )2(x0)2 + (Cτ

2 )2(v0)2

2

]
.

(3-50)

Os termos omitidos não interferem na descrição do método utilizado e
podem ser verificados em [65].
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3.2.2
Igualdade de Jarzynski

Tomando a definição da energia livre de Helmholtz da Eq. (2-12) e
substituindo a função de partição da Eq. (3-47), a energia livre do sistema
é obtida e expressa na forma:

F =
(

kk′

k + k′

)
L2

2 − T ln
(

2πT
h̄

√
m

k + k′

)
, (3-51)

na qual L é a extensão total da mola e, via teorema da equipartição, T é a soma
da contribuição da energia cinética e energia potencial elástica no equilíbrio
[26].

Após algum algebrismo, substituindo u = −i/T na Eq. (3-50), é verifi-
cada a IJ para o sistema, de forma que:

F
(
− i

T

)
=
〈

exp
(
−Wτ

T

)〉
= exp

(
−∆F

T

)
, (3-52)

na qual ∆F =
(
kk′

k+k′
)
L2(τ)

2 e L(t = 0) = 0.
Mantendo T constante, o trabalho reversível Wr e a energia livre ∆F

possuem valores idênticos. Logo,

Wr = ∆F =
(

kk′

k + k′

)
L2

2 . (3-53)

Por fim, podemos expressar o trabalho dissipativo Wd = Wτ − Wr

como a integral das flutuações ao redor da posição instantânea de equilíbrio
xeq = k′

k+k′L(t), como segue:

Wd = −k′
∫ τ

0
dt
dL

dt

(
x(t)− k′

k + k′
L(t)

)
. (3-54)

As técnicas apresentadas neste capítulo já estão bem consolidadas na
literatura. São procedimentos muito úteis para a obtenção da solução de
alguns tipos de equações diferenciais estocásticas. Em especial, essas técnicas
se mostraram adequadas para o desenvolvimento do trabalho original desta
tese, que pode ser conferido no próximo capítulo.
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4
Modelo não markoviano linear e não linear

No primeiro capítulo deste trabalho, descrevemos como podemos obter
informações de sistemas microscópicos em não-equilíbrio utilizando a igualdade
de Jarzynski [8]:

〈exp(−βW )〉 = exp(−β∆F ). (4-1)

A validade dessa relação tem sido amplamente verificada para sistemas
determinísticos e markovianos [18, 76, 61]. Propomos neste capítulo um modelo
não markoviano linear estocástico, cuja calibração é feita pela IJ. Além disso,
calculamos a produção de entropia fora do equilíbrio para o sistema modelado.
Também, apresentamos os resultados da simulação para o modelo não-linear
deste sistema. Por último, derivamos um resultado interessante para o trabalho
dissipado a partir da IJ.

4.1
O modelo não linear

O movimento browniano é um dos mais fundamentais exemplos de
propriedadades de transporte que surgem de flutuações próximas do equilíbrio
termodinâmico. Contudo, a teoria do movimento browniano de Einstein é
um processo tipicamente markoviano. A escala de tempo de dissipação da
energia de uma colisão da partícula browniana com as partículas do ambiente
é muito maior que o tempo entre duas colisões. Essa característica é que
confere ao movimento browniano o perfil randômico, pois, em uma escala
de tempo muito maior que a escala de tempo de dissipação da energia das
colisões, o movimento da partícula browniana aparenta ser markoviano [77].
Essa abordagem é limitada à análise de somente uma fração dos problemas de
flutuações que enfrentamos. Em outras palavras, frequentemente, a partícula,
cujo comportamento estamos descrevendo, possui massa similar à massa das
partículas do ambiente. Esta propriedade induz uma dinâmica não markoviana
ao sistema.

Neste capítulo, propomos um modelo que contemple alguns casos analiti-
camente solúveis. Apesar de ser similar na abordagem feita em [65], ele contém
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características que induzem o comportamento não markoviano do sistema. Tais
características serão melhor definidas mais adiante. A equação diferencial de
Langevin, a qual descreve a evolução temporal do nosso sistema, é definida na
forma:

mv̇(t) = −Υ(t)− k1x(t)− k2[x(t)− L(t)]− k3x
3(t) + ξ(t), (4-2)

x(t) = x0 +
∫ t

0
v(t′)dt′, (4-3)

L(t) = L0(1− e− t
λ ), (4-4)

Υ(t) =
∫ t

0
dt′φ(t− t′)v(t′). (4-5)

Na qual ξ(t) é um ruído Gaussiano caracterizado por

〈ξ(t)〉 = 0, (4-6)

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = γT

τ
e−
|t−t′|
τ , (4-7)

φ(t− t′) = 〈ξ(t)ξ(t′)〉
T

. (4-8)

A Eq. (4-2) pode ser vista como uma Equação Generalizada de Langevin [78],
na qual a partícula está submetida a um potencial de acordo com a expressão:

U(x) = k1

2 x
2 + k2

2 [x− L]2 + k3

4 x
4. (4-9)

Diferentemente do modelo contido em [65], o último termo é um potencial
generalizado, no sentido de que já não se trata mais de um potencial harmônico,
substituído neste trabalho por um potencial não harmônico. O segundo termo
(k2) pode ser visto como uma mola externa fixada a uma extremidade da
partícula, que se move em torno do ponto de equilíbrio, enquanto a outra
extremidade é puxada com uma taxa definida pelo protocolo L(t). Já o primeiro
termo é definido como o potencial intrínseco da partícula que está sob a análise.

O ruído gaussiano ξ(t) e a dissipação Υ(t, t′) são as componentes esto-
cásticas associadas ao efeito das colisões da partícula com a vizinhança [77].
Estas componentes que induzem a randomicidade no nosso modelo. A função
de correlação temporal de ξ(t) é aproximada pela Eq. (4-7). O efeito das co-
lisões, entre o banho térmico e a partícula browniana, se manifestam em ξ(t)
e φ(t− t′), causando uma dinâmica intrinsicamente não-Markoviana. As cons-
tantes γ, τ e T são o coeficiente de fricção, uma constante com dimensão de
tempo, que pode ser escolhida sem perda de generalidade, e a temperatura do
banho térmico (ambiente), respectivamente.

Por conveniência, vamos expressar o termo espacial da força cúbica
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k3x
3(t) da seguinte forma:

k3x
3(t) = k3 lim

α→0+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dq1

2π
dq2

2π
dq3

2π e
(iq1+iq2+iq3+3α)t ×

× x̃(iq1 + α)x̃(iq2 + α)x̃(iq3 + α). (4-10)

Na qual q1, q2, q3 ∈ R∗+ . Esta forma de representar o termo cúbico é mais
adequada ao modo que vamos atacar o problema. Isto ficará mais evidente
quando calcularmos a solução da equação de Langevin. A dedução completa
dessa expressão pode ser verificada no apêndice C.1.

Aplicando a transformada de Laplace à equação e evidenciando x̃(s),
encontramos a solução geral da Eq. (4-2) a seguir:

x̃(s) = x0 (γ +ms2τ +ms) + v0(msτ +m)
R(s) +

+ ξ(s)(sτ + 1)
R(s) + k2L0(sτ + 1)

s(λs+ 1)R(s) −

− k3
limα→0+

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

x̃(iq1+α)x̃(iq2+α)x̃(iq3+α)
s−(iq1+iq2+iq3+3α) (sτ + 1)

R(s) .

(4-11)

Na qual

R(s) = (sτ + 1)
(
k1 + k2 +ms2

)
+ γs. (4-12)

As raízes κ1, κ2 e κ3 de R(s) existem e podem ser encontradas de forma
analítica.

Ainda, podemos expressar a energia do sistema através da seguinte
Hamiltoniana:

H = mv2

2 + k1x
2

2 + k2

2 (x− L)2 + k3x
4

4 . (4-13)
O último procedimento desta seção será derivar a expressão da primeira

lei da termodinâmica (Eq. (2-3)) para a Eq. (4-2). Para isto, vamos multiplicar
esta última por v(t), e deixar em evidência os termos não relacionados com o
trabalho externo e o ruído térmico, resultando na expressão:

(
mv̇(t) + k1x(t) + k3x

3(t)
)
v(t) = −Υ(t)v(t) + ξ(t)v(t)− k2[x(t)− L(t)]v(t)
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d

dt

(
mv2(t)

2 + k1x
2(t)
2 + k3x

4(t)
4

)
= dQ(t)

dt
− d

dt

(
k2

2 [x(t)− L(t)]2
)
− k2[x(t)− L(t)]dL(t)

dt

d

dt

(
mv2(t)

2 + k1x
2(t)
2 + k3x

4(t)
4 + k2

2 [x(t)− L(t)]2
)

= dQ(t)
dt
− k2[x(t)− L(t)]dL(t)

dt

dU(t)
dt

= dQ(t)
dt

+ dW (t)
dt

. (4-14)

Na qual

dU(t)
dt

= d

dt

(
mv2(t)

2 + k1x
2(t)
2 + k3x

4(t)
4 + k2

2 [x(t)− L(t)]2
)
, (4-15)

dQ(t)
dt

= −Υ(t)v(t) + ξ(t)v(t) (4-16)
e dW (t)

dt
= −k2[x(t)− L(t)]dL(t)

dt
(4-17)

são o fluxo da energia interna, o fluxo do calor e o fluxo do trabalho para o
sistema de interesse, respectivamente. Esta conclusão segue de forma similar
à interpretação da Eq. (2-15) do primeiro capítulo: se não houvesse a ação
do protocolo, teríamos somente a contribuição do termo do fluxo do calor na
Eq. (4-14). O protocolo L(t) representa uma maneira ordenada e controlada
do sistema de interesse trocar energia, por meio do trabalho, com o sistema
externo.

4.1.1
Etapas do processo termodinâmico

As etapas do processo termodinâmico são as mesmas utilizadas para
a obtenção da função geradora do trabalho, no capítulo anterior. Vamos
relembrá-las: partindo do equilíbrio termodinâmico, os seguintes passos do
processo são seguidos:

– O processo começa em t = 0, com L = 0;
– O sistema está em equilíbrio com um reservatório à temperatura T ,
e suas condições iniciais (x0,v0) são obtidas através da distribuição de
Boltzmann-Gibbs (L = 0);

– No tempo t = 0+ uma força externa é aplicada, causando um desloca-
mento descrito pelo protocolo L(t) = L0(1−e−t/λ), e realiza um trabalho
W sobre o sistema até o instante t = τ . (O formato do protocolo L(t)
pode ser escolhido sem perda de generalidade, de modo que é possí-
vel substituí-lo por formas mais complexas. A forma do ruído branco é
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recuperada quando τ → 0, e podemos também estabelecer a condição
τ →∞);

– O processo termodinâmico descrito nos ítens anteriores é repetido di-
versas vezes, medindo-se o trabalho W para cada iteração, e a média
〈exp(−βW )〉 é calculada sobre o ensemble;

– A energia livre é calculada para os pontos de equilíbrio, nos quais
∆F = F (t = τ)− F (t = 0).

4.1.2
Cumulantes do trabalho W

O trabalho externo realizado pelo sistema é dado por

Wθ = −k2

∫ θ

0
dt
dL

dt
(x(t)− L(t)),

Wθ = −k2

(∫ θ

0
dt
dL

dt
x(t)−

∫ θ

0
dt
dL

dt
L(t)

)
,

Wθ = −k2

∫ θ

0
dt
dL

dt
x(t) + k2

L2
θ

2 ,

Wθ = Iθ + ∆U, (4-18)

(4-19)

no qual

Iθ = −k2

∫ θ

0
dt
dL

dt
x(t), (4-20)

∆U = k2
L2
θ

2 . (4-21)

O trabalho é o produto da força externa dependente do tempo, aplicada
à extremidade móvel da mola k2, pelo deslocamento espacial dL [65]. Por
meio do protocolo L(t) é possível ajustar a troca de trabalho W e entropia
S com o ambiente. O protocolo utilizado é equivalente a outros já utilizados
em abordagens similares [79].

Para obtermos os cumulantes do trabalhoWθ, vamos reescrever a integral
Iθ deste modo:
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Iθ = −k2

∫ θ

0
dt
dL

dt
x(t)

Iθ = −k2L0

λ

∫ θ

0
dt e−

t
λ

∫ ∞
0

dt1 δ(t− t1)x(t1)

Iθ = −k2L0

2πλ

∫ θ

0
dt e−

t
λ

∫ ∞
0

dt1

∫ ∞
−∞

dq1 e(iq1+ε)(t−t1)x(t1)

Iθ = −k2L0

2πλ

∫ θ

0
dt e−

t
λ

∫ ∞
−∞

dq1 e(iq1+ε)tx̃(iq1 + ε)

Iθ = k2L0

2πλ

∫ ∞
−∞

dq1
e−θ(

1
λ
−iq1−ε) − 1

1
λ
− iq1 − ε

x̃(iq1 + ε). (4-22)

Assim, utilizando a Eq. (4-22), podemos facilmente escrever a função geradora
de probabilidade (FGP) e a função geradora de cumulantes (FGC) do trabalho
W , que são expressas respectivamente na forma

G(u) ≡
〈
exp[−iuWθ]

〉
=
∞∑
n=1

(−iu)n
n!

〈
W n
θ

〉
= e−iu∆U

∞∑
n=0

(−iu)n
n!

〈
Inθ
〉
,(4-23)

lnG(u) = ln
〈
exp[−iuWθ]

〉
= −iu∆U +

∞∑
n=1

(−iu)n
n!

〈
Inθ
〉
. (4-24)

No qual o valor esperado 〈•〉 é tomado sobre o ruído térmico ξ(t), o qual
corresponde a todos os caminhos fora do equilíbrio possíveis para a partícula
Browniana. Já a média • é tomada sobre a função de distribuição de probabi-
lidade das condições iniciais (x0 e v0).

4.2
Caso linear (k3 = 0)

Nesta seção vamos considerar o caso linear, isto é, quando k3 = 0.
Primeiramente, vamos obter a função de distribuição de probabilidade das
condições iniciais. A distribuição de equilíbrio para a posição x é dada por

p(x, t) = 〈δ(x− x(t))〉ξ

= lim
ε→0

∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx
∫ ∞
−∞

m∏
i=1

dqi
2π e

∑m

j=1(iqj+ε) t
〈

m∏
i=1

x̃(iqi + ε)
〉
ξ

.

(4-25)

No qual 〈•〉ξ é o valor esperado tomado sobre o ruído térmico. Para obtermos
a solução estacionária, basta que tomemos t→∞ ou a média temporal sobre
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4-25.
Para o caso linear, podemos expressar x̃(s) na forma

x̃(s) = x0 (γ +ms2τ +ms) + v0(msτ +m)
R(s) + ξ(s)(sτ + 1)

R(s) +

+ k2L0(sτ + 1)
s(λs+ 1)R(s) . (4-26)

Substituindo a Eq. (4-26) na Eq. (4-25), e aplicando o limite t→∞, obtemos
a seguinte distribuição:

p(x) = lim
t→∞

p(x, t)

= lim
t→∞

lim
ε→0

∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx
∫ ∞
−∞

m∏
i=1

dqi
2π e

∑m

j=1(iqj+ε) t ×

× 1∏m
i=1 R(iqi + ε)

〈
m∏
i=1

(
x0
(
γ +m(iqi + ε)2τ +m(iqi + ε)

)
+

+ v0(m(iqi + ε)τ +m) + ((iqi + ε)τ + 1)ξ̃(iqi + ε) +

+ k2L0((iqi + ε)τ + 1)
(iqi + ε)(λ(iqi + ε) + 1)

)〉
ξ

. (4-27)

Na qual p(?) é a função de distribuição estacionária de probabilidade para o
caso linear (k3 = 0).

Devido à natureza gaussiana do ruído térmico, o valor esperado dos m
termos que não desaparecem são aqueles que atendem à condição m = 2n.
Então, podemos reescrever o argumento da média sobre o ruído na forma

∏n
i=1

[(
x0
(
γ +m(iqi + ε)2τ +m(iqi + ε)

)
+

+ v0(m(iqi + ε)τ +m) + k2L0((iqi + ε)τ + 1)
(iqi + ε)(λ(iqi + ε) + 1)

)
×

×
(
x0
(
γ +m(iqi+1 + ε)2τ +m(iqi+1 + ε)

)
+

+ v0(m(iqi+1 + ε)τ +m) + k2L0((iqi+1 + ε)τ + 1)
(iqi+1 + ε)(λ(iqi+1 + ε) + 1)

)
+

+ ((iqi + ε)τ + 1)((iqi+1 + ε)τ + 1)ξ̃(iqi + ε)ξ̃(iqi+1 + ε)
]
. (4-28)

Por escolhermos que o argumento do produtório seja um produto par a par, o
índice i só admite valores ímpares.

Os termos em 4-28 são associados 2 a 2. Desse modo, é necessário fazer
a contagem dos diversos acoplamentos possíveis para o argumento. Para este
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tipo de combinação o valor que deve ser utilizado é (2n)!
n!2n . Portanto, a integral

típica que deve ser calculada será

Iξξ = lim
t→∞

lim
ε→0

∫ ∞
∞

dq1

2π
dq2

2π
eiq1+iq1+2ε

R(iq1 + ε)R(iq2 + ε) ×

×
[(
x0
(
γ +m(iqi + ε)2τ +m(iqi + ε)

)
+

+ v0(m(iqi + ε)τ +m) + k2L0((iqi + ε)τ + 1)
(iqi + ε)(λ(iqi + ε) + 1)

)
×

×
(
x0
(
γ +m(iqi+1 + ε)2τ +m(iqi+1 + ε)

)
+

+ v0(m(iqi+1 + ε)τ +m) + k2L0((iqi+1 + ε)τ + 1)
(iqi+1 + ε)(λ(iqi+1 + ε) + 1)

)
+

+ ((iqi + ε)τ + 1)((iqi+1 + ε)τ + 1)ξ̃(iqi + ε)ξ̃(iqi+1 + ε)
]
. (4-29)

Após a realização da integral, considerando o segundo cumulante do
ruído, a distribuição estacionária obtida para a posição da partícula Browniana
será

p(x) =
∞∑
n=0

1
(2n)!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)2n eiQx
(2n)!
n! 2n I

n
ξξ

=
∫ ∞
−∞

dQ

2π eiQx
∞∑
n=0

1
n!

(
−Q

2

2 Iξξ

)n

=
∫ ∞
−∞

dQ

2π eiQx−
Q2
2 Iξξ

p(x) =

√
(k1 + k2)m

2πT e
− (k1+k2)

4T

(
x− k2L

k1+k2

)2

. (4-30)

Os cálculos da distribuição estacionária para a velocidade são similares
e, de forma análoga ao resultado da Eq. (3-25) do capítulo anterior, os termos
cruzados são nulos. Portanto, a distribuição para a posição e velocidade é o
produto de ambas as distribuições isoladamente. Assim, obtemos

p(x, v) =

√
(k1 + k2)m

2πT e
−mv

2
2T −

(k1+k2)
2T

(
x− k2L

k1+k2

)2

. (4-31)
Apesar da atuação do termo de memória, a distribução de probabilidade,

para a posição e velocidadde, é tipo Boltzmann-Gibbs no equilíbrio. Nas
próximas duas seções, utilizaremos a função de distribuição da Eq. (4-31) para
calcularmos o primeiro e o segundo cumulante do trabalho.
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4.2.1
Primeiro cumulante

〈
Iθ
〉

A fim de obtermos os cumulantes do trabalho W , precisamos calcular,
primeiramente, o cumulante da posição para o caso linear. Para isso, é preciso
encontrar a solução da seguinte integral:

〈
Iθ
〉

=
〈
k2L0

2πλ

∫ ∞
−∞

dq1
e−θ(

1
λ
−iq1−ε) − 1

1
λ
− iq1 − ε

x̃(iq1 + ε)
〉

〈
Iθ
〉

= k2L0

2πλ

∫ ∞
−∞

dq1
e−θ(

1
λ
−iq1−ε) − 1

1
λ
− iq1 − ε

〈
x̃(iq1 + ε)

〉
. (4-32)

A expressão para o primeiro cumulante da posição é obtido por:

〈
x̃(iq1 + ε)

〉
=

〈
ξ(iq1 + ε)((iq1 + ε)τ + 1)

R(iq1 + ε) + k2L0((iq1 + ε) τ + 1)
((iq1 + ε)(λ(iq1 + ε) + 1)R(iq1 + ε)

〉

= 〈ξ(iq1 + ε)〉 ((iq1 + ε)τ + 1)
R(iq1 + ε) + k2L0((iq1 + ε) τ + 1)

((iq1 + ε)(λ(iq1 + ε) + 1)R(iq1 + ε)

= k2L0((iq1 + ε) τ + 1)
((iq1 + ε)(λ(iq1 + ε) + 1)R(iq1 + ε) . (4-33)

Substituindo o resultado encontrado em 4-33 na Eq. (4-32), e calculando
a integral, obtemos o primeiro cumulante do trabalho W , que segue

〈
Iθ
〉

= −
k2

2L
2
0e
− θ
λ (κ1τ + 1)

(
eθκ1 − eθ/λ

)
mκ1 (κ1 − κ2) (κ1 − κ3) (κ2

1λ
2 − 1) −

−
k2

2L
2
0e
− θ
λ (κ2τ + 1)

(
eθκ2 − eθ/λ

)
mκ2 (κ2 − κ1) (κ2 − κ3) (κ2

2λ
2 − 1) −

−
k2

2L
2
0e
− θ
λ (κ3τ + 1)

(
eθκ3 − eθ/λ

)
mκ3 (κ3 − κ1) (κ3 − κ2) (κ2

3λ
2 − 1) −

−
λ2k2

2L
2
0e
− 2θ
λ

(
e

2θ
λ − 1

)
(λ− τ)

2m (κ1λ+ 1) (κ2λ+ 1) (κ3λ+ 1) +

+
k2

2L
2
0e
− θ
λ

(
eθ/λ − 1

)
mκ1κ2κ3

. (4-34)

4.2.2
Segundo cumulante

〈
I2
θ

〉
De modo similar ao cálculo do primeiro cumulante do trabalho W , o

segundo cumulante é obtido a partir da solução da seguinte integral:
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〈
I2
θ

〉
= k2

2L
2
0

4π2λ2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dq1dq2
e−θ(

1
λ
−iq1−ε) − 1

1
λ
− iq1 − ε

e−θ(
1
λ
−iq2−ε) − 1

1
λ
− iq2 − ε

〈
x̃(iq1 + ε)x̃(iq2 + ε)

〉
(4-35)

O segundo cumulante da posição é dado pela expressão:

〈
I2
θ

〉
= A1 + A2 + A3 + A4 + A5. (4-36)

Os termos Ai estão expressos no apêndice B.5 por causa da sua extensão.
Contudo, o procedimento é similar ao realizado para o primeiro cumulante:
primeiramente calculamos o termo

〈
x̃(iq1 + ε)x̃(iq2 + ε)

〉
, e substituimos o

resultado obtido na Eq. (4-35), calculamos a integral e obtemos o segundo
cumulante do trabalho W .

4.2.3
Igualdade de Jarzynski: caso linear

Devido às características da distribuição gaussiana ξ(t), somente o pri-
meiro e segundo cumulante não são nulos e contribuem para a FGC. Portanto,
substituindo

〈
Iθ
〉
e
〈
I2
θ

〉
na Eq. (4-24), após algumas manipulações algébricas,

obtemos:

lnG(u) = ln
〈
exp[−iuWθ]

〉
= −iu∆U − (iu)

〈
Iθ
〉

+ (−iu)2

2
〈
I2
θ

〉
. (4-37)

A IJ deve ocorrer quando u = − i
T
. Assim, temos

lnG(− i

T
) = ln

〈
exp

[−Wθ

T

]〉
= −k2L

2
θ

2T − 1
T

〈
Iθ
〉

+ 1
2T 2

〈
I2
θ

〉
. (4-38)

A variação da energia livre é dada por [65],

∆F = L2
θ

2
k1k2

k1 + k2
. (4-39)

E a Igualdade de Jarzynski é, então, escrita na forma

−k2L
2
θ

2T − 1
T

〈
Iθ
〉

+ 1
2T 2

〈
I2
θ

〉
= −L

2
θ

2T
k1k2

k1 + k2

−k2L
2
0(1− e− θλ )2

2T − 1
T

〈
Iθ
〉

+ 1
2T 2

〈
I2
θ

〉
= −L

2
0(1− e− θλ )2

2T
k1k2

k1 + k2
.

(4-40)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA



Capítulo 4. Modelo não markoviano linear e não linear 60

Na qual, após substituirmos
〈
Iθ
〉
e
〈
I2
θ

〉
, verificamos exatamente a Igualdade

de Jarzynski.

4.2.4
Produção de entropia

No segundo capítulo, apresentamos a conexão entre algumas técnicas
da teoria da informação e a análise da termodinâmica de sistemas fora do
equilíbrio. No contexto do nosso trabalho, vamos utilizar esta abordargem
para calcular os possíveis valores máximos para o trabalho proveniente de um
sistema submetido a um processo fora do equilíbrio.

Assim como nos modelos descritos anteriormente, vamos assumir que o
sistema de interesse está constantemente em contato com o reservatório térmico
à temperatura T . A entropia para o sistema fora do equilíbrio é dada pela Eq.
(2-40), e tomando kβ = 1, temos

S(t) = −
∫
dx dv p(x, v, t) ln p(x, v, t). (4-41)

Neste ensejo, a energia interna do sistema de interesse é definida pela seguinte
equação:

U(t) =
∫
dx dv ρ(x, v, t)H(x, v). (4-42)

Portanto, podemos expressar a energia livre de Helmholtz fora do equilíbrio
da seguinte forma:

F (t) = U(t)− T S(t). (4-43)
A variação da entropia do reservatório é dada pelo valor negativo do fluxo

de calor em direção ao sistema de interesse. Logo, podemos escrever:

∆SR(t) = − 1
T

∫ t

0
dt′ jQ(t′), (4-44)

na qual jQ(t′) é o fluxo de calor, definido na Eq. (4-16). Relembrando que o
fluxo pode ser obtido facilmente multiplicando a Eq. (4-2) por v(t), deixando
em evidência a taxa de variação temporal da energia mecânica, e é expresso a
seguir [80]:

jQ(t′) = ξ(t′) ẋ(t′)−
∫ t′

0
dt′′ φ(t′ − t′′) ẋ(t′′) ẋ(t′). (4-45)

Já a variação da entropia do sistema de interesse é dado pela integral

∆S(t) = −
∫
dx dv (p(x, v, t) ln p(x, v, t)− p(x, v, 0) ln p(x, v, 0)) . (4-46)

A variação da entropia total, para o sistema de interesse e reservatório
térmico combinados, é a soma dos dois respectivos termos da variação da
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entropia definidos anteriormente, notadamente como segue:

∆Stot = ∆S(t) + ∆SR(t). (4-47)
Relembrando a condição do caso linear (k3 = 0), vamos agora calcular de

forma exata a variação de entropia do modelo proposto. Para isso, começamos
expressando a Eq. (4-2) da seguinte forma:

m v̇(t) = −
∫ t

0
dt′ φ(t− t′) v(t′)− k1 x(t)− k2 [x(t)− L(t)] + ξ(t). (4-48)

No tempo inicial do protocolo L(t = 0) = 0, o sistema de interesse
está em equilíbrio térmico com o reservatório à temperatura T . Daí a dis-
tribuição de probabilidade para as condições iniciais admite a equivalência
p0(x0, v0) ≡ p(x0, v0, t = 0). Então, de acordo com a Eq. (4-31), a distribuição
de probabilidade para as condições iniciais tem características de uma distri-
buição gaussiana, descrita como segue:

p0(x0, v0) =

√
(k1 + k2)m

2 π T e−
mv2

0
2T −

(k1+k2) x2
0

2T . (4-49)

Devido à natureza linear da Eq. (4-48), podemos aplicar as ferramentas
de função de Green para calcular a solução da equação (de forma similar à
aplicação citada no capítulo anterior) [81, 65]. A solução é tomada em duas
partes: a solução particular (a qual tem a função estocástica ξ(t) e o protocolo
L(t) como os termos de fonte), e a solução homogênea (a qual depende das
condições iniciais x0 e v0). As duas soluções combinadas são expressas a seguir:

x(t) =
∫ t

0
dt′G(t− t′)

[
ξ(t′) + k2L(t′)

]
+ x0f(t) +mv0G(t), (4-50)

v(t) =
∫ t

0
dt′Ġ(t− t′)

[
ξ(t′) + k2L(t′)

]
+ x0ḟ(t) +mv0Ġ(t). (4-51)

Na qual a função de Green G(t) e a função auxiliar f(t) são definidas abaixo:

G(t) = lim
ε→0

∫ ∞
−∞

dq

2π
e(iq+ε)t

R(iq + ε) (4-52)

f(t) = lim
ε→0

∫ ∞
−∞

dq

2π
m (iq + ε) +mφ̃(iq + ε)

R(iq + ε) e(iq+ε)t. (4-53)
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O termo R(s) pode ser expresso de forma mais compacta como segue:

R(s) = ms2 + γs

1 + τs
+ k1 + k2 = mτs3 + (m+ τγ)s2 + τ(k1 + k2)s+ k1 + k2

1 + τs

= m(s− κ1)(s− κ2)(s− κ3)
1 + τs

. (4-54)

Assim, R(s) fica em função das raízes κ1, κ2 e κ3.
Os coeficientes do polinômio R(s) são reais e positivos. Portanto, vamos

utilizar o discriminante ∆ da conhecida solução para uma equação do terceiro
grau [82]. É o discriminante ∆ que determinará se as raízes são todas reais
(∆ > 0), todas reais com duas idênticas (∆ = 0) ou uma das raízes é real e
duas raízes são complexas, sendo uma o complexo conjugado da outra (∆ < 0).
O discriminante é dado pela equação a seguir:

∆ = Γ2 − 4Γ3τ − 4ω2 + 4Γτ(5− 3Γτ)ω2 − 4τ 2(2 + 3Γτ)ω4 − 4τ 4ω6, (4-55)

na qual Γ = γ/m e ω2 = (k1 + k2)/m. Quando τ = 0, o discriminante toma a
forma ∆ = Γ2 − 4ω2, o qual ocorre quando a força estocástica da Eq. (4-48) é
um ruído branco.

Sabendo disso, podemos reescrever a função de Green da Eq. (4-52).
Quando o discriminante ∆ é positivo, temos:

G(t) = κ1τ − 1
m(κ1 − κ2)(κ1 − κ3)e

−κ1t + κ2τ − 1
m(κ2 − κ1)(κ2 − κ3)e

−κ2t +

+ κ3τ − 1
m(κ3 − κ1)(κ3 − κ2)e

−κ3t. (4-56)

Se o discriminante for negativo, as raízes tomam a forma (κ2,3 = κR+±iκI), na
qual κ1 = κR é real e temos as frequências de oscilação Im(κ2) = Im(κ3) = κI .
Neste caso, a função de Green é dada por:

G(t) = (1− κ1τ)e−κ1t

m(κ2
I + (κ1 − κR)2) + (κ1τ − 1)e−κRt

m(κ2
I + (κ1 − κR)2) cos(κIt) +

+ (κ1 − κR − κ1κRτ + (κ2
I + κ2

R)τ)e−κRt
m(κ2

I + (κ1 − κR)2) sen(κIt). (4-57)

Do mesmo modo, quando o discriminante ∆ for positivo, a função auxiliar
f(t) toma a forma:
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f(t) = κ2
1τ − κ1 + Γ

m(κ1 − κ2)(κ1 − κ3)e
−κ1t + κ2

2τ − κ2 + Γ
m(κ2 − κ1)(κ2 − κ3)e

−κ2t +

+ κ2
3τ − κ3 + Γ

m(κ3 − κ1)(κ3 − κ2)e
−κ3t. (4-58)

E se o discriminante for negativo, temos:

f(t) = κ2
1τ − κ1 + Γ

m(κ1 − κ2)(κ1 − κ3)e
−κ1t + (Γ + κ1 + (κI + κR(κT − 2κ1)τ))e−κRt

m(κ2
I + (κ1 − κR)2) cos(κIt) +

+ (Γ + κ1 + (κ2
I + κR(κR − 2κ1))τ)e−κRt

m(κ2
I + (κ1 − κR)2) sen(κIt). (4-59)

Para compormos a distribuição instantânea p(x, v, t) para a posição e a
velocidade, precisamos calcular os valores esperados e as variâncias de x(t) e
v(t). O valor esperado é obtido diretamente, um vez que 〈ξ(t)〉 = 0. Assim,
podemos escrever:

µx(t) =
〈
x(t)

〉
=
∫ t

0
dt′G(t− t′)k2L(t′) + 〈x0〉f(t) + 〈v0〉mG(t) (4-60)

µv(t) =
〈
v(t)

〉
=
∫ t

0
dt′Ġ(t− t′)k2L(t′) + 〈x0〉ḟ(t) + 〈v0〉mĠ(t).(4-61)

Os valores esperados de x0 e v0 são nulos devido à natureza gaussiana da
distribuição 4-49.

As variâncias são definidas pelas equações:

σxx(t) =
〈
x(t)x(t)

〉
− µx(t)2, (4-62)

σvv(t) =
〈
v(t)v(t)

〉
− µv(t)2, (4-63)

σxv(t) =
〈
x(t)v(t)

〉
− µx(t)µv(t). (4-64)

Deste modo, lidamos com um pouco mais de álgebra, resultando, por fim, nas
seguintes expressões:
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σxx(t) =
∫ t

0
dt1dt2G(t− t1)G(t− t2)

〈
ξ(t1)ξ(t2)

〉
+

+ 〈x2
0〉f 2(t) + 〈v2

0〉m2G2(t) (4-65)

σvv(t) =
∫ t

0
dt1dt2Ġ(t− t1)Ġ(t− t2)

〈
η(t1)η(t2)

〉
+

+ 〈x2
0〉ḟ 2(t) + 〈v2

0〉m2Ġ2(t) (4-66)

σxv(t) =
∫ t

0
dt1dt2G(t− t1)Ġ(t− t2)

〈
η(t1)η(t2)

〉
+

+ 〈x0 v0〉m
{
f(t)Ġ(t) + ḟ(t)G(t)

}
. (4-67)

Coletando os resultados dos valores esperados e das variâncias para a
posição e a velocidade, podemos construir a distribuição de probabilidade
instantânea, que é dada por [83]:

p(x, v, t) = 1
2π
√
σxxσvv − σ2

xv

×

× exp

− 1
2
σvv(x− µx)2 + σxx(v − µv)2 − 2σxv(x− µx)(v − µv)

σxxσvv − σ2
xv

.
(4-68)

Assim, substituindo as Eqs. (4-49) e 4-68 na definição da variação da
entropia do sistema de interesse da Eq.( 4-46), calculamos a integral e obtemos
a seguinte expressão na sua forma exata:

S(t) = 1
2 ln

(
σxx(t)σvv(t)− σ2

xv(t)
)

+ ln 2πe. (4-69)

Devido ao fato de que as variâncias σxx, σxx e σxx não dependem de L0 ou
λ, a entropia do sistema de interesse também não depende desses parâmetros
neste modelo linear não markoviano. Também, o valor σxx(t)σvv(t) − σ2

xv(t) é
positivo, isto garante que a entropia S(t) seja bem definida. Assim, podemos
expressar essa característica do sistema de interesse pela expressão:

∂S

∂L0
= ∂S

∂λ
= 0. (4-70)

Este comportamento não usual da entropia é predominantemente devido ao
comportamento do termo σxv(t) (transiente), cujo valor é zero no equilíbrio.
As correlações da posição e velocidade são estreitamente ligadas ao modos
hidrodinâmicos lentos, que surgem em um fluido perturbado pelo movimento
de uma partícula browniana, o que justifica a função de memória dissipativa
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Figura 4.1: Evolução da entropia de uma partícula Browniana com as condições
iniciais x0 = v0 = 0. A taxa de variação da entropia se aproxima de valores
negativos, ainda que fosse esperado um crescimento monotônico da entropia
neste caso.

presente neste modelo não markoviano [84]. Na Figura (4.1) podemos observar
a evolução da entropia para este sistema em direção do equilíbrio, e o com-
portamento não usual da flutuação da taxa de variação da entropia. Em todas
as simulações do modelo linear, os valores dos parâmetros utilizados foram:
k1 = k2 = 2, γ = 0,5, τ = m = 1.

Para o modelo harmônico não-Markoviano linear da Eq. (4-48), com as
condições iniciais dadas pela distribuição da Eq. (4-49), pode ser verificado
que na ausência do protocolo (L0 = 0) o sistema se manterá no estado de
equilíbrio e não haverá variação da entropia. Vamos analisar agora se o efeito
de um protocolo não nulo é o suficiente para a produção de entropia no sistema
combinado (reservatório, sistema de interesse e sistema externo).

Primeiramente, vamos demonstrar que a variação da entropia do sistema
de interesse só pode ser produzida por ele mesmo. Embora a entropia possa
ser transferida do reservatório para o sistema de interesse, e vice-versa, o re-
servatório não produz entropia, devido ao fato que se mantém constantemente
no estado de equilíbrio. Em contraste com os reservatórios atérmicos, como
os reservatórios de Poisson, que produzem entropia continuadamente [85, 86].
Ainda, o sistema externo não produz entropia e, também, não transfere entro-
pia para o sistema de interresse. Daí concluimos que a entropia total (reser-
vatório, sistema de interesse e sistema externo combinados) é igual a entropia
produzida no sistema de interesse.

Em segundo lugar, vamos expressar a produção total da entropia nesta
forma:
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∆Stot(t) = ∆S(t) + ∆SR(t) = ΠS(t), (4-71)
na qual ΠS(t) é a entropia total produzida no sistema de interesse durante o
intervalo 0→ t.

A única interferência que pode conduzir o sistema para fora do equilíbrio é
a atuação do protocolo da força externa L(t). É somente pela ação do protocolo
que se poderia produzir entropia no sistema de interesse, durante a sua evolução
temporal.

Como demonstrado na Eq. (4-70), a entropia S(t), calculada para o
sistema de interesse, é independente dos parâmetros do protocolo. Então, esta
relação também dever ser válida para um processo quase-estático (λ → ∞).
Logo, o sistema de interesse está sempre em equilíbrio, sem nenhuma produção
de entropia, o que nos permite escrever:

ΠS(t ≥ 0) = 0. (4-72)
Por fim, se quisermos produzir entropia durante a atuação do protocolo,

é essencial a presença de um potencial não harmônico atuando sobre o sistema
de interesse. Analisaremos numericamente esta situação posteriormente, mas
antes vamos estudar as oscilações desta entropia.

4.2.5
Oscilações da entropia

A fim de analisarmos o comportamento das Eqs. (4-68) e (4-69), vamos
comparar os resultados analíticos para a entropia, detalhados na última seção,
com a integração numérica da Eq. 4-48. Para isso, supomos a seguinte situação:
o sistema parte das condições iniciais x0 = 0 e v0 = 0, evoluindo de acordo
com o protocolo L(t), até atingir o equilíbrio quando t → ∞. Neste caso,
todos os cumulantes inicialmente são nulos e evoluem na direção dos valores
de equilíbrio:

µv(∞) = 0;

µx(∞) = L0/2 = 0, 5;

σxx(∞) = 1, 0;

σvv(∞) = 0, 25;

σvx(∞) = 0.

A Figura 4.2 representa o processo de termalização do sistema de
interesse. A frequência observada em (a) é a mesma, tanto para µx quanto
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Figura 4.2: Comparação dos resultados numéricos (pontos) com as predições
teóricas (linhas) para os valores esperados µ (a) e para as variâncias σ (b)
definidos na última seção. Para as integrações numéricas, foram escolhidos
k1 = k2 = 2, γ = 0,5 e m = τ = T = λ = L0 = 1, com x0 = v0 = 0, para os
valores dos parâmetros.
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para µv, e seu valor é determinado pela raiz imaginária (κI ' 2). Em (b), a
frequência de oscilação é uma combinação de κI e 2κI , dominada pela última
raiz, e é proporcional à segunda potência dos termos G(t) e f(t), em harmonia
com as predições teóricas.

Uma característica interessante do comportamento das variâncias, evo-
luindo em direção ao equilíbrio, é que as oscilações são consequência direta da
função memória φ(t− t′) e, portanto, do tempo característico (τ 6= 0). Ainda,
as oscilações da variância, e da entropia por sua dependência, representam um
fluxo oscilante de informação entre o sistema de interesse e o reservatório tér-
mico. No caso da Figura 4.2, a energia inicial do sistema é nula, isto implica
que o calor tenha um fluxo do reservatório em direção ao sistema, causando
o aumento da entropia do último. Contudo, deixando o sistema de interesse
evoluir por um período suficiente de tempo, o fluxo de informação da entropia
inverte seu sentido. A informação é recuperada do reservatório por meio da
função memória.

Para que o sistema de interesse produza entropia, é necessário conduzir
o sistema para um estado fora do equilíbrio, ou seja, realizar um processo que
não seja quase-estático sobre ele. O protocolo apresentado anteriomente para
o modelo proposto possui essa característica, a não ser que a taxa do protocolo
seja quase-estática (quando λ→ 0), e isto deveria ser o suficiente para acessar
um estado fora do equilíbrio. Entretanto, neste caso isto não ocorre: para um
modelo harmônico não markoviano, com as condições iniciais de equilíbrio
dada pela distibuição de Gibbs, dado que L(t = 0) = 0, o sistema de interesse
permanece no estado de equilíbrio e nenhuma entropia é produzida.

Na Figura (4.3) (a), mostramos a evolução da entropia para uma partí-
cula browniana com condições iniciais fixadas, termalizada a diferentes tem-
peraturas iniciais. O gráfico inserido mostra a evolução da taxa de variação da
entropia. Ainda que a taxa de variação tenha um comportamento oscilatório,
uma vez que G(t) e f(t) oscilam, a entropia ainda é uma função monotônica,
crescendo em direção ao equilíbrio, enquando dS/dt ≥ 0 para qualquer tempo.
Os parâmetros utilizados são γ = 0,5, k1 = k2 = 2 e Tf = m = λ = L0 = τ = 1.

O principal efeito da função memória é suprir o presente com informações
do passado, disto que se dá a propriedade não markoviana do modelo. Um
possível resultado de um modelo não markoviano deveria ser um fluxo reverso
de informação, definido como dS/dt < 0. Este é o caso deste modelo, porém, o
modelo não markoviano nem sempre conduz a um fluxo reverso de informação.

Neste modelo, também há outro efeito interessante identificado como
“oscilações da entropia”, no qual podemos reconhecer as características de um
típico comportamento oscilatório da evolução temporal da entropia S(t). As
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Figura 4.3: A evolução da entropia de uma partícula browniana, com condições
iniciais fixadas, a diferentes temperaturas iniciais T0. O gráfico inserido mostra
a taxa de variação da entropia. Apesar da oscilação de g(t) e f(t), a entropia
permanece sendo uma função monotônica (a). Em (b), apresentamos a evolução
da entropia para diferentes valores da constante de amortecimento γ, enquanto
que o gráfico inserido mostra a taxa de variação da entropia. Para valores
suficientementes grandes de γ, o sistema apresenta fluxo reverso de informação,
fazendo com que a entropia não seja mais uma função monotônica.

oscilações se apresentam nos regimes de alta e baixa dissipação, sendo ausentes
para uma taxa intermediária de intensidade de dissipação.

Analisamos alguns cenários, mostrados na Figura (4.3) (b), no qual o
sistema começa termalizado à temperatura T0, que pode ser escolhida arbitra-
riamente. Observamos que, para valores grandes o suficiente para o coeficiente
de dissipação γ, a taxa de variação da entropia se torna negativa, apresentando
oscilações com um alacance temporal muito maior que o tempo característico
de memória τ = 1. A função memória atua como uma bomba de informação,
recuperando parcialmente algumas informações perdidas para o reservatório
devido ao fluxo reverso de informação dS/dt < 0. Este efeito diminui gradual-
mente na medida que o sistema alcaça se aproxima do equilíbrio, o que pode
ser visto claramente no gráfico inserido na Figura (4.3) (b).

O espectro da variação da entropia da Figura(4.3) (b) pode ser observado
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Figura 4.4: O espectro da entropia da Figura (4.3) (b) apresenta um pico
acentuado em ω = 0, o que sugere o quase constante comportamento de S(t).

na Figura (4.4), no qual são visíveis os picos pertencentes à série harmônica
gerada por κI = 2,945, em aproximadamente 3 e 6. Os valores reais dos picos
não são múltiplos exatos de κi. A análise espectral da entropia como uma fun-
ção do tempo revela o comportamento oscilante das variâncias explicitamente.
No Apêndice C.4, estudamos o comportamento das raízes κi.
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Figura 4.5: Comportamento da derivada temporal da entropia. Os parâmetros
utilizados são τ = 0, 0.01, 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, γ = 5 e m = 1. Observe que para
τ = 0, temos dS/dt > 0, portanto, não há fluxo reverso de informação..

A presença das oscilações devido a κI não garantem que haja o fluxo
reverso de informação. Há outros fatores que contribuem para que a entropia
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descresça ou não. A fim de entendermos este ponto, vamos analisar o gráfico
da Figura (4.5). Por exemplo, se τ = 0, o ruído Gaussiano será um ruído
branco, e a entropia não diminuirá independentemente de κI 6= 0, considerando
o protocolo aplicado a este modelo. O fluxo reverso de informação é a
manifestação direta do acoplamento do núcleo de memória não markoviano
com um regime de alta dissipação.

Como mostrado na Figura (4.5), testamos a existência do fluxo reverso
de informação para diversos valores, acima e abaixo de τc. Nós observamos
que: para τ = 0, como esperado, nenhum fluxo reverso de informação é
apresentado; para τ > τc = 0,05, observamos muitas ocorrências de fluxo
reverso de informação. Entretanto, para τ = 0,2, não há fluxo reverso de
informação. Portanto, mesmo para grandes valores do coefiente de dissipação,
ou equivalentemente para grandes valores de τ , a ocorrência do fluxo reverso
não é garantida.

Na próxima seção, vamos estudar o caso não linear (k3 6= 0), no qual a
função memória também tem um papel central para a recuperação parcial de
informação que inicialmente é perdida em forma de calor para o reservatório,
ainda que o processo seja irreversível.

4.3
Análise numérica para o caso não linear (k3 6= 0)

A análise do modelo não linear foi realizada pela simulação computa-
cional do processo. O modelo linear foi generalizado adicionando o termo do
potencial quártico (k3 x

4/4) à interação, evoluindo de acordo com a Eq. (4-2).
A análise demonstrada nesta seção serve para embasar uma possível futura
comparação com o resultado analítico do caso não linear. Os valores escolhidos
para os parâmetros obedecem a relação k3/k

2
1 � 1. Assim, o potencial quártico

pode ser considerado uma pequena correção para o potencial harmônico.
Os valores dos parâmetros utilizados para executar as simulações do

processo são: m = 1,0, k1 = 2,0, k2 = 2,0, k3 = 0,005, L0 = 1,0, τ =
1,0, T = 1,0, γ = 0,5 e λ = 1,0. O número de execuções do processo foi de
200.000 repetições, conduzidas de acordo com o protocolo L(t). Os resultados
apresentados a seguir são as médias tomadas das repetições da simulação. As
condições iniciais são obtidas da distribuição de probabilidade da Eq. (4-49).

4.3.1
Análise do calor

Podemos separar o calor total (Q(t)) trocado com o reservatório até o
tempo t em duas partes: calor injetado Jinj(t) e o calor dissipado Jdiss(t),
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definidos na sequência:

Q(t) = ∆J(t),

= Jinj(t) + Jdiss(t). (4-73)

Na qual

Jinj(t) =
∫ t

0
dt′ ξ(t′) v(t′), (4-74)

Jdiss(t) = −
∫ t

0
dt′

∫ t′

0
dt′′ φ(t′ − t′′) v(t′′) v(t′). (4-75)

Na Figura (4.6) é possível observar o comportamento médio das funções
Jinj(t) (linha azul contínua) e Jdiss(t) (linha tracejada vermelha) durante a
evolução do processo nas simulações.

Na Figura (4.7), podemos observar certa tendência da troca de calor
total (∆J(t)) saturar em torno de um valor negativo. Isto acontece devido
à dinâmica do trabalho realizado sobre o sistema de interesse durante o
protocolo: parte do trabalho é transferido para o reservatório na forma de
calor.

0 1 2 3 4
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

t

�
J d

is
,J

in
j

Figura 4.6: Calor injetado (linha azul contínua) e calor dissipado (linha
tracejada vermelha) durante o protocolo L(t).

Também podemos obter a distribuição de probabilidade para o calor
injetado p(Jinj), durante a atuação do protocolo L(t). Como mostrado na
Figura (4.8), o decaimento exponencial revela uma relação com o teorema
de flutuação para o calor injetado, análogo à relação da Eq. (2-36) derivada
no segundo capítulo deste trabalho, a saber [87]:
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Figura 4.7: Calor total absorvido (Jinj(t) + Jdiss(t)) pelo sistema durante o
protocolo L(t).
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Figura 4.8: A distribuição de probabilidade para o calor injetado Jinj.

ln
(
p(Jinj)
p(−Jinj)

)
∝ Jinj (4-76)

O comportamento de proporcionalidade da Eq. (4-76) é verificado na Figura
(4.9). Esta característica da distribuição já foi observada para sistemas com
diferentes configurações, e podem ser conferidas em [61, 86].

4.3.2
Análise do trabalho

A distribuição de probabilidade para o trabalho tem uma notável assime-
tria em relação a W = 0, como pode ser verificado na Figura (4.10). Por isso,
claramente o valor esperado do trabalho externo é positivo (〈Wext〉 > 0), pois
a distribuição é enviesada na direção positiva do eixo do trabalho W . Este re-
sultado é esperado porque corrobora com o processo conduzido pelo protocolo:
o trabalho é realizado ao se esticar a mola (L(0) = 0→ L(t) > 0).
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Figura 4.9: As flutuações do calor injetado obedecem ao respectivo teorema de
flutuação.

A distribuição da Figura (4.10) tem características de uma gaussiana.
Este mesmo comportamento pode ser encontrado no modelo similar descrito
no terceiro capítulo deste trabalho [65]. A distribuição também revela uma
relação com o respectivo teorema de flutuação, expresso na Eq. (2-37), a saber
[50]:

ln
(
p(W )
p(−W )

)
∝ W. (4-77)

Esta proporcionalidade pode ser verificada na Figura (4.14) e corrobora o
comportamento gaussiano da distribuição do trabalho.
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Figura 4.10: Distribuição de probabilidade para o trabalho realizado por um
sistema externo, de acordo com o protocolo L(t).
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Figura 4.11: Relação de flutuação obtida para o trabalho realizado por um
sistema externo, de acordo com o protocolo L(t).

4.3.3
Análise da entropia

Na Figura (4.12), a evolução da entropia fora do equilíbrio S(t) pode
ser verificada. Podemos observar que o comportamento bimodal das oscilações
contidas na predição teórica para o modelo linear, descritas anteriormente,
também são apresentadas. No modelo não linear, a presença de um fraco
acoplamento do potencial quártico (k3/k

2
1 � 1) suscita uma série harmônica

de picos sobre o espectro das oscilações da entropia. Isto pode ser verificado
na Figura (4.13).
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Figura 4.12: Evolução da entropia instantânea S(t) para o modelo não linear.
A produção da entropia fica caracterizada pela inclinação da curva.
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Figura 4.13: Análise espectral do comportamento de S(t) para o modelo não
linear.

4.4
Estados de “almoço grátis”

O último resultado apresentado neste trabalho é o chamado “almoço
grátis”, em alusão ao termo popularizado pelo economista e estatístico Milton
Friedman (free lunch). No âmbito da estatística de sistemas fora do equilíbrio,
representa os estados associados à energia tomada sem nenhum “custo” do
reservatório. A definição ficará mais evidente com o exemplo que descreveremos
na sequência.

Primeiramente, vamos relembrar uma importante relação derivada no
segundo capítulo deste trabalho:〈

e−βWdiss

〉
n−eq

= 1. (4-78)
Na qual Wdiss = W − ∆F é o trabalho dissipado microscópico. Em virtude
da igualdade na Eq. (4-78), esta relação é independente do protocolo realizado
sobre o sistema. Então, podemos escolher um protocolo que tipicamente leva
o sistema para muito longe dos estados de equilíbrio, produzindo valores
numericamente grandes para o trabalho dissipado. De modo que:

β 〈Wdiss〉 � 1⇒ 0 < e−βWdiss � 1. (4-79)
A probabilidade de se obter a medida e−βWdiss � 1 em um experimento

desse tipo é muito alta (quase 1). Esta característica sugere um questiona-
mento: como a IJ se mantém neste contexto? Isto acontece porque este pro-
cedimento suscita alguns casos muito improváveis, nos quais Wdiss < 0 ⇒
e−βWdiss > 1. Estes estados são chamados de “almoço grátis” (AG) [88].

Podemos construir um caso simples de um AG ao analisarmos a expansão
de um sistema formado por um gás ideal (N partículas), confinado por paredes
termicamente condutoras, constantemente em contato com um reservatório
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Figura 4.14: O processo de expansão está ilustrado em (a), (b) e (c) e o processo
de compressão, em (d), (e) e (f). Os últimos descrevem a etapa em que surgem
os estados de "almoço grátis".

térmico à temperatura T = β−1, e um pistão isolado termicamente, controlado
por um dado protocolo externo. Vamos chamar o processo de expansão deste
sistema de X.

O gás está inicialmente (t = 0) com um volume Vi = V0, e em um
estado de equilíbrio macroscópico M0. Escolhemos um microestado particular,
µ0 =

{
rN0 ,pN0

}
∈M0, como a condição inicial. Note queM0 está em um estado

de equilíbrio macroscópico à volume V0. Então, em t = 0 o pistão é movido
rapidamente, à velocidade vp, da sua posição inicial até a sua posição final,
em t = τ1 (mais rápido do que qualquer partícula do gás e, por esta razão,
nenhuma das partículas do gás tem contato com o pistão). O volume inicial
é alterado de acordo com a proporção V (τ1) = Vf = 100V0, mas o pistão não
realiza nenhum trabalho sobre o sistema.

Após a última etapa descrita, é concedido ao sistema um tempo τ2 que
seja suficiente para que ele atinja o equilíbrio térmico com o reservatório (com
Vf constante), de modo que τ2 � 1 � τ1. Em t = τ1 + τ2, o sistema está no
microestado µf =

{
rNt=τ1+τ2 ,p

N
t=τ1+τ2

}
=
{
r∗N ,p∗N

}
∈ Mf , no qual Mf é um

estado de equilíbrio macroscópico, cujos valores da temperatura e volume são
(V = 100V0, T ).

Em uma segunda fase, o protocolo utilizado para o processo segue as
seguintes etapas:
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– o gás está inicialmente em equilíbrio térmico (100V0, T ), no estado
macroscópico Mf ;

– de t = 0 até t = τ2, o pistão é mantido na posição inicial;

– de t = τ2 até t = τ2 + τ1, o pistão é movido rapidamente, à velocidade
oposta −vp, de tal modo que o volume final seja V0.

O sistema não recebe nenhuma contribuição do trabalho na primeira
fase, mas, em geral, uma quantidade enorme de trabalho deve ser feita sobre
o sistema na segunda fase, a fim de comprimir violentamente o sistema
(100V0 → V0.). Então, o trabalho dissipado,Wdiss = Wext−(F (V0)−F (100V0)),
também será muito grande.

Para a segunda fase, escolhemos um estado microscópico inicial µ′i =
µf ≡

{
r∗N ,−p∗N

}
, que está em equilíbrio térmico no começo do protocolo.

Este microestado é obtido invertendo todas as velocidades das partículas
do gás, e está no mesmo estado de equilíbrio macroscópico Mf (devido ao
princípio do balanço detalhado) [89]. Consequentemente, o gás irá percorrer a
trajetória reversa, definida no segundo capítulo deste trabalho (Figura (2.7)),
e espontaneamente evoluir na direção do estado final µ′f = µ0 ≡

{
rN0 ,−pN0

}
.

Devido à esta configuração para a trajetória reversa, durante a segunda fase o
gás também não terá nenhum contato com o pistão, pois tanto as partículas do
gás quanto o pistão estão retrocedendo as trajetórias da expansão X. Então,
dada a condição inicial µ′i = µf , o trabalho externo também será nulo na
segunda fase, Wext = 0. O microestado final µ′f = µ0 está no estado de
equilíbrio macroscópicoM0, cujos valores da temperatura e volume são (V0, T ).

Finalmente, para este processo, o trabalho dissipado pelo sistema pode
ser facilmente calculado:

WFL,disip = 0−∆F = T∆S = −NT ln
(
V

V0

)
= −NT ln 100, (4-80)

produzindo a expressão

e−βWFL,dissip = eN ln 100 = 100N � 1, (4-81)
a qual revela uma grande contribuição ao valor esperado da quantidade e−βW .

Os microestados similares a µ′i são extremamente raros, e a sua contri-
buição para as médias instantâneas pode ser pequena, mas o efeito sobre o
comportamento da entropia pode ser considerável, devido à indução do de-
crescimento da entropia instantânea.
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5
Conclusões e perspectivas

A estrutura desta tese corresponde ao esforço de ser um trabalho au-
tocontido, dentro dos conhecimentos de um graduado em Física. Com este
objetivo, os dois capítulos iniciais foram escritos para servirem de base concei-
tual e descrição das técnicas necessárias para o desenvolvimento do trabalho
original, que se dá no quarto capítulo.

Desse modo, acreditamos que no segundo capítulo conseguimos descrever
a importância da Igualdade de Jarzinsky no âmbito dos Teoremas de Flutua-
ção, demonstrando uma forma dessa relação ser obtida, e, também, mostramos
alguns resultados interessantes neste contexto. Como já citado, existem outros
diversos teoremas de flutuação, com diversas aplicações, mas acreditamos que,
para o objetivo deste trabalho, a demonstração da IJ é o suficiente para aguçar
a curiosidade do leitor.

No terceiro capítulo, apresentamos os desenvolvimentos que influencia-
ram na criação do trabalho original, contido no quarto capítulo. Descrevemos
o modelo de evolução temporal pela equação de Langevin, assim como as téc-
nicas utilizadas para calcular a distribuição de probabilidade das condições
iniciais e os cumulantes do trabalho. Ainda, demonstramos o uso da IJ como
calibre para a validade do modelo.

O quarto capítulo encerra os resultados originais desta tese. Analisamos
os aspectos do modelo linear (harmônico) e não linear (potencial quártico)
de um sistema massa-mola, sujeito a um protocolo de trabalho externo. De-
monstramos a IJ para o modelo linear não markoviano proposto, e estudamos
as decorrências do fluxo do calor, do trabalho e da entropia. Obtemos uma
característica muito interessante neste cenário: partindo de uma distribuição
de equilíbrio, independentemente da escolha do protocolo, nenhuma entropia
é produzida no sistema de interesse para o caso linear.

Para o caso não linear, a análise numérica do comportamento da distri-
buição de probabilidade do calor injetado revela uma esperada assimetria, e
obedece à proporcionalidade do respectivo teorema de flutuação. Do mesmo
modo, a distribuição para o trabalho externo, realizado sobre o sistema de
interesse, obedece à proporcionalidade do teorema de Crooks.

O comportamento da entropia, no caso não linear, apresenta um aspecto
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interessante: o núcleo de memória não markoviano atua de forma que tende a
recuperar as informações perdidas, do sistema de interesse para o reservatório,
durante a execução do protocolo.

O espectro da entropia, tanto o caso linear quanto o caso não linear,
apresenta uma série harmônica de picos. A presença do termo não linear
restaura a “normalidade” da evolução da entropia e sua produção durante
a atuação do protocolo. Neste caso, observamos que a produção de entropia,
no sistema de interesse, não é nula.

Como perspectiva para novos desenvolvimentos, no contexto deste traba-
lho, o cálculo analítico para a primeira ordem do caso não linear (em progresso)
será útil para futuras comparações com os resultados numéricos obtidos. Ainda,
a utilização de outras ferramentas para induzir um processo não-Markoviano
(derivadas fracionárias, por exemplo), e a utilização de dimensões não inteiras
para as equações que modelam o sistema, podem revelar novas características
do comportamento das flutuações fora do equilíbrio descritas.
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A

A.1
Considerações sobre a hamiltoniana de interação

No âmbito da dinâmica molecular, o potencial de força média é uma
aproximação das interações das N partículas, de um fluido, atuando sobre
uma partícula específica, mantida fixa em relação às partículas remanescentes
que compõem o sistema [32]. Geralmente, este potencial é utilizado como linha
condutora para otimizar o potencial efetivo entre as partículas do sistema [90].
No contexto deste trabalho, vamos escrever o potencial de força média na
forma:

H†(x;λ) ≡ H(x;λ)− β−1 ln
(∫

dy exp [−β {Hres(y) + hint(x,y)}]∫
dy exp [−βHres(y)]

)
. (A-1)

Assim, a função de partição do sistema de interesse e a função de partição do
sistema de interesse e reservatório térmico combinados, são, respectivamente:

Zλ =
∫
dx exp[−βH†(x;λ)] (A-2)

e
Yλ =

∫
dxdy exp[−β{H(x;λ) +Hres(y) + hint(x,y)}]. (A-3)

Daí, podemos escrever:

Yλ = Zλ

∫
dy exp [−βHres(y)] . (A-4)

Portanto, sem recorrer à suposição de uma fraca interação da Hamilto-
niana hint(x,y), temos o mesmo resultado da Eq. (2-27), a saber:

YB
YA

= ZB
ZA

. (A-5)
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B

B.1
Derivação da expressão de x̃(s) e ṽ(s)

Para o modelo idealizado, temos a seguinte equação:

mv(t) = mv0 − γ
∫ t

0
v(t′)dt′ − kx0t− k

∫ t

0

∫ t′

0
v(t′′)dt′′dt′ +

∫ t

0
η(t′)dt′ (B-1)

Aplicando a transformada de Laplace sobre a Eq. (B-1), obtemos:

mṽ(s) = mv0

s
− γṽ(s)

s
− k(x0 + ṽ(s))

s2 + η̃(s)
ms

, (B-2)

na qual f̃(s) =
∫∞

0 dte−stf(t), x0 = x(0) e v0 = v(0) .
Tomando o termo ṽ(s) em evidência, separando a parte das condições

iniciais da parte do ruído térmico, temos a relação:

ṽ(s) = sv0 − w2
0x0

s(s+ β) + w2
0

+ m−1s

s(s+ β) + w2
0
η̃(s), (B-3)

na qual w0 = k/m e β = γ/m. A relação para x̃(s) é derivada diretamente
utilizando a relação x(t) = x0 +

∫ t
0 v(t′)dt′.

B.2
A distribuição de equilíbrio para a posição x

Podemos expressar a evolução temporal da distribuição de probabilidade
para a posição em função do valor esperado da transformada de Laplace de
x(t). Os procedimentos são os seguintes:
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p(x, t) = 〈δ(x− x(t))〉ξ (B-4)

=
∫ ∞
−∞

dQ

2π
〈
eiQ(x−x(t))

〉
ξ

=
∫ ∞
−∞

dQ

2π eiQx
〈
e−iQx(t)

〉
ξ

=
∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx 〈xm(t)〉ξ

=
∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx
∫ ∞

0
dt1 δ(t− t1) . . .

∫ ∞
0

dtm δ(t− tm) 〈x(t1) . . . x(tm)〉ξ

= lim
ε→0

∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx ×

×
∫ ∞

0
dt1

∫ ∞
−∞

dq1

2π e(iq1+ε)(t−t1) . . .
∫ ∞

0
dtm

∫ ∞
−∞

dqm
2π e(iqm+ε)(t−tm) 〈x(t1) . . . x(tm)〉ξ

= lim
ε→0

∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx ×

×
∫ ∞
−∞

dq1

2π e(iq1+ε)(t) . . .
∫ ∞
−∞

dqm
2π e(iqm+ε)(t) 〈x̃(iq1 + ε) . . . x̃(iqm + ε)〉ξ

= lim
ε→0

∞∑
m=0

1
m!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)m eiQx
∫ ∞
−∞

m∏
i=1

dqi
2π e

∑m

j=1(iqj+ε) t
〈

m∏
i=1

x̃(iqi + ε)
〉
ξ

. (B-5)

B.3
Cálculo da contribuição de B(s)B(s)

Para evitar algebrismos desnecessários para esta demonstração, vamos
calcular o resíduo desta contribuição com o ruído branco. Utilizando o ruído
colorido, os cálculos são similares.

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dqi
2π

dqj
2π

z

z − i(qi + qj + �)B(iqi + ε)B(iqj + ε)〈η(iqi + ε)η(iqj + ε)〉 =

=
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dqi
2π

dqj
2π

z

z − i(qi + qj + �)
m−2

(qi + iκ+)(qi + iκ−)(qj + iκ+)(qj + iκ−)
D

i(qi + qj) + 2ε

= z

z − i(0 + �)

∫ ∞
−∞

dqj
2π

m−2D

(qj − iκ+)(qj − iκ−)(qj + iκ+)(qj + iκ−)

= D

2γk
z

z − i(0 + �) .

(B-6)
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B.4
Modelo não linear (correção até a ordem O(k1

3))

Devido à forma da força proporcional a x3(t), o modelo descrito na Eq.
(4-2) pode ser entendido como uma equação de recorrência de múltiplas ordens
de k3. Para isso, a correção de primeira ordem da função de distribuição de
probalidade para o caso não linear deve ser utilizada. Assim, temos a seguinte
forma para a correção da distribuição para a primeira ordem de k3:

p0(x) + k3 p1(x) ≈ lim
t→∞

lim
ε→0

∞∑
m=0

1
(2m)!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)2m eiQx
∫ ∞
−∞

2m∏
i=1

dqi
2π e

∑2m
j=1(iqj+ε) t ×

× 1∏2m
i=1R(iqi + ε)

〈2m∏
i=1

ξ̃(iqi + ε)
〉
ξ

−

− lim
t→∞

lim
ε→0

lim
α→0+

∞∑
m=0

1
(2m)!

∫ ∞
−∞

dQ

2π (−iQ)2m eiQx
∫ ∞
−∞

2m∏
i=1

dqi
2π e

∑2m
j=1(iqj+ε) t ×

× 1∏2m
i=1R(iqi + ε)

k3 (2m)
R(iq−1 + α)R(iq−2 + α)R(iq−3 + α) ×

×
∫ +∞

−∞

dq−1

2π
dq−2

2π
dq−3

2π

〈
ξ̃(iq−1 + α) ξ̃(iq−2 + α) ξ̃(iq−3 + α)∏2m

i=2 ξ̃(iqi + ε)
〉
ξ

(iq1 + ε)− (iq−1 + iq−2 + iq−3 + 3α) .

(B-7)
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B.5
Expressão dos termos Ai do segundo cumulante

A1 =
(

e−2 θ
λ − 2 e

(κ1λ−1)θ
λ + 1

)
TL0

2k2
2m−2τ−2κ1

−1 ×

×
(
κ1

2λ2 − 1
)−1 (

κ1
2 − κ2

2
)−1 (

κ1
2 − κ3

2
)−1
−

−
(

e−2 θ
λ − 2 e

(κ2λ−1)θ
λ + 1

)
TL0

2k2
2m−2τ−2κ2

−1

×
(
κ2

2λ2 − 1
)−1 (

κ1
2 − κ2

2
)−1 (

κ2
2 − κ3

2
)−1

+

+
(

e−2 θ
λ − 2 e

(κ3λ−1)θ
λ + 1

)
TL0

2k2
2m−2τ−2κ3

−1 ×

×
(
κ3

2λ2 − 1
)−1 (

κ1
2 − κ3

2
)−1 (

κ2
2 − κ3

2
)−1
−

−
(
e−2 θ

λ − 1
)
TL0

2k2
2λ5m−2τ−2

(
κ1

2λ2 − 1
)−1 (

κ2
2λ2 − 1

)−1 (
κ3

2λ2 − 1
)−1

+

+ k2
2L0

2T
(

e
(κ1λ−1)θ

λ − 1
)2

(1 + τ κ1)m−2τ−2

× (κ1λ− 1)−2 (κ1 − κ2)−2 (κ1 − κ3)−2 κ1
−1 −

− 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ2λ−1)θ

λ − 1
)(

e
(κ1λ−1)θ

λ − 1
)
×

× (2 + τ κ2 + τ κ1)
m2τ 2 (κ2λ− 1) (κ1λ− 1) (κ2 − κ3) (κ1 − κ2) (κ1 − κ3) (κ1 + κ2) +

+ 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ3λ−1)θ

λ − 1
)(

e
(κ1λ−1)θ

λ − 1
)
×

× (2 + τ κ3 + τ κ1)
m2τ 2 (κ3λ− 1) (κ1λ− 1) (κ2 − κ3) (κ1 − κ2) (κ1 − κ3)2 (κ1 + κ3)

+

+ k2
2L0

2T
(

e
(κ2λ−1)θ

λ − 1
)2

(1 + τ κ2)m−2τ−2 ×

× (κ2λ− 1)−2 (κ1 − κ2)−2 (κ2 − κ3)−2 κ2
−1 −

− 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ3λ−1)θ

λ − 1
)(

e
(κ2λ−1)θ

λ − 1
)

(2 + τ κ3 + τ κ2)m−2τ−2 ×

× (κ3λ− 1)−1 (κ2λ− 1)−1 (κ1 − κ3)−1 (κ1 − κ2)−1 (κ2 − κ3)−2 (κ2 + κ3)−1 +

+ k2
2L0

2T
(

e
(κ3λ−1)θ

λ − 1
)2

(1 + τ κ3)m−2τ−2 (κ3λ− 1)−2 (κ1 − κ3)−2 ×

× (κ2 − κ3)−2 κ3
−1 (B-8)

A2 = k2
2L0

2T
(
e− θλ − 1

)2
(k1 + k2)−1 (B-9)

A3 + A4 = 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ1λ−1)θ

λ − 1
) (

e− θλ − 1
)

(1 + τ κ1)m−1τ−1 ×

× (κ1λ− 1)−1 (κ1 − κ2)−1 (κ1 − κ3)−1 κ1
−1 −

− 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ2λ−1)θ

λ − 1
) (

e− θλ − 1
)

(1 + τ κ2)m−1τ−1 ×

× (κ2λ− 1)−1 (κ1 − κ2)−1 (κ2 − κ3)−1 κ2
−1 +

+ 2 k2
2L0

2T
(

e
(κ3λ−1)θ

λ − 1
) (

e− θλ − 1
)

(1 + τ κ3)m−1τ−1 ×

× (κ3λ− 1)−1 (κ1 − κ3)−1 (κ2 − κ3)−1 κ3
−1 +

+ 2 k2
2L0

2T
(
e− θλ − 1

)2
m−1τ−1κ1

−1κ2
−1κ3

−1 (B-10)
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A5 = 2 k2
2L0
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λ − 1
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λ − 1
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λ − 1
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e
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λ − 1
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C

C.1
Representação de x3(t) na forma integral

x3(t) =
∫ ∞

0
δ(t− t1)x(t1)dt1

∫ ∞
0

δ(t− t2)x(t2)dt2
∫ ∞

0
δ(t− t3)x(t3)dt3

= lim
α→0+

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

dq1

2π e
(iq1+α)(t−t1)x(t1)dt1

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

dq2

2π e
(iq2+α)(t−t2)x(t2)dt2 ×

×
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

dq3

2π e
(iq3+α)(t−t3)x(t3)dt3,

= lim
α→0+

∫ ∞
−∞

dq1

2π e
(iq1+α)tx̃(iq1 + α)×

∫ ∞
−∞

dq2

2π e
(iq2+α)tx̃(iq2 + α)×

×
∫ ∞
−∞

dq3

2π e
(iq3+α)tx̃(iq3 + α),

= lim
α→0+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dq1

2π
dq2

2π
dq3

2π e
(iq1+iq2+iq3+3α)t ×

× x̃(iq1 + α)x̃(iq2 + α)x̃(iq3 + α). (C-1)

C.2
Transformada de Laplace para cada termo da Equação de Langevin

L{mv̇(t)} = sṽ(s)− v0, (C-2)

L
{
−
∫ t

0
dt′φ(t− t′)v(t′)

}
= φ̃(s)ṽ(s), (C-3)

L{−k1x(t)− k2x(t)} = −k1x̃(s)− k2x̃(s), (C-4)

L{k2L(t)} = k2

s(1 + sλ) , (C-5)

L
{
−k3x

3(t)
}

= −k3 lim
α→0+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dq1

2π
dq2

2π
dq3

2π ×

× x̃(iq1 + α)x̃(iq2 + α)x̃(iq3 + α)
s− (iq1 + iq2 + iq3 + 3α) , (C-6)

ṽ(s) = sx̃(s)− x0, (C-7)

φ̃(s) = γT

sτ + 1 . (C-8)
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C.3
Transformada de Laplace do segundo cumulante do ruído Gaussiano

A seguir, vamos demonstrar os cálculos da transformada de Laplace do
ruído térmico. Partindo, da expressão

〈η(t)η(t′)〉 = D

2τ e
−|t−t′|

τ , (C-9)
podemos fazer

〈η(s1)η(s2)〉 = D

2τ

(∫ ∞
0

∫ t

0
e−

(t−t′)
τ e−s1te−s2t′dt′dt+

∫ ∞
0

∫ ∞
t

e−
(t′−t)
τ e−s1te−s2t′dt′dt

)
= 1

s2 − 1/τ

(∫ ∞
0

[
e−(s2+1/τ)t − e−(s1+s2)t

]
dt
)

+ 1
s2 + 1/τ

∫ ∞
0

e−(s1+s2)tdt

= Dτ

2 (s1τ + 1) (s2τ + 1) +

+ D

(s1 + s2) (s1τ + 1) (s2τ + 1) . (C-10)

Quando τ → 0, a Eq. (C-10) é reduzida ao ruído branco:

D

s1 + s2
. (C-11)

C.4
Comportamento dos κi

A fim de entendermos a natureza da função de Green g(t) e a função
auxiliar f(t), nós devemos estudar a natureza das raízes do numerador R(s),
as quais nós referirmos como κi, isto é

mτ(s− κ1)(s− κ2)(s− κ3) = mτs3 +ms2 + (Γ + τν2)s+ ν2, (C-12)

na qual Γ = γ/m e ν2 = (k1 +k2)/m. Nós podemos utilizar o discriminante de
R(s), que nós referimos como ∆, que é expresso a seguir:

∆ = Γ2 − 4Γ3τ − 4ν2 + 4Γτ(5− 3Γτ)ν2 − 4τ 2(2 + 3Γτ)ν4 − 4τ 4ν6. (C-13)

Se nós tomarmos τ = 0, o discriminante se torna ∆ = Γ2 − 4ν2, que é o
resultado usual para um sistema com ruído branco.

Podemos obter os valores de κi exatamente através da solução para o
polinômio do terceiro grau. Deste modo, temos as seguintes expressões para as
raízes:
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κ1 = − 1
3τ

1−
2− 6Γτ − 6Γ2τ 2 + 21/3

(
−2 + 9Γτ − 18τ 2ν2 +

√
−27τ 2∆

)2/3

22/3
(
−2 + 9Γτ − 18τ 2ν2 +

√
−27τ 2∆

)1/3


κ2 = − 1

3τ

1 +
2− 6Γτ − 6Γ2τ 2 − (−2)1/3

(
−2 + 9Γτ − 18τ 2ν2 +

√
−27τ 2∆

)2/3

22/3
(
2− 9Γτ + 18τ 2ν2 −

√
−27τ 2∆

)1/3

 (C-14)

κ3 = − 1
3τ

1− (−1)2/3 2− Γτ − 6Γ2τ 2 + (−1)2/3(2)1/3
(
−2 + 9Γτ − 18τ 2ν2 +

√
−27τ 2∆

)2/3

22/3
(
−2 + 9Γτ − 18τ 2ν2 +

√
−27τ 2∆

)1/3

 ,
na qual nós utilizamos ∆ como discriminante para simplificar. A dependência
entre as variáveis (Γ, ν e τ) é extremamente não trivial e não é muito claro os
regimes que podemos obter pelas soluções. Nós demonstramos alguns valores
típicos para alguns exemplos na Figura (C.1).
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Figura C.1: Comportamento da parte real das raízes κ (a) e parte imaginária
das raízes κ (κI) (b) como uma função de ν para diferentes valores de Γ (na
escala de τ). Note que a parte real é sempre negativa e que κI cresce para os
valores de ν suficientemente grandes.

Apesar da complexidade citada anteriormente, algumas informações
gerais podem ser extraídas das raízes. A componente real dos κs sempre serão
negativas, indicando que as soluções sempre se aproximarão de um limite e não
divergirão. Dado que todos os coeficientes do polinômio são reais e positivos, o
sinal do discriminante determinará a natureza das raízes. Estamos interessados
em determinar os casos em que todas as raízes sã reais (∆ ≥ 0) e o caso
com oscilações, no qual duas raízes são o complexo conjugado uma da outra
(∆ < 0). Com este objetivo, nós criamos umaa ilustração que engloba todos os
possíveis sinais de ∆, reduzindo a dois parâmetros: escolhendo τ como a escala
de tempo e utilizando os parâmetros adimensionais ντ e Γτ ou escolhendo 1/ν
como a escala de tempo e utilizando os parâmetros adimensionais ντ e Γ/ν.
Os dois casos são mostrados na Figura (C.2).
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Figura C.2: Destacamos os valores dos parâmetros do sistema para os quais as
oscilações podem ser observadas. Para um valor suficientemente grande de τ ,
o discriminante sempre será negativo, daí o sistema apresentará oscilações.

Podemos escrever a função de Green, com o discriminante positivo, da
seguinte forma:

g(t) = (κ1τ − 1)e−κ1t

mτ(κ1 − κ2)(κ1 − κ3) + (κ2τ − 1)e−κ2t

mτ(κ2 − κ1)(κ2 − κ3) + (C-15)

+ (κ3τ − 1)e−κ3t

mτ(κ3 − κ1)(κ3 − κ2) .

Já para o discriminante negativo (κ2,3 = κR + ±iκI) surgem oscilações com
frequência Im(κ2) = Im(κ3) = κI , de modo que

g(t) = (1− κ1τ)e−κ1t

mτ(κ2
I + (κ1 − κR)2) + (κ1τ − 1)e−κRt

mτ(κ2
I + (κ1 − κR)2) cos(κIt) +(C-16)

+ (κ1 − κR − κ1κRτ + (κ2
I + κ2

R)τ)e−κRt
mτ(κ2

I + (κ1 − κR)2) sen(κIt).

A função auxiliar para o discriminante positivo é

f(t) = (κ2
1τ − κ1 + Γ)e−κ1t

mτ(κ1 − κ2)(κ1 − κ3) + (κ2
2τ − κ2 + Γ)e−κ2t

mτ(κ2 − κ1)(κ2 − κ3) + (C-17)

+ (κ2
3τ − κ3 + Γ)e−κ3t

mτ(κ3 − κ1)(κ3 − κ2) ,

e para o discriminante negativo
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f(t) = κ2
1τ − κ1 + Γ

mτ(κ1 − κ2)(κ1 − κ3)e
−κ1t + (Γ + κ1 + (κI + κR(κT − 2κ1)τ))e−κRt

mτ(κ2
I + (κ1 − κR)2) cos(κIt) +

+ (Γ + κ1 + (κ2
I + κR(κR − 2κ1))τ)e−κRt

mτ(κ2
I + (κ1 − κR)2) sen(κIt). (C-18)

Na Figura C.3 nós mostramos ambos os regimes.

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 10 20 30 40 50

g
,f

t/τ

g
f

Figura C.3: Destacamos o comportamento da função de Green g(t) e a função
auxiliar f(t) para os pontos A e B da Figura C.2. Quando o discriminante é
positivo (linhas azuis), as funções sempre decaem. Quando os discriminante
é negativo (linhas vermelhas), as funções apresentam um comportamento
oscilatório.
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