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Resumo

Martins da Silva, Jackes; Morgado, Welles Antonio Martinez.
Igualdade de Jarzynski e troca de informacgao em sistemas
nao Markovianos. Rio de Janeiro, 2020. 99p. Tese de Doutorado
— Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro.

A Igualdade de Jarzynski (IJ) é um tipo especial de Teorema de Flu-
tuagao, de trabalho, que caracteriza sistemas termodinamicos microscépicos
fora do equilibrio. A 1J pode ser usada como uma calibracao de experimen-
tos e simulagbes, o que nos permite estudar comportamentos nao triviais
da dindmica desses sistemas. Um desses comportamentos é a troca de en-
tropia e informacdo que o sistema realiza junto a um banho térmico de
contato. Neste ensejo, modelamos via uma dinamica nao-Markoviana, i.e.,
uma dinamica com memoéria, que leva a fluxos reversos de informacao do

reservatério para o sistema.

Palavras-chave
Entropia; [gualdade de Jarzynski; Nao-Markoviano; Modelo

estocastico


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512810/CA

Abstract

Martins da Silva, Jackes; Morgado, Welles Anténio Martinez (Ad-
visor). Jarzynski equality and information exchange in non-
Markovian systems. Rio de Janeiro, 2020. 99p. Tese de doutorado
— Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio
de Janeiro.

The Jarzynski Equality (JE) is a special kind of Fluctuation The-
orem, of work, which characterizes non-equilibrium small thermodynamics
systems. The JE can be used as gauge of experiments and simulations allow-
ing us to study the non-trivial behaviours of these systems’ dynamics. One
of these behaviours is the entropy and information flow the system makes
in contact with a thermal bath. In this framework, we modelled through a
non-Markovian dynamic, i.e., with a memory effect, leading to reverse flows

of information from the reservoir to the system.

Keywords
Entropy; Jarzynski Equality; = Non-Markovian;  Stochastic model;
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1
Introducao

Os Teoremas de Flutuacao surgem na Mecanica Estatistica como uma
tentativa de responder a seguinte questao predominante [1]: como as equagoes
de movimento microscépicas reversiveis podem conduzir a um comportamento
macroscopico irreversivel?

As consideracoes a respeito das relagoes de flutuagoes microscopicas com
quantidades macroscopicas remontam o interesse da mecanica estatistica de
evidenciar a hipétese atomistica da matéria. Os esforgos de Einstein (1906)
e Smoluchowski (1906) para a descrigao tedrica do movimento browniano
[2, 3], somado aos resultados experimentais de Perrin [4], resultaram em
uma evidéncia conclusiva da relagdo entre o coeficiente de difusdo (uma
quantidade macroscépica) com o niimero de Avogadro (relacionado a dindmica
microscépica) [5]. Além disso, ao descrever o movimento browniano, Einstein
obteve a relacao entre o coeficiente de difusdao (propriedade de um sistema nao
perturbado) e a mobilidade de uma particula browniana (medida da reagao do
sistema a uma pequena perturbagdo), o que constitui o primeiro exemplo de
relagdo de flutuagao-dissipagao [5].

Em uma perspectiva mais moderna, as relacoes obtidas, como a relacao
para o trabalho devido a flutuagoes fora do equilibrio, derivada por Bochkov
& Kuzovlev (1977) [6]; a probabilidade da violagdo da segunda lei da termodi-
namica para sistemas fora do equilibrio, proposta por Evans, Cohen & Morriss
(1993) [7]; a relagao entre a energia livre e as flutuagoes do trabalho micros-
copico fora do equilibrio, por Jarzinsky (1997) [8]; entre outras derivagoes,
consolidaram a apreciacao dos agora chamados Teoremas de Flutuagao.

Os Teoremas de Flutuacao sao mais do que uma extrapolacao microsco-
pica da Termodindmica macroscopica. Estas relagoes revelam novas caracte-
risticas da segunda lei para pequenas escalas [9], relacionam flutuagoes fora do
equilibrio com quantidades no equilibrio e quantificam a probabilidade de se
violar a segunda lei da termodindmica em sistemas de escala microscopica [1].

O interesse em aplicar os conceitos da Termodindmica a sistemas micros-
cOpicos aumentou com a crescente interseccao de areas de pesquisa da Biologia,
Quimica, e Fisica. A saber, o avango no conhecimento dos processos biomolecu-

lares, em especial, os detalhes dos processos quimico-mecanicos das proteinas
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[10].

Por outro lado, a relagdo da Teoria da Informacao com os resultados
tedricos, provenientes dos Teoremas de Flutuagao, tem ficado cada vez mais
estreita. Podemos considerar as ferramentas da Mecéanica Estatistica como uma
forma de inferéncia estatistica, a parte da teoria fisica associada a esta area de
pesquisa; de modo que a fisica contribui para a descri¢cao correta dos estados
possiveis do sistema e suas caracteristicas (modelo), e a Teoria da Informagao
toma o papel das inferéncias estatisticas decorrentes [11].

O modelo utilizado para descrever o sistema é um aspecto que nao pode
ser negligenciado. Apesar de que as leis da termodinamica sejam independentes
da abordagem, as equagoes que utilizamos para descrever o fenémeno fisico
encerram suposigoes especificas [9]. Neste sentido, um trabalho importante de
J. Kurchan corrobora o fato de que os teoremas de flutuacao também podem
ser derivados pela abordagem das equagoes de Langevin [12].

Neste trabalho, vamos utilizar a equacao de Langevin para descrever
as flutuagoes estatisticas do nosso modelo. Diante disso, devemos especificar a
triade que compoe as suposicoes desta abordagem: sistema de interesse, sistema
externo e banho térmico. O sumario a seguir, definido por Sekimoto, enfatiza

os aspectos de cada componente desta triade [13]:

— sistema de interesse (também chamado simplesmente de sistema neste
trabalho): é o principal componente da triade, do qual tomamos as infor-
macoes dos seus estados representados por z (posigao) e v (velocidade).
A equacao de Langevin descreve a evolugao dos estados do sistema. A

energia potencial e a energia cinética sao consideradas parte dele;

— banho térmico: é um sistema em segundo plano, ao qual o sistema de
interesse esta conectado. O banho térmico é caracterizado por um tnico
parametro, a temperatura 7. Os principios de conservagao de energia,
massa e momento nao sao aplicados a ele. O banho térmico retorna
instantaneamente ao estado de equilibrio, e nao conserva memoéria da
acao do sistema de interesse. A interacao entre o sistema de interesse e o
banho térmico é caracterizada pelo coeficiente de friccao e a temperatura.
A forga estocastica, ruido térmico, é proporcional a estes parametros;

— sistema externo: é um agente capaz de controlar macroscopicamente
o sistema de interesse através de um parametro da posicao contido
na energia potencial. O termo “externo” significa que a evolucao do
parametro nao é determinada pela equacao de Langevin. O sistema
externo nao interfere na interacao do sistema de interesse com o banho
térmico. O sistema externo controla a troca de trabalho com o sistema

de interesse.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512810/CA

Capitulo 1. Introducio 14

Com o intuito de facilitar a compreensao do texto, dividimos esta tese
em trés partes. No segundo capitulo, demonstramos uma forma de derivar
um importante teorema de flutuagao, a igualdade de Jarzinsky, e obtemos
algumas importantes relagoes a partir desta ultima. No terceiro capitulo, a fim
de coletar informagoes a partir das flutuagoes de estados fora do equilibrio,
introduzimos o modelo e as ferramentas estatisticas que nos serviram de base
para o desenvolvimento do trabalho original desta tese. Por fim, no quarto

capitulo apresentamos os resultados originais desta tese dentro deste contexto.
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2
Igualdade de Jarzinsky

O termo Teorema de Flutua¢io (TF) abrange uma gama de resultados
que predizem teoricamente a produgdo de entropia [7, 14-16|, flutuagao do
trabalho [6, 17, 18], entre outras quantidades de sistemas conduzidos para
fora do equilibrio térmico [19]. Neste capitulo, vamos analisar um importante
resultado conhecido como a Igualdade de Jarzinsky (1J) [8]. Esta quantidade
nos sera util para caracterizar os modelos propostos nos capitulos finais desta
tese. A IJ é um tipo de TF para o trabalho realizado sobre o sistema. A 1J é,
assim, um complemento interessante para os TFs relacionados a troca de calor

e producao de entropia [14].

2.1
Termodinamica de sistemas microscopicos

Devido a natureza estatistica de larga escala, intrinseca a Termodina-
mica, a primeira e a segunda lei da termodinamica assumem um carater proi-
bitivo, no ambito de simulacoes, para sistemas com muitos graus de liberdade.
Por exemplo: um gés composto por N > 10?¢ moléculas em equilibrio tér-
mico, confinado por paredes adiabaticas, sendo subitamente comprimido por
um pistao moével que, em seguida, é conduzido de volta a sua posicao inicial,
terd um acréscimo na sua energia interna, ou seja, W > 0 (W é o trabalho rea-
lizado pelo movimento do pistao). A medida do trabalho W é o valor esperado
tomado sobre todas as particulas que compoem o géas. Portanto, é possivel afir-
mar que certamente existem trajetérias no espaco de fase do gas para as quais
W < 0, isto é, a probabilidade dessas trajetérias nao é nula. Contudo, quanto
maior o numero de particulas N, menor serd a probabilidade de se observar
trajetorias com esse comportamento.

Considerando agora um sistema com poucos graus de liberdade, reali-
zando o mesmo procedimento em uma série de iteragdes hipotéticas (com o
sistema em equilibrio para cada nova itera¢ao), é esperado que a média es-
tatistica do trabalho medido sobre todas as iteracoes satisfaga a inequacao
(W) > 0. Porém, é possivel que sejam encontrados, em algumas raras obser-
vagoes, valores negativos para o trabalho realizado, ou seja, W < 0.

Dai podemos concluir que as flutuacgoes estatisticas, em torno da média
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das iteragoes, se tornam mais relevantes para sistemas com poucos graus de
liberdade. Ainda, quando aplicamos as ferramentas da termodindmica macros-
cOHpica para tais sistemas, com cada vez menos graus de liberdade, sdo reveladas

novas caracteristicas da primeira e da segunda da lei da termodindmica [20].

2.1.1
Termodinamica macroscépica: energia livre de Helmholtz e trabalho

Considerando um sistema puramente mecanico, o principio da conserva-
¢ao da energia mecanica nos conduz a conclusao de que o trabalho realizado
sobre o sistema é igual ao acréscimo na energia potencial do sistema. Ja para
um sistema termodindmico, a troca de calor entre o sistema e a vizinhanga
torna a relacao entre o trabalho realizado e variagao de energia menos trivial.

A fim de expressarmos a relagao trabalho/energia adequada, vamos supor
um sistema de interesse em contato com um reservatério térmico a temperatura
To, de modo que seja permitida a troca de calor ) (o calor recebido pelo sistema
e cedido pelo reservatorio) entre o reservatorio e o sistema. Ainda, o sistema
e o reservatorio s6 podem trocar calor entre si, e as paredes que confinam
o sistema nao sao fixas. Logo, o sistema pode ser submetido a um trabalho
volumétrico realizado por um sistema externo.

Apoés realizado trabalho sobre o sistema, é concedido um tempo suficien-
temente longo para que o sistema reequilibre termicamente com o reservatorio.
Isto implica que os pontos iniciais e finais (pontos de equilibrio) do processo re-
alizado sobre o sistema tém a mesma temperatura 7. Porém, as temperaturas
intermediarias ndo possuem necessariamente o mesmo valor.

O enunciado matemético da segunda lei da termodindmica é expresso na

forma [21]:
AS + ASy > 0. (2-1)
Na qual AS é a variacao da entropia do sistema e ASy, do reservatorio.
Utilizando o Teorema de Clausius [22], podemos concluir que ASy = —T%,

posto que a temperatura Ty do reservatério é constante. Dai a Eq. (2-1) pode

ser reescrita tal como abaixo:

Q — ToAS <0. (2-2)
A igualdade na inequacgao 2-2 acontece para processos de transferéncia de calor
reversiveis. Portanto podemos escrever Q" = ToAS = @ + dg. Na qual Q" é o
calor para um processo reversivel, Q) é o calor para um processo irreversivel e dq
¢ o calor dissipado [23]. A quantidade dq é o trabalho dissipado transformado

em calor. A definicao de trabalho dissipado é descrita no fim desta secao.
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Agora podemos aplicar a formulagao matematica da primeira lei da

termodinadmica [21],

AU =Q + W, (2-3)
ao sistema. O sinal positivo antes do termo do trabalho W foi colocado propo-
sitalmente para salientar que o trabalho esta sendo realizado sobre o sistema.
Poderiamos também utilizar a forma usual da primeira lei da termodinamica
(com o sinal negativo) sem perda de generalizagdo. Evidenciando o calor @) na

primeira lei e substituindo na Eq. (2-2), obtemos

AU -TS)-W <0. (2-4)
Esta operacao pode ser realizada porque a temperatura 7' é a mesma no inicio
e no fim do nosso processo. A quantidade U — T'S é a fun¢do matematica
F que representa a energia livre de Helmholtz. Entdo, podemos reescrever a

inequagao (2-4) na forma

AF < W. (2-5)
A inequagdo (2-5) prediz que o trabalho realizado sobre o sistema nao pode
ser menor que a variacao da energia livre de Helmholtz, entre o ponto inicial
e o ponto final do processo. E chamado trabalho dissipado toda a quantidade

que exceda a igualdade W = AF (processo reversivel), ou seja [24],

Waiss = W — AF. (2-6)

E trivial que nem todo processo termodinamico possua as caracteristicas

do exemplo dado anteriormente. Além disso, a inequagdo (2-5) nao é a que
contempla de forma mais genérica os processos descritos pela segunda lei da
termodinamica. Porém, neste trabalho focamos na classe de processos com

caracteristicas similares aos descritos nesta secao.

2.1.2
Termodinamica microscépica: energia livre de Helmholtz e trabalho

Para descrevermos como obter informagoes de sistemas microscopicos,
considerando as flutuagoes estatisticas que emergem desses sistemas, vamos
utilizar um toy model para ilustrar o procedimento. Tanto o toy model utili-
zado, quanto as deducoes decorrentes, sao reproducoes expandidas e inspiradas
no review publicado por Jarzynski, e podem ser encontrado na integra em [20].

O sistema de interesse é formado por trés particulas (representados pelos
circulos em branco). As coordenadas z; (i = 1,2 e 3) sdo as distdncias de
cada particula de uma parede fixa. Uma coodernada adicional é o parametro

do trabalho realizado sobre o sistema, identificado por A. O parametro \ é
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Figura 2.1: Os circulos enumerados representam as trés particulas do sistema.
As coordenada z1, zo e z3 sdo as distancias de cada particula até a parede
fixa (retdngulo na vertical), explicitada para z;. O circulo preto é o pardmetro
do trabalho. A posi¢ao A é manipulada externamente seguindo um protocolo.
As molas representam as interagdes par-a-par entre as particulas. Os graus de
liberdade do reservatorio térmico nao estao ilustrados.

controlado por um agente externo e descreve a posicao, orientacao ou forga
externa de um corpo que interage com o sistema. Na figura, o pardmetro do
trabalho é representado pelo circulo preto a uma distancia A da parede fixa.
O parametro @ é um estado microscopico do sistema, a saber, as posi¢oes e os
momentos de cada particula do sistema, representados por um ponto no espago
de fase. y é um estado microscépico de reservatorio térmico. Sendo assim, a
Hamiltoniana para o sistema e reservatorio térmico combinados, considerando

as variaveis classicas dos graus de liberdade assumidas, toma a seguinte forma:

H(z,y; \) = H(x; ) + Hyes(Y) + hine(, ), (2-7)
na qual H(x; \) ¢ a Hamiltoniana do sistema de interesse (incluindo a interagao
com o agente externo mediado pelo pardmetro do trabalho A), H,.s(y) é a
Hamiltoniana do reservatorio e hy,(x,y) é a Hamiltoniana de interagao entre

o sistema e o reservatério térmico. Para este modelo, © = (21, 29, 23, p1, P2, P3)

e
3 3. 2
Hx; A) =D ulzesr — 21) + ) -, (2-8)
k=0 = 2m

na qual u(e) é o potencial de interagao par a par da associa¢ao em série, zy = 0
e 2= A

Supondo um sistema microscopico analago ao descrito anteriormente,
vamos assumir que inicialmente o sistema e o reservatorio estao em equilibrio
térmico a temperatura 71', e o parametro do trabalho esta posicionado no

estado A = A. O sistema e o reservatério estdo inicialmente em um estado
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microscépico (o, Yo), distribuidos pela forma canoénica do espago de fase [25]:

pa(o, yo) = ;A expl—BH (o, yo; A = A)]. (2-9)

O fator de normalizacao Y4 provém da identidade

Vi = [ dady expl-BH (w,y; V) (2-10)

na qual a integral é realizada sobre todo o espago de fase e § = 1/kgT [26].
Quando o parametro do trabalho esta fixado em A, Y, é a funcao de particao
para o estado de equilibrio do sistema e do reservatério combinados [27].

A energia livre de Helmholtz associada ao sistema é dada pela equacao
usual F' = —$711n Z, [28]. O termo

Zy = /d:v exp[—OH (x; \)] (2-11)
¢ a funcao de particdo da Hamiltoniana do sistema de interesse quando o
parametro do trabalho esta posicionado em A. Dai podemos obter a variacao
da energia como segue:

Z
AF=Fy—Fy=-8"'Im2E, (2-12)
Za

Partindo do estado de equilibrio (xg, yo; A), 0 agente externo manipula
o parametro do trabalho de acordo com o protocolo A(t). Enquanto o sistema
e o reservatorio evoluem microscopicamente no tempo, o parametro varia de
A=A emt =0, até A\ = B, em t = 7. Durante este processo, o sistema e
o reservatério realizam uma trajetoria I'; pelo espago de fase total (sistema e
reservatorio combinados). O protocolo A(t) define como o agente externo atua
sobre o sistema durante o processo. Ja I'y, define como o sistema e o reservatorio
respondem, no ambito dos estados microscépicos, ao estimulo.

Para uma trajetoria I'; sobre o espaco de fase, temos a seguinte variacao

da Hamiltoniana do sistema e reservatorio:

H(a(r).y(7); B) ~ H(wo.yo: A) = [t H((t), y(t): A1)
= [t H (o), w0 M0)

T .0
= [ S H @A), (213)

Na qual x(t) e y(t) sdo os pontos no espago de fase no tempo ¢ para o sistema
e o reservatério, respectivamente, contidos na trajetéria I';. A passagem da
primeira para a segunda linha da Eq. 2-13 se deve a uma propriedade conhecida
das equacoes de movimento de Hamilton, isto é, % = %—If [29]. A terceira linha
provém da dependéncia das Hamiltonianas no lado direito da Eq. 4-13.
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Ao realizarmos o processo de A = A, em t =0, até A = B, em t = T,
pela trajetoria I'y, a variagdo da energia interna do sistema ¢ dada pela

seguinte quantidade:

dH(z(t); \t) = :ica((;’}-[(zc(t);k(t))dwrX;)/\H(sc(t);k(t))dt (2-14)
H(x(r); B) — H(ze; A) = /()Tdtd:aaw?-[(m(t);)\(t))+/[)Tdt}\£\7{(w(t);A(t))

(2-15)

Podemos interpretar o segundo termo do lado direito da Eq. 2-15 como
o trabalho realizado pelo agente externo sobre o sistema [18]. J4 o primeiro
termo, podemos interpretar como o calor cedido ou absorvido do reservatorio
térmico pelo sistema. Pois, se realizassemos este procedimento em um modelo
similar, desta vez sem o contato do sistema com o reservatorio térmico,
terifamos o mesmo termo para o trabalho sobre o sistema dado pela Eq. 2-15, e
seu valor seria igual a variagdo da energia interna do sistema. Além disso, este
termo corresponde a atuacao de uma imensa quantidade de graus de liberdade
entre o sistema e o reservatorio, ou seja, uma forma desordenada de troca de
energia: o calor. Portanto, o primeiro termo do lado direito da Eq. 2-15 ¢ a
soma de toda a variacao da energia interna do sistema devido ao contato com
o reservatério térmico [30, 31].

A descri¢ao microscopica do trabalho realizado sobre o sistema e do calor
absorvido ou cedido pelo sistema ¢é definida somente em termos da trajetoria
de x(t) no espago de fase. Portanto, a Eq. 2-15 pode ser vista como a primeira

lei da termodindmca (Eq. 2-3) para este sistema, na qual:

W= /0 ’ dtxgy(x(t);x(t)) (2-16)
) Q= /O dtd:ai”;‘-[(m(t);)\(t)). (2-17)

Dai podemos concluir que para sabermos a quantidade de calor, absorvido ou
cedido pelo sistema de interesse, e o trabalho realizado sobre ele, basta nos
importarmos somente com os graus de liberdade do proprio sistema.

Ainda podemos extrair mais uma informagao da Eq. 2-13 e Eq. 2-16, que

segue:

W =H(z,;,y,; B) — H(xo,yo; 4), (2-18)
isto é, a quantidade de trabalho realizado sobre o sistema, em termos da
sua evolu¢ao microscopica, ¢é igual a variacao da Hamiltoniana do sistema e

reservatorio térmico combinados (condicionada & evolugdo da Hamiltoniana do
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sistema e reservatério combinados no mesmo periodo do trabalho realizado).
As equivaléncias ¢, = (1) e y, = y(7) serdo utilizadas daqui em diante por

conveniéncia meramente estética.

.|=.'::=-|=:‘"_:...-—

Sistema Externo Sistema Reservatario Térmico

Figura 2.2: Tlustracao das trocas de energia entre o sistema de interesse e o
sistema externo, e entre o sistema de interesse e o reservatoério térmico.

Pode-se argumentar que as tltimas conclusdes sdao validas somente
quando a Hamiltonana de interacao entre o reservatério e o sistema, H, (€, y),
é suficientemente fraca para ser negligenciada. De fato, a distribuicdo da Eq.

2-11 serd modificada de acordo com a proporcao [32]:

pA(@) o< exp[—FH (a; V)], (2-19)

na qual

Hi(z; \) = H(z; \) + V((x;T). (2-20)
A fungao ¥ ((x;T) é o custo energético requerido para inserir o sistema em
um reservatorio térmico. Por exemplo: a energia associada ao rearranjamento
da dgua apos inserir uma biomolécula em um meio aquoso [33]. Neste caso,
o sistema e o reservatério térmico compartilham a energia do termo da
Hamiltoniana de interacgao, e nao ¢ evidente se esta energia pertence ao sistema
ou ao reservatorio térmico. Apesar disso, essa troca na Hamiltoniana do sistema
somente mudaria a defini¢do do calor na Eq. (2-17), mas a defini¢ao do trabalho
na Eq. (2-16) permaneceria a mesma, pois B%\T = %—7;. Portanto, para as
derivagoes posteriores, essa troca nao tem efeitos.

O processo termodinamico relatado anteriormente foi discutido no a&mbito
de uma unica realizagdo. Agora vamos estender esse procedimento para muitas
realizagoes, até mesmo infinitas, de forma que possamos obter informagoes
estatisticas destas iteracoes. Para cada repeticao, o sistema e o reservatorio

térmico estdo em equilibrio e o mesmo processo é realizado, variando o
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pardmetro do trabalho de A = A, em t = 0, até A = B, em t = 7, seguindo
o mesmo protocolo A(t). No entanto, a trajetoria do sistema e do reservatério
térmico pelo espago de fase, I'y, serd possivelmente diferente para cada nova
iteracao, uma vez que os estados microscopicos iniciais serao diferentes para
cada realizagao devido a distribuigao da Eq. (2-9).

Ao considerarmos as infinitas repeti¢oes, obtemos um ensemble estatis-
tico das realizagoes do processo constituido por diferentes trajetérias T'}, T'Z,
['3... E para cada uma destas trajetdrias, calculamos o trabalho W1, W2 W3...
Assim, o valor esperado do trabalho realizado tomado sobre esse ensemble é

dado por:

(W)= [ awopw)w, (2-21)
na qual p(WW) é a distribui¢ao de probabilidade do trabalho realizado sobre o
sistema. A quantidade (W) é igual a W na inequagao (2-5).

2.2
Informacao associada a flutuacoes fora do equilibrio

Com o conjunto dos valores W™ para o trabalho definidos na tltima
secdo, podemos construir o valor médio da quantidade e=#". Esta quantidade

é dada explicitamete por:

1 N
—BWY E : —Bwn _
(™) = Jim P (2-22)
Na qual a temperatura 7" em 5 = 1/kgT é a temperatura inicial do sistema e

do reservatorio térmico.

Para calcularmos a quantidade da Eq. (2-22), deixamos que o sistema
evolua de t = 0 até ¢ = 7 condicionado & Hamiltoniana #(x(t); A(t)), com
o sistema em ¢t = 0 em equilibrio térmico a temperatura T'. Neste periodo, o
parametro do trabalho é deslocado de A(0) = A até A(7) = B, conforme o
protocolo A(t). Introduzimos a funcio W (xg,yo), que representa o trabalho
realizado sobre o sistema sobre uma trajetéria I';, partindo das condigoes
iniciais (o, yYo). Sao as condigbes iniciais que determinam exclusivamente a
trajetoria I'; no espaco de fase. A cada trajetéria o valor do trabalho pode ser
calculado pela Eq. (2-16) ou pela Eq. (2-18). Dai podemos calcular o valor de
Eq.(2-22) da seguinte forma:
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(™) = [ dwodyop(o, yo) expl-BW (w0, yo)]
— [ deadyo - expl-H{H (o, yoi A = A)] + 51V (@o.o)}

1
- /dwody07 exp[—BH %) (2., y,; A = B)]. (2-23)
A

Para a passagem da primeira para a segunda linha na Eq. (2-23), foi utilizada
a defini¢do de distribuicdo da Eq. (2-9). J4 para a passagem da segunda
para a terceira linha, o importante resultado obtido na Eq. (2-18) para o
trabalho foi aplicado. A Hamiltonina H®°¥0)(e) é deterministica e o indice
sobrescrito representa que o estado microscépico final no espago de fase (., y)
foi alcancado partindo das condigoes iniciais dos estados microscopicos em
(Z0,Y0)-

A fim de calcularmos a integral da Eq. (2-23), vamos fazer a seguinte

mudanca de variavel:

a(3307 yO)
5’(:87, y"')
¢ o Jacobiano da transformagao [34].

dx,dy,, (2-24)

dCC() dy() = |
w231

®
’ Y
7 (2, y-) ]
V4 ‘--—/
\-__ I}
\ \
'\.__J

Figura 2.3: Movimento do volume no espago de fase. A densidade dos sistemas
do ensemble na vizinhanca de um ponto do espago de fase ndo muda com o
tempo.
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Sabe-se na literatura que um volume infinitesimal do espaco de fase é
um invariante frente uma transformacao canonica. Portanto, esta quantidade
nao se altera ao longo da evolugao temporal do sistema [35]. Esta conclusao é

resultado do conhecido Teorema de Liouville [36]:

Z OHOp OHOp|
dpi 0q;  Oq Op;|

na qual p é a distrlbul(;ao de probabilidade para o espaco de fase e H a

(2-25)

Hamiltoniana do sistema de interesse. Entao, o Jacobiano da Eq (2-24) deve
ser igual a 1.

Aplicando as ultimas conclusoes & Eq. (2-23) podemos escrever

<676W> = /dw‘rdyrylvA eXp[_ﬁH(m’yo)(a"ray‘r; A= B,
Yp
= Y, (2-26)
na qual Eq. (A-3) foi utilizada para definirmos Y4 e Y.
O dltimo resultado ja nos evidencia uma importante conclusao: embora
a distribuigao dos valores do trabalho p(W) dependa geralmente do protocolo
A(t), a quantidade (e=?") s6 depende dos parametros A = A, A = B e T, ou
seja, parametro inicial e final do trabalho, e a temperatura inicial do sistema,
respectivamente.
As fungoes de particao Y, e Yp dependem da Hamiltoniana do sistema
e do reservatoério térmico combinados. Vamos agora substitui-las por uma
expressao que dependa somente da Hamiltoniana do sistema. Apesar dessa
troca ser valida somente quando a Hamiltoniana de interagdo Hin(,vy)
pode ser negligenciada, o resultado obtido nao perde a sua generalidade. A
demonstracao desta afirmacao, e mais detalhes sobre o potencial de interacao,
pode ser conferida no apéndice A.1. Portanto, podemos escrever a Eq. (2-26)

na forma:

Yy [dedyexp[-fH (x,y; B)] ~ [dwexp[—SH(x; B)]  Za

Yp _ [dedyexp[-fH(z,y; A)| _ [dzexp[-fH(x:A)] _ Zp _ _sar

(2-27)

O resultado do lado extremo direito da equacao se deve a substituicao possi-
bilitada pela definicao da energia livre de Helmholtz da Eq. (2-12). O termo
referente & Hamiltoniana do reservatorio H,.s(y) é eliminado da razao Zg/Z 4
porque nao depende de .

Associando o termo do lado esquerdo da Eq. (2-23) e o resultado do lado

extremo direito da Eq. (2-27), obtemos a seguinte igualdade:
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(e Py = e PAE, (2-28)
Esta relagdo é um teorema de flutuacao para o trabalho conhecido como a
Igualdade de Jarzynski. Desde a sua deducao original [8], este resultado tem
sido derivado de diversas maneiras, utilizando uma variedade de equagoes do
movimento para modelar a dindmica microscopica [37-41]. Também tem sido
comprovada a sua validade experimentalmente [42-45].

A 1J descreve que se repetirmos um processo muitas vezes, podemos
determinar a variacdo da energia livre pelas medidas obtidas de um sistema
conduzido para fora do equilibrio. O sinal de igualdade na inequagao (2-5)
é atribuido somente para processos reversiveis. A IJ nos possibilita também

derivar uma igualdade para processos irreversiveis, a saber:

—kpTIn{eV/*eTy = AF. (2-29)

Entretanto, o valor de AF nao pode ser encontrado com uma Unica medida,

mas, sim, pelas flutuagoes estatisticas do trabalho. A ideia central da 1J, e

de outros teoremas de flutuacao, é que flutuagoes fora do equilibrio contém

informagoes de estados de equilibrio. Combinando a 1J com a desigualdade de

Jensen, (expx) > exp(z), temos novamente a relagao entre trabalho e energia
livre de Helmholtz da Eq. (2-5).

Podemos agora obter um resultado muito importante utilizando a IJ

[46]: a probabilidade de que a medida do valor do trabalho seja menor que a

quantidade AF — x, na qual y é um valor positivo arbitrario com unidade de

energia. A probabilidade a ser calculada é a area da cauda da distribuicao de
probabilidade p(W) na Eq.(2-21). A Figura (2.2) ilustra esta distribuicao.

p(W)

AF —x AF W

Figura 2.4: Distribui¢do do trabalho p(W) para um sistema microscépico
sujeito a um processo irreversivel. A regiao na qual W < AF é a chamada
proibitiva
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Para calcular a probabilidade de observar os pontos a esquerda de
W = AF, fazemos

PW<AF-x) = [ M waw

— 00

AF—x
< [T ey
< fAF=x) OO,O(I/V)e_ﬁwdl/V
< ePAF=X)BAF)
< e fx, (2-30)

A 1J foi utilizada na passagem da terceira para a quarta linha da Eq. (2-30). A
cauda do lado esquerdo da distribuigdo p(WW) decai exponencialmente. Assim,
os valores microscopicos para o trabalho W < AF podem ser observados.
Poderiamos afirmar aqui que haveria uma “violacao” da segunda lei da
termodinamica, pois ha probabilidade nao nula de observar valores do trabalho
para a regiao proibitiva. Porém, a validade da segunda lei é somente para
medidas macroscépicas. Ainda assim, os valores do trabalho que estao a poucas
unidades de 37! abaixo de AF sdo raras de observar, tornando a regidao y > /3
efetivamente proibitiva, e indo ao encontro das experiéncias macroscépicas. A
segunda lei é satisfeita sobre o valor esperado calculado e nao é violada em

uma escala macroscopica.

2.3
Evolucao estocastica e simetria microscopica

Considerando os resultados analisados na tultima se¢do, vamos propor
dois processos distintos para o mesmo sistema microscopico ja descrito: o
primeiro é o mesmo detalhado na tltima se¢ao, no qual variamos o parametro
do trabalho de A\p = A, em t = 0, até \p = B, em t = 7, usando o
protocolo Ag(t). Depois de ser concedido tempo suficiente para o sistema estar
em equilibrio térmico em A\p = B, o segundo processo consiste em variar o
parametro do trabalho de A\ = B, em t =0, até \g = A, em t = 7, ou seja, 0
processo reverso. Dai o subindice em A e Ag, do inglés “forward” e “reverse”,
respectivamente [18]. Contudo, desta vez, durante o intervalo 0 < t < 7, o
sistema é termicamente isolado do reservatorio. Tanto em A = A quanto em
A = B, o sistema é preparado em um estado de equilibrio a temperatura inicial
T antes de se realizar cada processo. Durante o processo A = B até A = A, é

utilizado o protocolo de “tempo-reverso” definido por:
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)\R(t) = )\F(T - t) (2—31)

Tensao

Comprimento da borracha

Figura 2.5: Uma analogia para a producao de trabalho: esticar e contrair um
elastico de borracha. Se esticdssemos a borracha, a temperatura e a tensao
seriam maiores do que no processo reverso, a contracio. E um exemplo de
ciclo de histerese no qual W > 0.

Os dois processos sao realizados em sequéncia, sendo que o processo
reverso € realizado por ultimo, concedendo tempo suficiente para que o sistema
entre em equilibrio com o reservatoério térmico no fim de cada processo. Temos
neste caso o chamado ciclo de histerese: em um processo irreversivel, o sistema
evolui em uma sequéncia de estados durante o processo de protocolo A\r, mas
0 processo reverso (protocolo Ag) percorre uma trajetéria de volta diferente.
Portanto, o trabalho do ciclo completo sera maior que zero, como ilustrado na
Figura 2.5. Entao, a inequagao (2-5) para os dois processos combinados resulta

no intervalo

—(W)r < AF < (W), (2-32)
na qual (W) é o valor esperado do trabalho calculado sobre a distribui¢ao dos

valores do trabalho para cada processo. Assim, concluimos que para o ciclo
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completo:
W)r+ (W) >0. (2-33)
25 ¢ —
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G C
U A
c G
U A
A U
c G
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Figura 2.6: Trajetéria da contragdo (azul) e expansdo (laranja) de uma
sequéncia de RNA.

Fonte: Collin, Delphine, et al. "Verification of the Crooks fluctuation theorem
and recovery of RNA folding free energies."Nature 437.7056 (2005): 231-234.

Vamos considerar agora as trajetorias de cada processo, denotando por
vr = {xr(t);0 < t < 7} a trajetéria no sentido reverso. Assim, yr é seu

conjugado no qual

Tp(t) = xp(t — 7). (2-34)

A Figura (2.7) ilustra os pares conjugados das trajetérias vp e yg. Uma
analogia para esclarecer as trajetérias é: se pudessemos filmar a trajetéria vp,
YR seria a trajetoria que veriamos se vissemos o filme de tras para frente.

A probabilidade de realizarmos determinada trajetéria sera diferente para
cada processo. Vamos definir como Pr|yr] a probabilidade de observarmos
a trajetéria yg. Do mesmo modo, teremos a probabilidade Pg[yg| para a
trajetoria reversa ygr. O valor do trabalho realizado em cada trajetoria sera
Wivr| = Wr e W[yg] = Wk.

Levando em consideracao que o sistema estd isolado do reservatorio

durante o intervalo 0 <t < 7, a Eq. 2-18 toma a seguinte forma:
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xzp(0)

rp(T)

/—\ .
r(7T)

Tn

q

Figura 2.7: x* sao os estados microscépicos obtidos ao invertermos todos os
momentos de x.

W =H(x,; B) — H(xo; A). (2-35)
A Hamiltoniana H(x; \) para o sistema é deterministica. Portanto, a proba-
bilidade de realizarmos uma trajetéria especifica no espago de fase depende
somente da distibuicao de probabilidade das condigoes iniciais em um estado
de equilibrio, dada pela Eq. (2-9). Porém, neste caso, devemos nos atentar
que a funcao de partigao é costruida somente com a Hamiltoniana do sistema,

expressa pela Eq. (2-11). Dai podemos escrever a razao:

Prlyel 2B pib(es0):8)-Hir )
Pr[vr] Zs
_ ZB si(ar(r):B)-H(zr(0)4)]
Zs

= SWr-AR), (2-36)
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Na Eq. (2-36), a passagem da primeira para segunda linha se deve a
igualdade H(xr(0); B) = H(xp(7); B), oriunda da natureza deterministica
da Hamiltoniana #H(e). J& na passagem da segunda para a terceira linha, é
utilizada a importante relagdo para o trabalho da Eq. (2-18) e a Eq. (2-27).
A temperatura T em 3 = 1/kgT é a temperatura inicial, que é a mesma no
inicio de cada trajetéria devido ao tempo concedido ao sistema para que entre
em equilibrio térmico com o reservatoério.

A relacao da Eq. (2-36) tem sido derivada na literatura para diversas
configuragoes de sistemas [47, 38, 48, 49, 1]. Um resultado similar é o teorema
de flutuagdo de Crooks [50]. Porém, enquanto a Eq. (2-36) é uma afirmagao
sobre as trajetérias, o teorema de flutuacao de Crooks é uma afirmacgao sobre

as distribuigdes dos valores do trabalho que satisfazem a equagao:

pr(=W)
Os termos prp(W) e pr(W) na Eq. (2-37) sdo as distribuigoes para os

valores do trabalho para a trajetéria vp e a trajetéria reversa g, respecti-
vamente. Dai podemos concluir que o valor esperado do trabalho devido a
distibuigdo pr(W) estd localizado a direita do valor esperado do trabalho de-
vido & distribui¢ao pr(W), como ilustrado na Figura (2.8). Este teorema tem

sido verificado por diversos experimentos na literatura [51, 52, 44, 43].

PR(—”')n

pr(W)

AF W

Figura 2.8: Distribuicao para os valores do trabalho das trajetérias Agp e Ag.
O processo é reversivel no ponto em que as curvas se interceptam, W = AF.

E interessante notar que os valores esperados para o trabalho de cada
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distribuigao (prp(W) e pr(—W)) corroboram a inequacao (2-33). Porém, ob-
temos uma importante informagcao: eventualmente podemos observar um ciclo
no qual o trabalho realizado sobre o sistema na trajetéria vy é menor que
o realizado pelo sistema na trajetéria reversa vgz. Também podemos concluir
que o processo é reversivel no ponto W = AF, no qual as curvas se inter-
ceptam. Ainda, se multiplicarmos ambos os lados da Eq. (2-37) pelo termo
pr(—=W)e™ W e integrarmos sobre todo o espaco amostral, recuperamos a 1J
expressa na Eq. (2-28) [46].

A Eq. 2-36 esta estreitamente relacionada com o principio de reversibili-
dade microscopica: qualquer sequéncia de eventos tem a mesma probabilidade
do evento de tempo reverso [53]. Esta afirmacao nos conduz a seguinte igual-

dade para processos reversiveis:

Pr[yr]

Pr(vr]
Portanto, para o caso de processos irreversiveis, a probabilidade da trajetoria

=1. (2-38)

que observamos em um processo nao ¢ a mesma probabilidade do seu processo

reverso, ou seja,

Prplyr] # Prlyr]- (2-39)
Dai a Eq. 2-36 pode ser vista como uma expansao do principio de reversibi-
lidade microscépica, ja que retine a Eq. 2-38 e a inequagdo (2-39) em uma
Unica equacao, estendendo a igualdade para sistemas conduzidos para fora do

equilibro pela variagdo de parametros externos.

2.4
Entropia e trabalho dissipado

Vamos utilizar uma definicdo de entropia que relaciona fortemente a

Termodindmica com a Teoria da Informagao [54]:

S = —k;B/p(a:,'v,t) Inp(x, v, t)dedv, (2-40)
na qual p é a distribuicao estatistica do espaco de fase e a integral é realizada

sobre todo espaco amostral de p. O termo

I[p] = —/plnpdacdv (2-41)
na Eq. (2-40) é conhecido como a entropia de informagao associada a uma
distribuicao p. Se p descrever um estado de equilibrio termodinamico, a
entropia de informacao coincide com a entropia termodinamica multiplicada
pela constante k. A Eq. (2-40) tem grande relevancia no &mbito dos teoremas
de flutuagao porque relaciona uma informagao microscépica (I[p]) com uma

quantidade fisica mensuravel (.5).
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Outra quantidade da Teoria da Informacao que é relevante para este

trabalho é a chamada entropia relativa, definida como [55]:

D(plla) = [ pl,v,0)In (W

na qual p e ¢ sao distribui¢oes estatisticas e a integral é realizada sobre

> dxdv > 0, (2-42)

todo espago amostral de p. D(p||lq) é a medida da “distdncia” entre duas
distribuigoes de probabilidade, p e g. Quando D(p||q) = 0 as duas distribui¢oes
sdo iguais. Quanto maior o valor de D(p||q), menor a sobreposicao das duas
distribuigoes.

Para a Termodindmica, a entropia relativa D(p||q) é util para obter
informagbes de processos irreversiveis, pois podemos mensurar o quanto um
processo realizado em um sistema difere do seu processo reverso. Assim, as
implicagoes da inequacao (2-39) podem ser melhor detalhadas com mais uma

informagao, de modo que [56]:

Pr[yr]
Prlvr]

= /d"}/FPF["}/F] In 66(WF_AF)

= [ dvePelrel BWlhi] - AF)
= BUW)e—AF) = BWh).  (243)

D(Pelyell|Palvel) = [ dyePelye]In

A passagem da primeira para a segunda linha na Eq. (2-43) é devido a relagao
da Eq. 2-36. O trabalho dissipado (W1} foi definido na Eq. (2-6). Neste caso,
(W) é o valor esperado tomado pela distribuigao dos valores do trabalho para
a trajetoria yp.

A Eq. (2-43) associa uma quantidade fisica no equilibrio termodinamico,
(WE ), a uma informacio microscépica do sistema devido a sua trajetoria.
Podemos trocar as distribuigoes das trajetoris por um conjunto de parametros
mais familiar: o conjunto de parametros do espaco de fase. Podemos definir a
fungao fr(a,t) como a densidade do espaco de fase que descreve a evolugao do
sistema durante a trajetéria yp. Do mesmo modo, fr(x*, 7 —t) é a densidade
do espago de fase para o processo reverso (yg), na qual * sdo os estados
microscopicos obtidos ao invertermos todos os momentos de x. Podemos

expressar a funcao de densidade do espago de fase na forma [57]:

fx,t) = (e — z(1)]), (2-44)
na qual x(t), xa(t)...xk(t) sdo as trajetérias descritas pela distribuigdo do

espago de fase. O valor esperado do lado direito da Eq. (2-44) é tomado sobre
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a distribui¢do de probabilidade das trajetérias @y (t).

As densidades fr(x,t1) e fr(x*, 7 — t;) sdo registros instantdneos no
tempo t = t; dos estados no espaco de fase do sistema durante cada processo.
Estes registros sao tomados conforme os parametros para o trabalho, Ag e Ap,
alcangam o valor Ap(t1) = Ag(7—t1). Neste momento os valores das densidades
fr(x,t1) e fr(x*, 7 — ;) sao diferentes, isto é, os estados microscopicos sao
diferentes quando o parametro do trabalho assume o mesmo valor em ambas

as trajetérias. A entropia relativa para as duas distribuigoes é [58]:

D(frllfr) < B(Wiiss)- (2-45)
Combinando o dltimo resultado com a Eq. (2-43), temos
P
D(ellin) < TP = g (2-46)
Prl7vE]

Dai podemos concluir que a irreversibilidade de um processo pode ser expressa
por uma inequagao que relaciona duas distribuicoes de probabilidade, tanto
no espago das trajetérias quanto no espago de fase. A igualdade na Eq. (2-46)
é valida quando o sistema é isolado termicamente do reservatério, enquanto o
parametro do trabalho varia para cada processo.

Os tultimos resultados sao relacionado ao trabalho dissipativo macrosco-
pico. Podemos ainda obter um resultado importante para o trabalho dissipativo
microscopico utilizando a 1J. Ao substituirmos o termo W = Wy, + AF na
Eq. (2-27) obtemos a igualdade:

(e7PWaiss) = 1. (2-47)

A Eq. (2-47) contém uma importante informagao: para qualquer pro-
tocolo do pardmetro do trabalho A(¢), o valor esperado para a quantidade
e PWaiss & 0 mesmo, inclusive para processos que levem o sistema para muito
longe dos estados de equilibrio (tal como um gas sendo comprimido quase

instantaneamente).

2.5
Equivaléncia de ensembles

Demonstrada uma das possiveis derivagoes da IJ, uma interessante
elucubracao que pode ser feita é: se tomassemos as condigoes iniciais de uma
distribui¢cao microcanonica terfamos o mesmo resultado para a 1J?

Tomando um resultado da Eq.(2-23), vamos relacionar a expressao com

o ensemble microcandnico da seguinte forma [59]:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512810/CA

Capitulo 2. Igualdade de Jarzinsky 34

Wy~ [ dwodya - expl-5{H (o, yoi A = ) + 5V (z.yo) ]

~ [ dzadyo
X GTP[—ﬁ{H(%, Yyo; A= A)] + @W(woa Yo)}]
= 7 [ dBwa(B)e e ey

/dE(S(H(a:O, Yo A = A) — E) x

_ ZlA / dE exp [~BE + Sa(E)/ks +In(e W ype] . (2-48)

Na qual {(e7#W)em & o valor esperado da quantidade e ®" tomado pela
distribuigao canénica, wa(E) é o ntmero de estados microscépico no volume
H(xg,yo; A = A), Sa(E) é a entropia da Hamiltoniana H a energia E e
parametro do trabalho em \ = A e (e #W)7i¢ § o valor esperado da quantidade
e P tomado pela distribuicio microcandnica com a energia fixa em E. A

conhecida relac¢ao para a entropia [60],

S = kgln (2, (2-49)
foi utilizada para obter S4(F), na qual € é o volume dos estados microscopicos
de todo o espaco de fase.

A integral sobre E da Eq. (2-48) é dominado pelo valor de E que

maximiza o integrando e satisfaz a equacao:

O(Sa(E)/kg) | Oln(e "Wy
B+ oL B 5 = 0. (2-50)

O trabalho W é obtido pela manipulacao do sistema de interesse, e possui

muito menos graus de liberdade do que o reservatério térmico. Portanto, a
escala de variacao de energia do trabalho deve ser muito menor do que o
do sistema e reservatério combinados (Sa(F)). Dai podemos negligenciar a
contribuigdo de W para Eq. (2-50) e concluir que o valor de energia que
maximiza a equagao ¢ o valor da energia do sistema de interesse e reservatorio
combinados no equilibrio (& temperatura 7).

Denotando como € o valor de E que satisfaz a Eq. (2-50), podemos
escrever Z, = exp|[—fé+ Sa(€)/ks]. Assim, desconsiderando as corregoes

pouco significativas, obtemos a equivaléncia:
(7P e = (P e (2-51)

2.6
Caracteristicas do modelo

Neste capitulo descrevemos o modelo para o qual relacionamos quan-

tidades microscopicas fora do equilibrio com quantidades macroscopicas no
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equilibrio. Ainda que facilmente notavel, ndo explicitamos duas importantes
premissas. A primeira é que nao consideramos os efeitos quanticos. Logo, estes
efeitos podem ser ignorados para o caso proposto. A segunda premissa é que
o sistema e o reservatério sao isolados de qualquer outro grau de liberdade
externo.

A abordagem utlizada para modelar o sistema proposto foi por meio de
uma Hamiltoniana. Porém, as relagoes obtidas para os sistemas microscépicos
fora do equilibrio ndo dependem da dindmica pela qual o sistema é modelado.
Estas relages tem sido derivadas por diferentes abordagens [61, 39, 62, 40].

Embora as relagoes encontradas nao dependam da abordagem, quando
analisamos sistemas fora do equilibrio devemos especificar quais abordagens
estamos utilizando. Isto se deve ao fato de que a escolha de cada abordagem
encerra algumas suposi¢oes. Nos capitulos posteriores, vamos modelar o sis-
tema através de uma equacao de Langevin. Assim, o reservatorio térmico serd

tratado de forma implicita nessa equacao.
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Modelo Fourier-Laplace

Para solucionarmos as equagoes que modelam os sistemas de interesse
deste trabalho, vamos utilizar um método que toma a definigdo da transfor-
mada de Laplace como um elemento central para a simplificacao das operagoes
matematicas necessarias. Neste capitulo, explicitamos este método através do
calculo da distribuicao de probabilidade para a posicao e a velocidade de uma
particula browniana no equilibrio. Em seguida, vamos calcular a funcao ge-
radora de probabilidade do trabalho fora do equilibrio para uma particula
Browniana sob a agdo de um potencial harménico [63]. Também verificamos a
IJ para o modelo. Os procedimentos realizados originalmente para os célculos,
e a definicao dos dois sistemas, foram publicados por Soares-Pinto & Morgado,

e podem ser encontrados em [64, 65].

3.1
Definicao do modelo para o calculo da distribuicao de probabilidade
estacionaria

O modelo que vamos utilizar para aplicar o método é o de uma particula
Browniana sujeita a um potencial harmonico e uma forca de amortecimento
proporcional & velocidade wv(t). Sobre a particula também atua uma forca
estocdstica representada na equagao pelo ruido colorido Gaussiano 7(t) [66].
E assumido que a transformada de Laplace de n(t) possa ser calculada [13].
Neste modelo, o reservatério térmico é representado implicitamente por 7(t).

A equacao que descreve a evolucao temporal do sistema é

mo(t) = —vyou(t) — kx(t) + n(t). (3-1)
Na qual v(t) = @(t), k é a constante elastica de uma mola e v é o coeficiente
de fricgao. Os termos v(0) = vy e x(0) = zo s@o as condigoes iniciais para o
sistema no equilibrio.
Utilizando a defini¢ao de i(t), podemos expressar z(t) = o + fg v(t')dt'.
Substituindo z(¢) na Eq. 3-1, obtemos

t t t t
mu(t) = mug — fy/ v(t")dt' — kxot — k/ / v(t")dt"dt' + / n(tdt'. (3-2)
0 0 Jo 0
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Tomando a transformada de Laplace de z(t) = o + [i v(t')dt’ e da Eq.

3-2, obtemos as expressoes da transformada de z(t) e v(t), como segue:

Z(s) = A(s) + B(s)ii(s) (3-3)
’ i(s) = C(s) + D(s)ii(s)- (3-4)
Nas quais,

A= e 5

B(s) = m (3-6)

Cls) = S 57)

D(s) = S(Sfﬂ)i% (3-8)

na qual wy = k/m e § = ~v/m. Os célculos explicitos podem ser verificados no
apéndice B.1.

No ambito dos teoremas ergddicos, vamos definir a distribuicao de
probabilidade estacionaria para o espaco de fase do sistema, considerando o

teorema ergédico de Birkhoff [67]. Para o modelo proposto, temos:

Peg(T,v) = 711_1)150;/: dt p(z,v,t) = jlim ;/OT dt(d[x—z(t)]o[v—v(t)]), (3-9)

oo
na qual a fungdo p(e) é a densidade do espago de fase definida na Eq. (2-44),
z(t) e v(t) sdo solugoes da Eq. (3-2) e o valor esperado (e) é tomado sobre a
distribuigao de n(t).

Fagamos a substituicdo z = 1/T na Eq. (3-9). Para sistemas ergddicos
que satisfacam a condi¢ao g(t — oo) = lim,_,0sg(s) = L, na qual g(s) é a
transformada de Laplace de ¢(t), o teorema do valor final nos permite escrever
[68]:

Peg(,0) = lig(l)Z/ dt e (0[z — z(t)]o[v — v(t)])y- (3-10)
z 0
Ainda temos uma terceira abordagem para obtermos a distribuicao

estaciondria de p(z,v,t), que segue:

pBQ(xuv) :tliglop(x7vat>' (3_11>
Esta ultima definicdo toma em consideracdo a caracteristica de sistemas em
equilibrio termodindmico, ou seja, a descricdo de estados estaticos destes
sistemas [21].

Para demonstrarmos algumas técnicas utilizadas no restante deste tra-
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balho, nesta se¢ao vamos utilizar a identidade da Eq. (3-10). Assim, realizando
um procedimento similar ao demonstrado no apéndice B.2, podemos expressar
a evolucao temporal da distribuicao de probabilidade para a posicao e veloci-

dade na forma:

p(z,v,t) = (dfr — x(t)w[v — o)),

_ : 00 dQ dp . m : n _iQx+iPv
B 11—%1 o m! n'/ /oo?% —iQ)(=ib)" e 8
dg; o2 (i) t 430 (ipnte)
« Fe1 (iqp+e he1 (ipn+e «
/ / H 2T ]1;[ 2
X

<H£(z’qi+e II° ij+€> )
i=1 j=1 .
(3-12)

Substituindo o resultado da Eq. (3-12) na identidade definida na Eq. (3-
10), e realizando a integral sobre o tempo t, obtemos a distribuigao estacionéria

do espaco de fase:

plz,v) = lim i mlnl/ / W iQy(—ipy e@=rre

z eaol 2 271'

X

/ / dqz dpa z «
o 27r z — [X7(igy +€) + X5 (ipn + €)]

Jj=

X <H qu-—l—eH zpj+e>.

(3-13)

O 1ltimo resultado pode fazer parecer que o calculo da distribugao de
probabilidade se tornou mais complicado, porém, as proximas consideragoes
irdo demonstrar que as integrais da Eq. (3-13) serdao reduzidas a somente

algumas contribui¢oes nao nulas.

3.1.1
Consideracdes sobre o ruido colorido 7(t)

Para o nosso modelo, o processo estocastico conduzido pelo ruido colorido

Gaussiano 7(t) é definido a seguir [66]:

(n(t)) = 0, (3-14)
(n(n(t)) = e~ 7 . (3-15)
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Na qual D e 7 sao constantes com unidade de tempo. Quando 7 — 0, o ruido
n(t) é reduzido a um ruido branco.

Nos assumimos uma forma simples de dissipacao, na qual o teorema de
flutuacao-dissipagdo nao se aplica [69]. Se o sistema estd fora do equilibrio,
esta consideracao é valida e, portanto, o nicleo de memoria de dissipagao e as
propriedades do ruido podem ser consideradas independentes [70].

Devido & natureza Gaussiana do ruido 7(t), o segundo cumulante é o

tnico cumulante nao nulo [66]. Dai, pelo teorema de Wick, podemos escrever
[71]:

<Hln<ti>> Sttt (), (3-16)

na qual 3242 representa a soma sobre todas as possiveis combinacoes par a
_ (2p)! RS =
par. Para [ = 2p, teremos 5o p) combinagoes dos pares de fungoes de 7.

A transformada de Laplace do segundo cumulante é

Dt "
2((ig; + €)1+ 1) ((ig; + )7 + 1)
D
((iq; +iq; +2€)) ((ig; + )7 + 1) ((ig; + €)T + 1)
(3-17)

(n(igi + €)nlig; + €)) =

Os célculos realizados para obtencao da transformada de Laplace do ruido
podem ser conferidos no apéncice C.3. A Eq. (3-17) é reduzida ao ruido branco

quando 7 — 0.

3.1.2
Irreversibilidade (z — 0)

O denominador em comum nos termos A(s), B(s), C(s) e D(s) das Egs.
(3-3) e (3-4) é a relagao de dispersao do oscilador harmonico amortecido. Os

polos sao:

g1
he=—3 + 15\/410(2) — 52, (3-18)

na qual é assumido que 4w2 — 3% > 0. E possivel observar que, diferentemente
de B(s) e D(s), os termos A(s) e C(s) possuem informagoes relacionadas as
condigbes iniciais. Por outro lado, B(s) e D(s) estao relacionadas com a parte
estocdstica da dinamica do modelo. Logo, o sistema conservara a memoéria das
condigoes inicias na medida que os termos A(s) e C(s) contribuam para o

resultado final.
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A distribui¢do de equilibrio (estacionéria) da Eq. (3-13) corresponde a
uma soma de infinitos produtos de fungoes polinomiais com os polos dados
pela Eq. (3-18). Vamos denominar o tnico termo propagador que contém o

efeito do tempo de G(z), expresso a seguir:

z

G(z) =

(3-19)

= [Z;fnzl(iQf +€) + 251 (ipn + €)

1Ky 1K

Figura 3.1: Caminho da integragdo para as variaveis p e q.

Para facilitar os calculos, vamos agora analisar as propriedades do
propagador G(z). Ao calcularmos as integrais das variaveis ¢; e p;, escolhendo
o caminho superior da Figura 3.1, os polos associados ao propagador (¢; =
— X pilay—i€) = Xpoi(pn—i€) —iz e p; = — 37 (qr —i€) = Xhoy pry (Pn—
i€) — 1z) ficam foram do contorno de integracao. Portanto, estes polos nao
contribuem para os célculos dos residuos. Contudo, ao calcularmos os residuos
nao nulos dos polos dentro do contorno (Eq. (3-18)), os valores associados a
estes polos sao adicionados ao denominador de G(z). Dai surge a relevancia de
analisarmos o limite z — 0 de G(z2).

Quando o denominador do propagador G(z) é diferente de zero, temos

lim, ,0 G(z) = 0. Todavia, quando a soma das varidveis ¢; e p; é eliminada

Re
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do denominador, o tinico valor resultante do limite serd lim, ,o G(z) =1 e as
integrais contribuirao para o célculo.

Os termos A(s) e C(s) nao possuem relagdo com o ruido n(t). Logo, os
residuos associados a eles serao calculados ao redor dos polos da relacao de
dispersao expressados na Eq. (3-18). Ao procedermos deste modo, os valores
dos polos ¢; e p; serdo adicionados ao denominador de G(z). Ao final das
integragoes sobre os polos de A(s) e C(s), um valor nao nulo serd obtido da
soma i(q1 +q2+ ...+ qm+p1+p2+...4+p,) +(m+n)e. Entdo, quando aplicarmos
o limite z — 0, este procedimento resultard em nenhuma contribui¢ao para o
calculo.

Assim, podemos concluir que este é o modo no qual a irreversibilidade
se manifesta matematicamente na direcao do equilibrio termodindmico: a
memoéria das condigdes iniciais é perdida ao realizarmos as transformadas de

Laplace inversas.

3.1.3
Integrais relevantes

Levando em consideracao a analise das duas tltimas segoes, podemos
concluir que as Unicas integrais que contribuem para o resultado final sao as
que possuem os termos B(s)B(s), D(s)D(s) e B(s)D(s). Vamos expressar
somente os resultados apés os calculos dos residuos. Uma demonstragao de

como os célculos sao realizados pode ser conferida no apéndice (B.3).

3.1.3.1
Contribuicdo de B(s)B(s)

Substituindo Z(s) e ¥(s) na Eq. (3-13), a contribui¢do tipica para a
distribuicao de equilibrio dada pela posi¢ao ¢é calculada integrando sobre o

contorno da Figura 3.1 e é expressa na forma:

oo oo dg; dg; 2 ' ' | |
e} B(iq; Bliag: i ' _
/—oo /—oo 21 21w 2 — Z(qZ + 4 + E]) (Zq + 6) (zq] + 6) <77(Zq + 6)7]<qu 4 €)>
- D m’ 72'}/ >m 3
. k4 : 3-20
TR T ] LB R (320

O simbolo [ respresenta todos os termos que nao estdao sob integragao.
Ao final do céalculo de todos os residuos, ele serd nulo. De acordo com a Eq.
(3-16), a contribuigao do termo B(s)B(s) é a soma das combinagoes 2 a 2 que

podemos formar. Assim, para m = 26, temos:
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(20)! D m? 2y m L\
L L . 3-21
2001 | 2(m + k712)? — 1242 \ kv k * 0l T (3-21)

3.1.3.2
Contribuicdo de D(s)D(s)

De modo similar ao termo B(s)B(s), podemos expressar a contribui¢ao
de D(s)D(s) na forma:

dp; dp, z . . . ‘
D(ips + €)D(ip; ~ o)) =
/ /Oo 27 2m 2 i p 1 0) (tpi + €)D(ip; + €)(n(ip: + e)nlip; + €))
-D m T2k
_ _m_ TR _ 3-22
Z—ZEI 2(m + k72)? — 1242 ( ¥ ¥ +T> ( )

Assim, quando z — 0, a contribuicao das médias da velocidade para a

distribuicao de probabilidade é dada por:

(20)! [ -D (_m _ Tk T)]a, (3-23)

20al | 2(m + k12)2 — 7242 v ¥

para n = 2aq.
3.1.3.3
Contribuicdo de B(s)D(s)

Por 1ltimo, a contribuicdo cruzada da posicao e velocidade pode ser

expressa na seguinte forma:

dg; dp; z . ‘ . .
Blia: D(in: . A -
Lo oot s iy ey Plia + Dlins + ntias + nlip; + )
_QD )
~ ™ 0 b — 0. (3-24)

z—zD 0 21 (pj +iky)(pj +ik_)(p; — iky)(p; — ik_)

A dltima integral é nula por causa do polinénimo de poténcia impar no
numerador. Podemos interpretar esta nulidade pela falta de relagdo entre a
energia cinética e a energia potencial do sistema no equilibrio. Um exemplo
do contrario seria uma particula sob a acao de um potencial magnético, pois
neste caso existe uma relagao entre o momento da particula e o potencial no
qual estd submetida. Fora do equilibrio, este termo da distribui¢cao nao é nulo.
Uma amostra de como se da esta relacao pode ser conferida de forma exata
m [72]. Como o termo cruzado nao contribui para a distribui¢ao, podemos

expressar esta tltima como o produto do termo da posicao e da velocidade:
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peq(aja U) = peq(x)peq(v)' (3‘25)

3.1.4
Distribuicao de probabilidade para a posicao e velocidade no equilibrio
termodinamico

Coletando os resultados obtidos das integrais relevantes para a composi-
¢ao da distribuicao de probabilidade, podemos construir a seguinte expressao

para a Eq. 3-13:

palr) = X3 [ [ GG e

0=0a=0""
20! 2000 | 2(m + k72)% — 7242 \ kv k v
" (—iP)%* (2a)! D m ™k “
2 22l |2(m+ k712)2 — 1292 \ v ol
* dQ) . DQ? m? Tty ’m
N /—oo o P [ZQx A(m+ kT?)? — 2722 (k’y ok y T .
" dP P Dp? m n 2k
—exp |iPv — 24,
or P d(m + k12)2 = 27292 \ v y
_ (m + k72)2 — 1242 o [_ m2[(1 + 72w?)? — 72%)2?
m? 72 2m m2 72 2m
mD (F =+ ) D(f - +mr+7)

(m + k12)2 — 7242 [ m2[(1+ T%w?)? — 7‘252]02]
exp |— > )
m 2k
D(%+2t-7)
A Eq.3-26 é a distribuigdo estacionaria analitica no equilibrio para a
posicao e a velocidade da particula Browniana do sistema modelado. Quando

7 — 0, temos a distribuigao para a particula quando esta esta submetida a um

ruido branco. Assim, podemos expressar:
[k ky o [my [ my 2}
Peq(T,v) = 7TDeXp[ DLV =P |~ V| (3-27)
3.1.5

Resumo das estapas do método

Por fim, podemos resumir a técnica para a obtencao da distribuicao de

probabilidade estacionaria nos seguintes passos:

— calcular a transformada de Laplace da equagao de Langevin e obter Z(s)
e o(s);

— expressar a transformada de Laplace da distribuigao da Eq. (3-9);

(3-26)
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— eliminar os termos nulos quando z — 0 < t — o0;

— calcular as integrais dos termos remanescentes e obter a distribuicao de

equilibrio.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho no proximo capitulo, o calculo
da distribuicao de probabilidade para a posicao e velocidade € 1til, em especial,
para obter a distribuicdo para as condigoes iniciais. Na préxima se¢ao, vamos
exemplificar o uso da IJ para calibrar a funcao geradora de probabilidade do
trabalho de um modelo de sistema microscépico diferente do descrito nesta

secao.

3.2
Funcao geradora de probabilidade para o trabalho de um sistema micros-
copico fora do equilibrio

O modelo estudado consiste de uma particula Browniana de massa m,
sob a acao de um potencial harmonico k, em contato com um reservatorio
térmico a temperatura 7' e submetida a um coeficiente de friccao . De forma
semelhante ao modelo ilustrado na Figura 2.1, uma extremidade de uma mola
externa (k') é fixada a particula, e a outra extremidade é empurrada a uma
taxa definida pelo protocolo L(t), movendo-se ao redor de X, = L(t). A
interagao entre o reservatério e a particula é representada pelo ruido n(t). O
trabalho externo realizado sobre o sistema é o produto da forga aplicada a
extremidade mével da mola k" pelo seu deslocamento dL.

A equacao de Langevin que descreve o modelo é a seguinte:

mi(t) = —yu(t) — ka(t) — K'(x(t) — L(t)) +n(t), (3-28)

na qual o protocolo do trabalho tem a forma

L(t) = Lo(1 — e7%). (3-29)
A forga estocastica n(t) é um ruido branco Gaussiano. Portanto, o
segundo cumulante é o tnico nao nulo, e sua transformada de Laplace é

expressa a Seguir:

2yT
n(s1)n(sz) = P

O processo pelo qual o sistema evolui percorre os seguintes passos:

(3-30)

— 0 processo comeca no tempo t = 0 com o sistema inicialmente em

equilibrio térmico com o reservatorio a temperatura 7T

— as condigoes iniciais da posicao e velocidade sao obtidas de acordo com

a distribuigdo candnica a temperatura T, com L(t = 0) = 0;
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— em seguida, a extremidade externa da mola ¢ movida de acordo com o
protocolo L(t), de t =0 até t = 7. A constante A tem unidade de tempo
e, portanto, pode assumir qualquer valor positivo (A — oo corresponde

a um processo reversivel);
— 0 processo se encerra em t = 7, podendo ser estendido para o limite

T — o0 (equilibrio termodindmico).

A técnica para a obtencao da distribuicao de probabilidade, da posicao
e velocidade, estudada na tltima secado, sera utilizada de forma implicita para
obter a fungao geradora do trabalho. Estas duas abordagens serao tteis para

os procedimentos sobre o modelo proposto no quarto capitulo deste trabalho.

3.2.1
Funcao geradora de probabilidade para o trabalho externo

A funcao trabalho, que mede o trabalho realizado sobre o sistema no

periodo 0 < t < 7, é dada por:

- o odL
W, = /OFmsz—k/O At (a(t) = (1))

— AU ¥ / dtccllfg;(t). (3-31)
0

Na qual, F.,; = —k'(x(t) — L(t)) e AU = k’LQQ(T). A relacdo entre a taxa
de variacdo do protocolo L(t) e a posicdo z(t) que dé& origem ao trabalho
irreversivel.

Devido ao caréter linear da Eq. (3-28), a solugao exata para z(t) é a
soma da solucdo homogénea x,(t), particular x,(t) e da fonte x,(t), isto é,
x(t) = xp(t) + xp(t)x,(t). Logo, podemos expressar a funcdo do trabalho na

forma:

v dL
W, = AU - k/o At (nlt) + () + 7, (1))
— AU+ AW] + AW] + AW (3-32)

Utilizando o método de funcao de Green e as técnicas usuais de equacoes
diferenciais, podemos encontrar as solugbes para xz(t) [73, 74]. Nao vamos
nos estender nestes procedimentos para xz;, e z,, visto que sao solugoes
relativamente diretas, e expressaremos suas contribuicdo para o trabalho

implicitamente:

AWF, = AW} + AW = Clag + Cyug + AW, (3-33)
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na qual salientamos a relacao de AW} com as condigdes iniciais da posigao e
velocidade, x( e vy respectivamente.

A fim de construirmos a fungao geradora de probabilidade para o trabalho
externo, precisamos tomar o valor esperado sobre o ruido térmico (daqui até
o fim do trabalho representado por (e)) e sobre as condigoes inicias (daqui
até o fim do trabalho representado por e). A expressao nesta forma facilitara
para a calibragem pela 1J, como é demonstrado mais adiante. Assim, a fungao

geradora toma a forma:

n

) <<AU + AW + AW + AW;)">

3(u) = fo(_ W=y o

= exp[—iu AU+WT>}§% ) AT >i)(_$)n<(AW;)n>.

(3-34)

A solugao para x,(t) é obtida pela contribuicao da fonte na solugao por
fun¢do de Green, a saber [75, 65]:

/ dt,Qexp t—t’)/Z}Se VAw? — 62(t =t/
n
my/4w? — 62 2

>) D), (335)

k+k

na qual = v/m e w? = T, Assim, a contribuicao do termo do ruido para o

trabalho realizado sobre o sistema ¢é expresso da seguinte forma:

. , 7 dL

Wy o= =k [ (0
_ A/ 2 _02(+

_ / a0 Lo —t/>\/ d/2exp t t)/2]sen< 4w 0 (t t)>77(t/)

myv/4w? — 62 2

(3-36)

Como ja feito na ultima secdo, vamos expressar o termo do ruido

utilizando a transformada de Laplace como elemento central, de modo que:

n(t) = /Oood(t—tl) (t1)dty = lim / / dql i) (=) p 4\ it

= lim = @e(iqﬁa)t
a—0t J -0 27T

N(iq + ). (3-37)

Substituindo a Eq. (3-37) na Eq. (3-36), obtemos:
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o 2[;0]{" . o0 dq
W= i [ St e
(iq1+a)t' —t/A—0(t—t")/2 /4002 — 02(¢ — ¢
X /dt/dte i sen( d 29(15 t)>

(3-38)

O argumento da ultima linha da Eq. (3-38) é integravel sobre t e t' e

pode Ser exXpresso como a soma a seguir:

: < dq . - . . .o
Wy = tim [ Wi, o) [Wyiias+ ) + Wislias + )Wyl + 0)Wjilias + )]
Na qual
k' Lo
W (s — r(sA—1)/A 3-40
n(s) m(fs + 52 + w?)(s\ — 1)6 ’ (3-40)
K Lo)\?

T - _ -41
Wik(s) m(sh — (0N + 1 + w\2)’ (3-41)
Wi(s) = — (—0As — 02X + 2)w? — 25 — O)K' Ly T 2+0N) 220G oy TV 4w? — 62

s myv4w? — 0%(0s + s2 + w?) (0N + 1 + w?\?) 2 ’

(S)\+Q>\+ 1):I€/L0 _ (240
W™ — T(2+ )\)/2)\C
n(s) m(0s + 52 + w2) (O + L+ w2A2) " o

Tm>
]

n
Para calcularmos os momentos <<AWT7T ) > do trabalho, devemos nos
atentar as caracteristicas da distribuigdo Gaussiana n(t). Dai se conclui que
todos os momentos impares serao nulos, e os momentos pares remanescentes

sao produtos do tipo <W77T wy > A integral tipica a ser calculada é:

< d
Iij = lim Q1/

a—0t J_o 2

dCI2<
co 2T
o dfh / dQ2 24T

co 27 1qy + 1qo + 2€

i(iq + @)i(iga + a))Wr(iqy + )W (ige + @)

= lim
a—0t J_o 27

Wity + )W (iga + «).  (3-44)

A susbstituicao da ultima linha é devido a expressao do segundo cumulante de
n(t) dado na Eq. (3-30).
Das dez combinagoes sem repeticoes possiveis para a integral I;;, apenas

os termos I11,l12 e Iy nao sao nulos. Assim, o valor esperado dos momentos

(3-39)

(3-42)

(3-43)
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do trabalho <(AW77T )n> sdo as combinagcoes 2 a 2 que podem ser feitas com a
soma das integrais I;;, como segue:

<(AW77T)2m> = ZZL) (111 + 2119 + I9)™, (3-45)

na qual n = 2m.
Assim, por notadamente AW, ndo depender das condigoes iniciais,

podemos escrever:

o~ (—iu)" R o111+ 2112 + Ioo
nz:% oy <(AW77> > = exp [—u 5 : (3-46)
Para calcularmos o termo ((AWT)") = ((CTzo+ Cfvg)™), devemos

considerar as caracterisiticas da distribuicao canonica das condi¢Ges iniciais.

Como a funcao de partigdo candnica no equilibrio é dada por

Z = / b dp:xe—ﬂﬂwh (3-47)

na qual fH(xz,p) = % (% + kx? + K (z — L)Q), a distribuicao de proba-
bilidade para as condigbes iniciais também possui caracteristicas Gaussianas.

Logo, os tinicos termos relevantes sao:

@ = 2 e + (05wl (3-48)
na qual (zg)?2 = #, (v0)?2 = % e n = 2m. Por notadamente AW, nao

depender do ruido 7n(t) e os termos cruzados nao contribuirem no equilibrio,

podemos escrever:

i’: +(C3)*(w)? ] (3-49)

Finalmente, substituindo os resultados das Egs. (3-46) e (3-49) na Eq.(3-

34), obtemos a fungao geradora de probabilidade para o trabalho realizado

AW = 2 (C7)*(w0)? +
(AW)") = exp [—u )

sobre o sistema:

F(u) = exp —iu(AU—I—WpT)—u2111+2;12+[22 _ 2 (D o)+ . (C5)*(w)®

(3-50)

Os termos omitidos nao interferem na descricao do método utilizado e

podem ser verificados em [65].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512810/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512810/CA

Capitulo 3. Modelo Fourier-Laplace 49

3.2.2
Igualdade de Jarzynski

Tomando a definigdo da energia livre de Helmholtz da Eq. (2-12) e
substituindo a func¢do de particio da Eq. (3-47), a energia livre do sistema

é obtida e expressa na forma:

kK \ L? 27T m
F= — —Tln|— -51
<k+k:'> 2 n( h \/k;+k;'>’ (3-51)

na qual L é a extensao total da mola e, via teorema da equiparticao, 7' é a soma

da contribuicao da energia cinética e energia potencial elastica no equilibrio
[26].
Apés algum algebrismo, substituindo u = —i/T na Eq. (3-50), é verifi-

cada a [J para o sistema, de forma que:

() () w4 ew

na qual AF = (;ﬁ,) L22(T) e L(t=0)=0.

Mantendo 7' constante, o trabalho reversivel W, e a energia livre AF

possuem valores idénticos. Logo,

/ 2
W,:AF:( kk >L

Fiw) 2 (3-53)

Por fim, podemos expressar o trabalho dissipativo W; = W, — W,

como a integral das flutuacoes ao redor da posicao instantanea de equilibrio

eq _ _K
x Kk

L(t), como segue:

. /
Wy =~k /0 dtié (x(t) - i k,L(t>). (3-54)

As técnicas apresentadas neste capitulo ja estdo bem consolidadas na
literatura. Sao procedimentos muito tteis para a obtencdo da solucao de
alguns tipos de equacgoes diferenciais estocédsticas. Em especial, essas técnicas
se mostraram adequadas para o desenvolvimento do trabalho original desta

tese, que pode ser conferido no proximo capitulo.
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4
Modelo nao markoviano linear e nao linear

No primeiro capitulo deste trabalho, descrevemos como podemos obter
informagoes de sistemas microscopicos em nao-equilibrio utilizando a igualdade
de Jarzynski [8]:

(exp(~B11)) = exp(~BAF). (41)

A validade dessa relacao tem sido amplamente verificada para sistemas
deterministicos e markovianos [18, 76, 61]. Propomos neste capitulo um modelo
nao markoviano linear estocéstico, cuja calibracao é feita pela I1J. Além disso,
calculamos a producao de entropia fora do equilibrio para o sistema modelado.
Também, apresentamos os resultados da simulagao para o modelo nao-linear
deste sistema. Por ultimo, derivamos um resultado interessante para o trabalho

dissipado a partir da IJ.

4.1
O modelo nao linear

O movimento browniano é um dos mais fundamentais exemplos de
propriedadades de transporte que surgem de flutuagoes préximas do equilibrio
termodinamico. Contudo, a teoria do movimento browniano de Einstein é
um processo tipicamente markoviano. A escala de tempo de dissipacao da
energia de uma colisdo da particula browniana com as particulas do ambiente
é muito maior que o tempo entre duas colisdes. Essa caracteristica é que
confere a0 movimento browniano o perfil randémico, pois, em uma escala
de tempo muito maior que a escala de tempo de dissipacao da energia das
colisdes, o movimento da particula browniana aparenta ser markoviano [77].
Essa abordagem é limitada a analise de somente uma fragdo dos problemas de
flutuagoes que enfrentamos. Em outras palavras, frequentemente, a particula,
cujo comportamento estamos descrevendo, possui massa similar a massa das
particulas do ambiente. Esta propriedade induz uma dinamica nao markoviana
ao sistema.

Neste capitulo, propomos um modelo que contemple alguns casos analiti-

camente soliveis. Apesar de ser similar na abordagem feita em [65], ele contém
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caracteristicas que induzem o comportamento nao markoviano do sistema. Tais
caracteristicas serao melhor definidas mais adiante. A equagdo diferencial de

Langevin, a qual descreve a evolucao temporal do nosso sistema, é definida na

forma:

mo(t) = —T(t) — ka(t) - kafo(t) - LO] - ksa®(t) + €0),  (4-2)
2t) = wot /tv ¢t (4-3)
L(t) = Lo(l—e” i) (4-4)
() = [ ol ) (45)

Na qual £(t) é um ruido Gaussiano caracterizado por
{€@) =0, (4-6)
ey = et (17)
) s

A Eq. (4-2) pode ser vista como uma Equagido Generalizada de Langevin [78],

na qual a particula esta submetida a um potencial de acordo com a expressao:

k k k
Uz) = =22+ =[x — L]? + —a*.

2 2 4 (49)
Diferentemente do modelo contido em [65], o tltimo termo é um potencial
generalizado, no sentido de que ja nao se trata mais de um potencial harmonico,
substituido neste trabalho por um potencial nao harmonico. O segundo termo
(ko) pode ser visto como uma mola externa fixada a uma extremidade da
particula, que se move em torno do ponto de equilibrio, enquanto a outra
extremidade é puxada com uma taxa definida pelo protocolo L(t). J& o primeiro
termo é definido como o potencial intrinseco da particula que esta sob a analise.
O ruido gaussiano £(t) e a dissipagdo Y(¢,t') sdo as componentes esto-
casticas associadas ao efeito das colisdes da particula com a vizinhanga [77].
Estas componentes que induzem a randomicidade no nosso modelo. A funcao
de correlagao temporal de £(t) é aproximada pela Eq. (4-7). O efeito das co-
lisdes, entre o banho térmico e a particula browniana, se manifestam em &(t)
e ¢(t —t'), causando uma dindmica intrinsicamente nao-Markoviana. As cons-
tantes v, 7 e T sao o coeficiente de fricgdo, uma constante com dimensao de
tempo, que pode ser escolhida sem perda de generalidade, e a temperatura do
banho térmico (ambiente), respectivamente.

Por conveniéncia, vamos expressar o termo espacial da forca cubica
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ksz3(t) da seguinte forma:

]{33$3(t) - ks lim /OO /OO /OO @@%G(M1+iqz+iq3+3a)t %

a—0+ oo 27 21 2m
X  Z(iqr + @)z (iga + a)Z(igs + ). (4-10)

Na qual ¢1, 2,93 € R*4 . Esta forma de representar o termo ctbico é mais
adequada ao modo que vamos atacar o problema. Isto ficard mais evidente
quando calcularmos a solucao da equacao de Langevin. A deducao completa
dessa expressao pode ser verificada no apéndice C.1.

Aplicando a transformada de Laplace a equagao e evidenciando Z(s),

encontramos a solucao geral da Eq. (4-2) a seguir:

zo (7 + ms*t +ms) + vo(msT + m)

z(s) =

R(s)
N E(s)(sT+1) N koLo(sT 4+ 1) B
R(s) s(As+ 1)R(s)

g S [ S St o

’ R(s) |
(4-11)

Na qual

R(s) = (st +1) <k1 + ko + msQ) + 7s. (4-12)

As raizes k1, ko e K3 de R(s) existem e podem ser encontradas de forma
analitica.

Ainda, podemos expressar a energia do sistema através da seguinte
Hamiltoniana:

mv?  kz® ks kst
H="— —(z—L)*+——
;T Rl

O 1ltimo procedimento desta secao serd derivar a expressao da primeira

(4-13)

lei da termodinamica (Eq. (2-3)) para a Eq. (4-2). Para isto, vamos multiplicar
esta ultima por v(t), e deixar em evidéncia os termos nao relacionados com o

trabalho externo e o ruido térmico, resultando na expressao:

(m() + k() + ksa® (1)) v(t) = =L(B)o(t) + E(E)o(t) — kala(t) — L(B)]o(t)
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d (m’uQ(zﬁ) N ki (t) N k3x4(t)) _dQt) d
dt dt

i (5 B RO B - op) = S90 - kleto) - 20
dU(t) Q) dW(t)
A dat | dt (4-14)

Na qual

dUCvlit) _ jt (mv;(t) klfl‘;(t) k?,l:(t) + k;[&?(t) . L(t)]2> 7 (4_15>

d%t) = —T(t)v(t) +£@)v(t) (4-16)

© aw(t) dL(t)
n —ko[z(t) — L(t)]T (4-17)

sao o fluxo da energia interna, o fluxo do calor e o fluxo do trabalho para o
sistema de interesse, respectivamente. Esta conclusao segue de forma similar
a interpretacao da Eq. (2-15) do primeiro capitulo: se ndo houvesse a agao
do protocolo, teriamos somente a contribuicao do termo do fluxo do calor na
Eq. (4-14). O protocolo L(t) representa uma maneira ordenada e controlada
do sistema de interesse trocar energia, por meio do trabalho, com o sistema

externo.

4.1.1
Etapas do processo termodinamico

As etapas do processo termodindmico sdo as mesmas utilizadas para
a obtencao da funcao geradora do trabalho, no capitulo anterior. Vamos
relembra-las: partindo do equilibrio termodinamico, os seguintes passos do

processo sao seguidos:

— O processo comeca em t = 0, com L = 0;

— O sistema estd em equilibrio com um reservatério a temperatura T,
e suas condigOes iniciais (xg,v9) sdo obtidas através da distribuicao de
Boltzmann-Gibbs (L = 0);

~ No tempo ¢t = 0" uma for¢a externa é aplicada, causando um desloca-
mento descrito pelo protocolo L(t) = Lo(1—e™**), e realiza um trabalho
W sobre o sistema até o instante t = 7. (O formato do protocolo L(t)
pode ser escolhido sem perda de generalidade, de modo que é possi-

vel substitui-lo por formas mais complexas. A forma do ruido branco é

(“u@—Law)—bww—L@J
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recuperada quando 7 — 0, e podemos também estabelecer a condicao
T — 00);

— O processo termodindmico descrito nos itens anteriores é repetido di-
versas vezes, medindo-se o trabalho W para cada iteragdo, e a média

(exp(—SW)) é calculada sobre o ensemble;

— A energia livre é calculada para os pontos de equilibrio, nos quais
AF =F(t=71)— F(t=0).

4.1.2
Cumulantes do trabalho W

O trabalho externo realizado pelo sistema ¢ dado por

o dL
Wo = —ky [ &t (@(t) = L)),
o dt
0 dL 0 dL
= —k / = t—/ t=L(t) ),
Wo 2<oddt$() o Mt (t)>
0 dL L3
W, = —k;g/o dt—a(t) + ks 2,
We = 1Iy+ AU, (4—18)
(4-19)
no qual
0 dL
Iy = —k / dt™ 2 (1), (4-20)
0 dt
L2
AU = k:279. (4-21)

O trabalho é o produto da forga externa dependente do tempo, aplicada
a extremidade moével da mola ko, pelo deslocamento espacial dL [65]. Por
meio do protocolo L(t) é possivel ajustar a troca de trabalho W e entropia
S com o ambiente. O protocolo utilizado é equivalente a outros ja utilizados
em abordagens similares [79)].

Para obtermos os cumulantes do trabalho Wy, vamos reescrever a integral

Iy deste modo:
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0 L
I = —k / dtd—
k’ L t o0
L = -2 0/ dt e‘i/ dt; 6t —t1)z(t))
0
koL ¢
Iy = —227T/\()/0 dt e_i/ dtl/ dg, elntol= tl)x(tl)
koLg 9 -
= 5 /0 dt e / dg; " i(ig; + )
k’gLO o0 79(77“11 E) —-1_,.
Iy, = d . 4-22
b 2TA J-o @ % —1iq; — € i +€) ( )

Assim, utilizando a Eq. (4-22), podemos facilmente escrever a fungao geradora
de probabilidade (FGP) e a fungao geradora de cumulantes (FGC) do trabalho

W, que sao expressas respectivamente na forma

G(u) = <exp [—iuWy] > <>_01 < > e AU Z i < > (4-23)
InG(u) =1In <exp[—2’uW9]> = —iuAU + Z ) <[9> (4-24)

No qual o valor esperado (e) é tomado sobre o ruido térmico £(t), o qual
corresponde a todos os caminhos fora do equilibrio possiveis para a particula
Browniana. Ja a média ® é tomada sobre a fun¢ao de distribui¢ao de probabi-

lidade das condigoes iniciais (g e vp).

4.2
Caso linear (k3 = 0)

Nesta secao vamos considerar o caso linear, isto é, quando k3 = 0.
Primeiramente, vamos obter a funcao de distribuicdo de probabilidade das

condicoes iniciais. A distribui¢do de equilibrio para a posicao z é dada por

plz,t) = 0z = (1))

o 2T

= hm i 1/00 @(_ZQ)mele /OO ﬁ%ez (”L‘Ij"re <ﬁ 'qu—f-e > ‘
m= . —00 ; c

No qual (e)¢ é o valor esperado tomado sobre o ruido térmico. Para obtermos

a solucgao estacionaria, basta que tomemos ¢ — oo ou a média temporal sobre
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4-25.

Para o caso linear, podemos expressar Z(s) na forma

zo (v + ms?t +ms) +vo(mst +m)  &(s)(sT+ 1)
R(s) R(s)

kgLo(ST + 1)

s(As+1)R(s)’

z(s) =

(4-26)

Substituindo a Eq. (4-26) na Eq. (4-25), e aplicando o limite ¢ — oo, obtemos

a seguinte distribuicao:

p(ﬁ) - tli}rélop(x, t>
= il 3 [ S ig)es [T TG e
% 1~ <ﬁ (950 (’V + m(ig; + €)°7 + m(ig; + e)) +
[T R(igi +¢€) \ 25
+ wvo(m(igi + )7 +m) + ((ig; + €)7 + 1) (ig; + €) +
koLo((iq; +€)7 + 1) >> ‘ (427)
(igi + €)(Aligs +€) +1) ) /

Na qual p(x) é a funcao de distribuigao estacionaria de probabilidade para o
caso linear (k3 = 0).

Devido a natureza gaussiana do ruido térmico, o valor esperado dos m
termos que nao desaparecem sao aqueles que atendem a condicao m = 2n.

Entao, podemos reescrever o argumento da média sobre o ruido na forma

I, [<$0 (7 +m(ig; + €)*1 +m(ig; + 6)) +
koLo((ig; +€)T + 1) >
(igi +€)(A(igi +€) + 1)
X (xo (’y +m(igis1 + €)*1 + m(igiy + 6)) +
koLo((igiv1 4+ €)7 + 1) )
(iqiv1 + €)(A(igiy1 +€) + 1)
+ (i + O+ D((igie1 + 7 + 1)E(ig; + )€(igssr + )] . (4-28)

+  vo(m(ig; + €)T +m) +

+  vo(m(igis1 +€)7 +m) +

Por escolhermos que o argumento do produtoério seja um produto par a par, o
indice 7 s6 admite valores impares.
Os termos em 4-28 sao associados 2 a 2. Desse modo, é necessario fazer

a contagem dos diversos acoplamentos possiveis para o argumento. Para este
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(2n)!
nl2m *

tipo de combinagao o valor que deve ser utilizado é Portanto, a integral

tipica que deve ser calculada sera

 dq, dgo el tiaitae
I = lim lim/ e , X
t=o0e=0 /oo 2w 27 R(iqy + €)R(igy + €)

X [(:co (7 +m(ig; + €)*1 +m(iq + e)) +
koLo((ig; + €)T + 1) )
(ig; + €)(A(igi +€) +1)
X (xo (7 + m(igip + €)*1 + m(igiy1 + e)) +
koLo((igit1 + €)7 + 1)
(iGiv1 + €)(A(igit1 +€) + 1))
+ ((igi + 7 + D ((igis1 + €7 + 1)E(igi + €€ (igisr +¢)] . (4-29)

+  wvo(m(igi +€)T +m) +

+  wvo(m(igit1 +€)T7 +m) +

Apos a realizacao da integral, considerando o segundo cumulante do
ruido, a distribuicao estacionéria obtida para a posicao da particula Browniana

sera

plz) = nz::ﬂ (2n)! /—oo om (ZiQ)™e n!2n lee
B 0 dQ iQx 0 1 Q2 n
N Loo 2 ¢ nz::() n! <_ 9 &
— /OO 4Q @"QI*%ZI&
—00 271'

(kl -+ ]{72)7716_%(&6 koL )2

- Rtk 4-30
27T ( )

p(z) =

Os céalculos da distribuigao estacionaria para a velocidade sao similares
e, de forma andloga ao resultado da Eq. (3-25) do capitulo anterior, os termos
cruzados sao nulos. Portanto, a distribuicao para a posi¢ao e velocidade ¢é o

produto de ambas as distribui¢oes isoladamente. Assim, obtemos

(kl + k’g)m _mw?_ (k1tko) (m_ koL )2
p(x’ U) _vVyr e T aT Fqthg
2nT

Apesar da atuagao do termo de memoria, a distribugao de probabilidade,

(4-31)

para a posicao e velocidadde, é tipo Boltzmann-Gibbs no equilibrio. Nas
proximas duas segdes, utilizaremos a funcao de distribuigdo da Eq. (4-31) para

calcularmos o primeiro e o segundo cumulante do trabalho.
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4.2.1
Primeiro cumulante <Tg>

A fim de obtermos os cumulantes do trabalho W, precisamos calcular,
primeiramente, o cumulante da posi¢ao para o caso linear. Para isso, é preciso

encontrar a solugdo da seguinte integral:

- 00 6—9(%—7:(]1—6) .
<L9> = <k2L0/ dq1 1 1j(lq1—|—€>>

2\ J -0 S 2(]1 — €

0(3—ia—) _

— kQLO o0
ly) = d
< 9> 21\ J—o « % —iqy — €

! (Flig+€)).  (432)

A expressao para o primeiro cumulante da posicao é obtido por:

<m> _ <£(iq1 +e)((igr +e)T+ 1) koLo((iq1 +€) T+ 1) >
R(iq1 + ¢) ((ig1 + €)(A(iqs + €) + 1) R(iqy + ¢€)
_ Clate)(ntor+1) koLo((ig +€)7+1)
R(iqy +€) ((ig1 + €)(Nigr +€) + 1) R(iqy + €)

_ kaLo((igi +€) 7+ 1) _
~ (tigr + €)(A(iqi + €) + 1) R(igy +¢€) (4-33)

Substituindo o resultado encontrado em 4-33 na Eq. (4-32), e calculando

a integral, obtemos o primeiro cumulante do trabalho W, que segue

_ k§L36_§ (kT + 1) (69”1 — 69/’\>
<Ie> Tk (k1 — k) (K1 — k) (RINZ— 1)
k2L2e % (Kot + 1) (69”2 — 6‘9/’\>
 mhg (Kky — k) (Ko — K3) (KBA2 — 1)
k2L2e% (kyT + 1) (69”3 — 6‘9/’\)

" miky (kg — k1) (kg — ko) (K3A2 — 1)
MR L3 X (X —1) (A7)

2m (kA + 1) (koA + 1) (kgA + 1)

k%L(Q)e_% (69/)‘ — 1)

MK1R2K3

(4-34)

4.2.2
Segundo cumulante <IT,2>

De modo similar ao calculo do primeiro cumulante do trabalho W, o

segundo cumulante é obtido a partir da solu¢ao da seguinte integral:
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_ k2[2 oo oo e f(Gmim—e) 1o 0(5-ie—) 1 —
) = L[ )

42 \2 Y iq —€ %—iqg—(—:

O segundo cumulante da posicao é dado pela expressao:

(IZ) = Ai+Ay+ Ag+ Ay + A5, (4-36)

Os termos A; estao expressos no apéndice B.5 por causa da sua extensao.

Contudo, o procedimento é similar ao realizado para o primeiro cumulante:

primeiramente calculamos o termo <5:(iq1 +€)Z(igo —|—e)>, e substituimos o
resultado obtido na Eq. (4-35), calculamos a integral e obtemos o segundo

cumulante do trabalho W.

4.2.3
Igualdade de Jarzynski: caso linear

Devido as caracteristicas da distribuicao gaussiana &(t), somente o pri-
meiro e segundo cumulante nao sao nulos e contribuem para a FGC. Portanto,
substituindo <T9> e <[T§> na Eq. (4-24), ap6s algumas manipulagoes algébricas,

obtemos:

InG(u) =In <exp[—iuW9]> = —iuAU — (iu) <T9> + (—;u)2 <792> . (4-37)

A 1J deve ocorrer quando u = —=. Assim, temos

nGi-p)=in{ew 7]} =5 - 1B+ g ()

A variagdo da energia livre é dada por [65],

L2 kiky
AF = : 4-39
2 k1 + ko ( )
E a Igualdade de Jarzynski é, entao, escrita na forma
koL? 1 ,— 1 = L2 kiky
- — L)+ —=(I3) = -2
2T T<9>+2T2<9> 2T ky + ks
kL3l -e 5?1 )+ 1 @) = L3 —e 5 kak
2T T\ T o\ T kit ky

(4-40)

(4-35)
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Na qual, apés substituirmos <T9> e <792>, verificamos exatamente a Igualdade

de Jarzynski.

4.2.4
Producao de entropia

No segundo capitulo, apresentamos a conexao entre algumas técnicas
da teoria da informacao e a analise da termodindmica de sistemas fora do
equilibrio. No contexto do nosso trabalho, vamos utilizar esta abordargem
para calcular os possiveis valores maximos para o trabalho proveniente de um
sistema submetido a um processo fora do equilibrio.

Assim como nos modelos descritos anteriormente, vamos assumir que o
sistema de interesse esta constantemente em contato com o reservatorio térmico
a temperatura 7. A entropia para o sistema fora do equilibrio é dada pela Eq.
(2-40), e tomando kg = 1, temos

S(t) = —/ dx dvp(z,v,t)Inp(z,v,t). (4-41)

Neste ensejo, a energia interna do sistema de interesse é definida pela seguinte
equacao:

U(t) = / dx dv p(z,v,t) H(x,v). (4-42)

Portanto, podemos expressar a energia livre de Helmholtz fora do equilibrio

da seguinte forma:

F(t)=U(t) —TS(t). (4-43)
A variagdo da entropia do reservatorio é dada pelo valor negativo do fluxo

de calor em direcao ao sistema de interesse. Logo, podemos escrever:

ASg(t) = —; /0 “dt jolt), (4-44)

na qual jo(t') é o fluxo de calor, definido na Eq. (4-16). Relembrando que o

fluxo pode ser obtido facilmente multiplicando a Eq. (4-2) por v(t), deixando

em evidéncia a taxa de variacdo temporal da energia mecénica, e é expresso a
seguir [80]:

Jolt) = €W #() — [ dt o — (). (445)

J& a variacao da entropia do sistema de interesse é dado pela integral

AS(t) = —/ dx dv (p(x,v,t)Inp(z,v,t) — p(z,v,0)Inp(x,v,0)). (4-46)

A variagao da entropia total, para o sistema de interesse e reservatorio

térmico combinados, é a soma dos dois respectivos termos da variacao da
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entropia definidos anteriormente, notadamente como segue:

AStot - AS(t) + ASR(t) (4—47)
Relembrando a condigao do caso linear (k3 = 0), vamos agora calcular de
forma exata a variagao de entropia do modelo proposto. Para isso, come¢amos

expressando a Eq. (4-2) da seguinte forma:

mo(t) = — /0 At Gt — ) o) — kr 2(t) — kg [2(t) — L] + £(8).  (4-48)

No tempo inicial do protocolo L(t = 0) = 0, o sistema de interesse
estd em equilibrio térmico com o reservatério a temperatura 7. Dai a dis-
tribuicao de probabilidade para as condigoes iniciais admite a equivaléncia
po(0,v0) = p(z0,v0,t = 0). Entdo, de acordo com a Eq. (4-31), a distribuigao
de probabilidade para as condicoes iniciais tem caracteristicas de uma distri-

bui¢do gaussiana, descrita como segue:

(kl + kg) m 7'mv27(k1+k2)12
po(xo,vo) = BN ey i (4-49)

Devido a natureza linear da Eq. (4-48), podemos aplicar as ferramentas
de funcdo de Green para calcular a solu¢do da equagao (de forma similar a
aplicacao citada no capitulo anterior) [81, 65]. A solugdo é tomada em duas
partes: a solugao particular (a qual tem a fungao estocastica £(t) e o protocolo
L(t) como os termos de fonte), e a solugdo homogénea (a qual depende das

condigbes iniciais zg e vg). As duas solugdes combinadas sdo expressas a seguir:

o) = | G —t) {g(t/) 4 /@L(w} Faof(t) + meG(t),  (4-50)

v(t) = /Ot dt'G(t —t) [f(t’) + kzL(t’)] + xof(t) + mueG(t). (4-51)

Na qual a fun¢do de Green G(t) e a fungdo auxiliar f(¢) sdo definidas abaixo:

oo (] (ig+e)t
G(t) = lim ¢

i 4-52
0/ 00 2T R(iq + €) (4-52)

oo dgm(ig+e) +molig+e)
—1 - (igte)t, 4-
/) 20 ) o0 27 R(iq+¢€) ‘ (4-53)
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O termo R(s) pode ser expresso de forma mais compacta como segue:

R(s) = ms”+ L ki + ko = m7s® + (m + 77)s* + 7(k1 + ka)s + k1 + ko
1—|—7‘S 1+7‘S
_mls = k(s = Ra)(s = k) o
1+ 7s

Assim, R(s) fica em funcao das raizes k1, kg € K3.

Os coeficientes do polindmio R(s) sdo reais e positivos. Portanto, vamos
utilizar o discriminante A da conhecida solucao para uma equacao do terceiro
grau [82]. E o discriminante A que determinard se as raizes sio todas reais
(A > 0), todas reais com duas idénticas (A = 0) ou uma das raizes é real e
duas raizes sdo complexas, sendo uma o complexo conjugado da outra (A < 0).

O discriminante é dado pela equagao a seguir:

A =T2% — 4T3 — 4w? + 4T7(5 — 307)w? — 47%(2 + 3T7)w? — 477w, (4-55)

na qual I' = v/m e w? = (ky + k2)/m. Quando 7 = 0, o discriminante toma a
forma A = I'? — 4w?, 0 qual ocorre quando a forga estocdstica da Eq. (4-48) é
um ruido branco.

Sabendo disso, podemos reescrever a fungao de Green da Eq. (4-52).

Quando o discriminante A é positivo, temos:

kT —1 kit KoT — 1 ot
G(t) = e "1t 4 e " 4
(*) m(k1 — Ko)(K1 — R3) m(ke — K1)(Ke — R3)
-1
+ a7 e nst, (4-56)

m(ks — K1)(Kkg — K2)

Se o discriminante for negativo, as raizes tomam a forma (ko3 = kp+=iks), na
qual k1 = kg é real e temos as frequéncias de oscilagao Im(ky) = Im(k3) = K.

Neste caso, a funcao de Green é dada por:

(1 — Kry7)e "t (k1T — 1)e "Rt
m(ki+ (k1 — kg)?)  m(si+ (k1 — KR)?)
(k1 — KR — K1KRT + (K3 + K%)T)e "Rt

m(k] + (k1 — KR)?)

G(t) = cos(krt) +

+

sen(rt). (4-57)

Do mesmo modo, quando o discriminante A for positivo, a fun¢ao auxiliar

f(t) toma a forma:
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KiT — K1+ T it K3T — Ko + T
e +
m(k1 — K2) (K1 — K3) m(ke — K1) (ke — K3)
k3T — K3+ T

m(li:g — :‘11)(%3 — KJQ)

e—figt _|_

f@) =

+ e ", (4-58)

E se o discriminante for negativo, temos:

KT — k1 + T it T+ 1+ (k1 + kr(kp — 261)T) )™ R
m(kr — k2) (K1 — Kg)© m(k2 + (k1 — kp)?)

(T + k1 + (K7 + Kp(kR — 261))7)e "R
m(k7 + (k1 — KR)?)

f@) =

+

sen(kst).

Para compormos a distribui¢ao instantanea p(x,v,t) para a posigao e a
velocidade, precisamos calcular os valores esperados e as variancias de z(t) e
v(t). O valor esperado é obtido diretamente, um vez que (£(¢)) = 0. Assim,

podemos escrever:

palt) = (#0)) = [ AG(t ~ V¥ + (20} £ + Geehm (1) (4:60)
polt) = (00) = [ At = L (¢) + () F0) + (TwhmC(1).(461)
Os valores esperados de Ty e 7y sao nulos devido a natureza gaussiana da

distribuicao 4-49.

As variancias sao definidas pelas equagoes:

or(t) = (2(O)x(t)) — ma(t)?, (4-62)
ow(t) = (v)o(t)) — (1), (4-63)
on(t) = (2()0(t)) = pa(t)pio(t), (4-64)

Deste modo, lidamos com um pouco mais de algebra, resultando, por fim, nas

seguintes expressoes:

cos(krt) +

(4-59)
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Talt) = [ At Gt~ 0)G(E — 1) (6()E()) +

+ (xg) (1) + (vg) m*G(t) (4-65)
To(t) = /OtdtldtQG'(t—tl)G(t—t2)<n(t1)n(t2)>+

+ (@g) 2 () + (0f) mPGR(t) (4-66)
Ton(t) = /Ot dtydtaG(t — 11)G(t — t2)(n(t)n(t2) ) +

+ (zovo) m{ F(NG(t) + FR)G (D) }. (4-67)

Coletando os resultados dos valores esperados e das variancias para a
posicao e a velocidade, podemos construir a distribuicao de probabilidade

instanténea, que é dada por [83]:

1
p(z,v,t) = X

/ 2
2T\ [ OgzOpy — 02,

exp { i lavv(l‘ - :ux)2 + sz(v — [Lv)2 — 20'9“,(:13' — qu)(v — ,Uv) }

2
2 Oaz0uy — O3y

(4-68)

Assim, substituindo as Eqs. (4-49) e 4-68 na definicdo da variacao da
entropia do sistema de interesse da Eq.( 4-46), calculamos a integral e obtemos

a seguinte expressao na sua forma exata:

S(t) = ;m <0m(t)aw(t) - agv(t)) +In 2re. (4-69)

Devido ao fato de que as varidncias 0,,, 0., € 0., nao dependem de Ly ou
A, a entropia do sistema de interesse também nao depende desses parametros
neste modelo linear ndo markoviano. Também, o valor o, (t)o,,(t) — o2 (t) é
positivo, isto garante que a entropia S(t) seja bem definida. Assim, podemos
expressar essa caracteristica do sistema de interesse pela expressao:
as 98
Ly OA

Este comportamento nao usual da entropia é predominantemente devido ao

0. (4-70)

comportamento do termo o,,(t) (transiente), cujo valor é zero no equilibrio.
As correlagoes da posicao e velocidade sao estreitamente ligadas ao modos
hidrodinamicos lentos, que surgem em um fluido perturbado pelo movimento

de uma particula browniana, o que justifica a funcdo de memoria dissipativa
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0.5

Figura 4.1: Evolucao da entropia de uma particula Browniana com as condigoes
iniciais g = vp = 0. A taxa de variagdo da entropia se aproxima de valores
negativos, ainda que fosse esperado um crescimento monotonico da entropia
neste caso.

presente neste modelo nao markoviano [84]. Na Figura (4.1) podemos observar
a evolucao da entropia para este sistema em direcao do equilibrio, e o com-
portamento nao usual da flutuacao da taxa de variagdo da entropia. Em todas
as simulagoes do modelo linear, os valores dos parametros utilizados foram:
k1:k2:2,’y:0,5,7':m:1.

Para o modelo harmonico nao-Markoviano linear da Eq. (4-48), com as
condigoes iniciais dadas pela distribuigdo da Eq. (4-49), pode ser verificado
que na auséncia do protocolo (Ly = 0) o sistema se manterd no estado de
equilibrio e nao havera variacao da entropia. Vamos analisar agora se o efeito
de um protocolo nao nulo é o suficiente para a producao de entropia no sistema
combinado (reservatério, sistema de interesse e sistema externo).

Primeiramente, vamos demonstrar que a variacao da entropia do sistema
de interesse s6 pode ser produzida por ele mesmo. Embora a entropia possa
ser transferida do reservatério para o sistema de interesse, e vice-versa, o re-
servatorio nao produz entropia, devido ao fato que se mantém constantemente
no estado de equilibrio. Em contraste com os reservatérios atérmicos, como
os reservatérios de Poisson, que produzem entropia continuadamente [85, 86].
Ainda, o sistema externo nao produz entropia e, também, nao transfere entro-
pia para o sistema de interresse. Dai concluimos que a entropia total (reser-
vatério, sistema de interesse e sistema externo combinados) é igual a entropia
produzida no sistema de interesse.

Em segundo lugar, vamos expressar a producao total da entropia nesta

forma:
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ASi(t) = AS(t) + ASg(t) = (), (4-71)
na qual IIg(¢) é a entropia total produzida no sistema de interesse durante o
intervalo 0 — t.

A tinica interferéncia que pode conduzir o sistema para fora do equilibrio é
a atuacdo do protocolo da forca externa L(t). E somente pela acio do protocolo
que se poderia produzir entropia no sistema de interesse, durante a sua evolugao
temporal.

Como demonstrado na Eq. (4-70), a entropia S(t), calculada para o
sistema de interesse, é independente dos parametros do protocolo. Entao, esta
relagdo também dever ser vélida para um processo quase-estético (A — o00).
Logo, o sistema de interesse esta sempre em equilibrio, sem nenhuma producao

de entropia, o que nos permite escrever:

IIs(t >0)=0. (4-72)

Por fim, se quisermos produzir entropia durante a atuagao do protocolo,

é essencial a presenca de um potencial nao harmonico atuando sobre o sistema
de interesse. Analisaremos numericamente esta situagdo posteriormente, mas

antes vamos estudar as oscilagoes desta entropia.

4.2.5
Oscilacoes da entropia

A fim de analisarmos o comportamento das Eqs. (4-68) e (4-69), vamos
comparar os resultados analiticos para a entropia, detalhados na ultima secao,
com a integragao numérica da Eq. 4-48. Para isso, supomos a seguinte situagao:
o sistema parte das condigoes iniciais ro = 0 e vy = 0, evoluindo de acordo
com o protocolo L(t), até atingir o equilibrio quando ¢ — oo. Neste caso,
todos os cumulantes inicialmente sao nulos e evoluem na dire¢ao dos valores

de equilibrio:

po(00) = 0;

pe(00) = Lo/2=0,5;
0(00) = 1,0;
ow(00) = 0,25
ope(00) = 0.

A Figura 4.2 representa o processo de termalizagdo do sistema de

interesse. A frequéncia observada em (a) é a mesma, tanto para p, quanto
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para [i,, e seu valor é determinado pela raiz imaginaria (k; ~ 2). Em (b), a
frequéncia de oscilagao é uma combinacao de k; e 2k, dominada pela ultima
raiz, e é proporcional a segunda poténcia dos termos G(t) e f(t), em harmonia
com as predigoes tedricas.

Uma caracteristica interessante do comportamento das variancias, evo-
luindo em direcao ao equilibrio, é que as oscilagoes sao consequéncia direta da
fungao memoria ¢(t —t') e, portanto, do tempo caracteristico (7 # 0). Ainda,
as oscilagoes da variancia, e da entropia por sua dependéncia, representam um
fluxo oscilante de informacao entre o sistema de interesse e o reservatorio tér-
mico. No caso da Figura 4.2, a energia inicial do sistema ¢é nula, isto implica
que o calor tenha um fluxo do reservatério em direcao ao sistema, causando
o aumento da entropia do ultimo. Contudo, deixando o sistema de interesse
evoluir por um periodo suficiente de tempo, o fluxo de informacao da entropia
inverte seu sentido. A informacao é recuperada do reservatério por meio da
funcdo memoria.

Para que o sistema de interesse produza entropia, é necessario conduzir
o sistema para um estado fora do equilibrio, ou seja, realizar um processo que
nao seja quase-estatico sobre ele. O protocolo apresentado anteriomente para
o modelo proposto possui essa caracteristica, a ndo ser que a taxa do protocolo
seja quase-estatica (quando A — 0), e isto deveria ser o suficiente para acessar
um estado fora do equilibrio. Entretanto, neste caso isto ndo ocorre: para um
modelo harmoénico nao markoviano, com as condicoes iniciais de equilibrio
dada pela distibui¢ao de Gibbs, dado que L(t = 0) = 0, o sistema de interesse
permanece no estado de equilibrio e nenhuma entropia é produzida.

Na Figura (4.3) (a), mostramos a evolugao da entropia para uma parti-
cula browniana com condic¢bes iniciais fixadas, termalizada a diferentes tem-
peraturas iniciais. O grafico inserido mostra a evolugao da taxa de variagdo da
entropia. Ainda que a taxa de variagdo tenha um comportamento oscilatério,
uma vez que G(t) e f(t) oscilam, a entropia ainda é uma fungdo monotonica,
crescendo em diregao ao equilibrio, enquando dS/dt > 0 para qualquer tempo.
Os parametros utilizados saoy = 0,5, k1 = ko =2eTy=m=A=Ly=7=1.

O principal efeito da fungdo memoria é suprir o presente com informacgoes
do passado, disto que se da a propriedade ndo markoviana do modelo. Um
possivel resultado de um modelo nao markoviano deveria ser um fluxo reverso
de informagao, definido como dS/dt < 0. Este é o caso deste modelo, porém, o
modelo ndo markoviano nem sempre conduz a um fluxo reverso de informacao.

Neste modelo, também héa outro efeito interessante identificado como
“oscilagoes da entropia”, no qual podemos reconhecer as caracteristicas de um

tipico comportamento oscilatério da evolugdo temporal da entropia S(t). As
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Figura 4.3: A evolugao da entropia de uma particula browniana, com condi¢oes
iniciais fixadas, a diferentes temperaturas iniciais Ty. O grafico inserido mostra
a taxa de variacao da entropia. Apesar da oscilagdo de g(t) e f(t), a entropia
permanece sendo uma fun¢ao monotonica (a). Em (b), apresentamos a evolugao
da entropia para diferentes valores da constante de amortecimento ~, enquanto
que o grafico inserido mostra a taxa de variacdo da entropia. Para valores
suficientementes grandes de -, o sistema apresenta fluxo reverso de informacao,
fazendo com que a entropia nao seja mais uma fung¢ao monotonica.

oscilagoes se apresentam nos regimes de alta e baixa dissipagao, sendo ausentes
para uma taxa intermedidria de intensidade de dissipacao.

Analisamos alguns cendrios, mostrados na Figura (4.3) (b), no qual o
sistema comeca termalizado a temperatura Ty, que pode ser escolhida arbitra-
riamente. Observamos que, para valores grandes o suficiente para o coeficiente
de dissipacao v, a taxa de variacao da entropia se torna negativa, apresentando
oscilagdes com um alacance temporal muito maior que o tempo caracteristico
de memoria 7 = 1. A fungdo memoria atua como uma bomba de informacao,
recuperando parcialmente algumas informacoes perdidas para o reservatorio
devido ao fluxo reverso de informagao dS/dt < 0. Este efeito diminui gradual-
mente na medida que o sistema alcaca se aproxima do equilibrio, o que pode
ser visto claramente no gréfico inserido na Figura (4.3) (b).

O espectro da varia¢ao da entropia da Figura(4.3) (b) pode ser observado
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Figura 4.4: O espectro da entropia da Figura (4.3) (b) apresenta um pico
acentuado em w = 0, o que sugere o quase constante comportamento de S(t).

na Figura (4.4), no qual sao visiveis os picos pertencentes a série harménica
gerada por k; = 2,945, em aproximadamente 3 e 6. Os valores reais dos picos
nao sao multiplos exatos de x;. A analise espectral da entropia como uma fun-
¢ao do tempo revela o comportamento oscilante das variancias explicitamente.

No Apéndice C.4, estudamos o comportamento das raizes ;.

0.5 0
! =0 ----
A 7=001 ——
0.4 7=0.1 |
7=02
7=0.5
0.3 1& r=10 — |
S o)
» 0.2 H 1
aS

0.1 | i
~ e T
0 NZ

—0.1 ! ! I I

Figura 4.5: Comportamento da derivada temporal da entropia. Os parametros
utilizados sao 7 = 0,0.01,0.1,0.2,0.5,1.0, v = 5 e m = 1. Observe que para

7 =0, temos dS/dt > 0, portanto, ndo hé fluxo reverso de informacao..

A presencga das oscilagoes devido a k; nao garantem que haja o fluxo

reverso de informagao. Ha outros fatores que contribuem para que a entropia
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descresga ou nao. A fim de entendermos este ponto, vamos analisar o grafico
da Figura (4.5). Por exemplo, se 7 = 0, o ruido Gaussiano serd um ruido
branco, e a entropia nao diminuira independentemente de k; # 0, considerando
o protocolo aplicado a este modelo. O fluxo reverso de informacao é a
manifestacdo direta do acoplamento do ntcleo de memoria ndo markoviano
com um regime de alta dissipacao.

Como mostrado na Figura (4.5), testamos a existéncia do fluxo reverso
de informagao para diversos valores, acima e abaixo de 7.. N6s observamos
que: para 7 = 0, como esperado, nenhum fluxo reverso de informagao é
apresentado; para 7 > 7. = 0,05, observamos muitas ocorréncias de fluxo
reverso de informacgao. Entretanto, para 7 = 0,2, ndo ha fluxo reverso de
informacgao. Portanto, mesmo para grandes valores do coefiente de dissipacao,
ou equivalentemente para grandes valores de 7, a ocorréncia do fluxo reverso
nao é garantida.

Na préxima segao, vamos estudar o caso nao linear (k3 # 0), no qual a
funcao memoéria também tem um papel central para a recuperacao parcial de
informagao que inicialmente é perdida em forma de calor para o reservatorio,

ainda que o processo seja irreversivel.

4.3
Analise numérica para o caso nao linear (k3 # 0)

A anélise do modelo nao linear foi realizada pela simulagdo computa-
cional do processo. O modelo linear foi generalizado adicionando o termo do
potencial quartico (ks z*/4) a interagdo, evoluindo de acordo com a Eq. (4-2).
A anélise demonstrada nesta secao serve para embasar uma possivel futura
comparacao com o resultado analitico do caso nao linear. Os valores escolhidos
para os parametros obedecem a relagao k3 /k? < 1. Assim, o potencial quartico
pode ser considerado uma pequena corre¢ao para o potencial harmonico.

Os valores dos parametros utilizados para executar as simulagoes do
processo sao: m = 1,0, ky = 2,0, ks = 2,0, k3 = 0,005, Ly = 1,0, 7 =
1,0, T =10, vy =0,5e X =1,0. O nimero de execugdes do processo foi de
200.000 repetigoes, conduzidas de acordo com o protocolo L(t). Os resultados
apresentados a seguir sao as médias tomadas das repeti¢oes da simulagao. As

condigoes iniciais sao obtidas da distribui¢ao de probabilidade da Eq. (4-49).
43.1
Analise do calor

Podemos separar o calor total (Q(¢)) trocado com o reservatério até o

tempo ¢ em duas partes: calor injetado J;,;(t) e o calor dissipado Jgiss(?),
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definidos na sequéncia:

Q) = AJ(),
Jinj (t) + Jdiss (t> (4_73)
Na qual
Jos(t) = /Otdt’g(t’)v(t’), (4-74)

Juss(t) = — /Otdt’ /Ot' 4t St — ") (") u(t). (4-75)

Na Figura (4.6) é possivel observar o comportamento médio das fungoes
Jinj(t) (linha azul continua) e Jgs(t) (linha tracejada vermelha) durante a
evolucao do processo nas simulagoes.

Na Figura (4.7), podemos observar certa tendéncia da troca de calor
total (AJ(t)) saturar em torno de um valor negativo. Isto acontece devido
a dinamica do trabalho realizado sobre o sistema de interesse durante o
protocolo: parte do trabalho é transferido para o reservatério na forma de

calor.

Figura 4.6: Calor injetado (linha azul continua) e calor dissipado (linha
tracejada vermelha) durante o protocolo L(t).

Também podemos obter a distribuicao de probabilidade para o calor
injetado p(J;n;), durante a atuagdo do protocolo L(t). Como mostrado na
Figura (4.8), o decaimento exponencial revela uma relagdo com o teorema
de flutuacdo para o calor injetado, andlogo a relagao da Eq. (2-36) derivada

no segundo capitulo deste trabalho, a saber [87]:
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Figura 4.7: Calor total absorvido (Ji;(t) + Jaiss(t)) pelo sistema durante o
protocolo L(t).
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Figura 4.8: A distribui¢ao de probabilidade para o calor injetado Jj,;.
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O comportamento de proporcionalidade da Eq. (4-76) é verificado na Figura

(4.9). Esta caracteristica da distribuigao ja foi observada para sistemas com

diferentes configuragoes, e podem ser conferidas em [61, 86].

4.3.2
Analise do trabalho

A distribuicao de probabilidade para o trabalho tem uma notével assime-
tria em relacdo a W = 0, como pode ser verificado na Figura (4.10). Por isso,
claramente o valor esperado do trabalho externo é positivo ((We,:) > 0), pois
a distribuicao é enviesada na direcao positiva do eixo do trabalho WW. Este re-
sultado é esperado porque corrobora com o processo conduzido pelo protocolo:
o trabalho é realizado ao se esticar a mola (L(0) =0 — L(t) > 0).
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Figura 4.9: As flutuagoes do calor injetado obedecem ao respectivo teorema de
flutuacao.

A distribui¢ao da Figura (4.10) tem caracteristicas de uma gaussiana.
Este mesmo comportamento pode ser encontrado no modelo similar descrito
no terceiro capitulo deste trabalho [65]. A distribuigdo também revela uma
relagdo com o respectivo teorema de flutuagao, expresso na Eq. (2-37), a saber

[50]:

p(W) )
In ox W. 4-77

(p(—W) i
Esta proporcionalidade pode ser verificada na Figura (4.14) e corrobora o

comportamento gaussiano da distribuicao do trabalho.
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Figura 4.10: Distribuicao de probabilidade para o trabalho realizado por um
sistema externo, de acordo com o protocolo L(t).
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PW)/P(=W)

00 02 04 06 08

Figura 4.11: Relacao de flutuagao obtida para o trabalho realizado por um
sistema externo, de acordo com o protocolo L(t).

4.3.3
Analise da entropia

Na Figura (4.12), a evolugao da entropia fora do equilibrio S(t) pode
ser verificada. Podemos observar que o comportamento bimodal das oscilagoes
contidas na predi¢do tedrica para o modelo linear, descritas anteriormente,
também sao apresentadas. No modelo nao linear, a presenca de um fraco
acoplamento do potencial qudrtico (k3/k? < 1) suscita uma série harmonica
de picos sobre o espectro das oscilagoes da entropia. Isto pode ser verificado
na Figura (4.13).

204f T
213
212,
211
210,

Ssys

Figura 4.12: Evolugao da entropia instantanea S(¢) para o modelo nao linear.
A producao da entropia fica caracterizada pela inclinacao da curva.
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Figura 4.13: Anélise espectral do comportamento de S(t) para o modelo nao
linear.

4.4
Estados de “almoco gratis”

O 1ltimo resultado apresentado neste trabalho é o chamado “almoco
gratis”, em alusao ao termo popularizado pelo economista e estatistico Milton
Friedman (free lunch). No &mbito da estatistica de sistemas fora do equilibrio,
representa os estados associados a energia tomada sem nenhum “custo” do
reservatério. A definig¢ao ficara mais evidente com o exemplo que descreveremos
na sequéncia.

Primeiramente, vamos relembrar uma importante relacao derivada no

segundo capitulo deste trabalho:

(e”? Wdiss>n_eq = 1. (4-78)
Na qual Wy, = W — AF é o trabalho dissipado microscopico. Em virtude
da igualdade na Eq. (4-78), esta relac¢do é independente do protocolo realizado
sobre o sistema. Entao, podemos escolher um protocolo que tipicamente leva
o sistema para muito longe dos estados de equilibrio, produzindo valores

numericamente grandes para o trabalho dissipado. De modo que:

B (Waiss) >1=0 < e P Waiss < 1. (4-79)

A probabilidade de se obter a medida e #Wd¢iss < 1 em um experimento

desse tipo é muito alta (quase 1). Esta caracteristica sugere um questiona-

mento: como a [J se mantém neste contexto? Isto acontece porque este pro-

cedimento suscita alguns casos muito improvaveis, nos quais Wy < 0 =
e PWaiss > 1. Estes estados sdo chamados de “almoco gratis” (AG) [88].

Podemos construir um caso simples de um AG ao analisarmos a expansao

de um sistema formado por um gés ideal (N particulas), confinado por paredes

termicamente condutoras, constantemente em contato com um reservatorio
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(b)

(d)

Figura 4.14: O processo de expansao esté ilustrado em (a), (b) e (c) e o processo
de compressao, em (d), (e) e (f). Os ultimos descrevem a etapa em que surgem
os estados de "almoco gratis".

térmico & temperatura 7' = 87!, e um pistao isolado termicamente, controlado
por um dado protocolo externo. Vamos chamar o processo de expansao deste
sistema de X.

O gas estd inicialmente ({ = 0) com um volume V; = Vj, e em um
estado de equilibrio macroscopico My. Escolhemos um microestado particular,
Lo = {rév P } € My, como a condicao inicial. Note que Mj estd em um estado
de equilibrio macroscépico a volume V. Entao, em ¢t = 0 o pistao é movido
rapidamente, a velocidade v,, da sua posicao inicial até a sua posicao final,
em t = 71 (mais rdpido do que qualquer particula do gés e, por esta razao,
nenhuma das particulas do gds tem contato com o pistdao). O volume inicial
é alterado de acordo com a proporgao V(1) = Vy = 100V}, mas o pistao nao
realiza nenhum trabalho sobre o sistema.

Apoés a ultima etapa descrita, é concedido ao sistema um tempo 75 que
seja suficiente para que ele atinja o equilibrio térmico com o reservatorio (com
V}; constante), de modo que 75 > 1> 7. Em ¢t = 7 + 7, o sistema estd no
microestado p; = {rﬁnm,pﬁﬁMQ} = {r*N,p*N} € My, no qual M; é um
estado de equilibrio macroscépico, cujos valores da temperatura e volume sao
(V =100V,, 7).

Em uma segunda fase, o protocolo utilizado para o processo segue as

seguintes etapas:
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— 0 géis estd inicialmente em equilibrio térmico (100Vp,T), no estado

macroscopico My;
— det =0 até t = 1, o pistao é mantido na posicao inicial;

—det =m atét = 5 + 71, 0 pistdo é movido rapidamente, a velocidade

oposta —uvj, de tal modo que o volume final seja V.

O sistema nao recebe nenhuma contribuicdo do trabalho na primeira
fase, mas, em geral, uma quantidade enorme de trabalho deve ser feita sobre
o sistema na segunda fase, a fim de comprimir violentamente o sistema
(100Vy — Vp.). Entdo, o trabalho dissipado, W;ss = Wew— (F (Vo) —F(100V4)),
também serd muito grande.

Para a segunda fase, escolhemos um estado microscépico inicial p) =
oy = {r*N ,—p*N }, que estd em equilibrio térmico no comeco do protocolo.
Este microestado é obtido invertendo todas as velocidades das particulas
do géas, e estd no mesmo estado de equilibrio macroscépico My (devido ao
principio do balango detalhado) [89]. Consequentemente, o gés ird percorrer a
trajetéria reversa, definida no segundo capitulo deste trabalho (Figura (2.7)),
e espontaneamente evoluir na direcdo do estado final p; = Tig = {rév ,—pY }
Devido a esta configuragao para a trajetoria reversa, durante a segunda fase o
gas também nao tera nenhum contato com o pistao, pois tanto as particulas do
gas quanto o pistao estao retrocedendo as trajetérias da expansao X. Entao,
dada a condigdo inicial pf = @y, o trabalho externo também sera nulo na
segunda fase, W,y = 0. O microestado final py = fip estd no estado de
equilibrio macroscépico My, cujos valores da temperatura e volume sao (Vp, 7).

Finalmente, para este processo, o trabalho dissipado pelo sistema pode

ser facilmente calculado:

Werdisip=0—AF =TAS = —NTIn (3;) = —NT'1In 100, (4-80)
0

produzindo a expressao

e PWrLdissip — NIn100 — 100N 5, 1) (4-81)

a qual revela uma grande contribuicao ao valor esperado da quantidade e #".
Os microestados similares a p sdo extremamente raros, e a sua contri-
bui¢do para as médias instantaneas pode ser pequena, mas o efeito sobre o
comportamento da entropia pode ser consideravel, devido a inducao do de-

crescimento da entropia instantanea.
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5
Conclusoes e perspectivas

A estrutura desta tese corresponde ao esforco de ser um trabalho au-
tocontido, dentro dos conhecimentos de um graduado em Fisica. Com este
objetivo, os dois capitulos iniciais foram escritos para servirem de base concei-
tual e descricao das técnicas necessarias para o desenvolvimento do trabalho
original, que se d& no quarto capitulo.

Desse modo, acreditamos que no segundo capitulo conseguimos descrever
a importancia da Igualdade de Jarzinsky no ambito dos Teoremas de Flutua-
¢a0, demonstrando uma forma dessa relacao ser obtida, e, também, mostramos
alguns resultados interessantes neste contexto. Como ja citado, existem outros
diversos teoremas de flutuagao, com diversas aplica¢oes, mas acreditamos que,
para o objetivo deste trabalho, a demonstracao da IJ é o suficiente para agucar
a curiosidade do leitor.

No terceiro capitulo, apresentamos os desenvolvimentos que influencia-
ram na criacao do trabalho original, contido no quarto capitulo. Descrevemos
o modelo de evolugao temporal pela equacao de Langevin, assim como as téc-
nicas utilizadas para calcular a distribuicdo de probabilidade das condigoes
iniciais e os cumulantes do trabalho. Ainda, demonstramos o uso da IJ como
calibre para a validade do modelo.

O quarto capitulo encerra os resultados originais desta tese. Analisamos
os aspectos do modelo linear (harménico) e nao linear (potencial quértico)
de um sistema massa-mola, sujeito a um protocolo de trabalho externo. De-
monstramos a IJ para o modelo linear nao markoviano proposto, e estudamos
as decorréncias do fluxo do calor, do trabalho e da entropia. Obtemos uma
caracteristica muito interessante neste cenario: partindo de uma distribuicao
de equilibrio, independentemente da escolha do protocolo, nenhuma entropia
é produzida no sistema de interesse para o caso linear.

Para o caso nao linear, a analise numérica do comportamento da distri-
buicao de probabilidade do calor injetado revela uma esperada assimetria, e
obedece a proporcionalidade do respectivo teorema de flutuagdo. Do mesmo
modo, a distribuicdo para o trabalho externo, realizado sobre o sistema de
interesse, obedece a proporcionalidade do teorema de Crooks.

O comportamento da entropia, no caso nao linear, apresenta um aspecto
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interessante: o nicleo de memoria nao markoviano atua de forma que tende a
recuperar as informagoes perdidas, do sistema de interesse para o reservatorio,
durante a execuc¢ao do protocolo.

O espectro da entropia, tanto o caso linear quanto o caso nao linear,
apresenta uma série harmonica de picos. A presenca do termo nao linear
restaura a “normalidade” da evolucdo da entropia e sua producao durante
a atuacao do protocolo. Neste caso, observamos que a producao de entropia,
no sistema de interesse, nao é nula.

Como perspectiva para novos desenvolvimentos, no contexto deste traba-
lho, o célculo analitico para a primeira ordem do caso nao linear (em progresso)
sera util para futuras comparagoes com os resultados numéricos obtidos. Ainda,
a utilizacao de outras ferramentas para induzir um processo nao-Markoviano
(derivadas fraciondrias, por exemplo), e a utilizagdo de dimensées nao inteiras
para as equagoes que modelam o sistema, podem revelar novas caracteristicas

do comportamento das flutuagoes fora do equilibrio descritas.
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A.l
Consideracoes sobre a hamiltoniana de interacao

No ambito da dindamica molecular, o potencial de forca média é uma
aproximacao das interacoes das N particulas, de um fluido, atuando sobre
uma particula especifica, mantida fixa em relagdo as particulas remanescentes
que compoem o sistema [32]. Geralmente, este potencial ¢ utilizado como linha
condutora para otimizar o potencial efetivo entre as particulas do sistema [90].
No contexto deste trabalho, vamos escrever o potencial de for¢ca média na

forma:

Jdyexp [=B{Hres(Y) + hins(z, ) }]
J dy exp [—BHres(y)]

Assim, a funcao de particao do sistema de interesse e a fungao de particao do

Hi(x; \) = H(x; \) — 7' In < ) . (A-1)

sistema de interesse e reservatorio térmico combinados, sao, respectivamente:

7y = [ dwexpl-pH!(w; ) (A-2)
e
Yy = /dwdy exp[—B{H(x; A) + Hres(Y) + hine (T, Y) }]. (A-3)
Dai, podemos escrever:
Y\ = ZA/dy exp [—BHyres(y)] - (A-4)

Portanto, sem recorrer a suposicao de uma fraca interagdo da Hamilto-
niana h;n¢(x,y), temos o mesmo resultado da Eq. (2-27), a saber:

Yo Zp

7A _— Z. (A_5)
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B.1
Derivacdo da expressdo de 7(s) e 0(s)

Para o modelo idealizado, temos a seguinte equacao:

mo(t) = mug — / Vdt — kot — k / / ")dt"dt’ + / " (B-1)
Aplicando a transformada de Laplace sobre a Eq. (B-1), obtemos:
) mug  Y0(s)  k(wo +0(s)) | 7(s)

mo(s) = P = +ms’ (B-2)

na qual f(s) = [ dte ' f(t), zo = £(0) e vy = v(0) .
Tomando o termo o(s) em evidéncia, separando a parte das condigbes
iniciais da parte do ruido térmico, temos a relagao:
B SUy — WEx m~ts
)= v prm TR (B-3)
na qual wy = k/m e 5 = v/m. A relacdo para Z(s) é derivada diretamente
utilizando a relacio x(t) = zo + [¢ v(t')dt'.

B.2
A distribuicao de equilibrio para a posicao =

Podemos expressar a evolucao temporal da distribuicao de probabilidade
para a posicao em funcao do valor esperado da transformada de Laplace de

z(t). Os procedimentos sdo os seguintes:
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p(z,t) = (6(z — (1)), (B-4)
_ /_O:Oifg<6i@(z—x<t>>>£
_ /°° ‘;ffez‘czx <e—iQm(t)>£
= 3 o[ e ),
_ n;ig;ﬂ/” dQ( Q)" ZQI/ dt 5t —1,). / Bl (= ) (2(tr) - 2(tm)).

= hmzm'/ — (—iQ)™ 9T x

e—0
/ dtl/ aq (ZQ1+6)(t t1) B /0 dtm, /_OO 2q7 6(zqm+e)(t—tm) <:L‘(t1) N 'I(tm)>§
_ m iQx
N 11_{% Z m' /oo 27T € %

d , dGm _ s
% / Y g+t / Hm Gan+9®) (7 (iq, + €) ... #(igm + ),
) 27r oo 2m

 d@) d
= hmz o /_Oo . (—iQ)™ ZQ””/ H ARG L <Hx qu+€)> . (B-H)

e~>0
13

B.3
Calculo da contribuicdo de B(s)B(s)

Para evitar algebrismos desnecessarios para esta demonstragao, vamos
calcular o residuo desta contribuicdo com o ruido branco. Utilizando o ruido

colorido, os calculos sao similares.

> dg; dg; 2 : ‘ . ,
B(ig; B(iqg; . A _
/—oo /— 21 21 2z —i(q; + ¢; + ) (igi + €)B(ig; + €){n(igi + €)n(ig; + €))

B dg; dg; 2 m=2 D

- /—oo /— 2m 21 2 —i(qi + q; + B) (s +iny ) (@ + ik ) (g5 + ik ) (g5 +ik-) i + q5) + 2€
/ dq] m=2D

z—1(0+0) 2m (qj — ik ) (g5 — i5-)(qj + iK1 ) (g5 + ik-)

D z

29k z —i(0+ 1)
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B.4
Modelo ndo linear (correcdo até a ordem O(kl))

Devido a forma da forga proporcional a x3(t), o modelo descrito na Eq.
(4-2) pode ser entendido como uma equacao de recorréncia de miltiplas ordens
de k3. Para isso, a correcao de primeira ordem da funcao de distribuicao de
probalidade para o caso nao linear deve ser utilizada. Assim, temos a seguinte

forma para a correcao da distribuicdo para a primeira ordem de kj:

t—=00 €0 = 2

1 2
po(z) + kspi(z) =~ lim hmz @ / dQ (—iQ)*™ zQz/ quz " gt

Nea R(lzqz o) <Hl 5(@ ! 6)>§ B

L . > 1 dQ Qm (i@ dqt 2T (igs+e)t o
N tlgg 11_{110 ali)rgl+ mX::O (2m)! [ (=iQ) / H -

2m . . - . X
T2 R(igi + €) R(ig—1 + o) R(ig—2» + o) R(ig—3 + c)

v gy dg s dq g (E(a-1 + ) Eligos +a) Eligs + ) T Elia +€),
Loo 2t 27w 2w (tq1 +€) — (ig-1 +ig_o +ig_3 + 3a)

(B-7)
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B.5

Expressao dos termos A; do segundo cumulante

Al —

A2 -
Az + Ay =

K12\ — 1)_1 (filz - 522)_1 (le — fﬁ32)_1 -

(e (k22-1)0 n 1) T Lo2ko?m =21 21y

(/‘igz)\z — 1)_1 (/‘ilz — 1{22) (/ig — I{32) ' +
-2

58 (k3A—1)0
<e 23 —2e = +

(/{32>\2 — 1)_1 (/{12 — I{32)_1 (/{22 — I{32)_1 —
(¢

0
X —2e¢

+ 1) TLo k> m ™27 2k x

)TLOQk m 27 2k

93

28 D) TLANm 2 (k20 = 1) (222 = 1) (k?A2 = 1) 4

1{322L02T (e(nl — 1) (1 + 7 lil) mizTiz
(k1A — 1)7 (Hl — /€2 (/il — 53) g
2k22L02T( 1) ( S ) x

(24 T kKo + T K1)

m272 (kod — 1) (kA — 1) (ko — K3) (k1 — K2) (k1 — K3) (K1 + K2) *

2/{:22L02T< (n3)\ 1)6 B 1) < (ral)\ 1)6 B 1>

(2+ 7T Ks+ T K1)

m?72 (ksA — 1) (/{1)\ — 1) (kg — K3) (k1 — K2) (k1 — K3)” (k1 + K3)

k22L02T( (2t 1)2 (1+7ke)m 22 x

(KoX — 1) (k1 — ko) 2 (kg — Kg) " ko L —

2 ko*Lo*T (e e 1) (eW) — 1) (24 Ths +Thy) M 2772 X
(A — 1) 7" (kod — 1) 7' (k1 — k3) ' (k1 — K2) " (ko — k3) ™ (Ko + K3)
ko Lo*T ( e 1)2 (14 7r3)m 2772 (kgA — 1) 2 (k1 — K3)~

(ko — /‘63)72 Ka !
2
ko?Lo®T (e7% — 1) (ks + ko) ™'

(nlk 1)6

2 ko> Lo?

-1 -1

(:‘11)\ — (lil — IQQ K1 — Iig) —

4 <
(
2 k’22L02 <e(f”~2>\ 16 1) (e % 1) 1 + T /4;2)

1

(:‘12)\ —
2 k:QZLo?

(:‘il — HQ) (KJQ ) 1 -1 +
e(m3A = 1) (e X _ 1
(

Ko — /ig) 71 +

(1+7K3)M
(:‘ig)\ — 1) (Iil — Iig) L

2]€22L02T (e_% —1) m 1’7' 1:‘11 1/'432 1/'433 !

“lr

T

e ) (e_§ — 1) (I+7r)m 77t x

-1

-1

(B-10)
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As

K12 (k1 — HQ)_I (k1 — K3)~ Ko TRyl —

)
o o [ (x2A-16 o —2_-2
2k2L0T<e X —1>(e A—l)(l—kﬂﬁg)(kl—f—/@)m 777X
1

(/12)\ — a /ﬂ7272 (:‘il — /€2>_1 (Hg — /€3>_1 /ﬂ?lil/igil +

)
2" LT (e — 1) (7% = 1) (1 +7x) (b1 + ko) m 2772 x
(kA — 1) kg2 (k) — k3) " (Ko — kg) Ry TRy T 4

2
k’22L02T (e*% — 1) (/{71 -+ ]{Zg) m*27'72/<;1*2/<;2*2/<;3*2 -+

ko’ LT (e( 0 1) (1+ TH1)2 (mm2 + k1 + kg) m2772% x

(kA — 1) 2 k12 (ki — ko) 2 (kg — Kg) 2 —
9 (rgA—1)0 71)0 (r1A—1)0
2 k2L’ ( )(e —1) (147 k) (147 r1) (mearn + k1 + ka) x
( ) Ko 1/431_1 (Hl)\ — 1)71 (/431 — I{Q)iz (/{2 — Klg)il (f{l — I{g)il +
2 k22L T (  — 1) (emAAm — 1) (14 7r3) (L + 7 K1) (mK3ky + k1 + ko) X
m_QT (Ii3)\ — ]_) R3 -1 1_1 (lil)\ — ].)71 (lil — 113)72 (Iig — Kjg)il (1{1 — Iig)il +
ko’ LT (e( 52 _ 1) (1+7 H2)2 (m/if + ki + kz) m 2772 x
(/432)\ — 1)72 —2 (/fl — /432)72 (/432 — /{13)72 —
2 2 (N3>\ 1)6 (ko XA—1)0
212 Ly T( e 1) (eA _ 1) (147 k) (1 + 7 ko) (mrgra + k1 + ka) x
m 72172 (kA — 1) kg e Tt (ko d — 1) 7 (ky — k) (ko — Kg) T (K1 — Ke) T A+
o 2
k22L02T (e( 3>\>\ = — 1) (1 + 7 H3)2 (m:‘i32 + k’l + kg) 771727'72 X

(/ig)\ — 1)72 /433_2 (/‘il — /€3)72 (/ig — /€3)72 . (B—ll)
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Cl1

Representacdo de z*(t) na forma integral

?(t) =
:
:
:
C.2

/0 TSt — t)a(ty)dty / Y5t — to)z(ts)dts / T8t — ty)w(ts)dt

: dq: dgs
1 / / eligita)(t—t1) z(t,)dt / / eliezta)(t=t2) 1.(4 Nt x
Jm o 2E N = o)

/ / dQ3 eligs+a)(t—ts) (t3)dt3’

00 27T
© d@1 (g +a)ts, * A% (igrayz;
Jim [ et ain ) x [ SR i+ )
> dgs (zq3+a)t
Z(iqs + «
/—oo 27'(' ( @ )
dQ1 dQQ d% e(iq1+iga+igs+3a)t

lim / / /
a—0+ 0 27 27 27r

T(iqn + @)z(ige + a)Z(igs + ).

X

Transformada de Laplace para cada termo da Equacao de Langevin

£{—

/0 t dt’gzﬁ(t

817(8) — Vo, (C_2>
&(s)0(s), (C-3)
—k1Z(s) — ka(s), (C-4)
ko
s(1+4sA)’ (C-5)
dq1 dqs dqs
s dim [ [ g
Z(iq1 + a)Z(iqa + )T (igs + )
s — (iq1 +igo +igz + 3a) (¢6)
SZ(s) — xo, (C-7)

T
sT+1°
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C3
Transformada de Laplace do segundo cumulante do ruido Gaussiano

A seguir, vamos demonstrar os cdlculos da transformada de Laplace do

ruido térmico. Partindo, da expressao

(n(t)) = e, (C-9)

podemos fazer

(n(son(s2)) = o (/ / eatdry [ e )

_ (/oo [6 (so+1/7)t e (s1+s2) }dt) 1 /00 67(51+52)tdt
82—1/7' 0 so+ 1/7 Jo

Dt N
2 (817' + ].) (SQT + ].)
D

" (s1+ 82) (s17+ 1) (827 + 1) (C-10)

Quando 7 — 0, a Eq. (C-10) é reduzida ao ruido branco:

D

81+82

(C-11)

C4
Comportamento dos «;

A fim de entendermos a natureza da fun¢ao de Green g(t) e a funcao
auxiliar f(t), nés devemos estudar a natureza das raizes do numerador R(s),

as quais nos referirmos como k;, isto é

m7(s — k1)(s — k2)(s — k3) = m7s® + ms® + ([ + 1)s + 1%, (C-12)

na qual I' = v/m e v? = (k; + ky)/m. Nés podemos utilizar o discriminante de

R(s), que nds referimos como A, que é expresso a seguir:

A=T2 A7 — 40 +407(5 — 307)v® — 47%(2 + 307)v* — 470, (C-13)

Se nés tomarmos 7 = 0, o discriminante se torna A = I'2 — 412, que é o
resultado usual para um sistema com ruido branco.

Podemos obter os valores de k; exatamente através da solugao para o
polinémio do terceiro grau. Deste modo, temos as seguintes expressoes para as

raizes:
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3

(C-14)

o 1), 2-6rr- 67272 1 213 (2 4 9T — 187202 + m)z/
L= T3 92/3 (_2 + 90T — 187202 + m)l/i&
hy = 1 - 2 — 6I'r — 61272 — (—2)/3 (_2 + 9T — 187202 + m)zm
37 92/3 (2 — D7 + 187212 — m) 1/3
1 - (_1)2/32 — 7 — 61272 4 (—1)?/3(2)'/3 <_2 LOTr — 187202 & \/W)z/s
¢ 22/3 (—2 +9I'T — 187212 + \/W) e

na qual nés utilizamos A como discriminante para simplificar. A dependéncia
entre as variaveis (I, v e 7) é extremamente nao trivial e ndo é muito claro os
regimes que podemos obter pelas solugoes. Nos demonstramos alguns valores

tipicos para alguns exemplos na Figura (C.1).

0 T T 1.2

—01 b //
4 1 [

02 I'r =010 —
sl Ir=025 —— |
03 I'r = 0.50 08 |

—04 |

—0.5 0.6 -

Re(r)T
RIT

—0.6
4 b
—07 t 0

el 0.2 t
—0.9 F

-1

0 0.5 1 1.5 2 0

vT vT

Figura C.1: Comportamento da parte real das raizes s (a) e parte imaginaria
das raizes k (r;) (b) como uma fungdo de v para diferentes valores de I' (na
escala de 7). Note que a parte real é sempre negativa e que k; cresce para os
valores de v suficientemente grandes.

Apesar da complexidade citada anteriormente, algumas informacoes
gerais podem ser extraidas das raizes. A componente real dos ks sempre serao
negativas, indicando que as solu¢oes sempre se aproximarao de um limite e nao
divergirdao. Dado que todos os coeficientes do polinémio sao reais e positivos, o
sinal do discriminante determinara a natureza das raizes. Estamos interessados
em determinar os casos em que todas as raizes sa reais (A > 0) e o caso
com oscilagoes, no qual duas raizes sao o complexo conjugado uma da outra
(A < 0). Com este objetivo, nés criamos umaa ilustragdo que engloba todos os
possiveis sinais de A, reduzindo a dois parametros: escolhendo 7 como a escala
de tempo e utilizando os pardmetros adimensionais v7 e I'T ou escolhendo 1/v
como a escala de tempo e utilizando os parametros adimensionais v7 e I'/v.

Os dois casos sdo mostrados na Figura (C.2).
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0.3 0.3
(a) (b)

0.25 0.25 with oscilations
0.2 A with oscilations 0.2
g 015 £ 015
0.1 B 0.1
0.05 0.05

without oscilations without oscilations
0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 1 2 3 4 5
I'r /v

Figura C.2: Destacamos os valores dos parametros do sistema para os quais as
oscilagoes podem ser observadas. Para um valor suficientemente grande de 7,
o discriminante sempre sera negativo, dai o sistema apresentara oscilacgoes.

Podemos escrever a funcao de Green, com o discriminante positivo, da

seguinte forma:

B (k1T —1)e " (Kor — 1) "2t )
9(t) = mt(Kk) — KQ)(Hl — 53) + mt(ky — K1)(Ka — K3) + (G15)
(k3T — 1)e "8t

+

mT (k3 — K1)(K3 — Ka)

Ja para o discriminante negativo (ko3 = kg + %iky) surgem oscilagdes com

frequéncia Im(k2) = Im(k3) = k7, de modo que

(1 — Ky7)e "t (k1T — 1)e "Rt
m7(k2+ (k1 — kg)2)  m7(K2+ (k1 — Kg)?)
(k1 — kp — K1KkRT + (K] + KR)T)e "Rt

m7(k3 + (k1 — KR)?)

g(t) cos(krt) +(C-16)

+

sen(kt).

A funcao auxiliar para o discriminante positivo é

(k27 — Ky + D)e it (K3T — Ko + [)e "2t
m7(ky — Ko)(K1 — k3)  mT(ky — K1)(Ka — K3)
(R3T — K3 + [)e st
m7 (k3 — K1)(K3 — K2)’

£(t) +(C

+

e para o discriminante negativo
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f) = —MromAl e (D (i Ry — 2m)7))e™
m7 (k1 — K2)(K1 — K3) m7 (k3 + (k1 — kR)?)
(T + k1 + (k2 + kr(kg — 2K1))T)e "R

m7(k? + (k1 — kg)?)

cos(krt) +

sen(kt). (C-18)

Na Figura C.3 nés mostramos ambos os regimes.

Figura C.3: Destacamos o comportamento da fun¢ao de Green ¢(t) e a fungao
auxiliar f(¢) para os pontos A e B da Figura C.2. Quando o discriminante é
positivo (linhas azuis), as fungdes sempre decaem. Quando os discriminante
é negativo (linhas vermelhas), as fungdes apresentam um comportamento
oscilatério.
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