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Resumo

Silva, Carlos Jos¢é Amorim da; Costa, Christine Sertd. A expressao zero
elevado a zero. Rio de Janeiro, 2020. 83p. Dissertagdo de Mestrado -
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catodlica do Rio de
Janeiro.

Este trabalho ¢ um estudo sobre a controvérsia que circunda a expressao
zero elevado a zero. Como o objetivo de contextualizar o foco principal do
trabalho ¢ apresentado um percurso historico sobre as questdes que sustentam a
referida controvérsia desde o século XVIII com Leonhard Euler até a atualidade.
O texto contém analises exemplificadas em contextos diversos sobre a expressao e
apresenta diferentes métodos para a operacao potenciagdo que esta estritamente
relacionada ao conflito exposto. Também exibe solugdes diversas obtidas para o
valor da expressdo 0° por softwares matematicos e expde possiveis métodos de
abordagens teoricas que sustentam as solugdes que caracterizam a controvérsia.
Ao final, ¢ realizada uma andlise de como alguns livros didaticos brasileiros
abordam a referida expressdao. O objetivo deste estudo e das reflexdes contidas
neste trabalho € permitir aos leitores, estudantes e professores, constatarem que a
matematica € rica em detalhes e que o valor de uma simples operagdo aritmética

pode ndo ter resposta Unica caso o contexto ndo esteja bem definido.

Palavras-chave

Zero elevado a zero; potenciacao.
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Abstract

Silva, Carlos Jos¢ Amorim da; Costa, Christine Sertd (Advisor). The
expression zero to the power of zero. Rio de Janeiro, 2020. 83p. Master
Thesis - Departament of Mathematics, Pontifical Catholic University of Rio
de Janeiro.

This work is a study on the controversy surrounding the expression zero
raised to zero. As the objective of contextualizing the main focus of the work is
presented a historical journey on the issues that support this controversy since the
eighteenth century with Leonhard Euler until today. The text contains analyzes
exemplified in different contexts about expression and presents different methods
for the potentiation operation that is strictly related to the exposed conflict. It also
shows various solutions obtained for the value of the expression 0° by
mathematical software and exposes possible methods of theoretical approaches
that support the solutions that characterize the controversy. At the end, an analysis
is made of how some Brazilian textbooks approach this expression. The objective
of this study and the reflections contained in this work is to allow readers,
students and teachers, to see that mathematics is rich in details and that the value

of a simple arithmetic operation may not have a single answer if the context is not

well defined.

Keywords

Zero to the power of zero; potentiation.
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“O zero, como o Velho Caos, esta a solta de novo, so que
maior agora nesta terra de expoentes. Lembra muito um
daqueles valentoes naquelas festas que acabam em briga.
Jodo Grandao caiu ao chdo! Quem vai levanta-lo? Vamos

tentar tirar o 0° do chdo."
Robert Kaplan (KAPLAN, 2001, p. 117)
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Introducao

O zero ¢ um numero notavel e enigmatico. Por convengdo, pode ou ndo
pertencer ao conjunto dos nimeros naturais e, simultaneamente, expressa o nada e
possui um universo de intrigas. Existem identidades de aspera compreensdo que
envolvem esse elemento como por exemplo o valor 1 atribuido a zero fatorial (0!
= 1) e, frequentemente, o zero estd presente em controvérsias matematicas. Entre
elas, a questdo que norteia o presente trabalho: qual ¢ o valor de zero elevado a
zero?

Outrossim, a potenciacdo ¢ uma das primeiras operagdes derivadas das

operacdes basicas e que possui regras especiais para o zero. Destacaremos duas:

(1)  Qualquer numero, diferente de zero, elevado a zero ¢ iguala 1; e

(1)) Zero elevado a qualquer nimero, maior que zero, ¢ igual a zero.

Estas regras excluem, cuidadosamente, a situacdo que permite responder
0 N
qual o valor de zero elevado a zero (0) podendo se tornar um pesadelo aritmético,

conforme ilustrado ludicamente na figura 1.

Figura 1: Postagem Web (fonte: internet)
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Além disso, em alguns livros didaticos, € possivel obter a informacao de que
o valor de 0° ndo esta definido (Safier, 2011, p.15; Silveira, 2015, p.13) ou mesmo
que nao sera dado significado matematico a expressao 0° (Bezerra, 1999, p. 76).
Em uma consulta a alguns livros universitarios de calculo (Simmons, 1987, p.570;
Stewart, 2013, p.277), encontra-se que a expressio 0° ¢ uma indeterminagio
matematica.

Por outro lado, observa-se que o resultado apresentado por softwares
matematicos tais como o MatLab ou Geogebra e pela calculadora do “Google”
quando se pesquisa o valor de 0° ¢ 1.

Cabe também destacar o cuidado que se deve ter em pesquisas de modo
geral feitas na internet. A figura 2 ilustra alguns resultados obtidos na busca de
um significado para o valor de zero elevado a zero (0°). Observe que, diversas
vezes, estabelece-se uma relagdo entre esta expressao e o valor de zero dividido
por zero (0/0) como resultados entrelacados, situagdo que atesta a incorreta
abordagem do assunto. Cabe ressaltar que podemos utilizar o inadequado

argumento da figura 2 para demonstrar que o zero ¢ uma expressao indeterminada

(0=0>1=0%x 07'=2;

K /lloveMathematics91

/B 0 " f
O'= Inmereamman! ) f
5 cet ._
i = oo,._ O big brain time
O o} A
Figura 2: Postagens Web (fonte: internet)

Dessa maneira, considerando que € possivel encontrar diferentes respostas a

0 . . .
pergunta “Qual o valor de 07?7, algumas precisas e outras inconsistentes,
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seguimos com as palavras de Kaplan que argumenta que, fora de um contexto pré-
determinado, ndo havera “algo revolucionario a responder a pergunta de se 0° ¢ 0,
1, ou seja, 14 que for.” (Kaplan, 2001, p.155)

As reflexdes acima motivam e justificam o desenvolvimento deste trabalho
que se propde a apresentar e discutir diversas nuangas e abordagens que atingem a
esta controvérsia norteadas inicialmente pelos artigos publicados na “Revista do
Professor de Matemadtica” em seus exemplares um', sete’ e onze’, na secio
conceitos e controvérsias. Este trabalho discorrerd sobre a operagdo de
potenciacio e a sua importincia na obtengdo do valor do 0°. Igualmente,
apresentara variantes utilizadas em softwares no estabelecimento do valor 0° e
fard diversas abordagens para ampliar o dominio do assunto. Ao final sera
realizada uma analise dos livros didaticos brasileiros utilizados no ensino basico
sob a perspectiva da abordagem ou tratamento da expressdo 0°.

Este trabalho considera que uma expressio matemadtica indeterminada ¢
aquela que ndo possui um unico valor que se impde naturalmente (Lima, 2011,
p.156), por exemplo, quando uma equagdo linear possui infinitas solugdes diz-se
que o conjunto solu¢do ¢ indeterminado. Por sua vez, uma expressdo matematica
indefinida ¢ aquela que carece de uma definigdo formal em certo contexto
matematico, por exemplo, log(0) ¢ indefinido, ou seja, o valor da funcao
logaritmica ndo estd definida quando o valor do dominio da fungdo ¢ igual a zero.
As figuras virais utilizadas da Web neste trabalho estdo identificadas como fonte a

internet por desconhecimento das origens e seus reais elaboradores.

! Disponivel em: <http://rpm.org.br/cdrpm/1/2.htm>. Acesso em 21 jul. 2020.
? Disponivel em: <http://rpm.org.br/cdrpm/7/4.htm>. Acesso em 21 jul. 2020.
3 Disponivel em: <http://rpm.org.br/cdrpm/11/4.htm>. Acesso em 21 jul. 2020.
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Resumo historico

Nosso percurso historico sobre a controvérsia do valor de zero elevado a
zero comecara com a apresentacdo de abordagens realizadas por Leonhard Euler,
notavel matematico do século XVIII e um dos mais proficuos matematicos de
todos os tempos. Leonhard Euler, em seu famoso livro “Elementos de Algebra”
(figura 3) com a primeira edi¢cao publicada em 1770 em Sdo Petersburgo — Russia

(original em Alemao), apresentou os seguintes argumentos:

Em uma série de poténcia, cada termo é obtido multiplicando o
termo anterior por a, o que aumenta o expoente em 1; da
mesma forma, quando um termo qualquer ¢ dado, podemos
também encontrar o termo anterior, se dividirmos por a, o que
diminui o expoente em 1. Isso mostra que o termo que precede
0 primeiro termo al deve necessariamente ser % ou I; e se

operamos 0s expoentes, podemos concluir imediatamente, que o
termo que precede o primeiro deve ser a’; e, portanto,
deduzimos esta notavel propriedade, que a® é sempre igual a 1,
por maior ou menor que o valor do numero a possa ser, e
mesmo quando o valor de a seja o nada; isto é, a® é igual a 1.
(Euler, 1840, pp.50-51, tradugdo nossa*)

Bollftdndige
Anlcitung

sur

Wigebhra

won
Hrn. Leonbard Enler,

Erfier SD:iL'm_

&t Petersburg.
gedrude bey bor Kopf. Aeod. der Wiffenihafen 1770

Figura 3: Elementos de Algebra
(Fonte: Revista Brasileira de Historia da Matematica - v. 9, n® 17, 2009, p. 34)°

“"4s in this series of powers each term is found by multiplying the preceding term by a,
which increases the exponent by 1; so when any term is given, we may also find the preceding
term, if we divide by a, because this diminishes the exponent by 1. This shews that the term which

precedes the first term a' must necessarily be Z or 1; and, if we proceed according to the

exponents, we a immediately conclude, that the term which precedes the first must be a®; and
hence we deduce this remarkable property, that a® is always equal to 1, however great or small
the value of the number a may be, and even when a is nothing, that is to say, a® is equal to 1."

> Disponivel em: <http://www.rbhm.org.br/vo9-no17.html>. Acesso em 21 jul. 2020.
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Em oportunidade anterior esta controvérsia também foi abordada por
Leonhard Euler, no livro “Introdu¢do a Analise do Infinito” (figura 4) com a

primeira edi¢do em 1748 e possui a seguinte abordagem:

Seja a operagdo de exponenciacdo a ser considerada a” onde a
é uma constante e o expoente z é uma variavel. Como o
expoente z representa um numero qualquer, é claro que pelo
menos todos os inteiros positivos podem ser substituidos por z
para obter os valores determinados al, a?, a3,a*,a®,a®, etc.

Se  substituirmos 0 Z  por  numeros inteiros
1 1
al’ a2’ a3’ a*’

negativos —1,—2,—3, etc. obteremos etc. Se

z =0, temos um a® = 1. Se a = 0, damos um grande salto nos
valores de a”*. Enquanto o valor de z permanecer positivo ou
maior que zero, sempre teremos a’ = 0. Se z =0, entdo
a® = 1. (Euler, 1988, p. 75-76, traducio nossa®)

77_,,__——-—,—’”"-—-"#—.7_
N ANAI.T:!N
SNEpNtTORGM
AUCTORE

EULERO.
ONHARDO :
p,,;;,’:t Regio suumma::iﬁﬂ»:dw
i Scitati PrTr
perialit Jﬂ:alrmn;w‘_p-

T s el

T LAUSANNGE,

ppud BaRcun-MicHaTLEN BovsaveT & Socios.
n

MDCCXLVIIE

Figura 4: Introducdo a Andlise do Infinito
(Fonte: <https://www.christies.com/lotfinder/Lot/euler-leonhard-1707-1783-introductio-in-
analysin-infinitorum-6118969-details.aspx>. Acesso em 21 jul. 2020.)

Continuando a nossa trajetoria historica, vamos apresentar as abordagens e
comentarios realizados por George Baron, matematico da fase inicial do século
XIX e fundador do primeiro jornal cientifico americano, Mathematical
Correspondent (figura 5). George Baron publicou em seu jornal cientifico no ano

de 1804 um artigo com o titulo: "Uma curta dissertacdo, relativa a defini¢do, da

S Let the exponential to be considered be a* where a is a constant and the exponent z is a
variable. Since the exponent z stands for all determined number, it is clear at least that all positive
intergers can be substituted foz z to give determined values a* ,a? ,a®,a*,a®, a®, etc. If for z we

11 1
Tz gs ga el If for z = 0, them we
have a® = 1..... If a = 0, we take a huge jump in the values of a*. As long as the value of z remains

positive, or greater than zero, then we always have a* = 0. If z = 0, then a” = 1.

substitute the negative integers -1, -2, -3, etc. we obtain
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palavra Poténcia, em aritmética e 4algebra". Neste artigo, vamos efetuar os

seguintes destaques sobre a operacao de potenciagao:

Mas, para prosseguir com a aplicagdo de nossa defini¢do, a
valores extremamente pequenos, suponhamos que X represente
qualquer valor fraciondrio, ou, em outras palavras, x denote
qualquer magnitude, expressa em numeros, por meio de alguma
parte da sua unidade de medida: entdo pela definicdo x* = 1 X
x. Vamos simplificar essa multiplicagdo por x, e pelas razoes
até agora apresentadas, temos x° = 1. Agora, como x aqui
representa uma quantidade fracionaria, independente de
qualquer limitagdo, em relagdo a grandeza infinitesimal;
podemos, portanto, supor que x, por meio de diminuicdo
continua, ou decrescente, passa de seu valor atual, por
redugoes infinitesimais, até que ele se torne nada; entdo serd
evidente que, durante essa diminuicdo ou redugdo decrescente
de x, x° continuard igual a uma unidade invariavelmente; e
isso precisamente no instante em que X se torna nada, xo, ou
0° = 1. (Baron, 1804, p. 64, tradugdo nossa’).

THE

Mathematical Correspondent ;
couTamNG,
NEW ELUCIDATIONS, DISCOVERIES,
AND IMPROVEMENTS,
IN VARIOUS BRANCHES OF THE MATHEMATICS ;

wiTit
COLLECTIONS OF NATREMAYICAL QUESTIONS RESOLFID
¥ INGENIOUS CORRESFONDENTS.
ADAPTED
T the piresent staie of learning in America.
AND DESIGNED,

T0 INSPIRE YOUTH WITH THE LOVE OF MATHEMATICAL
L ® o T oxs 10

18 the Muthematical Scicuces, Truth appestd oL COnpiCICl,
and shimes i it greates fustre.” | EMERSUN.

NEW-YORK i

E A

w T0: 5
FEARLSSTARAT, AND G, BAROX, KO. ]0) TINE-ATABET,

1801~ thematical
pondent

Baron

Figura 5: Jornal Mathematical Correspondent
(Fonte: <https://books.google.com.br/books?id=dx0oAAAAAMAAJ&pg=PP15&hl=pt-
BR&source=gbs selected pages&cad=3#v=onepage&aq&f=false>. Acesso em 21 jul. 2020.)

""But, in order, to pursue the application of our definition, to quantity in the ultimate
extremity of smallness, let us suppose x to represent any fractional quantity; or in other words, let
X denote any magnitude, expressed in numbers, by means of some part of its measuring unit: then
by the definition x* = 1 X x. Let now this multiplication by x, be abstracted, and for the reasons
heretofore advanced, we have x° =1. Now since x here represents a fractional quantity,
independent of any limitation, in respect to smallness; we may therefore suppose x, by means of
continual diminution, or decrease, to pass from its present value, through every degree of
smallness, until it become nothing, then it will be evident, that, during this diminution or decrease
of x, x° will continue equal to an invariable unit; and that precisely at the instant, when x
becomes nothing, x°, or 0° = 1."
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Até entdo, existia uma convergéncia entre 0os matematicos para concluir que
o valor de zero elevado a zero ¢ igual a um, porém convém destacar que as
observagdes apresentadas por Baron e Euler caracterizam exemplos de
manipulac¢des sem o devido apuro matematico, tipico do formalismo matematico
empregado no século XVIII (Eves, 2004, p. 474).

O século XIX pode ser considerado como a “idade de ouro” da matematica
(Boyer, 2001, p. 343), caracterizado pelo processo de rigorismo € o
questionamento aos métodos aplicados nas demonstragdes matematicas em
séculos anteriores. Muitos matematicos se destacaram neste processo de
formaliza¢do durante o século XIX, entre eles, o francés Augustin-Louis Cauchy
que demonstrou em sua obra, Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique
(figura 6), que a expressdo 0° ¢ uma das formas indeterminadas quando se lida

com limites. (Cauchy, 1821, p. 68).

COURS D'ANALYSE

DE
1’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

Par M. Aveostiv-Lovrs CAUCHY,

Tgémieur des Bantset Clinussces, Professonr i Analyse i Ecole pofytechaigue,
Membre de I'Aosdémie do s, Chevalicr de la Ligion Thoansa.

DE L'IMPRIMERIE ROYALE.

Chez Dprre frives, Libruires du Boi e de la Bibliothéque du Roi;
iue Serpente, no T,

Figura 6: Cours d'Analyse
(Fonte: <https://gallica.bnf. fr/ark:/12148/btv1b8626657t/f9.image>. Acesso em 21 jul. 2020.)

E possivel observar que as abordagens apresentadas por Euler e Baron
possuiam a aplicagdo dos principios de limites, pois mantinham o valor do
expoente em zero e reduziam gradativamente os valores da base em aproximacao

ao zero. Este tipo de argumentagdo passou a ser questionada, pois eram


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8626657t/f9.image
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conflituosas com as nocdes de limites apresentadas por Cauchy e como
consequéncia nao atendiam o formalismo que passou a vigorar no século XIX.
Prosseguindo em nosso percurso historico e exemplificando este conflito,
vamos apresentar quatro artigos divulgados no Journal for die reine und
angewand Mathematik®, publicacdo alemi também conhecida como Journal de
Crelle (figura 7) em alusdo ao seu fundador, August Leopold Crelle, que teve sua
primeira edicdo em janeiro de 1826 e possui o titulo de ser o mais antigo
periddico matematico em circulacdo na atualidade (Eves, 2004, pp. 533, 565;

Boyer, 2001, pp. 350, 362).

peine 1A

iem
o e
.

e

HarisgrErt

T Grelle

Frsler Tl

Ne 4 Befrse
n Bk

Erelin,
Vaalags 1om Buadher nod Bamblar

REL]

Figura 7: Journal de Crelle
(Fonte: <https://www.wikidata.org/wiki/Q1368270>. Acesso em 21 jul. 2020.)

O primeiro artigo que destacamos foi de autoria do matemadtico italiano

Guilaume Libri publicado em 1833 no volume X do Journal de Crelle:

Em nosso estudo anterior sobre fungoes descontinuas,
consideramos o valor de 0° como sempre igual a unidade,
como conseqiiéncia do valor de xlog 0, que sempre foi zero,
quando x = 0. Mas devemos observar que sabemos apenas que
o produto x log 0, o zero de log 0, vem de log x, no qual temos

Pagina web disponivel em: < https://www.degruyter.com/view/journals/crll/crll-
overview.xml>. Acesso em 21 jul. 2020.


https://www.degruyter.com/view/journals/crll/crll-overview.xml
https://www.degruyter.com/view/journals/crll/crll-overview.xml
https://www.wikidata.org/wiki/Q1368270
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812590/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1812590/CA

20

feito x =0 ou qualquer outra funcdo de x sob o cunho
logaritmico. Isso resulta de alguma incerteza no valor de
xlog 0, quando x =0 e, consequentemente, no valor de
0° = 1. Mas é facil provar diretamente por outros meios que a
expressdo 0° sempre tem o valor da unidade. Mascheroni ja
havia observado que 0° = 1. Ele encontrou esse valor pela
(a-a)™
(a-a)™
feito de outras maneiras. Sabemos que quando x ¢ um nimero
inteiro, o desenvolvimento do binomio: (1 —u)*=1—xu+
x(x-Du? x(x-1)(x-2)u
2 2x3
valor exato, independentemente do valor de u; o que ndo se deve

a convergéncia das séries do segundo membro (porque essa
convergéncia exige que tenhamos u < 1), mas o fator x —
x, encontrado em todos os termos apos o termo x + 1%,
Dai resulta que, se fizermos x =0, todos os termos,
exceto o primeiro, serdo anulados, e sempre teremos
(1—w)°=1. Vemos que esse valor é independente do
valor de u e que podemos fazer u =1, o que resulta em
1-1°=1=0° Também chegariamos ao mesmo
resultado, fazendo:

(@ — b)* = a¥ — xa¥~1p  XE=DITH
suposicio de x =0), (a—b)° =a® = 1: porque como este
ultimo resultado é independente de a eb, podemos fazer
a=b e ainda teremos: (a —a)® =0° =1 (Libri, 1833, p.
303, tradugdo nossa’).

equacdo: 0° = (a —a)*™ ™ = =1, mas isso pode ser

+ etc., é finito e sempre fornece um

—etc., e entdo (pela

Neste artigo podemos destacar o notorio conflito entre a dificuldade em
admitir a solugio indefinida para a expressdo 0° quando se opera com logaritmos

e a existéncia de provas por outros meios de que o valor de 0° ¢ unitério, solu¢do

? "Dans nos recherches précédentes sur les fonctions discontinues nous avons considéré la
valeur de 0° comme étant toujour égale a I'unité, en conséquence de la valeur de x log 0, qui était
toujours égale a zéro, losque x = 0. Mas il faut observer qu’on sait seulement que le produit
x1log 0, le 0 du log 0 vient de log x, dans lequel on ait fait x=0, ou de toute autre fonction de x
sous le signe logarithmique. 1l résulte de la quelque incertitude dans la valeur de x log 0, lorsque
x=0, et par suite dans celle de 0° = 1. Mais il est aisé de prouver directement par d’autres
moyens que [’expression 0° a toujours pour valeur [’unité. Mascheroni avait déja observé que

_\n
0° = 1. Il trouvait cette valeur par I'équation 0° = (a — a)"™" = %

parvenir par d'autres voies. On sait que lorsque x est un nombre entier, le développement du

binome (1—u)*=1-—xu+ xooDu? | xe-De-2yud
2 2x3

toujours une valeur exacte quelleque soit la valeur de u; ce qui ne tient pas a la
convergence de la série du second membre (car cette convergence exige que l'on ait u <I),
mais au facteur x — x, qu'on retrouve dans tous les termes aprés le terme x + 1M []
résulte de la que si l'on fait x = 0, tous les termes, excepté le premier, se détruiront, et
on aura toujours (1 —u)® =1 On voit que cette valeur est indépendante de la valeur de u,
et qu'on pourra faire u =1, d'ou il résultera (1—1)° =1=0° On voit aussi que l'on
x(x—1)a*~2p? _
2
etc., et puis (par la supposition de x = 0), (a—b)° =a® =1: car puisque ce dernier
résultat est indépendant de a et b, on pourra faire a = b, et on aura encore (a —a)® =
00=1"

=1 mais on peut y

+ etc., s'arréte toujours et donne

parviendrait au méme résultat, en fesant d'abord (a — b)* = a* — xa* b +
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usual no século XVIII. O autor apresenta algumas demonstracdes, destacamos a
primeira que credita ao matematico italiano Lorenzo Mascheroni e as seguintes
que utiliza a aplicagdo do bindmio de Newton.

O segundo artigo possui o fato interessante de ser uma analise andonima ao
artigo apresentado por Libri, foi publicado em 1834 no volume XI do Journal de

Crelle e destacamos os seguintes comentarios:

Em um artigo sobre fung¢oes descontinuas, que o Sr. Libri
apresentou neste jornal, ele usa a expressio 0°, que ele
considera com o valor sendo sempre igual a unidade. E também
a opinido quase undnime de todos os pesquisadores, cujos
trabalhos estdo ao meu alcance. No entanto, parece-me que os
varios raciocinios usados para demonstrar essa igualdade se
baseiam na generalizagdo ndo permitida de um caso especifico,
e que, se eles foram bem fundamentatos, podemos também

argumentar que o valor de % é sempre igual a unidade. Por
exemplo, Euler em seu Tratado sobre dlgebra argumenta da
seguinte maneira: porque temos % = a® = 1, segue-se que a° é
sempre igual a unidade, seja o numero a grande ou pequeno, e

mesmo se a é zero, de modo que o valor 0° é certamente igual
a unidade. Mas por que ndo dizer novamente: porque sempre

temos a igualdade S = 1, dependendo do valor do numero a,

ela ainda existira se tivermos a = 0, ou seja, sempre teremos

0 ~ .
i 1?7 O mesmo vale para a demonstra¢do de Mascheroni que

o Sr. Libri citou. Porque também ocorre o mesmo, pois temos
(a-a)™
(a-a)™
me parece também sujeita as mesmas muitas objecoes. De fato,

~ 0 ~ .
=1, entdo temos i 1?7 A demonstracdo do Sr. Libri

Lo , . a, .
ninguém contestard que o valor da expressdao = ¢ sempre igual
a unidade, mesmo se assumirmos a = 0, entdo o valor de 0°

0, . . o .
como o de 5 ¢ igual a unidade. Mas como o valor de 5 ndo é

sempre igual a unidade, ndo podemos concluir que sempre
temos 0° = 1. Para provar essa igualdade, seria necessdrio
demonstrar que o valor de [f (a)]F® ¢é sempre igual a
unidade, se tivermos duas fun¢des f (x),F (y) que se
aproximam a zero, para os valores x = a, y = b, o que ndo
fizemos até agora. Na minha opinido, a expressdo 0° nada mais
é do que a expressio 01 X 071, e como esta ultima expressdo

. 0 :
que ¢é igual a 0 X oo =3 pode assumir todos os valores

incluidos entre — o e o, da mesma forma a expressio 0° pode

ter todos os seus valores. O Sr. Cauchy é o unico autor em que

possui a mesma opinido. (Sur la valuer, 1834, p. 272, traducdo
10

nossa ).

"Dans un mémoire sur les fonctions discontinues, que Mr. Libri a fait insérer dans ce
Jjournal, il fait usage de l'expression 0°, dont il considére la valeur comme étant toujours égale a
l'unité. C'est aussi l'opinion presque unanime de tous les géométres, dont les ouvrages sont a ma
portée. Pourtant il me semble que les divers raisonnemens qu'on a employés pour démontrer cette
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Este artigo traz um relato historico que reforga o fato de, naquela época, ser
o usual adotar o valor unitario para a expressao zero elevado a zero. O autor
questiona as demonstracdes apresentadas por Libri, acrescenta criticas a
demonstragdo de Euler inclusa em sua obra “Elementos de Algebra”. O autor
também indica que o Unico caminho para solu¢do da igualdade, 0° =1, ¢
demonstrar por limite que o valor de f(a)F ® ¢ sempre igual a unidade, quando duas
fungdes f (x),F (y) que se aproximam a zero, para os valores X = a, y = b e finaliza
informando que as sua abordagens sdo consonantes com as de Cauchy. Cabe ressaltar que
nao foram tecidas consideragdes sobre as demonstra¢des por bindmio de Newton.

O terceiro artigo ¢ de autoria do matematico August Ferdinand Mobius e
apresenta uma demonstragdo para a igualdade 0° = 1 creditada a seu professor
Johann Friedrich Pfaff. A demonstragdo publicada por Mdbius recorre a
transformagdo de variavel, aplica conceitos de limites e utiliza um caso especifico

para concluir que o valor de 0° ¢ unitario. Foi publicada em 1834 no volume XII

do Journal de Crelle e destacamos os seguintes detalhes do artigo:

Dessa equagdo, meu inesquecivel professor e amigo, entendia.
J. F. Pfaff em Halle apresentou-me uma prova em 1814 que nao
deixava nada a desejar em termos de nivel, e que aqui
apresento para eliminag¢do das duvidas levantadas no volume
XI deste jornal, pagina 272, contra a compreensdo geral sobre
a admissibilidade geral da equagdo. A equagdo 0° =1 ndo
quer dizer nada além de que o valor de x* quando se aproxima

égalité reposent sur la généralisation non permise d'un cas particulier, et que, s'ils étoient bien
, . . . 0 . , . g
fondés, on devoit aussi soutenir, que la valeur de o est toujours égale a l'unité. Par exemple,

o \ . . a . .
Euler dans son Traité d'algebre argumente comme il suit: parcequ'on a o= a® = 1 il suit que
0 . , \ ., . . . A . , <
a’ est toujours égal a l'unité, soit que le nombre a soit grand ou petit, et méme si a est égal a zéro,
de maniére que la valeur de 0° est certainement égale a l'unité. Mais pourquoi ne pas dire encore:
B . a ’ I ’
parce-qu’on a towjours — = 1 sans que cette égalité dépende de la valeur du nombre a, elle

. 0 . . 0 ,
subsistera encore si I'on a a = 0, c'est-a-dire qu'on aura toujours i 12 1l en est de mémo

avec la démonstration de Mascheroni que Mr.Libri a citée. Car n'en suit-il pas également que,
(a-a)"
(a-a)"
sujette aux ménes objections. En effet, personne ne contestera que la valeur de l'expression a/a est
toujours égale a l'unité, au cas méme qu'on suppose a = 0, alors la valeur de 0° comme celle de

.0 , . o .
parcequ’on a = 1 on a aussi i 1? La démonstration de Mr. Libri me parait encore

0 , . . . . . 0 . . , NP
;est égale a l'unité. Mais comme il n'en suit pas que la valeur de 5 Soit toujours égale a ['unité, de

méme on n'en doit pas conclure qu'on a toujours 0° = 1. Pour prouver cette égalité il faudrait

démontrer que la valeur de f(a)F®) est toujours égale a l'unité, si l'on a deux fonctions

f(x),F(y) qui se changent en zéro, pour les valeurs x = a,y = b, ce qu'on n'a pas fait jusqu'a

présent. Selon mon avis [’expression 0° n'est autre chose que I'expression 0. 072, et comme cette
Ly . . , . 0 . .

derniere expression qui est égale a 0.00 = 5 peut avoir toutes les valeurs comprises. entre — oo et

o, de méme l'expression 0° peut avoir toutes ses valeurs. Mr. Cauchy est le seul auteur ou j’ai
trouvé la méme opinion. "
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a qualquer limite especificavel com a diminuic¢do continua de x.
1

. . 1 1, , 2

Se vocé definir x ==, x* =, é possivel demostrar que uu
u ui

pode ser trazido o mais proximo possivel da unidade que vocé

deseja, bastando u crescer. (Mobius, 1834, p. 134, tradugio

nossa'')

O quarto artigo apresenta dois textos de autores andnimos com a
identificacdo de que o segundo texto possuia a mesma autoria do segundo artigo

apresentado neste item e contra argumentam as premissas adotadas por Mdbius.

Os textos indicam que expressdes mais gerais de f (s)7® podem convergir para
valores diferentes do unitario. Os textos foram publicados em 1834 no volume
XII do Journal de Crelle e destacaremos as seguintes observagoes do primeiro e

segundo textos respectivamente:

19 A luz da observagdo que acaba de ser feita, ndo serd
estranho dizer que em quantidades exponenciais o valor do
limite pode ndo ser 1, enquanto expoente e base desaparecem

ao mesmo tempo, como é o caso das seguintes expressoes,
atx ot

xnG), xMIHANGD) - mbos se reduzem a e® quando x tende a

zero.

1
2°9) Seja X = ez, onde e significa a base dos logaritmos

naturais, Y = x: e quando o valor x ¢ reduzido para zero
X

1
tanto X como Y serdo reduzidos para zero; neste caso (e x)
deveria ser igual a unidade. No entanto, vocé nunca negara
. ~ .. 1
que, para todo valor finito de x, esta expressdo serd igual a =

Entdo, aqui temos um exemplo onde ndo é igual a um. Além
14 2X

disso, a expressdo (87) = =, e outros exemplos poderiam
e

mostrar que a expressio 0° pode ter muitos valores diferentes.
Talvez o professor Mobius compartilhe sua visdo das
observacdes que acabamos de fazer neste Jornal
(Bemerkungen, 1834, pp. 292-294, tradugdo nossa'?)

" "Von dieser Gleichung theilte mir mein unvergefslicher Lehrer und Freund, der verst.
Hofrath Pfaff in Halle, im Jahre 1814 einen Beweis mit, der an Biindigkeit nichts zu wiinschen
iibrig lassen mochte, und den ich hier zur Beseitigung der im XI. Bande dieses Journals, Seite 272,
gegen die allgemeine Zuldssigkeit der Gleichung erhobenen Zweifel bekannt zu machen, mir
erlaube. Die Gleichung 0° = 1 will nichts Andares sagen, als dafs der Werth von x* bei
fortwihrender Abnahme von x sich der Einbeit tiber jede angebbare Grenze ndhert. Man setze

1 . 1 . 1 s
X =-, 50 wird x* = —, und es kommt alsdann darauf an, zu zeigen, dafs uv der Einheit so nahe
uu
gebracht werden kann, als man will, wenn man u obne Ende wachsen ldfst."
12119 Nach der eben gemachten Bemerkung wird es nicht befremden, wenn man auf

Exponentialgrifsen stufst, die nicht den Grenzwerth 1 annehmen, wihrend Exponent und Basis
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Mobius ndo apresentou ao Journal de Crelle nenhuma observacao sobre as
argumentacoes do quarto artigo e ficou registrada nestes artigos a fragilidade da
demonstracdo da igualdade 0° = 1 com a aplica¢io dos conceitos de limite, fato usual
no século XIX. Realmente, expressdes mais gerais de f (s)F™) podem convergir
para valores diferentes do unitario, conduzindo para definir a expressio 0° como
uma indeterminagdo conforme reivindicado por Cauchy.

O matematico alemdo Georg Cantor, precursor da teoria dos conjuntos
introduziu ideias notaveis e originais que revolucionaram a matematica nos
séculos XIX e XX (Rooney, 2012, pp. 192-195). Os seus trabalhos sdo
considerados como introdutérios a uma nova escala de infinidades e permitiu a
construcao das bases da nova aritmética cardinal (Eves, 2004, p. 662).

Esta aritmética permitiu que outros estudiosos debrucassem sobre o valor da
expressio 0° sob uma nova perspectiva e matematicos tais como Nicolas
Bourbaki", Roger Godement (Godement, 1997, p. 90), Patrick Suppes (Suppes,
1960, p. 116), entre outros, elaboraram teoremas para provar que 0° possui valor
unitario e que este valor, o 1, é o unico que atende a expressio a’ = ¢, quando
a =0,b =0, com a,b,c sendo numeros naturais, ndo sendo portanto uma
mera convengio ou norma pratica'*.

No Brasil, a Revista do Professor de Matematica (RPM) abordou o assunto
nos exemplares um, sete e onze na se¢do “Conceitos e Controvérsias”. O artigo do
professor Elon Lages Lima, publicado no primeiro exemplar da RPM (figura 8)

apresenta duas repostas possiveis: (i) 0° ¢ uma expressdo sem significado

a

a+x U
log(x)+log(Inog(3)

gleichzeitig verschwinden, wie es z. B. bei den folgenden der Fan ist, x1°08(), x
die sich beide Dir x = 0 auf e® reduciren.
1

2°) Es sei X = ez, wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet, Y = x.: so wird
x

1
sowohl X als'Y fiir den Werth x = 0 auf Null reducirt; es miifste also in diesem Falle e_E)
der Einheit gleich sein. Gleichwohl wird aber Niemend leugnen, dafs fiir jeden endlichen Werts

von x dieser Andruck = - ist. Hier hditten wir also ein Beispiel, wo 0° nicht =1 ist. Ferner ist der
11 2X
Ausdruck e x) = und so liefse sich durch noch andere Beispiele zeigen, dafs der

Ausdruck 0° allerdings sehr verschiedene Werthe haben kann. Vielleicht theilt uns Herr Prof.
Moebius seine Ansicht iiber die eben gemachten Bemerkungen in diesem Journale mit."

¥ Nicolas Bourbaki é o pseudénimo de um grupo de matematicos que possuia formagio
variavel, tendo chegado a ser composto por até vinte matematicos (Eves, 2004, p. 691).

40 item 3.3 deste trabalho apresentard os conceitos basicos da aritmética cardinal que
permitem concluir que 0° = 1.
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matematico ou (ii) 0° ¢ uma expressdo indeterminada, ambas com argumentos.

Destacamos alguns argumentos que justifica a indeterminagao:

Lembramos que as poténcias de expoente zero foram
m
introduzidas a fim de que a formula (Z—n =a™™™, que é evidente
quando m > n, continue valida para m = n. Pondo a™ = b
~ b
teremos entdo 5= bO, logo b =1seb #0. Nocasodeb = 0,
. b . 0
a igualdade 5= b° tomaria a forma 0= 0% o que leva a
considerar 0° como uma expressdo indeterminada. Esta
conclusdo ¢ ainda reforcada pelo seguinte argumento: como
0Y = 0paratodoy +# 0, seria natural pér 0° = 0, por outro
lado, como x° = 1 para todo x # 0 seria também natural
por 0° = 1. Logo, o simbolo 0° ndo possui um valor que se

imponha naturalmente, o que nos leva a considerd-lo como
uma expressdo indeterminada. (Lima, 1982, p.7).

INDICE
Para que serve? 2
Conceitos ¢ Controvérsias s
A Geomelria ¢ as distinciss ssrondmicas na
Grecia Antiga *
O que ¢ um namero transcendente? 4
Frrelevancas 6
Livros "
O leitor pergunta "
AD LEITOR O que vai por ai »
A Beviva do Prodessar de Matombtics | Problemas 2
¢ semewral da Sociedade | Cartas do leitor 2

Revista do
Professor O]_
-d_e _Matemética

semestre de 1982

-

Sociedade Brasileira de Matemitica

Figura 8: Revista do Professor de Matematica n° 01
(Fonte: Revista de Historia da Educagdo Matematica v. 5, n° 1, 2019, p. 175)15

O artigo publicado no sétimo exemplar exibe uma carta com o
questionamento do professor Euclides Rosa sobre a possibilidade de 0° ser igual a
um e apresentam dois raciocinios que permitem validar a afirmagdo, o primeiro
faz uma abordagem por fung¢do e o segundo utiliza o bindmio de Newton. Sobre
os raciocinios do professor Euclides Rosa, o professor Elon Lages Lima apresenta

0s seguintes comentarios:

' Disponivel em <http://histemat.com.br/index.php/HISTEMAT/article/view/210>. Acesso
em 21 jul. 2020.
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Ao apresentar dois raciocinios que o ‘levam a concluir que

0% = 1’ ele ndo afirma estar provando esta igualdade. Nos,
os leitores de sua carta, devemos entender seus argumentos do
seguinte modo: A definicdo usual da poténcia n™ ndo tem
sentido quando m = n = 0. Entretanto, se adotarmos
a convengdo 0° = 1, isto fara com que a igualdade “n™ =
numero de fun¢oes de um conjunto X com m elementos num
conjunto Y com n elementos” continue valida quando X e Y sdo
conjuntos vazios (Primeiro argumento). Aléem disso, a mesma
convengio 0°= 1 fard com que a formula do binémio de Newton
(a + b)™ continue vdlida param = 0ea+b = 0 (Segundo
argumento). (Lima, 1985, p. 18).

Podemos observar que o professor Elon Lages Lima trata da possibilidade
de adotar 0 0° = 1 por convengdo. Neste mesmo artigo, o professor Elon Lages
Lima apresenta outros argumentos para concluir mais uma vez que 0° é uma

expressao indeterminada, dos quais destacamos:

Se nos derem de antemdo um numero arbitrario c, podemos
escolher numeros x,y tdo pequenos quanto desejemos, de tal

X .
forma que ;= ¢ Ou seja: quando x e y tendem a zero, o

quociente i pode tender para qualquer valor ¢ dado a priori,
tudo dependendo de como x e y sdo escolhidos. O mesmo
ocorre com xY. Esta expressdo tem um significado bem preciso
quando x > 0, valendo x¥ = e¥1°9% (logaritmo natural).
Quandoy # 0, embora a formula e”'°9 © néo tenha sentido, é

natural escrevermos 0¥ = 0 porque, fixado y # 0, a
expressdo x” assume valores cada vez mais proximos de zero, a
medida que atribuimos a x valores que tendem a zero. Por
outro lado, ndo é possivel raciocinar da mesma maneira
quando x =y = 0. Com efeito, quando se atribuem a x e y
valores cada vez menores, que se aproximam de zero, a
poténcia X’ ndo o tende para nenhum limite bem determinado;
tudo depende de como se escolhem x e y. (LIMA, 1985, p. 19)

Os argumentos apresentados pelo professor Elon Lages Lima tratam da
potenciac¢do no conjunto dos reais, onde a expressao 0° ¢ indeterminada.

O artigo publicado na décima primeira edi¢do, desta vez, assinado pelo
professor Paulo Moacyr Libramento Prado, apresenta a importancia de definir a
natureza e o conjunto suporte da operacdo a ser realizada antes de definir o
resultado de 0°. O professor Paulo Moacyr enumera diversos teoremas que

demonstram a igualdade 0° = 1 e conclui o artigo com os seguintes comentarios:
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Conclui-se, também, do exposto, que os defensores do 00=1
ndo reivindiqguem o mesmo direito para %porque o % ndo é uma
opera¢do definida nem mesmo no conjunto dos numeros
naturais, enquanto 0° é. Desejamos, por fim, fazer justica a
exposi¢cdo de ambos os Professores, o Prof. Euclides Rosa e o
Prof. Elon Lages Lima. O primeiro, que destacou o ponto de
vista do Algebrista, mais afeito aos cardinais e aos numeros
naturais, apresentou num esbog¢o sucinto, no seu "primeiro
raciocinio”, a defini¢do da exponenciagdo de naturais e a
demonstracgio do Teorema 0° = 1, vdlido para essa operagdo,
definida nesse conjunto suporte. O segundo, ja com o ponto de
vista do especialista em Andlise, que evoca imediatamente os
reais, mostrou, dentro deste contexto, que a expressdo 09 ¢
indeterminada. (Prado, 1987, p. 18)

Ressaltamos que o proficuo debate na RPM ocorreu entre os anos de 1982 a
1987, época em que os recursos digitais de apoio a matemadtica eram incipientes.
Atualmente existem diversos campos que podem deparar com esta expressao €
com solugdes diversas, por exemplo, existem softwares que admitem a expressao
0° como indefinida e outros que a igualam a unidade. O presente trabalho mostra
que, ainda hoje, as duvidas que envolvem esta controvérsia permanecem em
muitos casos por desconhecimento das possiveis abordagens ou interpretagcdes

pertinentes ao assunto nos mais variados niveis de ensino.
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Potenciacao

\

A potenciagdo estd intimamente relacionada a controvérsia em torno do
valor da expressdo zero elevado a zero. Embora as operacdes matematicas
possuam relagdes entre si, ndo podemos simplesmente afirmar que uma expressao
¢ indeterminada correlacionando operacdes diferentes. A potenciagdo €, por
exemplo, uma operacao fechada no conjunto dos niimeros naturais, ou seja,
quando efetuamos uma operacao de potenciacao entre dois elementos do conjunto
dos numeros naturais, o resultado obtido continua pertencente ao conjunto dos
nimeros naturais considerando, obviamente, que zero nio pertenga aos naturais.
Em contrapartida, a operacao de divisdo ndo ¢ uma operagdo fechada no conjunto
dos niimeros naturais, pois o resultado da divisdo de dois naturais nem sempre
pertencera ao conjunto dos nimeros naturais. O valor da expressao zero elevado a
zero € resultado de uma operacdo de potenciagdo, dessa forma, ndo se pode
afirmar que a expressao zero elevado zero ¢ uma indeterminacdo como acontece
na expressdo zero dividido por zero uma vez que os resultados das duas
expressoes sdo concernentes ao resultado de duas operagdes aritméticas distintas
e, por vezes, baseadas em estruturas algébricas diversas.

A potenciacdo pode ser entendida com um procedimento matematico
derivado das operagdes basicas de multiplicagdo e divisdo, e que pode ser
abordada no universo dos conjuntos naturais, inteiros ou reais, utilizando técnicas
distintas. Nesta se¢do apresentaremos trés técnicas distintas para calculo da
poténcia, cada uma com foco nos conjuntos numéricos citados e explicitando o

valor de 0° para cada uma delas.

3.1 A potenciagao com o expoente inteiro

Esta ¢ a técnica mais usual e amplamente estudada e divulgada. Foi
apresentada por Leornad Euler em seu livro “Elementos de Algebra”, capitulo
XVI, que sera a referéncia para elaboracao deste topico.

A potenciagdo consiste na multiplicagdo de um nimero uma ou varias vezes

pelo proprio nimero. Assim, o quadrado de um nimero ¢ obtido pela
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multiplicagdo deste numero por ele proprio, o cubo de um nimero ¢ obtido
multiplicando-se o quadrado dele por ele proprio e utilizando este procedimento
recursivamente podemos obter qualquer poténcia inteira desejada de um
determinado ntimero. Para melhor exemplificar, podemos observar a tabela 1 onde

se processa a poténcia de qualquer niumero, y, onde a poténcia variade 1 a 6.

Tabela 1 — Poténcias inteiras de 1 a 5 do numeroy

Poténcia 1 2 3 4 5 6
Nameroy | Y vy yyy YYYyy yWYyy | vyyyyy
y' y2 Y y' Y’ y°

Fonte: Elaborada pelo autor

Esta série de poténcias ¢ uma progressao geométrica de razdo e primeiro
termo igual a y, cada termo ¢ obtido multiplicando o anterior por y, o que
promove o aumento do expoente em uma unidade. Também podemos prosseguir
com a nossa série em ordem retroativa e encontrar o termo anterior dividindo o
termo por y € com isso diminuindo o expoente em uma unidade. Para melhor
exemplificar, podemos observar a tabela 2 onde se processa a poténcia de

qualquer numero, y, onde a poténcia varia de 0 a -5.

Tabela 2 — Poténcias inteiras de 0 a -5 do numero y

Poténcia 0 -1 -2 -3 -4 -5
S 1 1 1 1 1

Nimeroy | ~ y vy | vy | vy | yyyyy
y’ y' y” y” y" y’

Fonte: Elaborada pelo autor

O namero y pode ser inteiro, racional ou real, porém o expoente sempre sera
um numero inteiro. Esta restricdo ao expoente consiste numa limitacdo deste
processo para calculo da poténcia de um nimero qualquer.

Utilizando o argumento que o termo que precede o y' deve necessariamente

ser § ou 1, ou seja, y° ¢ igual a 1, Euler concluiu que y° é sempre igual a um, por

maior ou menor que seja o valor do nimero y, mesmo quando o y seja o nada, isto

¢, y° ¢ igual a 1 (Euler, 1840, p. 51). Ou seja, para Euler, mesmo que y=0,
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teriamos y0 = 1. Atualmente, este argumento compromete o rigor desta
demonstragao matematica porque considera a possibilidade da divisao de zero por

zero para atribuir o valor unitario a expressdo 0°.
3.2 A potenciagado no conjunto dos niumeros reais

Este processo foi elaborado quando nao existiam as facilidades digitais
atuais e possui definigdes diferentes das apresentadas no item anterior. A
potenciagdo no conjunto dos numeros reais ¢ baseada nas fungdes exponencial e
logaritmica (Lima, 2002, pp. 274-281; Figueiredo, 1996, p. 156; Swokowski,
1983, p. 387).

Esta técnica de potenciacdo da significado a expressdo r°, onde r ¢ s sdo

, ) o ) . ) W3
numeros reais com r > 0, atribuindo sentido a expressdes tais como V2V 0

método utiliza a fun¢do logaritmica natural (ou neperiana) que ¢ representada por
In( ), para traduzir a exponenciagdo para a expressio r° = es (" onde e ¢é o
numero de Euler. Para obter valores aproximados de poténcias reais r°, na
atualidade, podemos utilizar a facilidade de algum recurso digital, porém na
impossibilidade de uso da informatica, como no passado, as tabelas elaboradas
com esta finalidade eram a solucao; pois utilizando somente estas duas fungdes: a
funcdo exponencial e a logaritmica natural que € a inversa da primeira (figura 9), é

possivel calcular valores aproximados das poténcias.

-2

Figura 9: Fungdes logaritmica (f(x)) e exponencial (g(x))

(Fonte: Grafico elaborado pelo autor no software Geogebra)
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A titulo de exemplo, vamos efetuar os calculos das poténcias 2(‘/§), 2(-V1Dg

V2 V3 utilizando as tabelas do anexo A:
Inicialmente sabemos que:
a) 2(V3) — V3In2
b) 2(-V11) — ,—V11In2

c) \/E(ﬁ) = V3ilnV2 — e@

Conforme as tabelas do anexo A, temos que V3 =1.732.. , V11 =
3,3166 ...eIn2 = 0.693 ..., logo:

2) 2(/3) = oV3In2 — ,(1.732..)%(0.693..) — 1.200..

b) 2(=/11) = p—VI1In2 — ,—(3.317..)%(0.693..) — p=2:299...

(1.732...)#(0.693...)

o) \/E(\/?) = pVBIINVZ _ T 0,600,
E utilizando as tabelas do anexo A, os valores aproximados das poténcias
sdo:
2) 2(3) = gV3In2 — ,(1.732..)%(0.693..) — 51.200... o 3,320...
b) 2(~\/11) = o=VITIn2 — 5=(3.317..)%(0.693..) — —2.299.. 0,1003 ...

(1.732...)%(0.693...)

V2D = ofEinyE _ SRR os00.. 4 1 g9)

Uma das vantagens desta definicdo ¢ permitir o calculo de poténcias
diversas com uso de uma Unica base, simplificando o calculo com uso de tabuas,
réguas ou graficos. Como ja dito, esta técnica de potenciagdo foi valiosa quando
nao existiam os recursos digitais atuais.

Todavia, a funcdo logaritmica natural ¢ definida pela integral In(7r) =
I I 2 dt e como podemos observar o grafico da figura 3, para r = 0 ndo existe um
t

valor real que represente In( 0) e portanto ndo estd definida para r = 0, o que ndo
permite concluir qual o valor de 0° por este método, tornando um valor

indefinido.
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3.3 A potenciagao entre os cardinais de conjuntos finitos

Este método de potenciagdo conduz a demonstragio de que 0° = 1. E de
bom alvitre ressaltar que ndo se trata de uma convengdo, ¢ um teorema com
fundamentagdo sélida e apresentado por diversos matematicos (Bourbaki, 1963, p.
46; Godement, 1997, p. 90; Suppes, 1960, p. 116; Rosser, 1978, p. 385; entre

outros). A seguir apresentamos a proposi¢ao sobre o assunto de Nicolas Bourbaki:

Proposi¢do 11. Seja um nimero cardinal a. Temos a® = 1, a® = a,
1% =1; se a # 0, temos 0% = 0. Em efeito, existe uma aplicagdo ¢
somente uma de um @ em qualquer conjunto (a aplicagdo de grafico
vazio); todas as aplicagdes de um conjunto de elemento Uinico em
qualquer conjunto X sdo equipotentes a X (cap. II, § 5, n® 3); existe
uma aplicacdo e apenas uma de qualquer conjunto em um conjunto de
um elemento; finalmente, ndo ha aplicagdo de um conjunto ndo vazio
em um @. Note que em particular temos 0° = 1. (Bourbaki, 1963, p.
46, traducdo nossa'®)

Este processo € pouco usual e raramente estudado na educagdo basica e
possivelmente também no ensino superior visto que possui definicdes
expressivamente diferentes das apresentadas nos itens anteriores. A potenciacao
entre os cardinais de conjuntos finitos possui relacdo direta com o cardinal das
aplicagdes estabelecidas entre os conjuntos. Este item abordara os conceitos
necessarios para a obten¢do do valor de 0° (Bourbaki, 1963, p. 46; Godement,
1966, p. 90).

O entendimento das operagdes aritméticas como operagdes entre o0s
cardinais de dois ou mais conjuntos finitos, como ja dito, sdo pouco exploradas e
divulgadas na educagdo basica e, por isso, apresentaremos o que se entende por
adicdo, multiplicacdo e potencia¢do entre dois cardinais que sdo as operacdes
fechadas no conjunto dos numeros naturais.

O conceito de cardinalidade de um conjunto finito estd associado ao nimero
de elementos que o conjunto possui. Um conjunto finito X qualquer, tem o

cardinal notado por |X| (leia-se cardinal de X) que representa a quantidade de

16 Proposition 11. Soit a un cardinal. Onaa® =1,a' =a, 1*=1;sia # 0, ona 0% = 0.
Em effet, il existe une application et une seule de Q dans un ensemble quelconque (I’application de
graphe vide); [’ensemble des applications d’un ensemble a un seul élément dans un ensemble
quelconque X est équipotent a X (chap. II, § 5, n° 3) ; il existe une application et une seule d’un
ensemble quelconque dans un ensemble a un éléement ; enfin, il n’existe aucune application d’un
ensemble non vide dans ©. On notera en particulier que [’on a 0° = 1.
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elementos do conjunto X. Entdo o conjunto vazio estd associado ao numero zero
(14] = 0), o conjunto unitario ao nimero um (|{A}| = 1), o conjunto com um par
de elementos ao ntmero dois (|[{®, W}| = 2), e assim por diante.

A operacdo de adigdo com cardinais ¢ efetuada a partir de dois conjuntos
finitos disjuntos, A € B, tendo os cardinais notados, respetivamente, por |A| ¢ |B].
Assim, a adi¢do de A e B ¢ a aplicagdo que produz o cardinal de um conjunto
finito com elementos de A ¢ B tal que |A|+ |B| = |AUB]|, o cardinal do
conjunto unido de A com B.

Vamos exemplificar este conceito com um exemplo:

Incialmente, vamos considerar dois conjuntos finitos ndo vazios, A =
{M,@A}c B = {® ®}, que possuem cardinalidade |A| =3 ¢ |B| =2, que
necessitamos submeter a adi¢do. Agora estabelecendo o conjunto unido de A com
B, temos AUB = {1, @,A, ®, ®} que esta associado ao cardinal |A U B| = 5.
Logo, |A| + |B| = |AU B| =5, o cardinal do conjunto unido de A com B.

A operagdo de multiplicagdo com cardinais ¢ efetuada a partir de dois
conjuntos finitos ndo vazios disjuntos A ¢ B com cardinais |A| e |B],
respectivamente. Desta forma, quando se enumera os elementos da aplicacdo
A X B (ou produto cartesiano) ¢ obtido um conjunto que possui o cardinal da
multiplicag¢do, ou seja, |A||B| = |A X BJ.

Vamos apresentar dois exemplos aplicando este conceito:

Primeiro exemplo, vamos considerar dois conjuntos finitos ndo vazios,
A = {a,b,c} e B= {d,e}, que possuem cardinalidade |A| = 3 e |B| = 2, que
necessitamos multiplicar. Utilizando o diagrama de Venn (figura 10) e

estabelecendo todas as aplicacdes possiveis de A em B, temos:

Figura 10: Multiplicagdo cardinal
(Fonte: Elaborado pelo autor)
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Logo a multiplicagdo cardinal, |A||B| = 6, pois é possivel estabelecer 6
aplicagdes do conjunto A em B que podem também ser representado como a
cardinalidade do conjunto que expressa o produto cartesiano A X B =
{(a,d), (a,e), (b,d), (b,e),(c,d), (c,e)}.

No segundo exemplo vamos considerar dois conjuntos finitos com |A| = 3 ¢
|B| finito, quando se anota a multiplicagdo 3 X |B|, devem-se considerar trés
vezes todos os elementos de B, que é semelhante dizer para todo b,, em B deve ser
enumerado (1,b,), (2,b,) e (3,b,) . Portanto, quando se enumera os elementos
da aplicacdo {1,2,3} X B, ¢ obtido um conjunto que possui o cardinal que
representa a multiplicacdo, |A||B] = A X B.

A operagdo de potenciagdo ¢ efetuada quando é calculado o valor de |A|'Bl,
ou seja, ¢é efetuada a aplicagdo que obtém o valor de |[A X A X A X ... X A| (|B|
vezes), que ¢ o mesmo que calcular todas as n-uplas dos elementos de |A|,
considerando que |B| = n. A aplicagdo para produzir as n-uplas ¢ realizada com a
escolha do primeiro elemento de A, a;, em seguida, a, o segundo, e assim por
diante até o a,, o enésimo termo. Quando ¢é selecionada uma aplicagdo (aqui
denotada de a) de {1,2, ..., n} em A. Podemos dizer entdo que |4|'Bl = |AB| ou
AB ¢ o conjunto de aplicacdes em |A| com poténcia em |B|, ou ainda, |AZ| =
numero de aplicagdes de B em A.

Vamos apresentar um exemplo aplicando este conceito. Considerando dois
conjuntos finitos, € = {a,b} ¢ D = {c,d,e}, que possuem cardinalidades
|C] =2 e |D| = 3, que necessitamos obter a potencia¢do |C |IPIl Utilizando o
diagrama de Venn (figura 11) e estabelecendo todas as aplicagdes triplas possiveis

de C com expoente em D, temos:

Figura 11: Potenciagdo cardinal

(Fonte: Elaborado pelo autor)
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Logo a potenciagdo cardinal é |C|!P! = 8|, pois é possivel estabelecer 8
aplicagdes do conjunto D em C que podem também ser representado como a
cardinalidade do conjunto de 3-uplas do elementos de C, ou seja, |CP| =
|{(a,a,a),(a ab),(ab,a).(ab,b),(b,aa),(b,ab)(bb,a),(bbb)} =8.

Utilizando os conceitos apresentados neste item, vamos observar que o valor
a 0° corresponde as aplicacdes existentes entre dois conjuntos vazios (V' e V7). A
funcdo identidade € a auto aplicagdo que podemos estabelecer nesta situagdo, logo
o valor de 0° ¢ igual a um por este método e a figura 12 representa o 0° utilizando

o diagrama de Venn.

V’

Figura 12: Diagrama de Venn para o zero elevado a zero

(Fonte: Elaborado pelo autor)
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O zero elevado a zero digital

Nos dias atuais, a informatica ¢ uma ferramenta importante na investigacao
matematica e determinadas descobertas seriam praticamente impossiveis sem o
seu uso. Na teoria dos niimeros, a informatica tem permitido, por exemplo, a
descoberta de numeros primos paulatinamente maiores, situacdo que seria
impossivel sem os recursos digitais. Existem, atualmente, inimeros recursos de
informatica que atribuem algum valor a poténcia 0°.

Cabe ressaltar que em grande parte dos softwares, os nimeros estao
divididos em dois grupos, um deles corresponde ao conjunto dos nimeros inteiros
e 0 outro aos numeros representados em ponto fixo ou flutuante que ¢ a forma que
se expressa os numeros decimais. Entdo podemos identificar, em informatica, dois
“tipos” de zero, o inteiro (0) e o zero em ponto fixo ou flutuante (0.0). Os calculos
para cada tipo de zero podem ser efetuados diferentemente dependendo do
software utilizado. Entdo, as andlises de como as rotinas internas tratam o valor de
0° passam pela consideracio de quatro possibilidades de valores: 0°, 0°°, 0.0° e
0.0°°. Selecionamos alguns recursos de informaética e, a seguir, os resultados
desses quatros valores sdo apresentados em todos os recursos digitais escolhidos.

O buscador Google ¢ um servigo de pesquisa na internet amplamente
utilizado no Brasil e que permite o calculo de operagdes aritméticas, calculos
geométricos, elaboracao de graficos entre outras tarefas. A calculadora do Google
permite o calculo do valor de 0°, bastando digitar a expressio em forma de
pergunta ou diretamente sua forma aritmética. A calculadora do Google exibiréd o
valor unitério para as quatro possibilidades do 0° conforme apresentado na figura
13.

O resultado das operacdes indica que esta calculadora ndo realiza distingao
entre o zero inteiro ou em ponto flutuante, atribuindo valor unitario para as quatro

operacoes.
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GO gle Quanto & 0 elevado a 0 =E Q
Q Tudo [ Noticias (] Imagens  [] Videos & Compras ! Mais Definicies  Ferramentas
Cerca de 74 700 000 resultados (0,35 segundos)

0 00 =
0.0° 1
% AC
000 1
) .
0.000 1
6 X
00 1
3 -
Mais informagdes

Figura 13: Calculadora Google

(Fonte: <https://www.google.com.br/>.)

O Maple, por exemplo, ¢ um sistema algébrico computacional desenvolvido
pela empresa canadense Maplesoft que disponibiliza um ambiente digital para
analise de expressoes algébricas, elaboragdo de gréaficos, entre muitas outras
fungdes. O Maple também efetua calculos aritméticos. A figura 14 exibe os

resultados do calculo dos quatros possiveis valores digitais para 0°.

1.

Float(undefined)

Float(undefined)

[¢)]

@

[©)]

@

Figura 14: Tela do Maple

(Fonte: Foto do autor)
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O resultado das operacdes indica que o software realizou distingdo entre o
zero inteiro € o em ponto flutuante, atribuindo como indefinido quando o
expoente ¢ em ponto flutuante (0.0) e valor unitario quando o expoente ¢ o zero
inteiro (0).

O WolframAlpha ¢ outro sistema computacional desenvolvido pela empresa
internacional Wolfram Research que disponibiliza um mecanismo online para
pesquisa, semelhantes aos sites de busca, e realiza calculo de expressoes
algébricas, soluciona sistemas algébricos, elabora graficos, entre outras fungdes.
O WolframAlpha pode apresentar o resultado do célculo do valor de 0° em dois
modos, inserindo o valor a ser calculado ou realizando a pergunta em inglés. A
figura 15 exibe o resultado para a pergunta sobre o valor de 0° com as

justificativas para a solugao.

Zero to the power of zero? =]
ffs Extended Keyboard * Upload i1 Examples >4 Random

nput:

o0

Result

Cther indeterminate forms: More forms

0 o

S 2 0w | e | 1° | &

O oo

ndeterminate form »

Limits with 0*0 indeterminate forms: Show details
lim x* =1

ot

lim 0¥ =0

x=0t

Figura 15: Tela Wolfram Alpha
(Fonte: <https://www.wolframalpha.com/>.)
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Os calculos para os valores 0.0°, 0°° ¢ 0.0°° apresentam o resultado
indefinido sem apresentar justificativas para o resultado como ocorre no 0°. As
solucdes demonstram que o software nao realiza distingao entre o zero inteiro € o
em ponto flutuante.

A calculadora grafica HP 50g projetada pela empresa americana Hewlett-
Packard, ¢ utilizada em diversas areas e permite a execugdo de diferentes tarefas,
tais como calculos de sistemas algébricos e elaboragdo de graficos. A HP 50g
também permite a realizacdo de célculos aritméticos e a figura 16 exibe os

resultados dos quatros possiveis valores digitais para 0°.

A
A

HP 50g
Graphing Calculator

HP 50g
Graphing Calculator

Figura 16: Visores da calculadora Grafica HP 50g

(Fonte: Fotos do autor)

Conforme mostra a figura 10, o célculo do valor de 0° apresenta como
retorno da operacdo um sinal de interrogacdo (“ ?”), indicando um valor
indetefinido, e os valores 0.0°, 0°° ¢ 0.0°° apresentam o resultado unitario. As
operagdes indicam que o software da calculadora apresenta solugdes
contraditdrias e preparadas em suas rotinas de calculo para a situagdo especifica
do 0°, exibindo valor unitario para quando a base ou expoente possuem o zero em
ponto flutuante.

O MATLAB ¢ um software voltado para a andlise numérica e permite a
solucdo de problemas, elaboragdo de gréaficos, processamento de sinais, entre
outras fungdes. E possivel calcular os valores de expressdes aritméticas e todos os
resultados para todas as poténcias selecionadas neste estudo apresentam o valor

um (figura 17).
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[GEl Command Window

>> 070

ans =
1

>> 070.0

ans =
1

>> 0.070

ans =
1

>> 0.0°0.0

ans =
1

S>>

Figura 17: Tela do MATLAB
(Fonte: Foto do autor)

O Geogebra ¢ um software de matematica dinamica que aglutina conceitos

de geometria e algebra, possui distribuicao gratuita e ¢ amplamente difundido para

uso em ambiente escolar.

GeoGebra Classic

ONSIPAINN Q =

a=10" M

A PN ™~

T P

b=10°

o 1

c=10°

— 1

0.0%¢

123

f(x) ABC aPy e X

Figura 18: Tela do Geogebra
(Fonte: foto do autor)
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Este software também permite a execugdo de calculos aritméticos. A figura
18 exibe os resultados do calculo dos valores OO, 0.0° e 0 executados e valor
0.0%° inserido, com resultado exibido, porém ndo executado que exibira
apresentacdo semelhante aos trés resultados anteriores apds a execucao do
comando. As rotinas do Geogebra nido fazem distingdo entre possiveis valores
digitais para 0°, considerando que 0 ¢ 0.0 sdo valores iguais.

O wxMaxima ¢ um sistema de algebra computacional que permite a
manipulacdo de expressdes simbolicas e numéricas. O wxMaxima realiza calculos
aritméticos e a analise dos quatros resultados (figura 19) para os valores de 0°,
0.0°, 0°° ¢ 0.0"? apresentam o resultado indefinido. Os resultados demonstram que

0 software nao realiza disting@o entre o zero inteiro e o em ponto flutuante.

& wxMaxima 19.05.7 [ ndo salvo* | - o X
Arquivo Editar View Célula Maxima Equagbes Algebra Calculo Simplificar List Grifico Numérico Ajuda

32 X [:J 2. 2 9 Maths - J 0 -
Greek Letters ~  Table of Contents
apyScin® 00.0
(kApvEom
POTUR XY W
ABFTAEZHO
IKAMNZORN
PITY@XUQ

expt: undefined: 000
an error. To debug this try: debugmode(true)
0.0

expt: undefined: 0.0°
an error. To debug this try: debugmodedtrue)

Matemética Geral

= == 0.0%0.0
Mathematical Sy
wilyie expt: undefined: 0000

an error. To debug this try: debugmode(true)

00.0
expt: undefined: 000
an error. To debug this try: debugmode(true)

Expressio [mplicit Plo

rametric P| Points

fiagram titl]  Axis

Contour |Plot name

Line color | Fill color
Gid | Accuracy

< >

Maxima is ready for input. Pronto pars entrada do usudrio [

Figura 19: Tela do wxMaxima
(Fonte: Foto do autor)

E muito comum os celulares possuirem calculadoras digitais que permitem a
execucdo de diversas operacdes aritméticas. A figura 20 exibe as telas do calculo
dos valores de 0°, inteiros e em ponto flutuante, com solugdes distintas. Enquanto
os celulares Samsung, Xiaomi e Asus Zenfone exibem o resultado unitario para
qualquer dos valores digitais, o celular iPhone apresenta a solugdo como
indefinida e o celular da Motorola expde uma solu¢do dupla, indicando que o

resultado pode ser um ou indefinido.
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S =
Calculadora do celular Motorola Calculadora do celular Samsumg

Calculadora

Deg 00

0.0"0 1

- E /= % DEL

7 8 9
4 5 6
7 8 9
S 1 2 3
1 2
e 0 . 0
Calculadora do celular Xiaomi Calculadora do celular Asus Zenfone

Figura 20: Telas de celulares
(Fonte: Fotos do autor)
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Os computadores pessoais também possuem frequentemente calculadoras
instaladas em seus softwares originais que permitem a operacdo aritmética de
potenciacao. A figura 21 exibe as telas como os resultados do calculo dos valores
de 0° inteiros ¢ em ponto flutuante, de dois computadores pessoais Mac
(Macintosh), fabricados pela empresa Apple Inc e um computador pessoal
Samsung com sistema operacional microsoft windows. Enquanto o computador de
mesa iMac e Samsung (windows) exibem valores unitarios, o iMac Book Air

apresenta a solu¢do como indefinida.

ita
pow(0,0)
=1
pow(0,0)
=1
X2 x x| e | 10" | 7 8 9 pow(0,0)
=1
:_( ¥ | W | ¥x In |logig| 4 5 6 pow(0,0)
=1
x! sin | cos | tan e EE 1 2 3
Rad sinh | cosh | tanh m |Rand| Q '
Calculadora do iMac
ta
N80 € um nUMero [
= Erro
( ) mec | m+ m- | mr C A % = g
= Erro
2 x2 x® x¥ e* 10* 7 8 9 X Error
=Erro
;_C W W Yx In |ng 4 b 6 — Error
= Erro
x! sin | cos | tan e EE 1 2 3 +
Rad | sinh cosh| tanh m |Rand (Q , =
Calculadora do iMac Book Air
Calculadoa - o x
= Cientifica Histérico  Memoria
1 1
we ke o
M " MS [ ]
A vigonomeit < [ fuespo 1
2 n e CE a o o
" - mod 1
Ll )
7 8 9 X
0’ 4 5 6 =
log 1 2 3 +
In - ] " = @

Calculadora do Samsung (windows)

Figura 21: Telas de computadores pessoais
(Fonte: Fotos do autor)
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A disponibilidade ampla e numerosa de recursos digitais permite a qualquer
interessado recorrer a distintas fontes e obter resultados diversos para o valor de 0°
e sem uniformidade nas solucdes, pois cada software adota a solugdo conforme

seus particulares critérios.

Tabela 3 — Comparagdo dos resultados para os valores digitais

PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1812590/CA

RECURSO POSSIBILIDADES DE VALORES
DIGITAL 00 0,0° 000 0,000
Calculadora Google 1 1 1 1
Maple 1 1 Indefinido Indefinido
WolfranAlpha Indefinido Indefinido Indefinido Indefinido
Calculadora HP 50g Indefinido 1 1 1
MATLAB 1 1 1 1
Geogebra 1 1 1 1
wxMaxima Indefinido Indefinido Indefinido Indefinido
Celular iPhone Indefinido Indefinido Indefinido Indefinido
Celular Samsung 1 1 1 1
Celular Xiaomi 1 1 1 1
1 1 1 1
Celular Motorola | ;1 6t | indefinido | indefinido | _indefinido
Celular Asus Zenfone 1 1 1 1
iMac 1 1 1 1
iMac Book Air Indefinido Indefinido Indefinido Indefinido
Samsung (windows) 1 1 1 1

Fonte: Elaborada pelo Autor

A tabela 3 exibe um resumo dos resultados para os quinze recursos digitais
utilizados para comparag¢do neste trabalho, permitindo uma andlise ampla das
possiveis solucdes. A disparidade em respostas fortalece a nocdo de que ndo
existe consenso sobre uma solu¢do Ginica para a expressdo 0°, fator que contribui

para a perpetuacao da duvida e o dissenso comum.
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Métodos de abordagens validos

Existem multiplas alternativas para a busca do valor de 0° e é nesta
variedade em que reside a controvérsia aqui discutida ja que diversos raciocinios
corretos podem conduzir a solugdes contraditorias. Nesta se¢dao iremos apresentar
sete métodos de abordagens validos. Os trés primeiros apresentam
desenvolvimentos matematicos que levam a atribuir o valor indeterminado para
0°, os trés seguintes, também com argumentos matematicos validos, concluem
que 0° ¢ a unidade e o Ultimo apresenta dois exemplos interessantes e
contextualizados que permitem inferir que o valor de 0° é igual a um. Depois de

cada uma das abordagens, algumas consideragdes relevantes sao realizadas.
5.1 Abordagem numérica

Esta abordagem busca entender o significado de 0° trabalhando os
expoentes e bases com numeros fracionarios e decimais, utilizando as regras da
operagdo de potenciagdo. Inspirado em Kaplan (2001), pagina 117, vamos
empregar neste item uma abordagem numérica, o que permite a apresentacdo do
assunto em diversos niveis da educagdao matematica.

O objetivo ¢ a aproximacio ao valor de 0° através da redugio do valor dos

expoentes fixando a base em zero. Sabendo que 03 = 0, pois 03 =0Xx0Xx 0, e
1
02=0, ¢ 01 =0. Poderiamos descobrir que0z=+/0=0 e da mesma

forma O% = 0, bem como, Oﬁ = 0 e assim sucessivamente. Esta aproximagdo em
diregdo ao zero indicaria que o valor de 0° = 0 (primeira coluna, tabela 4).

O que pode ser mais convincente ¢ a aproximagao com a reducao da base,
por exemplo, sabe-se que 3° = 1, que pode ser comprovado pelas propriedades

de potenciacio, assim como 2° = 1 e 1° = 1. Prosseguindo com as aproximacdes

como, por exemplo, em G)O =1, (é)o =1,¢ (ﬁ)o = 1, observa-se que cada

uma dessas poténcias também vale 1. A aproximacdo para base zero dessa forma,
sempre mantendo o expoente igual a zero, mas diminuindo gradativamente a base,

daria que o valor de 0° = 1 (segunda coluna, tabela 4).
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Igualmente, de modo concludente, a aproximacdo pode ser feita com as

redugdes simultaneas da base e do expoente, por exemplo, tendo como inicio o
1 . .

valor de 1" = 1 e prosseguindo com o fracionamento da base e expoente,

efetuando as operagdes de potenciacdo com auxilio de uma calculadora, podemos

1 L
1 1

1
obter as poténcias, por exemplo: (§)5=O,72477..., (1—0)1°=0,79432 -

1 1 1
1 \1o00 1 1000 1 100000000
(—) — 0,95499 ..., (—) = 0,99321 ..., (—) -
100 1000 100000000
. r

1 10000000000000000

0,99999 ..., ( ) = 1 e observamos que as
10000000000000000

reducdes simultineas das bases e expoentes em aproximagao ao zero resultaria o

valor de 0° = 1 ( terceira coluna, tabela 4 ).

Tabela 4: Analise de convergéncia, expoente X ¢ base y

x—0 x=0 x—0

y = y—-0 y—0

3 0 1/5

0 =0 3 =1 (1/5) = 0,72477...

2 0 1/10

0 =0 2 =1 (1/10) = 0,79432...

1 0 1/100

0 =0 1 =1 (1/100) = 0,95499...

12 0 1/1000

0 =0 | (12) =1 (1/1000) =0,99321...

1/3 0 1/100000000

0 =0 | (1B) =1 (1/100000000) =0,99999...

1/100 0 1/1000000000000000
0 =0 | (1/100) =1 | (1/10000000000000000) =1
0°=2(0) | 0°=7(1) 0°=7(1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Os valores expressos na tabela 4 permitem a visualizagdo da convergéncia
para cada situagdo selecionada. A ultima linha da tabela apresenta dois possiveis

candidatos a nossa solugao, 0 ou 1. Neste cenario, chegamos a um impasse, sera 0
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. . a 0 ~ .
ou 1, ou ambos, ou nenhum do dois. A condi¢do do valor de 0" ndo possuir uma
solucdo prontamente identificavel conduz a considera-lo como uma expressao

indeterminada por abordagem numérica.

Este tipo de abordagem possui a limitacdo de considerar somente valores
positivos e pode ser reforgada com a aplicacdo de regras usualmente apresentadas
no ensino fundamental, 0* = 0 para qualquer x = 0 e y° = 1 para todo y # 0,
neste caso a apresentacdo deste assunto pode ser resumida somente as duas

primeiras colunas.

5.2 Abordagem por limite

O Professor Elon Lages aplicou esta abordagem, utilizando o conceito de
limites em fungdes, no primeiro exemplar da RPM, paginas 7 e 8.

Podemos escrever que o lim,._,, f(x) = A para expressar que o numero 4 é
o limite para o qual se aproxima a fungdo f(x) quando x se aproxima de um
nimero qualquer a. Entdo, definindo duas fungdes f(x) e g(x) tais que
lim,_, f(x) =0 e lim,_, g(x) = 0 podemos encontrar o nimero real positivo ¢
tal que lim,_4 f(x)9® = c.

Vamos apresentar um exemplo aplicando esta abordagem:

. ~ log(c
Considerando as fungdes f(x) = x e g(x) = 10:%, teremos que f(x)9%) =

log(c)
xlog(® para x positivo pertencente ao conjunto dos nimeros reais. Temos entio

log(c)
log(c) 1n<x1°g(x)> log(c)xln
. . . . X
que lim,g f(x)9® = lim xloe® = lim e = lim elog® "™ =
xX—-a xX—a x—a
log(c) log(x)

lim elos® Tog@ = lim e™© = ¢, sendo ¢ um nimero arbitrario positivo no
xX—a xX—-a

conjunto dos nimeros reais.

Portando, nesta avaliagdo por limite, o valor de 0° pode convergir para um
valor ¢ selecionado previamente, ressaltando as limitagdes de dominio impostas
aos valores de ¢ e x. Neste tipo de abordagem temos que a expressio 0° &

indeterminada, pois ¢ pode se qualquer niumero real positivo.
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5.3 Abordagem grafica

Vamos utilizar a abordagem grafica inspirado em Kaplan (2001), pagina
159, para permitir a andlise do assunto sob a perspectiva visual e que pode ser
explorado em diversos niveis da educacgao.

O grafico da figura 21 permite visualizar o comportamento da fungao
f(x) = x*, no plano real. Conforme nos aproximamos no eixo x pela direita em
dire¢do ao zero, a curva ¢ continua e se aproxima de um. Porém quando se
aproxima pela esquerda, ocorrem trés situagdes distintas, os valores podem ser
negativos, positivos ou mesmo expressos em numeros imaginarios que nem sao

observados no plano da figura 22.

Figura 22: Grafico de f(x) = x*
( Fonte: Grafico elaborado pelo autor no software Geogebra )

Existe uma simetria entre os ramos do grafico para quando os valores de x
sdo inferiores a zero, porém nao existe a convergéncia para um unico ponto
quando o valor de x se aproxima da fronteira do valor zero. Nao podemos
concluir qual o valor de 0° observando somente o grafico da fun¢do f(x) = x*,
pois na vizinhang¢a do zero, o grafico possui ambiguidade, logo 0° é uma

expressao indefinida graficamente.
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5.4 Abordagem por Bindomio de Newton

Esta abordagem foi proposta pelo Professor Euclides Rosa no sétimo
exemplar da RPM, pagina 17.

O numero binomial (’;) representa, em andlise combinatdria, o nimero de
subconjuntos com k elementos num conjunto com n elementos. Logo (g) =1,
pois em qualquer conjunto existe como subconjunto o conjunto vazio.
Particularmente, observa-se que o conjunto vazio ¢ subconjunto do proprio

. . 0\ _
conjunto vazio € consequentemente (o) =1.

Observando a expressao e os termos do bindmio de Newton, temos:

(a+b)" = Ipo(B)a* bk = (7)a™® + (P)a™ b + -+ ()a’b™

Portanto, paraa = —b # 0 en = 0, observa-se:
n
n
n_ n—kpk
(a+b)" = kzo(k)a b

(@-a° = () @0 =1

Logo, na abordagem pelo bindmio de Newton, o valor de 0° = 1.

Também podemos efetuar uma andlise em casos particulares do bindmio de
Newton, por exemplo, para n = 2, temos que (a + b)? = a?b® + 2a*b* + a®b?,
mantendo os expoentes nulos no inicio ¢ fim do desenvolvimento. Agora
considerando b = 0 e a # 0, teremos b' = b? = 0. Entdo: (a + 0)? = a?0° +

2a x 0+ a® x 0 = a%0° e mais uma vez encontramos que 0° = 1.
5.5 Abordagem por fungao

Esta abordagem por fun¢do ¢ inspirada na proposta pelo Professor Euclides
Rosa no sétimo exemplar da RPM, pagina 17.

Seja uma fungdo f: X — Y, definida no conjunto X e tomando elementos do
conjunto Y, e um subconjunto F do produto cartesiano X X Y com as seguintes

caracteristicas:

(i) Para todo x €X e y €Y, existe um unico par (x,y) € F cujo

primeiro elemento € x e o segundo ¢ y.
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(ii) Se os pares ordenados (x',y") e (x",y'") € F representam o mesmo

par ordenado entdo x' =x" ey’ =y".

Temos ainda como resultado desta definicdo de fun¢ao que, quando X = @
(conjunto vazio), entdo existe uma unica fungdo f:X — Y, a saber, o conjunto
vazio F ¢ X XY.

Entao, sejam x4, x5, ..., X;, 0s elementos de X e y4, Vs, ..., ¥, 0s elementos de
Y. Temos que toda a fung¢do f ¢ um subconjunto de F (produto cartesiano X X Y),
sendo que F pode ser qualquer par ordenado com n elementos de Y, o que
representam n possibilidades para F ¢ o mesmo ocorre para os demais elementos
de X. Logo, pelo principio multiplicativo, a poténcia n™ representa o numero de
funcdes possiveis definidas entre um conjunto com m elementos em um conjunto

com n elementos conforme representacdo grafica da figura 23.

Figura 23: Representacdo grafica de F (produto cartesiano X X Y)
(Fonte: Elaborado pelo autor)

Agora, considerando um conjunto X com m elementos num conjunto ¥ com
n elementos e sabendo que a poténcia n™ é o nimero de fungdes definidas num
conjunto X e tomando elementos num conjunto Y. Para m # 0, ndo existe como
definir uma fun¢do do conjunto X com m elementos e tomando valores no
conjunto Y vazio (n=0), temos entdo que 0™ =0 para m#* 0. Em
contrapartida, mesmo que seja o conjunto Y (n = 0), existe uma unica funcio
definida no conjunto X vazio (m = 0) e tomando valores num conjunto com
conjunto n elementos. Temos entdo que n® = 1 para n maior ou igual a zero.

Logo por esta abordagem temos que 0° = 1.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%8A%82
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5.6 Abordagem em polindmios

Esta abordagem ¢ inspirada em Kaplan (2001), pagina 160, e se refere a
analise de detalhes que envolvem o valor do zero elevado a zero e as fungdes
polinomiais.

Um polindmio ou fungdo polinomial pode ser representado da seguinte
forma (Hefez et al, 2018, p. 79):

p(x) =Xl oax) = apx® + a;x’ + apx? 4 4+ ap_1 x4 anx™,

onde jn €N U{0}, a; ER, para 0 <j <n.

E usual ndo escrever 0 mondmio ajxj quando a; = 0. O grau do polindmio
¢ a maior poténcia da varidvel x quando o coeficiente a,, ¢ ndo nulo. Por teorema,
temos que qualquer fungdo polinomial ¢ continua em R (Stewart, 2013, p. 112),
ou seja, paratodo x € R, existe p(x) € R.

Vamos selecionar trés exemplos de polindmios como usualmente sio
exibidos:

a) py(x) = 5x3 + 2x
b) po(x) = 97x* + 37x3 + 17x%2 + 7
c)p3(x) = x5+ 16x% +4x+ 6

Calculando os valores destes polindmios para x = 0, obtemos:
a)p;(x) = 5%x03+2%x0=0
b)p,(x) =97 x0*+ 37x 03+ 17x0%2+7=7
)ps(x) = 05+ 16 X 02 +4x0+ 6=6

Porém podemos efetuar os calculos apds rescrever nossos polindmios

conforme a representa¢ao polinomial apresentada no inicio deste item, entao:
A)p(x)= 0xx®+2xx1+0xx%+ 5xx3
b)p(x) =7 xx% +0xx1+17 xx? + 37 xx34+97 x x*
O)ps(x) = 6 Xx°+4xxt+16xx2+0xx34+0xx* +1x x°

Recalculando os valores destes polindmios para x = 0, temos:

a)py(x) = 0x0°+2x01+0x0%+ 5x03
b)p(x) =7%x0° +0x 01+ 17 x 0% + 37 x 03 +97 x 0*
)p3(x) = 6xX0°+4x0'+16x02+0x03+0x 0% +1x0°
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Podemos observar que o primeiro termo de cada polindmio possui o valor 0°
para calculo e que necessariamente deve ser unitario, a fim de preservar a
continuidade das fungdes polinomiais consideradas.

A figura 24 ilustra uma questdo envolvendo func¢ao polinomial e a expressao
0°. Podemos observar que o calculo de um possivel resultado para f(x) demanda

o estabelecimento do valor para o 0°. Qual seré a solugdo da questdo?

O)

e 4

\

/'o(

Para a funcio polinomial abaixo:

f(x) =2x3 + 0x? —5x!' + 3x°

Calcule f(x) parax = 0. ,6 3 \

|

\)\

Obs.: A questdo parece simples, mas possui um detalhe |mportante|

Figura 24: Postagem Web (fonte: internet)

Vamos efetuar os calculos em dois softwares diferentes e comparar os
resultados. As figuras 25 e 26 exibem os resultados nos softwares Geogebra e

WolframAlpha, respectivamente.

€ GeoGebra Classic - O X
R oA O O LN Q=
Q@  fx)=33+02-5x+3x IV &
a = f(0) 5
—~ 3
+ : f
2 Q
1 Q
im rmnesr: : [jﬁ

Figura 25: Tela do Geogebra para f(0)
(Fonte: Elaborado pelo autor no software Geogebra)
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< C & wolframalpha.com/input/?i=f%28x%29%3D3x%5E3+%28+0... vw &
f(x)=3x*3 + 0x*2 - 5x*1 +3x*0, solve f(0) 8
Ifa Extended Keyboard * Upload i1 Examples >3 Random
Input interpretation:
3x° +0x* -5x' +3X° x=0

Result:

Figura 26: Tela do WolframAlpha para f(0)
(Fonte: Elaborado pelo autor no sofitware WolframAlpha )

Podemos observar que os resultados sao diferentes, o Geogebra exibe que
f(0) =3 e o WolframAlpha informa que a fungdo ¢é indefinida para x = 0.
Podemos constatar que a utilizacao de softwares para analise do valor da fungdo
ndo permite uma conclusdo definitiva. Qual solugdo deve ser selecionada?
Devemos observar que a questdo informa que se trata de uma fun¢ao polinomial e,
por definicdo, sabemos que a fun¢do polinomial ¢ continua, logo o autor da
questio considerou que 0° = 1, pois somente deste modo é possivel preservar a
continuidade da fungdo e por seguinte f(0) = 3.

Cabe ressaltar que o fato central desta abordagem esta na defini¢do do termo
independente ou de grau zero dos polindmios. Existem autores que define o termo
independente como 0 mondmio ay,x°, onde a, ¢ um niimero qualquer (Hefez et
al, 2018, p. 79), porém ha outros autores que definem o termo independente

somente como um nimero qualquer a, (Lima et al, 2006, pp. 160-163).

5.7 Abordagem por exemplos para inferir que 0° = 1

Foram elaborados trés exemplos de questdes que permitem inferir ou

atribuir valor unitério a expressdo 0°.
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5.7.1 As palavras de um alfabeto

As diferentes letras de um alfabeto se combinam para formar as suas
possiveis palavras. Cada letra pode ocupar o principio, 0 meio ou o término das
palavras. Vamos imaginar um alfabeto com « letras e queremos descobrir quantas
palavras podemos escrever com [ letras desse alfabeto. Entdo a primeira letra
teria a possibilidades, a segunda também teria a mesma a possibilidades e assim
por diante até¢ a f-ésima posi¢do. Logo, pelo principio multiplicativo, a poténcia
aP representa o nimero de palavras procuradas.

Exemplificando, vamos imaginar que um alfabeto que possui um conjunto
de trés letras, por exemplo: {a, b, c}.

Quantas palavras com trés letras podemos escrever com este alfabeto?

O nosso conjunto de palavras com trés letras sera: {aaa, aab, aac, aba, abb,
abc, aca, acb, acc, baa, bab, bac, bba, bbb, bbc, bca, bcb, bee, caa, cab, cac, cba,
cbb, cbc, cca, ccb, cccl, um total de 27 palavras ou seja, 33.

Quantas palavras com duas letras podemos escrever com este alfabeto?

O nosso conjunto de palavras com duas letras sera: {aa, ab, ac, ba, bb, bc,
ca, cb, cc}, um total de 9 palavras, ou seja, 32.

Quantas palavras com uma letra podemos escrever com este alfabeto?

O nosso conjunto de palavras com uma letra sera: {a, b, ¢}, um total de 3
palavras, ou seja, 3.

E finalmente, quantas palavras sem nenhuma letra podemos escrever com
este alfabeto?

Utilizando nossa expressdo de calculo (a poténcia af) terfamos 3°, ou seja,
nosso conjunto de palavras sem nenhuma letra serd um espaco vazio, um total de
1 palavra.

Agora caso nosso alfabeto ndo possuisse letras e tivéssemos que escrever
palavras com uma letra ou mais, nao seria possivel, ou seja, 0 ¢ = 0, sendo a > 0
o numero de letras das palavras. E finalmente, com um alfabeto vazio ¢ possivel
escrever uma unica palavra, o espago vazio ou o proprio alfabeto seria a palavra,

ouseja, 0% = 1.
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5.7.2 Os caminhos em um labirinto

A figura 27 representa um labirinto que possui trés paredes com duas portas
cada uma, que se deseja percorrer da esquerda para direita em um Unico sentido

conforme indicado pelas setas.

porta 1 porta 1 porta 1
porta 2 porta 2 porta 2
parede 1 parede 2 parede 3

Figura 27: Labirinto com trés paredes com duas portas
(Fonte: Elaborado pelo autor)

Representando as possibilidades pelos niimeros de cada porta teremos a
seguinte cole¢do de caminhos: {111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222}, um total
de 8 possibilidades de caminhos, ou seja, 2° caminhos.

A figura 28 representa um labirinto que possua m paredes com n portas em
cada parede, que se deseja calcular as possibilidades de caminho que nds teriamos

para percorrer da esquerda para a direita.

porta 1 porta 1 porta 1 porta 1

porta 2 porta 2 porta 2 porta 2

| I ! I
porica n pOTIta n POflta n portla n
parede 1 parede 2 parede 3 parede m

Figura 28: Labirinto com m paredes com n portas
(Fonte: Elaborado pelo autor)
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Sejam n as opg¢des de portas em cada uma das m paredes e aplicando o
principio multiplicativo, a quantidade total de caminhos seriam: n X n...Xn (m
vezes) ou seja, n™. Logo a poténcia n™ representa o nimero de caminhos
possiveis que podemos percorrer no labirinto.

Vamos testar a nossa expressdo (a poténcia n™). A figura 29 representa,
mais uma vez, o nosso labirinto como uma porta em cada uma das m paredes com
m > 0, deste modo, nds teriamos um unico caminho, ou seja, 1™ = 1 e nossa

expressao continua valida.

= portal  porta l porta 1 porta 1 =>

parede 1 parede 2 parede 3 parede m

Figura 29: Labirinto com m paredes com uma porta
(Fonte: Elaborado pelo autor)

Vamos testar, mais uma vez, a nossa expressao (a poténcia n™). A proéxima
figura representa, mais uma vez, o nosso labirinto e sem porta em todas as m
paredes com m > 0, deste modo, nos ndo teriamos caminho, ou seja, 0™ = 0 e

nossa expressao continua valida.

= =

T

parede 1 parede 2 parede 3 parede m

Figura 30: Labirinto com m paredes ¢ sem porta
(Fonte: Elaborado pelo autor)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812590/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1812590/CA

57

Por fim, caso nosso labirinto ndo tivesse porta e nem parede, teriamos um
unico caminho, o indicado pelas setas na figura 31 e aplicando a nossa expressao

(a poténcia n™), teriamos 0° = 1.

= =

Figura 31: Labirinto com sem paredes e portas
(Fonte: Elaborado pelo autor)

5.7.2 A queda de uma bola

A figura 32 representa a queda da bola azul que avanca aos pisos inferiores
com ajuda de tubos que se dividem sucessivamente em ramos. O objetivo €
calcular a quantidade de posigdes possiveis de serem alcancadas pela bola azul em
cada pisop (p = 0,1,2,..). Observe que quando a rede de tubo ¢ uma arvore
binaria, cada ramo se divide em exatamente dois ramos. Podemos expressar a
quantidade de posi¢des possiveis de serem alcangadas pela bola azul com a

expressdao 2P? (mesmo acrescentando outros pisos apds o quarto piso).

Térreo ou piso zero 2°

Figura 32: Arvore binaria
(Fonte: Elaborado pelo autor)
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A figura 33 representa a queda da bola azul que avanga aos pisos inferiores
com ajuda de tubos que se dividem sucessivamente em ramos. O objetivo ¢
calcular a quantidade de posicdes possiveis de serem alcancadas pela bola azul em
cada pisop (p = 0,1,2,..). Observe que quando a rede de tubo ¢ uma arvore
ternaria, cada ramo se divide em exatamente trés ramos. Podemos expressar a
quantidade de posigdes possiveis de serem alcangadas pela bola azul com a

expressdo 3P5° (mesmo acrescentando outros pisos apds o segundo piso).

Térreo ou piso zero 30

Figura 33: Arvore ternaria
(Fonte: Elaborado pelo autor)

Podemos inferir, pelos exemplos anteriores, que o numero (n) de posi¢des
alcancadas pela bola pode ser representado pela expressdo n = rP*°, onde r é o
namero de ramos.

Vamos testar a nossa expressdo. A figura 34 representa, mais uma vez, a
queda da bola azul que avanga aos andares inferiores com ajuda de tubos e, desta
vez, a arvore ¢ undria, possui somente um ramo. Podemos observar que a
quantidade de posi¢des possiveis alcangadas pela bola azul ¢ representada pela
expressio 1P%°, ou seja, a bola so atinge uma posi¢do em cada piso e nossa

expressao continua valida.
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Térreo ou piso zero I

10
1° piso '. 1!
2° piso . 12
3° piso . i 13
4° piso : 14
5° piso 15

Figura 34: Arvore unaria
(Fonte: Elaborado pelo autor)

A figura 35 representa, mais uma vez, a queda da bola azul que tenta
avancar aos andares inferiores sem os tubos e ramos (arvore vazia). Observe que a
bola ndo conseguira atingir nenhuma posi¢do nos demais pisos além do térreo.
Portanto, para o valor do piso = 1, a bola azul ndo atingiria estes pisos, ou seja,
0P = ( e nossa expressdo continua valida. Observe também que a bola atingira
somente o térreo ou piso zero, ou seja, uma posicao no piso zero e aplicando a

nossa expresso, teriamos que 0° = 1.

Térreo ou piso zero 0°
1° piso 0'
2° piso 0*
3° piso 0’
4° piso 0’

Figura 35: Arvore vazia
(Fonte: Elaborado pelo autor)
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Os trés exemplos apresentados neste item podem ser abordados e discutidos
na educagdo basica. Também permitem a elaboracdo de atividades ludicas tais
como construgdes de labirintos diversos em sala de aula e o estudo das
possibilidades de caminhos existentes nos mesmos ou propostas de atividades
interdisciplinar tal com a contagem das palavras do nosso alfabeto ou de um

alfabeto ficticio criado para mensagens secretas, entre outras.
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Analise pontual de livros didaticos

A proposta deste item ¢ fazer uma analise pontual do tratamento da
expressdo 0° em alguns livros didéticos brasileiros. Vamos definir que existem
dois modos basicos de apresentacdao deste assunto, o direto e o indireto. O direto
ocorre quando a expressio 0° é apresentada (ou omitida) juntamente com as
regras de potenciacio. O indireto ocorre quando a expressio 0° pode aparecer na
solu¢cdo de problemas que exige este calculo, tais como nas fun¢des polinomiais
ou séries numeéricas, nesta situagao o texto deve possuir coeréncia com a solugao
adotada pelo autor. Convém ressaltar que admitimos a existéncia de duas
respostas plausiveis para a expressio 0°, o valor um ou indefinido, e este fato
norteara as observagoes deste item.

Ao final apresentaremos uma analise de livros pertencentes ao ultimo Plano
Nacional do Livro Didatico (PNLD). O PNLD importante programa do governo
federal brasileiro que avalia de forma sistematica as obras didaticas destinadas a
pratica educativa nas escolas publicas ou conveniadas com o Poder Publico da
educacdo basica dos diversos segmentos. E executado de forma periodica e
alternada, e os livros sdo disponibilizados para os quatro segmentos: educacdo
infantil, anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do ensino fundamental e
ensino médio. Os trés ltimos PNLD para o ensino médio foram em 2012, 2015 e
2018, ja para os anos finais do ensino fundamental foram em 2014, 2017 e 2020,

estes segmentos sao 0s concernentes ao estudo deste item.

6.1 Modo direto de apresentacgao

O objetivo deste item ¢€ realizar uma exposi¢ao atemporal de uma variedade
de exemplos de modos diretos encontrados nos livros didaticos brasileiros.

A figura 36 apresenta uma defini¢@o para a potenciacao de expoente inteiro,
exclui o caso de base igual a zero e informa que ndo se dara significado
matematico ao simbolo 0°. O texto indica que Bezerra (1999, p. 76) realizou a

opcao de ndo atribuir significado a expressao.
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ER roTEncias E Raizes i

Neste capilulo vocé vai estudar fungdes do tipo
f(x) = a* e resolver equagdes e inequagdes cujas incog
nitas sao expoentes. Para que vocé possa compreender
bem esses assuntos, & necessario reforgar seus conhe- |
cimentos sobre poléncias e raizes |

Poténcia de expoente inteiro

Definigao ( 7

Para g € R e n € N, definem-se

1)a"=a-a‘a‘. aparanz2
n falores

2a'=a

3)a®=1,paraa=0

4) a"‘-—;;-(—;-r.paraa#c

Observagdo

L' Nao daremos significado a0 simbolo 0°

Figura 36: Poténcia de expoente inteiro
(Fonte: Bezerra, 1999, p. 76)"’

A figura 37 exibe o quinto dentre os casos especiais de potenciacio
apresentados por Wilmer et al (2008, p. 96), porém ndo realiza nenhum
comentario sobre a expressio 0°. A omissdo de qualquer abordagem a expressdo

0° ¢ situacdo usual nos livros didaticos brasileiros da educacdo basica.

Casos especiais da potenciacdo

5. A base é um namero qualquer diferente de zero e o expoente é zero: a poténcia, por
convengio, € sempre igual a 1.

Porexemplo: 3°=1 5°=1 a’=1(=0)

Matematica

Figura 37: Casos especiais da potenciagao
(Fonte: Wilmer et al, 2008, p. 96)'®

'7 Livro publicado em volume tinico e destinado aos alunos dos trés anos do ensino médio.
'8 Livro pertencente a uma cole¢do de oito livros destinados ao Telecurso (projeto de
educagdo da Federag@o das Industrias do Estado de Sdo Paulo e da Fundacdo Roberto Marinho).
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As figuras 38 (Iezzi et al, 2004, pp. 1-2-4) e 39 (Iezzi et al, 2013, pp. 1-2-4)
apresentam a defini¢cdo para a potenciacdo de expoente natural com exemplos em
edicdes consecutivas de uma mesma colecdo. A definigdo exposta na figura 38
inclui o caso de base igual a zero. A figura 39, por sua vez, exclui o caso de base
zero e ndo expde qualquer solucdo ou comentério. As figuras exibem sele¢des
correspondentes das duas edicdes, a figura 38 permite concluir que de acordo com
a defini¢do, a expressido 0° possui valor unitario. Em contrapartida, a figura 39 é
omissa em relagio a expressio 0°. A comparagio entre as edi¢des permite
constatar que os autores comutaram o entendimento que possuiam em relagdo a
expressdo 0° depois da publicacdo de nove edi¢des, passando a adotar a omissio

da abordagem, situag@o usual nos livros didaticos brasileiros da educacao basica.

I. Poténcia de expoente natural

1. Definicdo
Seja @ um r)uimero real e # um nimero natural. Poténcia de base g e
expoente n ¢ o nimero a" tal que:

[a” 1
an al.a,¥nn21

o

Fundamentos de Dessa definicdo decorre que:

Matemética Elementar S RN N
a?=a:a=a-a
a@#=a-a=(@-a)-a=a-a-a

>

e, de modo geral, para p natural e P

odo ; 2, temos que @* ¢ um produto de p
fatores iguais a a.

1

2. Exemplos

100 =0-0-0=0
11°) 0° = 1
120 =0

2

4. Na definicdo da poténcia a”, a base @ pode ser um nimero real positivo,
nulo ou negativo.
Vejamos o que ocorre em cada um desses casos:

1? caso

0 ¥nE€IN,n>=1
1 4

a
]
(=]
u
I

Figura 38: Poténcia de expoente natural (9° edi¢do)
(Fonte: IEZZL, et al, 2004, pp. 1-2-4)"°

19 . 5 o~ . . . .
Livro pertencente a nona edi¢do de uma colegdo de onze livros destinados ao ensino
médio ou superior.
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FUNDAMENTOS
§ g g DE MATEMATICA
gt ELEMENTAR
s % § Logaritmos

I. Poténcia de expoente natural

1. Definigdo

Seja a um numero real e n um ndmero natural. Poténcia de base a e expoente
n é o ndmero a" tal que:
a®=1,paraa # 0
a"=a"1-a,vnn=1
Dessa definigdo decorre que:
al=a’-a=1:-a=a
a’=al-a=a-a
a®=a2-a=(a-a)-ra=a-a-a

e, de modo geral, para p natural e p = 2, temos que a® é um produto de p fatores

iguais a a.
1

2. Exemplos:

10°) 0°=0-0-0=0

11%) 01 =0

ra!l Atual "
W= Editora NUVES QUESTOES DE VESTIBULARES

4. Na definicdo da poténcia a", a base a pode ser um numero real positivo, nulo

}/——\ / y ou negativo.
— A Vejamos o que ocorre em cada um desses casos:

1° caso

a=0=0"=0,VnEN,n=1

Figura 39: Poténcia de expoente natural (10° edi¢@o)
(Fonte: IEZZI, et al, 2013, pp. 1-2-4)*°

64

A figura 40 apresenta um procedimento para calculo das situacdes

especificas para o expoente zero ¢ um. Andrini et al (2015, p. 82) realizam a

observagio que a expressdo 0° é uma situagio complicada, informam ainda que,

para os autores, essa expressdo nao terd significado, mesmo existindo duas

solugdes.

Praticando
MATEMATICA

LVARO

A MARIA JOSE
ANDRINI VASCONCELLOS

*se g éum numero,a' =

Entdo:
G = « 80 =1

O expoente 0 e o0 expoente 1

Sendo a base diferente de
a. : zero, eliminamos mais uma
situagdo complicada:

+ sea éum numero diferente de zerg, a® = 1, s ———— 0 =7

Para nds, essa expressao

15 =15 . 430 =1 nao terd significado.

Editora_
do Brasil

ra

Figura 40: O expoente 0 e o expoente |
(Fonte: Andrini et al, 2015, p. 82)°'

20 1 - . - ~ . . .
Livro pertencente a decima edi¢do de uma colegdo de onze livros destinados ao ensino

médio ou superior.

! Livro pertencente a0 PNLD 2017 e destinado a0 aluno sexto ano dos anos finais do

ensino fundamental.
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A figura 41, encontrada em Silveira (2015, v. 4, p. 13) exibe uma defini¢ao
para a potenciacdo de expoente zero e base ndo nula e apenas afirma ludicamente
que a poténcia 0° nio esta definida.

e =
ENIO SILVEIRA did N,
CLAUDIO qu > N |

MATEMATICA

COMPREENSAQ E PRATICA

3

Figura 41: O expoente ¢ zero, com base ndo nula.

(Fonte: Silveira, 2015, v. 4, p. 13)*

A figura 42, extraida de outro volume de Silveira (2015, v. 1, p. 75),
exemplifica e apresenta uma defini¢do para a potenciagdo de expoente zero e
exclui o caso em que a base ¢ nula, mas inclui a observagao que nao se atribui

sentido a expressio 0°.

[~ - |
ENIO SILVEIRA
CLAUDIO MARQUES
MATEMATICA ~

COMPREENSAO E PRATICA

Expoente zero
Considere o quociente 2°: 2°. Observe que:
2*:12°=32:32=1

25:25:25 5:20 20:1

0 exemplo acima ilustra a sequinte propriedade:

Observacdo
Todo ndmero natural ndo nulo elevado ao expoente A expressdo 0° ndo se atribui
zeroéigualal, ouseja, seaeN,coma+0:a°=1 sentido matematico.

Figura 42: Expoente zero
(Fonte: Silveira, 2015, v. 1, p. 75)*

Destacamos que as figuras 41 e 42 apresentam abordagens distintas

realizadas por Silveira a expressdo 0° em dois volumes de uma mesma obra. As

*2 Livro pertencente a0 PNLD 2017 e destinado a0 aluno do nono ano dos anos finais do
ensino fundamental.

» Livro pertencente ao PNLD 2017 e destinado ao aluno do sexto ano dos anos finais do
ensino fundamental.
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afirmacdes que a expressio 0° ndo estd definida ou que ndo possui sentido
matematico sdo equivocadas, pois existem duas possiveis solugdes.

A figura 43 (Oliveira, 2018, v. 3, p. 11, v. 4, p. 25) apresenta duas regras
para a poténcia de expoente zero em dois volumes de uma mesma colecdo, a
primeira regra para um numero racional diferente de zero e a segunda para
qualquer nimero real. Oliveira et al realizam duas abordagens contraditorias sem
qualquer justificativa, na primeira a expressao 0° ¢ excluida e na segunda a

expressao 0° ¢ igual a um.

Poténcias de expoente zero

Foténcias cuja base & um ndmero racional diferente de zero e 0 expoen-
te & zero tém resultade igual a 1.

al=1,comacq

l Exemplos
A G, =1 BIL] =1

Cartos M, C. do Oliveria
Felipe Fugita

MANUAL DO
PROFESSOR

Poténcia com expoente zero
Poténcias cuja base & um ndmero real & o expoente € 0 t8m
resultade igual 3 7

a'=1,comaER
Exemplos
A 357 =1 (3 =1
B NG =1 0. (34,837 =1

Figura 43: Poténcia com expoente zero.
(Fonte: OLIVEIRA, 2018, v. 3, p. 11 (superior), v. 4, p. 25 (inferior))**

A figura 44 (Silveira, 2018, p. 34) apresenta um questionamento sobre a
expressao 0° e orienta ao professor que o esperado do aluno ¢ a impossibilidade de

calculo.

* Livros pertencentes a0 PNLD 2020 e destinados aos alunos do oitavo e nono anos dos
anos finais do ensino fundamental.
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ENIO SILVEIRA
Espera-se que os alunos cheguem

£ aconclusdo deque 0" éigualale
MATEMATICA que 0" é impossivel de calcular, ja
Ry 1 L COMPREENSAO E PRATICA gue toda poténcia de expoente zero
1 ‘, temn gue ter base ndo nula, ou seja,
: diferente de zero.

- T
/.-"' Serdqueeu
/" consigo calcular essas
T MATEMATIC \ duas poténcias? ,-I'
.0 que vocé acha? -

1 f

1 WY

Q
1]
)
|
EORGE TUTUM

<. MODERNA

Figura 44: Sera que consigo calcular 0°?
(Fonte: Silveira, 2018, p. 34)25

Podemos observar pelos exemplos apresentados que ndo existe
uniformidade na abordagem a expressio 0° nos livros didaticos brasileiros.
Acreditamos que seria interessante acrescentar a todos os textos, no momento em
que se apresenta a operacdo de potenciacdo, que existe uma controvérsia
envolvendo a expressdo 0°, pois ha duas solugdes possiveis e adogdo de uma pode

influenciar em determinados calculos ou defini¢des.

6.2 Modo indireto de apresentacao

Vamos realizar analises de possiveis modos indiretos de abordagens da
expressdo 0° que podem ser encontradas nos livros didaticos brasileiros. Este tipo
de analise exige a apresentacio da solu¢do adotada pelo autor para expressdo 0° e
em seguida o exame da coeréncia do texto matematico elaborado conforme a
proposta apresentada no capitulo 6 deste trabalho. Exemplificando, caso o autor
opte por ndo definir ou considere a expressdo 0° indeterminada, a op¢io escolhida
deve nortear a elabora¢do do texto com objetivo de evitar contradi¢gdes. Também
cabe ressaltar que o modo indireto ocorre no desenvolvimento de conteudos afetos
ao ensino médio, quando a expressdo 0° pode ocorrer na solu¢do de problemas
que exige este calculo, tais como nas funcdes polinomiais, binomio de Newton,

progressdo geométrica ou séries numeéricas.

% Livro pertencente a0 PNLD 2020 e destinado ao professor do sétimo ano dos anos finais
do ensino fundamental.
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Vamos apresentar trés exemplos aplicando esta analise:

Primeiro exemplo, a figura 45 (Paiva, 1999, p. 2) exibe uma defini¢ao para a

potenciacdo® em R e niio exclui a base igual a zero para o caso a’. Em seguida

Paiva exibe uma nota onde afirma que nao existe unanimidade quanto a adogao do

valor unitirio para a expressio 0°, porém ndo informa as possibilidades

existentes. Paiva conclui a nota informando que a controvérsia ndo ird interferir

em seu estudo, ou seja, infere que a expressao (0° ndo estara presente no conteudo

apresentado em seu livro.

VOLUME UNICO

Manoel Palva

Contém
questdes
dos ENEMs

=m

EDTORs MODERNA

MATEMAT[CJ‘ Defini¢des: Sendo a um niimero real e n um niimero

POTENCIACAO EM R

inteiro, tem-se que:

@ =a a2 4 (Se nz>1)
e —
n fatores
a'=a
a’=1
-n 1
a"= — (sea+0)
ali

Nota

Ndo ha unanimidade entre os matemdticos quanto a

adocao do valor 1 para poténcia 0°, porém essa controvérsia
ndo vai interferir no nosso estudo.

Figura 45: Potenciagdo em R
(Fonte: Paiva, 1999, p. 2)27

Vamos destacar quatro abordagens realizadas por Paiva na elaboracdo do

seu texto:

“Note que qualquer termo da P.G. (progressdo geométrica) é

igual ao produto do primeiro termo (a;) por uma poténcia de

q:ay=a1q°, a;=a;q', az=a1q*, az=a,q°>, a;=

asq*, ... ” (Paiva, 1999, p. 140)

Teorema: O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G.
a,

(ay,a5,a;3...) derazio q, —1 < q < 1, é dado por: S, = —

-q
(Paiva, 1999, p. 144)
“Teorema de Newton para o desenvolvimento da poténcia
(x + a)™: Para resolver certos problemas de matematica,
necessitamos de poténcias do tipo (x + a)™, em que x ¢ a sdo
numeros quaisquer ¢ n € N. Algumas dessas poténcias sdo:
(x+a)l=1, (x+a)t=x+a, x+a)?=x%+2xa+
a?...” (Paiva, 1999, p. 269)

2 . ~ . , . .
% A potenciagdo no conjunto dos nimeros reais, conforme apresentado no item 3.2 deste
trabalho, considera que a base e o expoente sdo numeros reais com a base maior que zero.
2 . . , . . ~ . £ q:
7 Livro publicado em volume unico e destinado aos trés anos do ensino médio.
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“Equacdo polinomial ¢ toda equagdo que pode ser apresentada
sob a forma: ap,x™ + a1 x" ! + ap_,x™?% + - + ay =
0 em que p(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ap_,x" 2+ -+ ag é
um polinémio de grau n, n = 1.” (Paiva, 1999, p. 414)

Utilizando as duas primeiras abordagens podemos reescrever a soma dos
termos de uma P.G. com razdo ¢ = 0 (—1 < g < 1) do seguinte modo:
aq

Seo = 0" a,0° + a,0' + a;0% + a,0% + as0* + -

Podemos observar que a expressio ¢ verdadeira somente para 0° = 1.

A terceira apresenta¢do trata do Binomio de Newton considerando que x e a
sdo nimeros quaisquer, n € N e que (x + a)® = 1. Logo, podemos observar que
para x = —a, teremos que 0° = 1.

A tltima abordagem exibe uma definicdo para a equagdo polinomial e o
cuidado do autor na definicdo do termo independente com a exclusdo o grau zero
dos polindmios evitando, desta maneira, esbarrar na controvérsia do 0°. E
interessante alertar ao leitor que existem autores que consideram o polinomio de
grau zero conforme apresentado no item 5.3 deste trabalho.

Segundo exemplo, a figura 46 exibe a defini¢do apresentada por lezzi et al
(2016, v. 1, p. 128) para a potenciag¢do de expoente natural e exclui o caso de base
igual a zero. Indicando que os autores optaram por nao atribuir solucdo a

expressao 0°.

n Poténcia de expoente natural

Dados um ndmero real a e um namero natural n, com n = 2, chama-se poténcia de base a e
expoente n o nimero a" que é o produto de n fatores iguais a a.

= sl DEIDEIC i
n fatores

Dessa definigdo decorre que: ciéncia e aplicagfes
a*=a - 3, a*=a-a-a a=a-a-a-‘a etc. GELSON 1EZ21

OSVALDO DOLCE

£ . e DAVID DEGENSZAJN
Hé dois casos especiais: ROBERTO PERIGO
. . . L. _ X ( NILZE DE ALMEIDA |

Para n = 1, definimos a' = a, pois com um Unico fator ndo se define o produto. /

Para n = 0 e supondo a # 0, definimos a° = 1.

ENSINO MEDID

(W Saiea

Figura 46: Poténcia de base a e expoente natural.
(Fonte: lezzi et al, 2016, v. 1, p. 128)**

28 Livro pertencente ao PNLD 2018 e destinado ao aluno do primeiro ano do ensino médio.
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Prosseguindo com o segundo exemplo, a figura 47 (Iezzi et al, 2016, v. 3,
pp. 201-202) exibe a definicao para polindmio que permite incluir o expoente
zero. A figura também exibe um dos exemplos de polindmio apresentados pelos
autores, —7, que também pode ser escrito na forma, —7x°. Estes dois polindmios
podem ser associado as fungdes f(x) = —7 e f(x) = —7x°. Logo, podemos
observar para o caso de x = 0, teremos que ter 0° = 1 para preservar a igualdade

das fungoes.

[ pefinigdo

Um polindmio na varidvel complexa x é uma expressdo dada por:

a,-x"+a,_, x4+ .. +a, x+a - x+a
em que:
-a,a,, .. a,a, a,sdo numeros complexos chamados coeficientes do polindmio; a, é o coefi-
ciente independente do polinémio;
« todos os expoentes de x: n, n — 1, ..., 2, 1, 0 sdo nimeros naturais;
- cada uma das parcelas, a - x', a_, - X, A% a,, corresponde a um termo do polindmio;

- o grau do polindmio é o nimero natural igual ao maior expoente de x, cujo termo apresenta coe-
ficiente ndo nulo;

« X pode assumnir qualguer valor complexo. .
EXEMPLO 1 3

MANUAL DO

« =7 é um polindmio de grau 0, pois podemos escrevé-lo na forma -7 - %", i Matemética

ciéncia e aplicagies

GELSON IEZZ1
OSVALDO DOLCE
DAVID DEGENSZAJN
ROBERTD PERIGO,
NILZE DE ALMEIDA

ENSINO MEDIO

3 Funcio polinomial ==t

Vameos considerar uma fungdo f: C — C, que a cada x € C associa o polindmica x"+a_ x"' + ... +
tax+ta,istod flx)=ax +a x T+ . 4ax+ a,.
A funcéo f recebe o nome de fungao polinomial.

Figura 47: Polindmio e fungdo polinomial.
(Fonte: lezzi et al, 2016, v. 3, p. 201 (superior), p. 202 (inferior))*

Terceiro exemplo, a figura 48 (Leonardo et al, 2016, v. 1, p. 207) exibe a
expressao para calculo da soma de infinitos termos de uma PG com razdo q € Re
—1 < g < 1. Destacamos duas abordagens realizadas por Leonardo et al (2016)

na elaboragdo da obra coletiva:

“Dados um nimero real a ¢ um niimero natural n, comn = 2, a
poténcia de base a e expoente n ¢é indicada por a™ e é o produto
de n fatores iguais a a. a" =a-a-a- .. a (n fatores). Para

% Livro pertencente ao PNLD 2018 e destinado ao aluno do terceiro ano do ensino médio.
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n=1 e n=0, definimos: a'=a e a® =1, para a #0.”
(Leonardo, 2016, p. 150).

“Se continuarmos seguindo 0 mesmo raciocinio, encontraremos
o termo geral, que ocupa a enésima posicao na PG: a, = a4 -
q™ 1, comn € N*.” (Leonardo, 2016, p. 201)

A primeira abordagem exclui o caso de base igual a zero para a potenciacao

de expoente natural, ndo definindo a expressdo 0°. A segunda abordagem permite
reescrever a soma dos termos de uma P.G. com razdo g =0 (-1 < g < 1) do

seguinte modo:

a
lim Sp = —— = a;0° + a,0" + a;0% + a,03 + ag0* + -
n—oo 1-0

Observamos que a expressio ¢ verdadeira somente para 0° = 1.

Editora Moderna
Obra coletiva concebida,
e produzida pela Editora Moderna.

Conexoes

Calculo da soma dos infinitos termos de uma PG

Para calcular a soma dos termos de uma PG infinita, vamos partir do calculo da
soma dos n primeiros termos de uma PG.

Considere {a,, 3, & a, ... uma progressdo geométrica em que g € R e
—1 < g < 1, ou seja, ql = 1. Como vimos, quando n tende a infinito, a potén-
cia q" tende a zero. Sabendo disso, vamos calcular o limite da soma §, nesse caso:
a;{g" 1) a;+{0 1) -a,

—» lim §, = = lim &, = —1
qg-—1 noew = g-—1 a0

5 =
n= q_.l

Logo, para =1 < g < 1, a soma dos infinitos termos da PG é dada por:

Figura 48: Célculo da soma dos infinitos termos de uma PG.
(Fonte: Leornado et al, 2016, v. 1, p. 207)30

Podemos observar pelos exemplos apresentados que a expressdo 0° pode

comprometer a precisdo do texto matematico. Acreditamos que seria interessante
definir uma solugio para a expressio 0° e perseguir a consonancia com o texto

para que nao ocorram contradicdes.

3% Livro pertencente ao PNLD 2018 e destinado aos alunos do primeiro ano ensino médio.
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6.3 Analise de livros do Plano Nacional do Livro Didatico

O objetivo deste item ¢ fazer uma analise comparativa em relacdo ao valor
da expressdo 0° entre todas as cole¢des pertencentes ao ultimo PNLD para os
anos finais do ensino fundamental (2020) e também para o ensino médio (2018).

A andlise de todas as coleg¢des pertencentes ao PNLD-2020 percorreu os
quatros volumes e examinou como os autores abordam a operagdo de potenciagao
e em seguida verificou como a expressdo 0° ¢ abordada na obra. Os seguintes
questionamentos foram elaborados para os conteudos das colegdes pertencentes
ao PNLD 2020:

1. A operagao de potenciacao ¢ apresentada nos quatro volumes da colegao?

2. As propriedades da potenciagdo sdo apresentadas na colegdo?

3. E definido que a® = 1, paraa # 0?

4. A expressio 0° é apresentada ao aluno ou professor?

5. E informado ao aluno ou professor que existe uma controvérsia na solugdo da

expressio 0°?

6. E atribuido significado a expressdo 0°?

Em seguida foi elaborada a tabela abaixo com o resumo das respostas, “S”

representa resposta afirmativa e “N” representa negativa.

Tabela 4 — Analise de livros do PNLD 2020

Anos finais do ensino fundamental CONTEUDO
EDITORA COLECAO 1[{2]3[4|5] 6
Matematica Compreensdo e Pratica | S| S| S| S| N| S§*
SIOLIERIN Matemética Bianchini S| S[S|N[N|N
Arariba mais matematica S[S| SIN[N|N
FTD A Conquista da Matematica S[ S| S{N|IN|N
Matematica Realidade & Tecnologia | S| S| S| N[ N | N
SM Geragao alpha matematica S[S|S[N[N|S°
Convergéncias Matematica S| S[S[S|N]|S°
SCIPIONE Matematica Essencial S[S| S[N|N|N
DO BRASIL Apoema Matematica S[S| SIN[N|[N
ATICA Telaris Matematica S| s[s|s|N[s?
SARAIVA Trilhas da Matematica S| S| S| S[N]| S°

Fonte: Elaborada pelo autor

3! Disponivel em: <https://pnld.nees.com.br/assets-pnld/guias/Guia_pnld 2020 pnld2020-
matematica.pdf>. Acesso em 17 jul. 2020.
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Observacdes sobre as legendas da tabela 4:

a) O livro do professor destinado ao sétimo ano orienta que 0° é impossivel
de calcular e o livro do aluno destinado ao nono ano informa que 0° ndo esta
definida.

b) O livro do aluno destinado ao nono ano define que a’= 1, a € R (figura
34).

¢) O livro do professor destinado ao sexto ano informa que a expressdo 0° é
indeterminada.

d) O livro do professor destinado ao sétimo ano informa que a expressdo 0°
¢ indeterminada.

e) Os livros dos alunos destinados aos oitavo e nono anos informam que 0°

ndo esta definida.

A andlise de todas as colecdes pertencentes ao PNLD-2018 consistiu em
percorrer os trés volumes e examinou como os autores abordam a expressio 0°.
Todas as colegdes revisaram a operacdo de potenciacdo antes de apresentar o
conceito de fungdo exponencial e esta é a oportunidade considerada propicia de
apresentacdo da expressio 0. Em seguida, considerando a solugdo dada a
expressio 0°, foi analisada a apresentagdo de duas defini¢es sensiveis ao assunto:
“soma dos infinitos termos de uma PG convergente” e “fungéo polinomial de grau n”. Os
seguintes questionamentos foram elaborados para aos contetidos das colegdes
pertencentes ao PNLD 2018:

A operagao de potenciagado ¢ reapresentada ao aluno?

Regras algébricas de potenciagdo sdo apresentadas ao aluno?

E definido que a® = 1, para a # 0?

A expressdo 0° ¢ apresentada ao aluno?

E informado ao aluno que existe uma controvérsia na solugio da expressio 0°?

E atribuido significado a expressdo 0°?

NS L A =

A defini¢do da soma dos infinitos termos de uma PG convergente com razdo q
com -1 <q<+1 ou 0 <|q|< 1 permite abordar a expressio 0°?
8. A defini¢do da fung¢do polinomial de grau n, com n € N U {0} ou n € N*,

permite abordar a expressao zero elevado a zero?
Em seguida foi elaborada a tabela abaixo com o resumo das respostas, “S”

representa resposta afirmativa e “N” representa negativa.
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Tabela 5 — Analise de livros do PNLD 2018

Ensino Médio Respostas as perguntas
EDITORA | COLECAO 112])3|4]|5]6]7]8
Matematica Paiva SIS[S|S*[S[N]|S]S
MODERNA Conexdes com a Matematica SIS[S|{N|N|N|[S]|S
SM Quadrante Matematica SISISIN[N[N|[N|S
Matematica: ciéncia e aplicacdes SIS[S|[N|N|N|N]|S
SARAIVA Matematica para compreenderomundo [ S|S|S|N|N|N|N|S
ATICA Matematica Contexto & Aplicagdes S[S|S|INJ|N|N|S|S
LEYA Matematica: Interagdo e Tecnologia S|S|s[s"|N[S"|IN]S
FTD #Contato Matemadtica SIS[S|{N|N|N|N]|S

Fonte: Elaborada pelo autor

Observagdes sobre as legendas da tabela 5:

a) O livro do aluno destinado ao primeiro ano informa que nao existe

. \ ~ - . 00
unanimidade quanto a adocdo do valor unitirio para expressio 0 e esta
possibilidade foi excluida da definic¢ao.

b) O livro do professor destinado ao primeiro ano informa que 0° é uma

indeterminagao.

A analise das colegdes pertencentes aos tltimos PNLD destinados aos anos
finais do ensino fundamental (2020) e ao ensino médio (2018) permite constatar
que nao existe qualquer uniformidade na abordagem do assunto nos livros
didaticos brasileiros. A exclusio da abordagem da expressdo 0° pode provocar
inconsisténcias em determinados assuntos que por vezes sao quase imperceptiveis
a um olhar atento. Verificamos também que a controvérsia da expressao 0° que
permeia os livros didaticos brasileiros, requer dos professores o dominio da
existéncia de duas opg¢des validas, a clareza de que cada opg¢do reivindica um
tratamento diferente e que esta informagao deve ser do conhecimento do aluno ou

estudante.

32 Disponivel em: <https://www.fnde.gov.br/index.php/centrais-de-

conteudos/publicacoes/category/125-guias?download=10744:guia-pnld-2018-matematica>.
Acesso em 17 jul. 2020.
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Consideragoes finais

A polémica do valor 0° ¢ antiga. Esta controvérsia permaneceu durante todo
o décimo nono século e, atualmente, é, por vezes, negligenciada ou abordada em
poucos livros. Alguns matematicos renomados, entre eles N. Bourbaki, P. R.
Halmos e P. Supes, desenvolveram teoremas para provar que 0° = 1. No entanto,
em calculo de limites ou analise matematica, quando se opera com o conjunto dos
numeros reais, a expressio 0°¢é considerada uma expressio indeterminada.

Atualmente, esta controvérsia permanece € ndo existe consenso unico e
conclusivo para a questdo, podendo gerar debates acalorados e improficuos sobre
a questdo. A duvida persiste pela caréncia da correta abordagem do assunto em
diversos niveis da educagdo, com o estabelecimento de regras que excluem o valor
da expressao 0°.

A questdo primordial ndo € o valor a ser atribuido a expressao 0°, mas sim,
uma vez adotada uma das alternativas, manter a coeréncia no contexto
matematico, seja considerando 0°= 1, seja considerando 0° como indeterminagao.
Portanto, ambas as posi¢cdes podem estar corretas, desde que sejam coerentes com
as proposicdes anteriormente aceitas como verdadeiras. Logo a questdo de qual o
valor 0° s6 pode ser respondida apos a fixagdo da estrutura algébrica envolvida (a
operagdo e seu conjunto suporte) conforme afirmou o professor Paulo Moacyr
Libramento Prado na décima primeira edicao da RPM.

Indubitavelmente, o zero é uma abstragio™, pois representar a inexisténcia
de algo ¢ pura sofisticacdo e poucas civilizagdes ousaram esta facanha (Garbi,
2007, p. 136; Rooney, 2012, p. 23). Aceitar que o zero existe, exigiu um longo
caminho para humanidade no universo dos nimeros e podemos dizer que a
concepgdo do valor para a expressdo 0° é um nivel superior de abstracio™ do que
se exigiu para a cria¢do do zero.

Pedagogicamente, podemos construir o consenso de que o valor da
expressdo 0° ¢ 1. Esta construcio favorece e amplia a validade e eficacia de

diversos conceitos e formulas matematicas, e ¢ aplicada em inumeros softwares

33 Abstragdo ¢ o procedimento mental que isola, para considera-lo & parte, um elemento de
uma representagdo, ou ainda, processo pelo qual o espirito se desvincula das significagdes
familiares do vivido e do mundo das percepgdes para construir conceitos (Japiasst, 2001).
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sem comprometimento. Entretanto, a expressdo 0° também pode ser uma
indeterminagdo, por exemplo, quando em operagdes com limites, pois a
singularidade deve ser removida para identificacdo da convergéncia. As duas
possibilidades fazem parte do conjunto solucao desta expressao.

Acreditamos que uma educacdo moderna deva ter entre seus objetivos o
preparo dos estudantes para situagdes em que nao exista resposta definitiva para
tudo e que o valor de uma operagdo aritmética pode se prestar a este objetivo.
Espera-se que as reflexdes e abordagens apresentadas neste trabalho permitam aos
professores mais subsidios para exporem a seus alunos a riqueza de detalhes

existente na matematica.
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Anexos

TABELAS PARA CALCULO DE POTENCIAS
(Elaboradas pelo autor)

Raiz Quadrada de y

I3 I4 I5

,6

,8

,9

0,000

0,316

0,447

0,548 | 0,632 | 0,707

0,775

0,837

0,894

0,949

1,000

1,049

1,095

1,140 | 1,183 | 1,225

1,265

1,304

1,342

1,378

1,432

1,449

1,483

1,517 | 1,549 | 1,581

1,612

1,643

1,673

1,703

1,732

1,761

1,789

1,817 | 1,844 | 1,871

1,897

1,924

1,949

1,975

2,000

2,025

2,049

2,074 | 2,098 | 2,121

2,145

2,168

2,191

2,214

2,236

2,258

2,280

2,302 | 2,324 | 2,345

2,366

2,387

2,408

2,429

2,449

2,470

2,490

2,510 | 2,530 | 2,550

2,569

2,588

2,608

2,627

2,646

2,665

2,683

2,702 | 2,720 | 2,739

2,757

2,775

2,793

2,811

2,828

2,846

2,864

2,881 | 2,898 | 2,915

2,932

2,950

2,966

2,983

V(N[O |D|lw|N|R[O|

3,000

3,017

3,033

3,050 | 3,066 | 3,082

3,098

3,114

3,130

3,146

=
o

3,162

3,178

3,194

3,209 | 3,225 | 3,240

3,256

3,271

3,286

3,302

[EEN
[EEY

3,317

3,332

3,347

3,362 | 3,376 | 3,391

3,406

3,421

3,435

3,450

B
N

3,464

3,479

3,493

3,507 | 3,521 | 3,536

3,550

3,564

3,578

3,592

=
w

3,606

3,619

3,633

3,647 | 3,661 | 3,674

3,688

3,701

3,715

3,728

=
~

3,742

3,755

3,768

3,782 | 3,795 | 3,808

3,821

3,834

3,847

3,860

=
5]

3,873

3,886

3,899

3,912 | 3,924 | 3,937

3,950

3,962

3,975

3,987

[
[<)]

4,000

4,012

4,025

4,037 | 4,050 | 4,062

4,074

4,087

4,099

4,111

B
~N

4,123

4,135

4,147

4,159 | 4,171 | 4,183

4,195

4,207

4,219

4,231

=
o

4,243

4,254

4,266

4,278 | 4,290 | 4,301

4,313

4,324

4,336

4,347

[
Y]

4,356

4,370

4,382

4,393 | 4,405 | 4,416

4,427

4,438

4,450

4,461

N
o

4,472

4,483

4,494

4,506 | 4,517 | 4,528

4,539

4,550

4,591

4,572
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TABELAS PARA CALCULO DE POTENCIAS
(Elaboradas pelo autor)

82

Logaritmo natural de n

S

,1

,2

3

4

,5

,6

7

,8

,9

o
*

2,697

3,391

3,796

4,084

4,307

4,489

4,643

4,777

4,895

0,095

0,182

0,262

0,336

0,405

0,470

0,531

0,588

0,642

0,742

0,788

0,833

0,875

0,916

0,955

0,993

1,030

1,065

1,131

1,163

1,194

1,224

1,253

1,281

1,308

1,335

1,361

1,411

1,435

1,459

1,482

1,504

1,526

1,548

1,569

1,589

1,629

1,649

1,668

1,686

1,705

1,723

1,740

1,758

1,775

1,808

1,825

1,841

1,856

1,872

1,887

1,902

1,917

1,932

1,960

1,974

1,988

2,001

2,015

2,028

2,041

2,054

2,067

2,092

2,104

2,116

2,128

2,140

2,152

2,163

2,174

2,186

OO INODN[D|WIN|F-

2,208

2,219

2,230

2,241

2,251

2,262

2,272

2,282

2,293

=
o

2,313

2,322

2,332

2,342

2,351

2,361

2,370

2,380

2,389

[EEN
[EEY

2,407

2,416

2,425

2,434

2,442

2,451

2,496

2,468

2,477

S
N

2,493

2,501

2,510

2,518

2,526

2,534

2,542

2,549

2,557

=
w

2,573

2,580

2,588

2,595

2,603

2,610

2,617

2,625

2,632

=
S

2,646

2,653

2,660

2,667

2,674

2,681

2,688

2,695

2,701

=
(%21

2,715

2,721

2,728

2,734

2,741

2,747

2,754

2,760

2,766

=
()}

2,779

2,785

2,791

2,797

2,803

2,809

2,815

2,821

2,827

R
~N

2,839

2,845

2,851

2,856

2,862

2,868

2,874

2,879

2,885

=
(o]

2,896

2,901

2,907

2,912

2,918

2,923

2,928

2,934

2,939

[
Y]

2,950

2,955

2,960

2,965

2,970

2,976

2,981

2,986

2,991

N
o

2,996

3,001

3,006

3,011

3,016

3,020

3,025

3,030

3,035

3,040

* Para n < 1subtrair 5, por exemplo:In 0,3 = 3,796 —5 = —1,204
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TABELAS PARA CALCULO DE POTENCIAS

(Elaboradas pelo autor)

Fungdo exponencial

x e* e ™ x e* e ™ x e* e ™
0,025 | 1,0253 | 0,9753 | 1,025 | 2,7871 | 0,3588 | 2,025 | 7,5761 | 0,1312
0,050 | 1,0513 | 0,9512 | 1,050 | 2,8577 | 0,3499 | 2,050 | 7,7679 | 0,1287
0,075 | 1,0779 | 0,9277 | 1,075 | 2,9300 | 0,3413 | 2,075 | 7,9645 | 0,1256
0,100 | 1,1052 | 0,9048 | 1,100 | 3,0042 | 0,3329 | 2,100 | 8,1662 | 0,1225
0,125 | 1,1331 | 0,8825 | 1,125 | 3,0802 | 0,3247 | 2,125 | 8,3729 | 0,1194
0,150 | 1,1618 | 0,8607 | 1,150 | 3,1582 | 0,3166 | 2,150 | 8,5849 | 0,1165
0,175 | 1,1912 | 0,8395 | 1,175 | 3,2381 | 0,3088 | 2,175 | 8,8022 | 0,1136
0,200 | 1,2214 | 0,8187 | 1,200 | 3,3201 | 0,3012 | 2,200 | 9,0250 | 0,1108
0,225 | 1,2523 | 0,7985 | 1,225 | 3,0442 | 0,2938 | 2,225 | 9,2535 | 0,1081
0,250 | 1,2840 | 0,7788 | 1,250 | 3,4903 | 0,2865 | 2,250 | 9,4877 | 0,1054
0,275 | 1,3165 | 0,7596 | 1,275 | 3,5787 | 0,2794 | 2,275 | 9,7279 | 0,1028
0,300 | 1,3499 | 0,7408 | 1,300 | 3,6693 | 0,2725 | 2,300 | 9,9742 | 0,1003
0,325 | 1,3840 | 0,7225 | 1,325 | 3,7622 | 0,2658 | 2,325 | 10,2267 | 0,0978
0,350 | 1,4191 | 0,7047 | 1,350 | 3,8574 | 0,2592 | 2,350 | 10,4856 | 0,0954
0,375 | 1,4550 | 0,6873 | 1,375 | 3,9551 | 0,2528 | 2,375 | 10,7510 | 0,0930
0,400 | 1,4918 | 0,6703 | 1,400 | 4,0552 | 0,2466 | 2,400 | 11,0232 | 0,0907
0,425 | 1,5296 | 0,6538 | 1,425 | 4,1579 | 0,2405 | 2,425 | 11,3022 | 0,0885
0,450 | 1,5683 | 0,6376 | 1,450 | 4,2631 | 0,2346 | 2,450 | 11,5883 | 0,0863
0,475 | 1,6080 | 0,6219 | 1,475 | 4,3710 | 0,2288 | 2,475 | 11,8817 | 0,0842
0,500 | 1,6487 | 0,6065 | 1,500 | 4,4817 | 0,2231 | 2,500 | 12,1825 | 0,0821
0,525 | 1,6905 | 0,5915 | 1,525 | 4,5951 | 0,2176 | 2,525 | 12,4909 | 0,0800
0,550 | 1,7333 | 0,5769 | 1,550 | 4,7115 | 0,2122 | 2,550 | 12,8071 | 0,0781
0,575 11,7771 | 0,5627 | 1,575 | 4,8307 | 0,2070 | 2,575 | 13,1313 | 0,0762
0,600 | 1,8221 | 0,5488 | 1,600 | 4,9530 | 0,2019 | 2,600 | 13,4637 | 0,0743
0,625 | 1,8682 | 0,5353 | 1,625 | 5,0784 | 0,1969 | 2,625 | 13,8046 | 0,0724
0,650 | 1,9155 | 0,5205 | 1,650 | 5,2070 | 0,1920 | 2,650 | 14,1540 | 0,0707
0,675 | 1,9640 | 0,5092 | 1,675 | 5,3388 | 0,1873 | 2,675 | 14,5123 | 0,0689
0,700 | 2,0138 | 0,4966 | 1,700 | 5,4739 | 0,1827 | 2,700 | 14,8797 | 0,0672
0,725 | 2,0647 | 0,4843 | 1,725 | 5,6113 | 0,1782 | 2,725 | 15,2564 | 0,0655
0,750 | 2,1170 | 0,4724 | 1,750 | 5,7546 | 0,1738 | 2,750 | 15,6426 | 0,0639
0,775 | 2,1706 | 0,4607 | 1,775 | 5,9003 | 0,1695 | 2,775 | 16,0386 | 0,0623
0,800 | 2,2255 | 0,4493 | 1,800 | 6,0496 | 0,1653 | 2,800 | 16,4446 | 0,0608
0,825 | 2,2819 | 0,4382 | 1,825 | 6,2028 | 0,1612 | 2,825 | 16,8609 | 0,0593
0,850 | 2,3396 | 0,4274 | 1,850 | 6,3598 | 0,1572 | 2,850 | 17,2878 | 0,0578
0,875 | 2,3989 | 0,4169 | 1,875 | 6,5208 | 0,1534 | 2,875 | 17,7254 | 0,0564
0,900 | 2,4596 | 0,4066 | 1,900 | 6,6859 | 0,1496 | 2,900 | 18,1741 | 0,0550
0,925 | 2,5219 | 0,3953 | 1,925 | 6,8551 | 0,1459 | 2,925 | 18,6342 | 0,0537
0,950 | 2,5857 | 0,3867 | 1,950 | 7,0287 | 0,1423 | 2,950 | 19,1060 | 0,0523
0,975 | 2,6512 | 0,3772 | 1,975 | 7,2066 | 0,1388 | 2,975 | 19,5896 | 0,0510
1,000 | 2,7183 | 0,3678 | 2,000 | 7,3891 | 0,1353 | 3,000 | 20,0855 | 0,0498
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