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Resumo

Pacitti Gentil, Samuel; Craizer, Marcos. Aspectos geométricos de
poligonais genéricas: curvatura total e convexidade. Rio de
Janeiro, 2020. 61p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O objetivo deste trabalho é o de estudar propriedades geométricas de
curvas poligonais genéricas. Inicialmente abordamos resultados classicos para
curvas quanto a sua curvatura total no caso discreto e discutimos aqueles
pertinentes a nés poligonais. Também é feito o estudo do Grafo de Maxwell
para poligonais. No caso, temos uma interessante relagdo entre a natureza do
grafo quanto ao seu numero de componentes e a condi¢ao de a poligonal ser

Oolu Nao convexa.

Palavras-chave

Poligonais genéricas;  Curvatura total;  Grafo de Maxwell.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813323/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1813323/CA

Abstract

Pacitti Gentil, Samuel; Craizer, Marcos (Advisor). Geometrical as-
pects of generic polygonal lines: Total curvature and convexity.
Rio de Janeiro, 2020. 61p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The aim of this work is to study geometrical properties of generic
polygonal lines. We begin with some classical results for curves with respect to
total curvature, in the discrete case, and discuss results related to polygonal
knots. Maxwell graphs are also considered for polygonal lines: We study the
relation between the number of components of the graph and the convexity of

the polygonal line.

Keywords

Generic polygonal lines; Total curvature; Maxwell Graph.
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I was born not knowing and have had only a
little time to change that here and there.

Richard Feynman, .
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1
Introducao

1.1
Nés

Nesta secao, introduzimos aquilo que passaremos a chamar de né.
Apesar do trabalho se concentrar no estudo de aspectos geométricos de
poligonais, em especial de nés poligonais, abordamos nesta secdo questoes
topologicas relevantes para uma distingdo importante que faremos sempre que

nos referirmos a noés.

Definicdo 1.1 Uma curva é uma aplicacio o : I — R® continua de um
intervalo I qualquer da reta R em R3. A curva é dita fechada se I = [a,b] e
ala) = a(b). A curva é dita simples se a € injetiva em [a,b) e em (a,b] (sem

auto-intersegoes, com excegio de possivelmente apenas nos pontos {a} e {b}).

Definigao 1.2 Um subconjunto C C R?® é dito um né se C' é homeomorfo ao
circulo S*. Equivalentemente, C' é um né se é a imagem de uma curva fechada

simples « : [a, b] — R3.

Exemplo 1.1.1 O préprio circulo S* mergulhado em R3, digamos através da
curva o : [0,27] — R® dada por a(t) = (cost,sint,0), é um nd. E o chamado

no trivial.

Exemplo 1.1.2 O no de trevo é o no da figura 1.1. Uma parametrizacio

possivel é obtida pela curva « : [0,27] — R3, dada por

a(t) = (sin(t) + 2sin(2t), cos(t) — 2cos(2t), —sin(3t)).

Exemplo 1.1.3 O no6 de Listing é o no da figura 1.2. Uma parametrizacao

possivel é obtida pela curva « : [0,2n] — R3, dada por
a(t) = ((2 4 cos(2t)) cos(3t), (2 + cos(2t)) sin(3t), sin(4t)).

Os dois exemplos anteriores sao casos do que se entende intuitivamente
como um no. Se tivéssemos um modelo fisico como uma corda atada em suas
duas pontas e configurada como na figura 1.1 (ou como na figura 1.2), nao
seria possivel desata-la de forma a ficar como um circulo, desde que nao

nos permitissemos cortar a corda ao meio. O caso trivial estd incluido na
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) <

Figura 1.1: O mesmo n6 de trevo, visto por dois angulos diferentes.

f) =

Figura 1.2: O mesmo n6 de Listing, visto por dois angulos diferentes.

I

/

definicao por uma questao de coeréncia, mas gostariamos de exclui-lo de forma
a distinguir nés propriamente ditos de uma curva 'desatada'. Para tal,
devemos introduzir uma certa relacao de equivaléncia no conjunto dos nés.

A propriedade de ser um né estd ligada a maneira com a qual a curva
C' estd mergulhada no espaco R®. Tendo um modelo fisico da curva, nos
perguntamos se é possivel deformé-la a uma outra configuracdo de forma
continua e bijetiva, uma vez que nao nos permitimos agoes tais como cortar
a corda ao meio. Além disso, faz sentido pensar no movimento da corda
acompanhado por um movimento de todo o espaco ao redor dela, de forma
que essa transformacao continua e bijetiva também se estenda a todo o espago:

isso motiva a seguinte

Definicao 1.3 Dois nis Cy e Cy sdo equivalentes se existe um homeomor-

fismo ¢ : R® — R3 do espago nele mesmo tal que ¢(Cy) = Cs.

Dessa forma, a afirmacao informal de que o circulo, o n6é de trevo
(figura 1.1) e o né de Listing (figura 1.2) sdo diferentes e que nao podem
ser transformados uns nos outros sem corta-los pode ser reformulada de modo
rigoroso ao dizer que eles pertencem a classes de equivaléncia distintas segundo

a definicdo acima.
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Evidentemente, a impossibilidade de se transformar cada um dos nés
acima no outro nao prova que eles nao sejam equivalentes. A saida, como
em quase todas as questoes matematicas, consiste em achar propriedades dos
objetos matematicos considerados e derivar propriedades invariantes, objetos
de outra natureza (digamos, algébrica) etc.

O procedimento classico é o seguinte: se dois nés C' e C5 sao equivalentes,
segundo a definicao anterior, temos que ¢ mapeia R? — C; homeomorficamente
em R? — (5. Logo, R? — C} e R? — C, possuem grupos fundamentais isomorfos.
Portanto, provando-se que estes dois grupos nao sao isomorfos, prova-se que
os dois nés C; e Cy ndo sao equivalentes. O grupo fundamental 71 (R3 — C, po)
(onde py é um ponto qualquer em R3 — C) é chamado do grupo do né C.

Nao nos aprofundaremos nos detalhes deste procedimento. Um resultado

interessante, contudo, que citaremos sem prova, ¢ o seguinte

Teorema 1.4 O grupo do no trivial € ciclico infinito, isto é, Z. O grupo do

né de trevo é dado pela apresentagdio {x,y : xyx = yry).

Para mais detalhes e uma demonstragao deste resultado, indicamos (CF).

Como o primeiro destes grupos é abeliano, e o segundo nao, concluimos
que o no6 de trevo, de fato, ndo é equivalente ao circulo. Aplicando o mesmo
processo a qualquer outro no, além disso, também fornece um grupo dado por
geradores e relacoes. Diferenciar dois grupos a partir de suas apresentacoes,
contudo, nao se revela tarefa usualmente facil, o que motiva, em Teoria de Nos,
a busca por novos invariantes (no caso, dos grupos obtidos). Classicamente,
é assim que se conclui a nao-equivaléncia entre nés. Desta maneira, prova-se,
entre entre outras coisas, que o né de Listing também nao é equivalente ao né
trivial.

Introduzimos agora uma segunda nocao de equivaléncia entre nés, apro-
veitando a nog¢do anteriormente concebida do modelo fisico do né. Na nogao
matematica anterior de equivaléncia, nao se considerava o processo de trans-

formacao entre o estdgio inicial e o final. Isso motiva a seguinte

s,

Definicao 1.5 Uma deformacgdo isotopica de um espaco topoldgico X ¢é
uma familia de homeomorfismos ¢, 0 <t <1 de X nele mesmo, tal que ¢y é
a fungdo identidade 1x : X — X, e a funcao H : I x X — X definida por
H(t,z) = ¢¢(x), € continua.

Definicao 1.6 Nos C) e Cy sdo ditos do mesmo tipo de isotopia caso exista
uma deformagdo isotépica {¢:} de R3 tal que ¢ (Cy) = Cs.
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Esta nocao de equivaléncia ¢ mais forte que a primeira, visto que o
homeomorfismo ¢; ao final da isotopia satisfaz a condi¢do da primeira nocao
de equivaléncia entre noés.

A partir deste momento, sempre que falarmos de néds, estaremos nos
referindo aos que nao sejam do mesmo tipo de isotopia que o né trivial.
Assim, o n6 de trevo e o n6 de Listing constituem, de fato, nés (propriamente
ditos).

Identificar visualmente se uma curva como a das figuras anteriores
representa de fato um n6 nao é uma tarefa trivial, embora seja possivel deduzir
algo em certos casos através de lapis e papel, ou entdo com um modelo fisico
de fato. Veja a figura 1.3: no primeiro caso, uma sequéncia de transformagoes
isotopicas na poligonal revela que a mesma ¢ do mesmo tipo de isotopia que o

no6 trivial; no segundo caso, recaimos no tipo do né de trevo.

RN\ O

Figura 1.3: O primeiro né (poligonal) é do mesmo tipo de isotopia que o né
trivial, enquanto que o segundo é do tipo do né de trevo.

1.2
Conceitos de Geometria Discreta

Nesta pequena secao, introduzimos conceitos basicos de geometria dis-
creta e fixamos certas notagoes.

O espaco ambiente serd o euclidiano R™. Dados dois pontos v,v" € R™,
denotamos por [v,v'] o segmento de reta {(1 —t)v +tv' : ¢t € [0,1]} (que
inclui as extremidades), e por (v,v’) a aresta {(1—t)v+tv' : t € (0,1)} (sem as
extremidades). Denotamos a distdncia euclidiana usual entre esses dois pontos

%
tanto por |vv’| como por |vv/|.

Definicao 1.7 Dados n pontos vy, vs,...,v, € R™ definimos a poligonal
P = [v1,v9,...,v,] como sendo a curva obtida através da concatenagio dos
segmentos de reta [vy,va], [ve,v3],....[Un_1,Us] € [Un, 1] (0u seja, uma curva

afim por partes). Uma poligonal é dita simples se é uma curva simples. Um
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né poligonal é uma poligonal e um nd (propriamente dito). Uma poligonal

P ¢ dita genérica se ela ndo possui 4 vértices coplanares.

1.3
Elementos de Analise Convexa

Introduzimos nesta secao conceitos e resultados basicos em Anaélise Con-

vexa necessarios nos Capitulos seguintes. Para mais detalhes, recomendamos

(1S).

Definicao 1.8 Um conjunto X C R? ¢ dito convexo se, para quaisquer
z,y € X, o segmento [x,y] = {(1 —t)x + ty;t € [0,1]} estd contido em X. O
ponto (1 —t)z +ty com t € [0,1] chama-se a combinagdo convexa de x e

Y.

Definigao 1.9 Mais geralmente, dados xy,...,x, € R, t1,...,t, € [0,1], tais
que ty + ... +t, = 1, o ponto t1x1 + ... + t,x, é chamado de a combinagao

convexa dos pontos Ty, ..., Ty,.

Uma reformulagao da nogao de convexidade é dada pelo seguinte:

Teorema 1.10 Um conjunto X € convexro se, e somente se, para quaisquer
meN, zy, ..., 0, € X, ty, ...ty € [0,1], tais que t;+...+t,, = 1, a combinagao

conveza t1xy + ... + t,x,, pertence a X.

Prova. Se X contém todas as combinacoes convexas de seus pontos, entao
contém em particular todas as combinagoes convexas de quaisquer dois pontos
(m = 2). Logo X é convexo, por definigao.

Suponha agora que X seja convexo. A prova é por indugao sob m > 2. O
caso m = 2 ¢ a propria condi¢do de convexidade. Suponha, entdo, o resultado
valido para j = m (ou seja, para quaisquer xy,...,Z, € X, a combinacao
convexa t1xq, + ... + t,, T, pertence a X).

Para j = m + 1, sejam x1,...,Z;mp1 € X € t1,...,tm1 € [0,1] tais que
ti1+ ...+ tmr = 1, eseja x = 127 + ... + Ly11Tmy1 @ combinagao convexa
desses elementos.

Se t,o1 =1, entdao ty = ... =1, =0, donde x = x,,11 € X.

Se tmi1 # 1, entdo t;+...+t, = 1 —t,, .1 > 0 e podemos, assim, escrever

T = tliCl + ...+ tml'm -+ tm+1xm+1

tiz1+...+thxm,
- (1 - tm+1) . tll + 4t + tm—i—lxm—i-la
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. tiz1+..FHtmrm t1 _tm
Temos que y := =HT=Tmmin = B T+t +t1+ b

convexa de xq, ..., T, pois, 0 < < 1 para cada i € {1,...,m}, e além

T, € combinagao
t + T
disso a soma de todos esses coeficientes resulta em 1. Pela hipdtese de indugao

para j = m, temos que y € X. Dessa forma:

= (1 —tmi1)Y + tms1Tmsa

é combinacao convexa de dois pontos de X. Como X é convexo, entao, por
definicao, x € X. [ |

Definicdo 1.11 Seja X C R? um conjunto qualquer. O fecho convexo de
X, denotado por H(X), é o menor conjunto convexo em R que contém X
(equivalentemente, é a intersegio de todos os conjuntos converos em R? que
contém X ).

Proposicao 1.12 Seja X C R? um conjunto qualquer. O fecho convezo de X

¢ o conjunto de todas as combinagoes converas de pontos de X .

Prova. Denote por C'(X) o conjunto de todas as combinagoes convexas de
pontos de X. Mostremos que H(X) = C(X).

Como o conjunto H(X) é convexo, entao, pelo teorema anterior, H(X)
contém todas as combinagoes convexas de pontos de H(X). Como X C H(X),
entdo H(X) contém em particular todas as combinagdes convexas de pontos
de X. Ou seja, C(X) C H(X).

E evidente que X C C(X). Logo, se C(X) for convexo, teremos que
H(X) C H(C(X)) = C(X). Provemos, entao, que C(X) é convexo.

Sejam z,w € C(X). Vale que

n
2 =712 + .. + Ty, ondlei =lex; € X,Vi;
i=1

W= S1Y1 + .. + SmYm, ondeZsi =1ley € X,Vi;
i=1

Seja agora t € [0, 1]. Temos que

=(1—-t)z+tw
i=1 i=1
Z (1 —t)riz; + Ztslyl
i=1 =1
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Cada coeficiente (1 — t)r; e ts; é ndo-nulo, e, além disso:

n

SA=t)ri+> tsi=1—=)> r+t> s;=(1—-t)+t=1,
i=1 i=1 i=1 i=1
o que mostra que o ponto v ¢é combinacao convexa dos pontos
Ty ey Ty Y1y ooy Ym € X Logo, v € C(X). Portanto, C'(X) é convexo. [ |

Um resultado do qual nos valeremos mais adiante, enunciado sem de-

monstragao, é o seguinte

Lema 1.13 (Lema de Minkowski) Seja D C R um conjunto convexro ndo-
vazio e denote seu fecho por D. Se x & D, entdio existem a € RY—{0} ec € R
tais que

(a,z) = ¢, (a,y) >cVy € D.

Em palavras: existe um plano H(a,c) = {y € RY(a,y) = c} que contém x, mas
que nao intercepta D (D estd inteiramente contido em um dos semi-espagos

determinado pelo plano H(a,c)).

Para uma prova deste Lema, veja (IS) (pags. 112-113).
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2
O Teorema de Fary-Milnor

Neste capitulo, estabeleceremos para nés poligonais (como definidos
no primeiro capitulo) certas propriedades geométricas relacionadas a sua

curvatura total e ao seu segundo fecho. Seguiremos aqui as exposicoes
m (Pa) e (CKKS).

2.1
A curvatura total de uma poligonal

Primeiramente, é claro que, dada uma curva C' C R", com comprimento
L, existe uma bola B C R" fechada de raio L/2 tal que C' C B. A proposigao

seguinte nos fornece uma cota superior mais refinada:

Proposicao 2.1 Seja P C R"™ uma poligonal (fechada) com comprimento L.
Entao, existe uma bola B C R™ de raio L/4 tal que P C B.

Prova. Sejam x e y dois pontos de P que dividam a curva em duas partes
com medidas iguais L/2. Seja z o ponto médio do segmento entre z e y (ver
figura 2.1.A). Afirmamos que a bola fechada B(z, L/4) (de centro z e raio L/4)

contém toda a poligonal P. Com efeito, para todo ponto w € P, temos que:
221 = zib + zb = (ZF + T) + (2 + yub)

Como z é o ponto médio do segmento Ty, temos que = —ﬁ/ e, assim:
271 = —Z) + T + 2 + yib = 7 + yib

— || = 3|7 + 7] < 57 + 7)) < 5(L/2) = 7.

DO |
A~

Definigao 2.2 Uma curva C C R ¢ dita esférica se C C S™. Dados

dois pontos nao antipodais x,y € S", 0o segmento esférico entre x ey ¢ a

z(1—t)+yt
lz(1=t)+yt|

chamada de poligonal esférica se é uma curva esférica fechada obtida através

curva esférica C' parametrizada por t € [0,1]. Uma curva esférica P é
da justaposicao de segmentos esféricos. Denotamos a distancia esférica
entre dois pontos x,y € S" por |xy|s» (veja a primeira se¢ao do Capitulo /
para a definigao formal desta distancia e a prova da Desigualdade Triangular).

Dado um ponto z € S™ e um numero real v > 0, uma bola esférica
aberta (fechada) B(z,r) é o conjunto de pontos de S™ cuja distancia esférica

a z € menor (menor ou igual) a .
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Figura 2.1: Poligonal usual (A) e poligonal esférica (B).

A proposicao anterior possui um anélogo para poligonais esféricas:

Proposicao 2.3 Seja P C S™ uma poligonal esférica (fechada) com compri-
mento L < 27. Entao, existe uma bola esférica B de raio L/4 tal que P C B.

Prova. Sejam x e y dois pontos de P que dividam a curva em duas partes com
medidas iguais L/2. Seja z o ponto médio do segmento esférico que liga x a
y. Para cada ponto w € P, seja w’ € S"™ um ponto da esfera tal que z seja o
ponto médio do segmento esférico que liga w a w’. Repare que w’ pode nao
estar em P. Além disso, pela simetria, vale que |zw'| = |wy| (uma rotagao de
7 rad sob o conjunto de pontos {z,y,w,w'}) troca de posi¢cdo x com y, e w

com w' - veja a figura 2.1.B). Dessa forma, temos:

(|lwz|sn + |zw'|gn)

DN | —

1 /
|wz|gn = §|ww |sn <

1
= S (walse + [wyls),

onde a desigualdade vem da Desigualdade Triangular Esférica (Proposigao 4.3).
Como |wzx|sn + |wylsn < L/2, segue-se que |wzx|sn < L/4. [
Corolario 2.4 Toda poligonal esférica P C S",n > 2, de comprimento

L < 27 (ou L = 27, resp.), estd contida em algum hemisfério aberto (ou

fechado, resp.) de S™.

Defini¢ao 2.5 Dado um triangulo A(xyz) C R™, o dngulo exterior n(xyz)
¢ definido como

n(zyz) =7 — L(ryz)
Dada uma poligonal P = [v1..v,] C R"™ simples (sem auto-intersegies),
definimos a curvatura total k(P) como a soma dos dangulos exteriores:

n

K(P) = n(vi_1vvi41),

=1
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onde o0s indices 1 + 1 sdo considerados mod n.

Teorema 2.6 Dada uma poligonal P = [vy..v,] C R3, k(P) > 27. Vale a

iqualdade se e somente se P é plana e convexa.

Prova. Seja P = [v;...v,] C R3. Para cada vetor ¢; = DLUb, ooy €n1 = Un_10r,
En = m, considere um ponto na esfera unitaria z; € S? tal que (Oz;) seja um
vetor unitario com mesma direcao e sentido que e;. Conectando os pontos x; e
x;+1 com o menor caminho (a saber, o segmento esférico), formamos assim uma
poligonal esférica @) = [z;...x,]. Por defini¢do, o Angulo exterior n(v;_1v;v;11) de
P ¢ igual ao comprimento da distancia |z;_;z;|s2 na esfera. Logo, k(P) = |Q|s2,
o comprimento da poligonal esférica.

Afirmacao: () ndo esté contido em um hemisfério (aberto). Com efeito, do
contrario todos os vetores e; estariam apontando para um mesmo semi-espago
e sua soma seria diferente do vetor nulo. Mas isso é impossivel, pois, como a
poligonal P é fechada, a soma dos vetores e; necessariamente é igual ao vetor
nulo.

Por outro lado, pelo corolario anterior, qualquer poligonal esférica com
curvatura menor que 27 estd contida em um hemisfério. Portanto, |Q|sz > 2,
provando a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte, pelo fato de k(P) = |Q|sz e pelo corolario anterior,
a igualdade k(P) = 27 s6 pode ocorrer quando P estd contida em um plano.
Para poligonais planas (poligonos) convexas, o resultado segue-se de um célculo

direto a partir dos angulos interiores. [ |

2.2
O Teorema de Fary-Milnor: Primeira Demonstracao

O resultado principal deste capitulo, cuja versao para curvas suaves fora

provada independentemente por Milnor ((Mi)) e Fary ((Fa)), é o seguinte:

Teorema 2.7 (Teorema de Fary-Milnor) Para todo né poligonal P C R3, vale
que K(P) > 4.

Antes da demonstracio, algumas notacoes. Seja @ C S? uma poligonal esférica.
Para cada ponto z € S?, denote por ng(x) o niimero de pontos de intersegao
de @ e do plano H(z) ortogonal a (Ox) e que passa pela origem. Os valores de
ng subdividem a esfera em um ntimero finito de regides A, ..., A; com valor

constante v; em A;. Defina

k
Ng => v; - area(4A;)

=1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813323/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1813323/CA

Capitulo 2. O Teorema de Fary-Milnor 21

Lema 2.8 (Férmula de Crofton) O comprimento |Q| de uma poligonal esférica
Q C S? satisfaz d equagdo

1

— N
Q| Ve

Prova. Como ambos os lados da equagao sao somas (|@| é soma dos compri-
mentos de cada segmento esférico que a compde), basta provar o lema para
segmentos esféricos. Suponha entao que Q C S? é um segmento esférico, com
|Q| = a < 7. Entdo ng(z) = 1 quando = € S* estd em um grande circulo com
normal (Oz) para algum z € @, e ng(x) = 0 do contrario. O conjunto A de
pontos x com ng(x) =1 é a unido de dois setores da esfera com angulo « (ver
figura 2.2) Assim
Ng = area(A) = 2%4# = 4a,

donde 1 Ng = a = Q). |

Figura 2.2: Para um segmento esférico «, dois setores da esfera cujos pontos x
sdo tais que ng(x) = 1.

Precisamos ainda de outro lema:

Lema 2.9 (Lema de Milnor) Seja P C R® uma poligonal simples tal que a
funcao distancia a um dado plano L possua exatamente dois pontos criticos.

Entao, P nao é um no.

Prova. Sejam x e y os pontos de P com a distadncia minima e maxima, respec-
tivamente. Logo, = e y dividem P em dois caminhos onde a funcao distancia
¢ mondétona crescente. Considere uma projecao de P em um plano genérico
perpendicular a L, como na figura 2.3. Desfazendo todos os cruzamentos de x
a 1, obtemos uma projecao de uma poligonal isotépica a P sem cruzamentos.
Portanto, P nao é um no. [ |
Estamos agora prontos para provar o teorema 2.7:
Prova. (do teorema 2.7) Para um né poligonal P C R3, fixe uma orientagao e
considere o poligono esférico Q C S? como na demonstracao do teorema 2.6.

Assim, k(P) = |Q|. Para @, considere a subdivisao Ay, ..., Ay correspondente
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\//LNDH

Figura 2.3: Projecao de P em um plano ortogonal a L.

da esfera, com os respectivos valores vy, ..., V. Afirmamos que v; > 4 para todo
0.

Com efeito, suponha que para algum j € {1,...,k} tivéssemos v; < 4.
Escolha um ponto z € A, em posicao geral, ou seja, tal que nenhuma aresta
(segmento esférico) de @) seja paralela a H(x). Como v; é o nimero de
intersegoes de @ e H(x), é também o nimero de mudancas de diregdo das
arestas de P com respeito a H(z). Como P é uma poligonal, v; necessariamente
¢ par. Logo, v; = 2. Mas, pelo Lema 2.9, isso implica que P nao é um né,
contradizendo a hipdtese.

Assim, v; > 4,Vi € {1, ..., k}. Portanto, pelo Lema 2.8:

No 1& 1&
Q] = —= == v;-drea(A;) > =) 4 4rea(4;)
4 4D 474

k
= érea(4;) = drea(S®) = 4.
i=1

2.3
Segunda Demonstracdao do Teorema de Fary-Milnor

Nesta se¢do damos uma demonstracao mais combinatéria do Teorema de

Fary-Milnor.

Definicao 2.10 Dadas poligonais P, X C R?, dizemos que X estd inscrito

em P se os vértices de X estao nas arestas de P (ver figura 2.4).

Lema 2.11 Sejam P, X C R? poligonais, de forma que X esteja inscrita em
P. Entao, k(X) < k(P).

Prova. A ideia é adicionar os vértices de X a P e notar que a curvatura dessa
'nova'poligonal é a mesma. Em seguida, retiramos os vértices de P que nao

estao em X e mostrar que esse processo nao aumenta a curvatura.
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Figura 2.4: Poligono X inscrito em P.

Ui_a

Figura 2.5: Removendo um vértice da poligonal P.

Mais explicitamente: seja P = [vy, ..., v,]. Remova o vértice v; e substitua
as arestas (v;_1, v;) € (v;, viy1) por (v;_1, v;11). Denotando a poligonal resultante

por P’ (veja a figura 2.5), mostremos que k(P') < k(P). Com efeito:

k(P) — k(P') = (m — Z(vi_ovi_1v3)) + (1 — Z(v;_10;0341))

+(m — Z(0vi41Vi42)) — (T — Z(Vi—20i—1Vi41)) — (T — Z(Vi—10i410i42))

= —Z(Vi—2v;10;) + (7 — ZL(vi—10Vi41))

—Z(VVi11Vig2) + Z(VimoVi1Vig1) + Z(Vic1Vit1Vig2)

= —4(%—2%—1%) + 4(Uivi—1vi+1) + 4(Uz‘vi+1vz’—1)

—Z(VVi11Vig2) + Z(VimoVi1Vig1) + Z(Vic1Vit1Vig2)

= (4(111'%‘71@#1) + 4(111'72711'71@%1) - 4(%72%71%‘))

+(ZL(vvi410i—1) + Z(Vi—10i11Vi42) — Z(0;0i41Vi42))

>0+0=0,
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onde a desigualdade vem da Desigualdade Triangular Esférica (Proposigao 4.3)

aplicada a cada termo. Mais precisamente: para o primeiro termo, considere os

vetores vi_lvi_é, vi_lvHi e vi_ﬂ/\i. Normalizando-os e transladando-os de forma
que seus pontos de partida estejam na origem, suas extremidades pertencerao
A esfera S?, determinando um tridngulo esférico. Os lados desse tridngulo
terdao como comprimento justamente as medidas dos angulos Z(v;v;_1vi41),
L(vi—ov;_1vi41) € L(vi_ov;_1v;), justificando a desigualdade para o primeiro
termo. A desigualdade para o segundo termo é analoga. [

A ideia para a segunda demonstracao do teorema de Fary-Milnor consiste
em tomar um no poligonal P e considerar uma sequéncia de poligonais inscritas
umas nas outras. Em seguida, mostramos que a ultima poligonal da sequéncia
(a saber, um quadrilatero degenerado D = [zyxy|) possui curvatura igual a
47r).

Prova. (do teorema 2.7) A prova é por indugao sobre o nimero n de vértices
do né poligonal P = [v;...v,] C R3. Se n = 3, P é um tridngulo e portanto nao
é um né. O teorema vale entao por vacuidade.

Pela continuidade da curvatura total de uma poligonal, podemos assumir
que os vértices de P estao em posicao geral, ou seja, que nao ha 4 vértices
contidos no mesmo plano (poderiamos perturbar levemente a posi¢do de
alguns vértices sem que a poligonal deixasse de ser um nd). Uma observagao
importante é a seguinte: se existe um dado vértice v; tal que o tridangulo
A(v;—1vv;41) ndo intersecta nenhuma outra aresta de P, podemos entao
remover v; como na demonstragao do lema anterior. Como a nova poligonal
ainda é um no, isotopico ao nod original, obtemos assim o passo indutivo.

Mudamos P da seguinte maneira: comecando no vértice vy, considere o
conjunto de todos os pontos z € [ve, v3], 2z # va, tais que (vy, z) intersecta uma
aresta em P (como P é uma poligonal, tal conjunto é finito). Se o conjunto de
tais pontos for vazio, removemos o tridngulo A(v;_1v;v;41) como anteriormente.
Do contrario, seja zo 0 ponto mais proximo de vy com essa propriedade (veja
a figura 2.6).

Afirmacao: z3 # wvs. Com efeito, suponha por absurdo que 2z, = vs.
O segmento (vq,vs) intersectaria entdo a aresta (vj,vj41), para algum j €
{4, ...,n}, donde terfamos quatro pontos, a saber, vy, v3, v;, V41, €m UM MesMO
plano, contradizendo a genericidade da poligonal P.

Denote por y; o ponto de interse¢ao de (vy, z9) com P (veja a figura 2.6).

Mova 25 levemente em dire¢do a vo. Denote por x; o ponto mais préximo
de y; na "nova'aresta (vq, z2). Substitua agora vy de P por 2, ou seja, substitua
os segmentos [vy, va] € [vg, 29] por [vy, 22]. A poligonal resultante a partir de P

continua sendo um né, isotopico ao anterior, mas possui pontos x; e y; muito
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Figura 2.6: Alterando a poligonal P = [v;...v,].

préoximos um do outro.

Ponha vy := 25. Repita o procedimento para o (novo) vértice vs:
Novamente, substitua o vértice vs por z3 € (vs,v4), obtendo dois pontos
o € (vg,v3) € yo € P muito proximos um do outro (veja figura 2.7). Ha,

entao, duas possibilidades para ys relativamente aos pontos zy,y; € P.

Figura 2.7: Continuando os processo de alteracao da poligonal P.

Se yy estd no arco [y;...z1] da poligonal, entdo o quadrilatero inscrito
[T122y1Y2] estd muito préximo de um quadrilatero degenerado da forma D =

[abab] (veja figura 2.8), e portanto pode ser tao fechado quanto se deseje.

Figura 2.8: Quadrilatero degenerado inscrito no n6 poligonal.

Se, por outro lado, y, estd no arco [x;...y;] da poligonal, entdao o arco
[z2ys] estd contido inteiramente no arco [x1...y1], 0 que significa que no espago
de pardmetros da poligonal (ver figura 2.9) os segmentos |1, y1] e [z2, y2] ndo se
intersectam. Repita o procedimento até que dois tais segmentos se intersectem

(recaindo entdo no caso anterior). Isso necessariamente acontecerd pois, por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813323/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1813323/CA

Capitulo 2. O Teorema de Fary-Milnor 26

construgao, os pontos x; e y; nao podem pertencer a arestas adjacentes. Isso

completa o passo indutivo e prova, assim, o teorema.

Figura 2.9: Duas possibilidades para y,.

2.4
O segundo fecho de uma poligonal

Nesta segao, abordamos uma generalizagdo do Lema de Milnor (lema
2.9), que usa a nogao de segundo fecho convexo de uma poligonal. Antes

disso, uma proposi¢ao:

Proposigao 2.12 Dado um conjunto conexo X C RY, seja H(X) seu fecho
convezo. Entdo, todo plano 11 que intersecta um ponto de H(X) necessaria-

mente intersecta algum ponto de X.

Prova. Seja y € II N H(X). Se y € X, ndo ha o que demonstrar. Se
y € H(X)—X, temos que y é combinagao convexa de pontos z1, xg, ...,z € X.
Se ao menos um de tais pontos estiver em II, segue o resultado. Caso contrario,
entao afirmamos que cada um dos dois semi-espacos determinados por II
contém ao menos um ponto dos x;’s.

Com efeito, se todos os z;’s estivessem em apenas um lado de II, entao
qualquer combinacao convexa de tais pontos (como y) estaria no mesmo lado
de II. Em particular, y ¢ II. Contradicao.

Sem perda de generalidade, entdo, podemos assumir que x; e xy estao
em lados opostos de II. Seja entdo dy : X — R a fungdo distancia ao plano
I1. Mais explicitamente: se 1 é o vetor normal ao plano Il que aponta para o
semi-espago contendo 1, entao dy é dado por dp(x) = (z — y,n).

Segue-se que dp(x1) > 0 e que di(ry) < 0. Como X é um subconjunto
conexo de R? e diy ¢ uma funcdo continua, entdo, pelo Teorema do Valor

Intermediério, existe xo € X tal que dyj(z9) = 0, ou seja, xy € II. [ |
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Definigao 2.13 Seja P C R3 uma poligonal simples. Um plano 11 é dito

genérico se nao contém vértices de P.

Proposicao 2.14 Seja P wuma poligonal simples. Todo plano genérico 11

intersecta P um numero par de vezes.

Prova. Se a intersecao entre a poligonal e o plano é vazia, segue-se o resultado
trivialmente.

Suponha entao que a intersecao é nao-vazia. A partir de um vértice v € P
que nao esteja em II, percorremos a poligonal até voltarmos a v. A hipdtese
de o plano ser genérico garante que a cada ponto de interse¢do entre P e
I1, atravessamos de fato o plano II. A hipdtese de a poligonal ser simples, por
outro lado, assegura que os pontos obtidos nesse processo sao sempre distintos.
Portanto, apés um ntimero impar de pontos de intersecao, estaremos no lado
de II oposto ao do vértice v, enquanto que apdés um nimero par de pontos

interse¢ao, estaremos no mesmo lado de II contendo v. Segue o resultado. W

Corolario 2.15 Se P é uma poligonal simples (isto €, sem auto-intersegoes)
em RY, entdo o fecho convezo H(P) consiste nos pontos q pelos quais qualquer
plano genérico 11 que passa por q (ou seja, q € I1) intersecta P pelo menos

duas vezes.

Prova. Seja g € H(P) e II um plano genérico que passa por q. Pela Proposi¢ao
2.12, PNII é nao-vazia. Pela Proposicao 2.14, o nimero de pontos de intersecao
de IT com P é par. Portanto, II intersecta P em pelo menos dois pontos.
Agora, mostremos que se ¢ € R nao pertence a H(P), entdo existe um
plano IT que passa por ¢ mas nao intersecta H(P).
Como H(P) é um conjunto convexo nio-vazio e ¢ & H(P) = H(P) (pois
H(P) é fechado), temos, pelo Lema de Minkowski (Lema 1.13), que existe um

plano II que contém ¢ mas cuja interse¢do com H(P) é vazia. [ |

O fecho convexo captura a ideia intuitiva do conjunto de pontos "deli-
mitado'pelo conjunto inicial. No caso de poligonais, faz sentido considerar o
conjunto de pontos do fecho convexo que estao, de certa forma, "mais cerca-

dos"pela poligonal. Isso motiva a seguinte

Definigao 2.16 Definimos o segundo fecho SH(P) da poligonal P como o
conjunto dos pontos x € H(P) tal que todo plano genérico 11 que contém x

intersecta P em pelo menos 4 pontos.

s

Lema 2.17 Para uma poligonal P, cada componente conexa de SH(P) é
convexa. Além disso, SH(P) C H(P).
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Prova. Seja C' uma componente conexa de SH(P). Se ¢ é um ponto do seu
fecho convexo (ou seja, de H(C)), entéao, pela Proposigao 2.12, qualquer plano
IT que passe por ¢ também interceptard C' em algum ponto ¢’. Como II é um
plano que passa por ¢ € C' C SH(P), temos que II intercepta P pelo menos
4 vezes. Entao, por defini¢ao, ¢ € SH(P).

A segunda parte da afirmagao segue-se da definicao de SH(P) junto

com o Corolario anterior. [ |

O segundo fecho SH(P) pode ser vazio, como por exemplo quando P é
um triangulo. Para nés poligonais, por outro lado, temos que o segundo fecho
¢ sempre nao-vazio. Para a demonstracao, precisamos de alguns resultados e

definic¢oes.

Lema 2.18 Dada uma poligonal P e pontos x,y € P, considere uma poligonal

P’ obtida substituindo a por¢ao de P entre x ey por um segmento (x,y). Entdo,

SH(P') ¢ SH(P).

Prova. Se um plano genérico II passa por um ponto g € SH(P’) e dessa forma
intersecta P’ pelo menos quatro vezes, entao pelo menos trés dessas intersecoes
serao em P’ — (x,y) C P. Como o nimero de interse¢oes de II com P tem que

ser par, precisa ser ao menos 4. Logo, ¢ € SH(P). [ |

Definicao 2.19 Seja ' C R?® um semi-espaco fechado determinado por um
plano I1. Dizemos que F' contém essencialmente P se ou contém P, ou se
intersecta P em exatamente dois pontos x,y de forma que o arco de P de x a
y unido ao segmento |x,y| forme um nd trivial (ver figura 2.10).

Neste caso, defina o recorte de P por F como clipp(P) = (FNP)U

(z,y), a poligonal isotépica a P contida em F'.

Figura 2.10: F’ contém (essencialmente) P, F contém essencialmente P.

O lema a seguir mostra que planos que contém essencialmente uma dada

poligonal também contém essencialmente qualquer recorte da mesma:
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Lema 2.20 Sejam F' e G dois semi-espagos que contém essencialmente o no
poligonal P (denote os respectivos planos por OF e 0G). Entio, G contém

essencialmente clipp(P).

Prova. Precisamos mostrar que G ou contém (propriamente dito) clipg(P), ou
que o arco simples deste novo no poligonal e que se encontra fora de G nao
configura um né nao-trivial.

Se G contém P, entdo, pela convexidade de G, temos H(P) C G.
Além disso, clipp(P) C H(P) pois cada ponto da aresta (z,y) introduzida
é combinagdo convexa dos pontos x,y do recorte. Assim, clipr(P) C G.

Do contrério, sejam x, y os pontos de PNOF e ',y os pontos de PNIG.
Considere o arco de P fora de GG, e conte quantas de suas pontas z’,y" estao
fora de F. Os trés diferentes casos aparecem na figura 2.11.

Se o',y ¢ F, entao clipp(P) € G. Se 2’,y' € F, entao o arco de 2’ a
y’ nao forma um né, assim como o seu subarco de x a y. O recorte de P por
G substitui este subarco pelo segmento isotépico ao mesmo em OF (a saber,
[z,y]), logo o arco de clipp(P) de 2’ a y/, fora de G, ndo forma um né. Em
ambos os casos, G contém essencialmente clipg(P), por definicao.

No terceiro caso, ' € F e y € F. Isso implica que os dois semi-espacos
necessariamente dividem o espaco em quatro quadrantes, com P dando uma
volta em torno da linha de intersegao entre 0F e 0G. O né poligonal P é uma
soma de quatro arcos, um em cada quadrante. Como tanto F' como G contém
essencialmente P, tanto a soma dos dois arcos fora de F' como a soma dos dois
arcos fora de G' nao formam nés. Assim, o n6 ocorre de fato em F'NG. Repare
ainda que o arco de clipp(P) fora de G consiste em um arco original em um
quadrante (que nao formava nd), mais um segmento reto em JF. Logo este
arco nao forma um né e, portanto, G contém essencialmente clipg(P) também

neste caso.

G

oF "’ﬁ bj

( F ’/J)y

Figura 2.11: Recorte de nés poligonais: trés casos.
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Definicao 2.21 Dizemos que um no poligonal P é geometricamente com-
posto se existe um plano 11 (intersectando P em dois pontos x e y) que decom-
poe P em dois arcos que formam (cada um, ao ser unido ao segmento |x,y|)

um no nao-trivial. Do contrdrio, dizemos que P é geometricamente primo.

Teorema 2.22 Para todo né poligonal P C R, o sequndo fecho SH(P) é

nao-vazio.

Prova. Podemos assumir que P é geometricamente primo. Se nao fosse, bastaria
substituir P por P’, uma de suas duas partes que formam um né. Pelo Lema
2.18, SH(P') C SH(P). Reduzimos entao a questdo para um poligono com
menos arestas.

Seja F = F(P) o conjunto de todos os semi-espagos fechados que contém
essencialmente P, e ponha Z := NpcrF como a intersecao de todos os tais
semi-espagos. Afirmamos que Z C SH(P), e que além disso Z é um conjunto
convexo Nao-vazio.

Para a primeira parte da afirmacao, seja z € Z e II um plano genérico
que passa por z. Suponha, por absurdo, que II intersecta P somente em dois
pontos. Como P é geometricamente primo, os arcos em ambos os lados do
plano nao podem formar né. Assim, para um arco que nao forma no, seja F
o semi-espago do lado oposto (assim, II = OF). Seja agora I’ o semi-espago
contido em F' de forma que OF” esteja a uma pequena distancia ¢ > 0 de OF
(ver figura 2.12). Temos que F’ contém essencialmente P, mas z ¢ F’, o que
contradiz o fato de z € Z. Portanto, o plano genérico II = OF intersecta P mais
de duas vezes. Como o plano é genérico e portanto o nimero de intersecoes é

par, concluimos que este nimero é de pelo menos 4. Logo, z € SH(P).

P

dF'
W.Z/ dF

Figura 2.12: Tomando um plano 0F" a uma pequena distancia de OF.

Sy

Para a segunda parte da afirmacao, repare que, como planos genéricos

que passam por Z intersectam P ao menos 4 vezes, entao Z C SH(P) C H(P),
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e assim podemos escrever
Z =Nper(FNH(P)).

Dessa forma, vemos que Z é uma intersecao infinita de espagos compactos.
Para mostrar que Z # (), basta provar que qualquer intersecao finita é nao-
vazia. De fato, pela Propriedade da Intersegdo Finita (Teorema 4.8) para o
espago compacto H(P), isso implicard que a interse¢ao infinita é nao-vazia.
Suponha entao que Fi, Fs, ..., F,, sejam semi-espacos contendo essencial-
mente o no poligonal P. Recortando P sucessivamente por estes semi-espacos,
definimos Py = P e P, = clipp,(P;—1). Como P esté essencialmente contido em
cada Fj}, isso também vale para cada um dos F;, usando o lema 2.20. Portanto,

P,, um no poligonal isotépico a P, esta contido em
ﬂ?:lﬂ N H(P)7

mostrando que este conjunto é nao-vazio. [ |

O Teorema anterior generaliza o Lema de Milnor (Lema 2.9) da seguinte
maneira: o Lema de Milnor diz que se existe uma familia de planos paralelos
que passam por todos os pontos de R? e que intersectam cada um a poligonal
P no maximo duas vezes, entao P nao é um né. O Teorema que acabamos de
provar (ou melhor, sua contra-positiva, a saber, "Se o segundo fecho SH(P)
for vazio, entdo o P ndo é um nd") afirma o mesmo, porém sem a hipdtese de

os planos serem paralelos.
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Curvas Fechadas e o Grafo de Maxwell

Neste capitulo, apresentamos uma discretizacao de um problema relacio-
nado a curvas suaves, como apresentado em (Fu). Neste artigo, a autora impoe
as curvas certas condigoes, chamadas de condigoes de genericidade (gene-
ricity conditions), o que permite construir o chamado Grafo de Maxwell da
curva, obtendo resultados interessantes.

No presente trabalho, para obter resultados correspondentes para o
caso discreto, exigimos que as poligonais nao possuam 4 de seus vértices
em um mesmo plano. Isso possibilitou o estabelecimento de um algoritmo
para a construcao do grafo de Maxwell no caso discreto, e a subsequente
implementagao (em linguagem C++) de um programa que calcula este grafo
para uma dada poligonal e permite a sua visualizagdo. As imagens que
aparecem para ilustrar os diversos grafos de Maxwell associados as poligonais
utilizadas foram geradas através deste programa.

Ao final, retomamos brevemente a discussao para nds poligonais, sob o

ponto de vista dos grafos de Maxwell associados aos mesmos.

3.1
Planos-suporte e fecho convexo

Defini¢ao 3.1 Dada uma poligonal simples P (ou seja, fechada e sem auto-
intersecoes) e genérica (tal que nao hd 4 de seus vértices em um mesmo
plano), um plano-suporte (global) é um plano afim 11 tal que sua intersegao
com a poligonal é nao-vazia e, além disso, de forma que a poligonal esteja

inteiramente contida em um dos semi-espacos fechados determinados por I1.

Segue-se da definicao que se um plano-suporte Il intercepta uma certa
aresta da poligonal, entao necessariamente a contém e portanto contém tam-
bém os dois vértices adjacentes. Como a poligonal é genérica, o nimero maximo
de vértices que um plano pode interceptar é 3. Além disso, alguns destes vérti-
ces podem ser seguidos uns dos outros na poligonal (isto é, {v;,v;11} C PNII
ou {v;, Vir1, Vet C P NII, para algum i € {1,...,n}, onde n é o niimero de
pontos da poligonal e os indices sdo tomados mod n). Essas observagoes nos
permitem classificar os planos-suporte em 6 tipos i/j, ilustrados na figura 3.1:
1 representa o niimero de vértices na intersecao do plano com a poligonal, j, o
nimero de componentes conexas da intersecao.

Estamos interessados nos planos-suporte que interceptam a poligonal em

trés pontos. Um tal plano-suporte sera dito entao tritangente caso seja do
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tipo 3/3, bitangente caso seja do tipo 3/2 ou osculador caso seja do tipo
3/1.

Cada plano tritangente II serd denotado por I1(7, j, k), onde ¢ < j < k
sdo os Indices dos vértices contidos no plano. Denote ainda por A(7, j,k) o
triangulo determinado por esses mesmos trés vértices. Note que pela condicao

de genericidade da poligonal, nao pode haver trés vértices colineares.

[

1/1 2/2 2/1
\ \
ENARC

Figura 3.1: Tipos de planos-suporte: i/j: i vértices no plano, j componentes
conexas da intersecao

Definigao 3.2 Dada uma poligonal P € R3, seja H(P) o seu fecho convero.
Denotamos a fronteira desse conjunto por OH(P). Chamamos de parte ex-

terna da poligonal P o conjunto PN OH(P) e o denotamos por Ext(P).

Observagao 3.1.1 Dada uma poligonal genérica simples P, OH(P) € igual d
unido de todos os triangulos A(i, j, k) que estao contidos em planos-suporte

117, j, k).

Definicao 3.3 Dada uma poligonal P € R®, dizemos que ela é convexa se
P C OH(P), ou equivalentemente, se P = Ext(P).

A figura 3.2 ilustra duas poligonais com seus respectivos fechos convexos.
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AN

Figura 3.2: Uma poligonal convexa a esquerda, e uma nao-convexa a direita

& i &
\\\/‘\\ :

Figura 3.3: Em vermelho, planos tritangentes. Em verde, planos bitangentes.
E, em azul, um plano osculador. Daqui para a frente, todas as figuras

usarao o mesmo padrao de cor para os planos tangentes, assim como
para seus respectivos vetores normais.

3.2
O Grafo de Maxwell

Antes de vir a definir o Grafo de Maxwell, definimos um grafo preliminar
G.

Dada uma poligonal P, construa o grafo G(P) da seguinte forma: para
cada plano-suporte I1(7, j, k), seja n(i, j, k) o vetor unitario normal ao plano de
forma que ele aponte para o semi-espago que contém a poligonal. A figura 3.3
ilustra, para certas poligonais, alguns triangulos representando seus respectivos
planos-suporte que os contém, junto com o vetor normal correspondente. As
extremidades de todos vetores serao os vértices do grafo G(P).

Uma conveng¢ao: dada uma poligonal, com n vértices, dizemos que dois

numeros inteiros distintos ¢ < j sao consecutivos se j =t + lousei=1¢
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Figura 3.4: Obtencao dos vértices do grafo G, junto com a explicitacdo de
alguns planos. Note que o tridngulo em vermelho possui dois vértices (nao
consecutivos) em comum com os outros dois tridngulos, e portanto os vértices
correspondentes em G(P) serao tais que o em vermelho se conectara aos outros
dois.

J=n.
As arestas de G(P) serdo obtidas entdo a partir da seguinte regra (ver
figura 3.5):

— se n(i,j, k) é normal a um plano tritangente, conecte-o através de um
segmento esférico a qualquer n(a,b,c) com exatamente dois indices

iguais (haverd exatamente trés n’s);

— se n(i,7,k) é normal a um plano bitangente, conecte-o através de um
segmento esférico a qualquer n(a,b,c) com exatamente dois indices

iguais que nao sejam consecutivos (haverd exatamente dois n’s);

— se n(i,j,k) é normal a um plano osculador, conecte-o através de um
segmento esférico ao tinico n(a, b, ¢) com exatamente dois indices iguais

que nao sejam consecutivos.

2 3 4 a f 3)
1,3

N 46 (1 3 5)
24 7—@ 6 HN—# 5 6) 4 35

27 (159 G 45
@ 7 8) :

28 5 i|3589)
128901389 N

|6,8
6 7 8)

Figura 3.5: Grafo G(P) com os indices correspondentes para a poligonal P das
figuras 3.4 e 3.6. Repare que G(P) possui duas componentes.

A figura 3.6 ilustra a obtencao das arestas do grafo.
As regras anteriores para se conectar determinados vértices se justificam
pelo seguinte aspecto geométrico da construcao do grafo: digamos que tivésse-

mos um modelo fisico de arame da poligonal da figura 3.4, e usdssemos uma
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Figura 3.6: Ligando os vértices segundo a regra dos dois vértices (nao conse-

cutivos) em comum. Diversos angulos da mesma poligonal P e de seu grafo
G(P).

superficie lisa para simular um plano-suporte. Posicionando essa superficie de
forma a obter o plano osculador em azul, podemos obter o plano tritangente
(em vermelho) descolando a superficie apenas do vértice 2 e inclinando-a até
tocar um outro vértice, no caso o 5. Repetindo o processo, mas dessa vez man-
tendo somente os vértices 1 e 5 encostados, a superficie tocard o vértice 9,
obtendo entdo um plano bitangente (em verde).

O fato de desejarmos que os dois vértices de apoio da superficie se
movendo nao sejam consecutivos reside no fato de que o grafo que obteriamos
seria muito maior e nao refletiria certas propriedades geométricas da poligonal
nas quais estamos interessados.

A partir do grafo esférico G(P), obtemos o Grafo de Maxwell, deno-
tado por G (P), cujos vértices sdo apenas as extremidades das normais aos
planos tritangentes e osculadores. As extremidades dos normais aos planos

bitangentes, por sua vez, farao parte das arestas.

Observagao 3.2.1 No processo fisico de inclina¢io da superficie, obtemos
uma infinidade de planos-suporte do tipo 2/2, cujos vetores normais sdo
justamente os pontos das arestas do grafo G(P). No grafo de Mazwell Gy(P),
ao considerarmos como parte das arestas os wvetores normais aos planos
bitangentes, se torna razodvel considerar também os planos do tipo 2/2 como
bitangentes. A distingdao anterior se fazia mecessdaria para que a construcio do

grafo G(P) fosse possivel.

A figura 3.7 ilustra varios exemplos dessa construcao. As cores aparecem

meramente para facilitar a visualizacao.
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Figura 3.7: Diversas poligonais com seus respectivos grafos de Maxwell. A do
canto superior esquerdo é a mesma da figura 3.6.

3.3
Relacdes entre a fronteira do fecho convexo e o Grafo de Maxwell

Pela construgao anterior, temos a seguinte fungao entre os elementos da

triangulacao do fecho convexo 0H(P) e o grafo G(P):
[ : {tridngulos de OH (P)} — {vértices de G(P)}
Lema 3.4 A funcao I' é uma bijecao.

Prova. T' é sobrejetiva por construcao. Provemos a injetividade. Com efeito,
sejam dois tridngulos A(a, b, c), A(d, e, f) com vetor normal n apontando para
o semi-espaco contendo a poligonal.

Note que, como II(a, b, ¢), II(d, e, f) sdo planos-suporte, os pontos a, b, ¢,
d, e, f sao minimos da funcao altura d, : P — R, dada por §,(p) = p - n.
Portanto, pertencem ao mesmo plano. Pela condicdo de genericidade da
poligonal, {a,b,c} = {d,e, f}. Assim, A(a,b,c) = A(d,e, f). [ |

I' é, dessa forma, uma bijecao. Podemos estendé-la a outros elementos
da triangulacao. Seja A uma aresta comum a dois tridangulos A, Ay que nao

esteja em P. Sejam nq,ns as respectivas normais a esses triangulos. Como A,
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e Ay possuem dois vértices v;, v; em comum, ng e ny estao ligados em G(P)
por um segmento esférico m. A relacao entre A e m é a seguinte: seguindo a
ideia anterior do modelo fisico da poligonal, existe uma infinidade de planos-
suporte do tipo 2/2 contendo os vértices v;, v;, obtidos a partir da inclinacdo da
superficie lisa. Para cada um desses planos Il,,, o vetor normal correspondente
¢ um ponto n, da aresta m. Pomos entdao I'(Il,) = n,. Além disso, por
conveniéncia, pomos também I'(A) = m.

Denote por S(P) := 0H(P) — Ext(P) a parte da fronteira do fecho
convexo que nao intersecta a poligonal. Como estendemos a func¢ao I' para as

arestas de H(P) que nao estao contidas em P, obtemos o seguinte

Corolario 3.5
I : {triangulos e arestas de OH(P)—Ext(P)} — {vértices e arestas de G(P)},

a fungao extendida, também é uma bijecao.

Prova. T" é sobrejetiva por construgao. Também ¢ injetiva: dadas duas arestas
A,B € S(P), se I'(A) = I'(B) = m € G(P), entdao m conecta dois vértices
ni,ny € G(P). Pelo Lema 3.4, existem somente dois tridngulos Ay, Ay €
OH (P) tais que I'(A;) = ny e I'(Ay) = ng, e além disso, pela discussao anterior,

A; e A, possuem apenas uma aresta em comum I'"!(m). Portanto, A = B. B

Proposicao 3.6 I' preserva as componentes conexas da triangulacao, ou seja,
dois triangulos Ay, Ay estao na mesma componente conexa de S(P) =
OH(P)— Ext(P) se e somente se suas respectivas imagens pela fungio I' estao

na mesma componente do grafo G(P).

Prova. Vamos provar que, dados dois tridngulos A;, A, em S(P), existe
uma sequéncia de tridngulos {A, Ag, ..., A, } com uma aresta em comum um-
a-um ligando A; a A,, se e somente se existe uma sequéncia de vértices
{T'(A1),T'(Ay),...,T'(A,)} conectados um-a-um ligando I'(A;) a I'(A,). A
prova é por indugao no nimero k € N de elementos da sequéncia (o nimero
para ambas as sequéncias é o mesmo devido ao fato de I" ser uma bijecao).

Se k = 2 (onde A; e Ay s@o os unicos elementos da sequéncia), entéo,
pela discussao anterior da extensao de I' as arestas de S(P), Ay e Ay possuem
uma aresta A em comum se, e somente se, ['(A;) e ['(Ay) estdo conectados
pela aresta I'(A).

Assuma agora a hipotese de inducao para k < n. Para dois tridngulos
Ay, A, € S(P):

existe uma sequéncia {Aq, Ag, ..., Ay} ligando Ay a A,
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— {A, A, .. Ay} liga Ay a A, g, e {A,1,A,} liga A, 1 a A,
— {T'(A1),T(A),....T(A, 1)} liga T((Ar) aT(A,_1)
e {I'(A,—1),'(An)} liga T'(A,—1) a I'(A,), pela hipdtese de indugao
<= existe uma sequéncia {I'(A;),'(As),...,I'(A,)} ligando I'(A;) a I'(A,,).

|

Como o grafo G(P) pode ser visto como a imagem da aplicagdo I' no
conjunto de todos os planos-suporte de P das formas 3/3,3/2,3/1 e 2/2, o
mesmo vale para o grafo de Maxwell G/ (P), uma vez que ele é, como conjunto,
o mesmo que G(P). A diferenga reside no fato de que, ao considerarmos o
vértices referentes aos planos do tipo 3/2 como parte das arestas, focamos
a atencdo nos vértices de G(P) com grau de incidéncia diferente de 2. Uma
reformulagao correspondente para os elementos do conjunto S(P) é fornecida

pela seguinte

Definicao 3.7 Seja P uma poligonal e Gy (P) o seu grafo de Maxwell.
Definimos painéis como certos subconjuntos de S(P) = 0H(P) — Ext(P)
(ver figura 3.8):

— Dado um vértice u de Gy (P) de grau de incidéncia igual a 3, chamamos
I'~Y(u) de um 2-painel de H(P);

~ Dada uma aresta e de Gy (P), chamamos I'"'(e) de um 1-painel de
H(P);

— Dado um vértice u de Gy (P) de grau de incidéncia igual a 1, chamamos
I'Y(u) de um O-painel de H(P).

Figura 3.8: Exemplo de poligonal P com seu grafo de Maxwell Gy (P)
associado, além de seu fecho convexo H(P) com os painéis com cores distintas:
vermelho para 2-painéis, verde para 1-painéis e azul para 0-painéis. Lembramos
que o vetor v € S? no grafo aponta para o semi-espaco contendo a poligonal.

Uma primeira relagao entre uma poligonal fechada simples P e seu grafo

de Maxwell G/(P) associado estd na seguinte
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Proposicao 3.8
(a) G (P) possui no mdximo duas componentes;

(b) P é conveza se e somente se Gpr(P) possui exatamente duas componentes.

Prova. Pela proposigao 3.6 anterior, o niimero de componentes de G/ (P) é o
mesmo de S(P) = 0H(P) — Ext(P). Como dH(P) é homeomorfa & esfera S?
(denote esse homeomorfismo por ¢ : 9H(P) — S?), o nimero de componentes
de S(P) ¢ o mesmo ntimero de componentes de S? — ¢(Ext(P)).

Se P for convexa, entao Ext(P) = P. Neste caso, como P ¢é curva
simples fechada, ¢(Ext(P)) = ¢(P) também o é. Logo, pelo Teorema da
Curva de Jordan (Teorema 4.9), S* — ¢(Ext(P)) possui exatamente duas
componentes. Portanto, S(P) = 0H(P) — Ext(P) também possui exatamente
duas componentes.

Se P nao for convexa, Ext(P) consiste na unido disjunta de uma quan-
tidade finita de curvas poligonais (simples) nao fechadas, e assim ¢(FExt(P))
também o é. Pelo Corolario 4.13, S* — ¢( Ext(P)) possui exatamente 1 compo-
nente. Portanto, S(P) = 0H(P) — Exzt(P) também terd exatamente 1 compo-

nente. |

Proposigao 3.9 Se P é convexa, entio cada componente de Gy (P) é sim-

plesmente conexa.

Prova. Como Gy (P) é um grafo, provar que suas componentes sao simples-
mente conexas ¢ 0 mesmo que provar que ambas sdo arvores. Basta provar,
entao, que elas nao contém ciclos.
Suponha, por absurdo, que haja um ciclo em uma das componentes
G (P). Pela bijegao I' entre S(P) e o grafo G(P) e pela proposicao 3.6, temos
que existe em 0H (P) uma regiao em uma das formas mostradas na figura 3.9:
um vértice de P isolado em 0H(P), ou entdo uma sequéncia de vértices de
P formando uma curva poligonal nao-fechada. Em ambos os casos temos que
uma parte da poligonal P se encontra no interior do conjunto H(P), ou seja,
P ¢ OH(P). Mas isso contradiz a hipétese de a poligonal ser convexa.
[ |

Definigao 3.10 Dada uma poligonal fechada simples P, seja Il(a,b,c) um
plano osculador de P, ou seja, 1l(a,b,c) = T(v;_1,v;,vi41), para algum

i € {1,...,n}. Dizemos entao que v; é um vértice-suporte de P.

Corolario 3.11 (Teorema dos Quatro Vértices) Se uma poligonal P é

convera e possui ao menos 4 vértices, entao possui ao menos 4 vértices-suporte.
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. N

Figura 3.9: Pré-imagem de um ciclo em um grafo de Maxwell: um vértice
isolado ou uma curva poligonal nao fechada.

Prova. O nimero de vértices-suporte ¢ o mesmo que o de planos osculadores,
que por sua vez ¢ o mesmo que o de vértices no grafo de Maxwell com grau de
incidéncia igual a 1. Provemos que este é maior ou igual a 4.

Se P é convexa, entao, pela Proposigao 3.8, G /(P) possui duas compo-
nentes. Pela Proposicao 3.9, cada uma delas é uma arvore (nao-trivial, pois a
poligonal possui pelo menos 4 vértices e consequentemente 0H (P) terd uma
triangulagao com pelo menos 4 tridngulos). Em uma arvore nao-trivial, sempre
hé ao menos dois pontos com grau de incidéncia igual a 1 (pelo Teorema 4.21).

Segue-se que hé pelo menos 4 de tais pontos. [ |

3.4
Classificacao de pontos do fecho convexo

Podemos classificar os pontos do envoltério convexo 0H (P) (segundo a

classificagdo dada em (Fu) e (BF93)) em seis tipos (ver figura 3.10):

— Vi: pontos do interior dos 1-painéis e 2-painéis, onde consideramos a

topologia do subespaco 0H (P);
— V4 pontos da fronteira entre painéis em 0H (P) — Ext(P);

— V5: pontos das arestas de P; vértices v; € P que nao estao contidos
em nenhum plano tritangente, e além disso de forma que v;_1,v;11 €
Ext(H);

— Vj: vértices v; € P que nao estao contidos em nenhum plano tritangente,
e além disso de forma que v;_; e v;4; sejam tais que um pertenca a

Ext(H), e o outro nao;

— Vi vértices v; € P contidos em algum plano tritangente, e além disso de
forma que v;_1 e v;y1 sejam tais que um pertenga a Ext(H), e o outro
nao;

— Vg: vértices v; € P contidos em algum plano tritangente, e além disso de

forma que v;_1,v41 € Ext(H).
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Figura 3.10: Para trés poligonais diferentes, seus fechos convexos e exemplos de
tipos de pontos segundo a classificagdo. As cores representam painéis distintos:
vermelho para 2-painéis, verde para 1-painéis e azul para 0-painéis.

Denote por N; o numero de vértices de V;. Temos entao as seguintes

relagoes numéricas:

— Se P nao for convexa, entao Ny + N5 = 2p, onde p é o ntimero de

componentes conexas de Fxt(P).

Com efeito, se P nao é convexa, entao todas as componentes de Ezt(P)
sao caminhos poligonais nao-fechados, logo possuem um vértice inicial
e um final distintos. Se ha p componentes, entao ha 2p de tais vértices.
Por outro lado, pela classificagdo anterior, o conjunto desses vértices é

justamente V4 U V5, e possui assim Ny + N5 elementos.

— Se todos os triangulos referentes a planos tritangentes forem disjuntos
dois-a-dois (dito de modo mais simples, quaisquer de tais tridngulos nao
sdo adjacentes), entdo N5 + Ng = 3T, onde T é o ntmero de planos

tritangentes. O argumento é andlogo ao do item anterior.

3.5
Relacées numéricas

Nesta se¢ao fornecemos algumas férmulas relacionando a quantidade de
planos tritangentes, dos planos osculadores, das componentes da parte externa
da poligonal e dos vértices considerados na se¢ao anterior.

Dado um grafo de Maxwell G ;(P) para uma poligonal P, denote por V
o nimero de vértices, T' o nimero de vértices com grau de incidéncia igual a 3
(que é o mesmo ntimero de planos tritangentes de P), C' o niimero de vértices
com grau de incidéncia igual a 1 (que é o mesmo ntimero de planos osculadores

de P), e E o nimero de arestas em G. Vale a seguinte:
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Proposicao 3.12 Em Grafos de Mazwell, vale que
T+C=V

3T+ C =2F

Prova. A primeira igualdade segue-se do fato de termos desconsiderado os
vértices de grau de incidéncia 2 na passagem do grafo G(P) ao Gy (P), s6
restando os de grau 1 e 3.

Para a segunda igualdade, contamos o ntmero de arestas através do
numero de vértices, o que fornece a expressao a esquerda da igualdade. Deste

modo, contudo, acabamos contanto o niimero de arestas o dobro de vezes. W

3.5.1
Poligonais convexas

Como visto anteriormente, o Grafo de Maxwell de uma poligonal P
convexa contém duas componentes, ambas arvores. Assim, para G (P), temos

que (pelo Corolario 4.19):
T+C=V=2+F.
Além disso, pela Proposicao 3.12:
2FE =3T+ C.

Multiplicando a primeira igualdade por 2, substituindo nela 2F por 3T + C' e

simplificando, obtemos o seguinte:

Teorema 3.13 Dada qualquer poligonal P convezxa, temos que
C—-T=4,

onde T = numero total de planos tritangentes, e C' = numero total de planos

osculadores (ou, equivalentemente, de vértices-suporte) da poligonal.

Observacao 3.5.1 Note que, deste tultimo resultado, o Teorema dos Quatro
Vértices € imediato: C =T + 4 > 4.
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3.5.2
Poligonais nao-convexas

Como visto anteriormente, o Grafo de Maxwell G ;(P) de uma poligonal
P nao-convexa consiste em apenas uma componente. Lembre que p representa
o nimero de componentes de Ext(P). Pela bijecao I' entre 0H(P) — Fxt(P)
e Gy(P), temos que p também é o nimero de componentes conexas de
S2—GH(P). (A principio, também poderfamos estender a fungao I' para planos-
suporte do tipo 2/1, o que resultaria em um grafo onde todos os vértices teriam
grau de incidéncia igual a 3. Ainda poderiamos estender essa nova fungao para
planos-suporte do tipo 1/1, o que faria que com que a imagem de I" incluisse
toda a esfera S?). Isso determina uma estrutura de CW-Complexo na esfera
S?, onde os vértices do grafo Gy(P) sdo as 0-células, as arestas de Gy (P) sdo
as 1-células e as componentes de S* — G (P) (isto é, as faces) sdo as 2-células.
Como ha V = T + C vértices, E arestas e p componentes do complementar
do grafo na esfera, temos, pela Caracteristica de Euler (Teorema 4.23) para a
esfera:

T'+C—-—E+p=V-E+p=2.

Além disso, pela Proposicao 3.12:
2FE =3T + C.

Multiplicando a primeira igualdade por 2, substituindo nela 2E por 3T 4+ C' e
simplificando, obtemos o seguinte:

Teorema 3.14 Dada qualquer poligonal P ndao-convexa, temos que
C—-T=4-2p,

onde T = numero total de planos tritangentes, C' = numero total de planos
osculadores (ou, equivalentemente, de vértices-suporte) da poligonal e p =
nimero de componentes conexas de Ext(P).

Na secao anterior, vimos que Ny + N5 = 2p, e que N5 + Ng = 37T
Multiplicando a igualdade do teorema anterior por 3, substituindo nela esses
valores e simplificando, obtemos o seguinte
Corolario 3.15 Assuma as mesmas hipoteses e convengoes do teorema ante-
rior. Suponha ainda que nao haja dois planos tritangentes adjacentes. Temos
entao que

3C' =12 — 2N4 — 2N5 + Ng,

onde N; representa o nimero de pontos de pontos do tipo Vi, parai € {4,5,6}.
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3.6
Exemplos interessantes de poligonais

Munidos das equagoes da se¢ao anterior, examinemos alguns exemplos de
poligonais. No caso, utilizamos poligonais que aproximam certas curvas, dadas
por equacoes paramétricas. Para cada caso informamos a curva, junto com o
numero de pontos utilizado. H4 uma imagem para exemplo com a poligonal
P, seu Grafo de Maxwell G/ (P) associado e a fronteira do seu fecho convexo
OH(P).

Para facilitar a visualizacao, inserimos novamente na imagem a exibicao
de OH(P) sem a parte superior. Além disso, os painéis de 0H (P) aparecem
com cores diferentes: vermelho para 2-painéis, verde para 1-painéis e azul para
O-painéis. As imagens dos painés pela funcao I' no grafo Gy (P) recebem a
mesma cor que eles: vermelho para vértices de grau de incidéncia 3, verde para
arestas e azul para vértices de grau de incidéncia 1.

Novamente, T representa o nimero de planos tritangentes da poligonal,
C' o nimero de planos osculadores e p o nimero de componentes da parte

externa da poligonal.

Exemplo 3.6.1 (Curva convexa tipica) Usamos a curva « : [0,271] —
R3, dada por
a(t) = (cos(t),sin(t), esin(kt)),

onde k = 2 ou k = 3, e € pequeno, mas nem tanto (digamos, € € [%, g]) A
discretizacao contém 20 pontos. A figura 3.11 ilustra a poligonal para k = 2
(onde C' =4 e T = 0), enquanto que a figura 3.12 ilustra a poligonal para

k=3 (onde C=6¢T =2).

o) -l

S
AN

Figura 3.11: Curva convexa tipica quando k =2. C'=4e T = 0.

Exemplo 3.6.2 (N6 de trevo usual) Usamos a curva « : [0,27] — R3,
dada por

a(t) = (sin(t) + 2sin(2t), cos(t) — 2cos(2t), —sin(3t)).
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N
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Figura 3.12: Curva convexa tipica quando k =3. C =6e T = 2.

A discretizagio contém 30 pontos e € representada na figura 3.13. Vale a

rela¢do numérica para poligonais nao-convexas, vista na secao anterior: C' = 0,

Y2 W
©

Bl

Figura 3.13: N6 de trevo usual. C' =0, T

2ep=3.

Exemplo 3.6.3 Usamos a curva o : [0,27] — R3, dada por
a(t) = (sin(t) + 2sin(2t), cos(t) + 2 cos(2t), — sin(3t)).

A discretizacio contém 30 pontos e € representada na figura 3.14. E uma
poligonal ndo-convexa, e os numeros de interesse sao C =0, T =2 e p = 3.
Note que, apesar de esses trés numeros serem os mesmos para o exemplo
anterior (o que implica ainda em o nimero E de arestas do grafo ser o
mesmo), os grafos de Mazwell associados nao sao os mesmos. Neste exemplo
0s dois vértices sao incidentes com eles mesmos. Note ainda que esta poligonal

¢ isotopica ao circulo, e portanto ndo é um no.

Exemplo 3.6.4 Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada por

a(t) = (2sin(t) — sin(2t), 2 cos(t) — cos(2t), — sin(2t)).
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<) g
C

Figura 3.14: Poligonal isotépica ao circulo, porém nao-convexa. C' =0, T = 2
ep=23.

A discretizacio contém 20 pontos e é representada na figura 3.15. E uma

poligonal nao-convexra. C =2, T'=0ep=1.

= 4
R W4

Figura 3.15: Poligonal isotépica ao circulo, porém nao-convexa. C' =2, T =0
ep=1.

Exemplo 3.6.5 Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada por
a(t) = (3 cos(t) 4 cos(3t), 3sin(t) — sin(3t), — sin(2t)).

A discretizacio contém 20 pontos e é representada na figura 3.16. E uma

poligonal convexa. C'=4 e¢T = 0.

Exemplo 3.6.6 Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada por
a(t) = (5cos(t) — cos(3t), 5sin(t) — sin(3t), —2sin(3t)).

A discretizagdo contém 30 pontos e € representada na figura 3.17. E uma

poligonal nao-convexa. C' =2, T =2 e p=2.
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b

Figura 3.16: Poligonal isotépica ao circulo, convexa. C' =4 e T = 0.

%
o

=
W

Figura 3.17: Poligonal isotopica ao circulo, ndo-convexa. C' =2, T =2e p = 2.

Exemplo 3.6.7 Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada por

t t
a(t) = (cos(t),sin(t), 2sin(3t)(—)(1 — —)).
(1) = (cos(t),sin), 2sin(3) (- )(1 ~ 5-))
A discretizacio contém 30 pontos e é representada na figura 3.18. E uma
poligonal convexa, com grafo de Maxwell um pouco mais complexo que o das

poligonais convexas anteriores. C' =8 e T = 4.

Exemplo 3.6.8 Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada por

t t
t) = (3cos(t), 2sin(t), 10sin(3t)(—)?(1 — —)).
a(t) = (3cos(t), 2sin(t), 10sin(3¢) (5 —)*(1 — 7))
A discretizacio contém 30 pontos e € representada na figura 3.19. E wma po-
ligonal convexa, cujo grafo de Mazxwell possui duas componentes nao homeo-
morfas. Tal caracteristica nao tinha aparecido até entao em outras poligonais

converas. C =7 eT = 3.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813323/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1813323/CA

Capitulo 3. Curvas Fechadas e o Grafo de Maxwell 49

L

o

\

Figura 3.18: Poligonal convexa com grafo de Maxwell mais extenso. C' = 8 e
T=4.

Em (Fu), foi mencionado que, para os exemplos considerados de curvas
suaves (satisfazendo ds condigoes de genericidade) convexas, as componentes
do grafo de Maxwell associado eram sempre homeomorfas. O presente exemplo
€, ao menos para o caso discreto, um contra-ezemplo. Note que a curva
parametrizada dada acima pode nao ser um contra-exemplo no caso suave,
uma vez que pode nao satisfazer as condigoes de genericidade em (Fu). Além
disso, a discretizagao depende apenas da escolha de um niumero finito de pontos

(no caso 30), o que é menos restritivo.

o~

Figura 3.19: Poligonal convexa cujo grafo de Maxwell contém duas componen-
tes ndo homeomorfas uma a outra. C'=7e T = 3.

Os exemplos anteriores mostraram certa variedade dos grafos de Maxwell

de um poligonal. Um exemplo interessante, contudo, é o fornecido pelo seguinte

Exemplo 3.6.9 (N6 de toro (3-2)) Usamos a curva o : [0,27] — R3,
dada por

a(t) = ((4 + cos(2t)) cos(3t), (4 + cos(2t)) sin(3t), 2 sin(2t)).
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A discretizagio contém 30 pontos e € representada na figura 3.20. FEsta
poligonal é do mesmo tipo de isotopia que o né de trevo (veja (CF) (pdyg.
92) ou (Mur) (pdg. 136)). Contudo, surpreendentemente, T = 0 e C' = 0
(o que ndo contradiz a férmula obtida anteriormente, uma vez que p = 2),
0 que nao esperariamos, pelo menos a principio, para nos equivalentes aos
nos de trevo. Além disso, para esta poligonal P, o grafo G(P) é um ciclo e,
consequentemente, Gyr(P) nao é um grafo propriamente dito (deveria possuir

ao menos um vértice), constituindo-se em um caso degenerado.

p_
T

&

Figura 3.20: Uma poligonal isotépica ao né de trevo, porém sem planos
tritangentes ou osculadores. Importante notar que a "auto-intersecao"da aresta
do grafo nela mesma é apenas aparente, decorrente da projecao escolhida.

==

Podemos nos perguntar quais caracteristicas deve possuir um né de trevo
(ou mais geralmente, um nd) poligonal para admitir uma quantidade minima de
planos tritangentes. Tais questoes sao abordadas no artigo (Hei). Daremos uma
resposta aqui, mas em func¢ao do nimero de planos osculadores da poligonal
e do nimero de componentes de Ext(P). Como toda poligonal convexa nao é

um né, temos que todo néd poligonal é nao-convexo. Logo, vale o teorema 3.14:
C—-T=4-2p,

onde T' é o ntimero total de planos tritangentes, C' o nimero total de planos
osculadores da poligonal e p o nimero de componentes conexas de Ext(P).
Note que vale sempre p > 0.

Assim, T'= C'+2p—4. Os seguintes casos esgotam as possibilidades para

o no6 poligonal:

— Como C—T =4—2p=2(2—p), C ser impar implicard em T ser impar,
logo diferente de zero;

-SeC>4,T=44+2p—-4=2p>0;

- SeC=2T=2p—2=2(p— 1), que serd maior que zero se e somente

se p > 1;
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- SeC=0,2p—4=2(p—2) >0 se e somente se p > 2.

Note que o dltimo caso considerado engloba o né de trevo usual (figura
3.13), onde p = 3.

Exemplo 3.6.10 (N6 de Listing) Usamos a curva « : [0,27] — R3, dada
por
a(t) = ((2 + cos(2t)) cos(3t), (2 + cos(2t)) sin(3t), sin(4t)).

A discretizagio contém 30 pontos e é representada na figura 3.21. E um nd
poligonal (logo, poligonal nao-convera). C = 0, T = 8 e p = 6. Note que
na fronteira do fecho convezro da poligonal OH(P) ha dois pares de triingulos
referentes a planos tritangentes com uma aresta em comum. Logo nao vale o

Coroldrio 3.15 para este caso, embora ainda valha o Teorema 3.14.

Figura 3.21: N6 de Listing. C' = 0, T' = 8 e p = 6. Importante notar que a
"auto-intersecao"da aresta do grafo nela mesma é apenas aparente, decorrente
da projecao escolhida. Note ainda que no grafo ha dois pares de vértices muito
proximos um do outro, porém nao iguais. Assim, a condi¢ao de a poligonal ser
genérica continua sendo preservada.
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4
Alguns Resultados Basicos

Neste capitulo abordamos conceitos e resultados que foram utilizados
nos capitulos anteriores, cujo tratamento adequado exigiria um desvio muito
brusco da linha principal de raciocinio. Na maioria dos casos, fornecemos
demonstragoes completas (para outras, indicamos alguns livros presentes nas

Referéncias Bibliograficas).

4.1
Geometria Esférica

A geometria esférica consiste no modelo usual de geometria eliptica (na
qual o Postulado de Euclides das Paralelas é negado da forma '"nao ha retas
paralelas"). O espaco ambiente ("plano eliptico') é a esfera S?. Os pontos
serdo os pontos usuais da esfera. As retas serdao os grandes circulos da esfera,
ou seja, as intersecoes da esfera com planos que passam pela origem.

Dois pontos u,v € S? sao ditos antipodais se u = —v. No caso, existe
uma infinidade de planos que passam pela origem (logo, de grandes circulos
da esfera) que contém ambos os pontos.

Caso contrario, isto é, se u # —v, entdo existe somente um plano que
passa pela origem e que contém ambos os pontos, a saber, o plano gerado por
{u,v}, onde u e v sdo considerados como vetores. Neste caso, denotamos o
plano por II,, onde ¥ = u X v vetor normal ao plano. Denotamos ainda por

r, = S? N 11, o grande circulo da esfera que contém u e v.

Definicao 4.1 Dados dois pontos u,v € S* ndo-antipodais, ou seja, u # —v,
seja v = uxv. Definimos o segmento esférico entre u e v como o menor arco
do grande circulo r,. Equivalentemente, € o trago do caminho « : [0,1] — S?

parametrizado por

(1 —-tu+to

at) = & —t)u+tv|’t € [0, 1].

Estamos interessados em uma funcao distancia entre os pontos da esfera.

Primeiramente, observe que, para u,v € S?, vale que
cos(0(u,v)) = {u,0), sin(8(u,v)) = Ju x o],

onde (u,v) e u X v sdo o produto interno e o produto vetorial usuais entre dois

vetores u,v € S? C R3.
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Definigao 4.2 Dados u,v € S?, definimos a distdncia esférica como a
aplicagao
d:S*xS* — R, d(u,v) = 0(u,v).

Proposicao 4.3 A funcao d, definida anteriormente, é uma funcdo distancia

em S?, ou seja, satisfaz a:
1. d(u,v) >0, d(u,v) =0 <= u=wv;
2. d(u,v) = d(v,u);
3. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w);
A propriedade (3) € a Desigualdade Triangular Esférica.

Para a prova da proposigao, usaremos o mesmo argumento em (BA).

Precisamos do seguinte

Lema 4.4 Para quaisquer vetores u,v,w,t € R3, vale que

uXv,wxt)=de (w,w) (. )
< ’ 2 dt{ v,w) (v,t)

] = (u, w)(v,t) — (u, t){v, w).

Prova. A segunda igualdade é clara. A primeira segue-se simplesmente das
defini¢oes de produto interno e produto vetorial, desenvolvendo-se as contas e

verificando-se que ambos os lados sdo iguais. [

Prova. (da Proposigao 4.3) Para mostrar (1), note inicialmente que, como
sin(f(u,v)) = |ju x v|]| >0, entdo 0 < #(u,v) < 7. Além disso:

O(u,v) =0 <= (u,v) =cos(0) =1e ||luxv| =sin0)=0

< (u,v) =1ewv=N\u, para algum A € R

(2) segue-se do fato de que cos(0(u,v)) = (u,v) = (v,u) = cos(0(v,u)),
e de que v X u = —u X v, donde sin(f(u,v)) = ||lu x v| = | =1 ||lu x v|| =
|lv X ul| = sin(0(v,u)).

(3) exige alguns truques. Queremos mostrar que

O(u, w) < 0(u,v) + (v, w).
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Se vale que T < 6(u,v) + 0(v,w), entdo temos que O(u,w) < 7 < O(u,v) +
0(v,w).

Suponhamos entao que vale a desigualdade 0(u,v)+60(v, w) < 7. Como a
fungao cos : [0, 1] — R é decrescente, entdo, para demonstrar a desigualdade

triangular para 6, basta mostrar a desigualdade
cos(0(u,v) + 0(v,w)) < cos(B(u, w))
Como os vetores sao unitarios, vale que
cos(0(u,v) + 0(v,w)) = cos(0(u,v))cos(O(v,w)) — sin(0(u,v))sin(f(v,w))
= (u,v)(v, w) — [luxv[lvx wl,
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
—(u xv,v X w) > —||uxv||[vxw.

Pelo Lema 4.4:

<u><v,v><w>:det{<

Como |v| = 1, obtemos:
cos(8(u,v) + 6(0, w)) = (u, 0} (v, 10) — [[u x v] o X 0]

< (u,v) (v, w) — (u X v,v X W)
= (u,0){v, w) = ((u, v) (v, w) = (u, w)(v,v))
= (u,v){v, w) = (u, V){v, W) + (u,w) - 1
= (u, w)
cos(6(u, w)),

o que conclui a demonstragao. [ |

Para mais detalhes quanto a geometria esférica, recomendamos (BA).

4.2
A Propriedade da Intersecao Finita para Espacos Compactos

Nesta pequena se¢ao, damos uma formulacao alternativa para um espago
compacto. Para tal, seguimos a apresentagao dada em (Mun). Primeiramente,

alguns conceitos basicos de topologia:
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Definigao 4.5 Seja X um espago topoldgico. Uma cole¢io A de subconjuntos
de X € dita uma cobertura de X, se a uniao dos elementos de A € igual a X .
E chamada de wma cobertura aberta se todos os elementos sio subconjuntos
abertos de X.

Definigao 4.6 Um espaco X ¢ dito compacto se toda cobertura aberta A

contém uma subcobertura finita que também cobre X .

Definicao 4.7 Uma colegio C de subconjuntos de X possui a propriedade

da intersegdao finita se, para toda subcolecao finita
{C4,...,Ch}

de C, a intersecio C1 N ...NC, € nao-vazia.
Um reformulagao para conjuntos compactos é dada pelo seguinte

Teorema 4.8 Seja X um espaco topologico. Entao X € compacto se, e so-
mente se, para toda colecao C de subconjuntos fechados de X possuindo a pro-
priedade da intersecdo finita, a intersecao NoecC' de todos os elementos de C

€ nao-vazia.

Prova. Dada uma colecao A de subconjuntos de X, seja
C={X-AlAec A}

a colegdo de seus complementos. Valem as seguintes afirmacoes:

(1) A é uma cole¢ao de conjuntos abertos se e somente se C é uma cole¢ao

de conjuntos fechados.

(2) A colecao A cobre X se e somente se a intersegdo NeecC' se todos os

elementos de C é vazia.

(3) A subcolegao finita { Ay, ..., A, } de A cobre X se e somente se a interse¢ao

dos elementos correspondentes C; = X — A; é vazia.

(1) é trivial. (2) e (3) seguem-se da Lei de DeMorgan:

X = (U A)=NEX-Ay
AeJ AeJ
A afirmacao de que X é compacto é equivalente a dizer que: "Dada
qualquer colecao A de abertos de X, se A cobre X, entdo alguma colecao

finita de A cobre X'. Essa afirmacao é equivalente a sua contra-positiva,
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que é a seguinte: "Dada qualquer colecao A de abertos de X, se nenhuma
subcolecao finita de A cobre X, entao A nao cobre X". Pondo C como a colegao
{X — A]A € A}, e usando (1)-(3), a ultima afirmacao ¢ entdo equivalente a
seguinte: "Dada qualquer colecao C de fechados de X, se toda intersecao finita
de elementos de C é ndo-vazia, entdo a intersecao de todos os elementos de C

é nao-vazia'. Esta é justamente a condi¢gdo do teorema. [

4.3
O Teorema da Curva de Jordan

Um fato fundamental sobre a esfera S* (e o plano R?) é o de que, dada
qualquer curva « simples e fechada contida em S? (e em R?), a a separa
em duas componentes, isto é, S> — a consiste em duas componentes. Este é
o conteido do Teorema da Curva de Jordan. Para a teoria subjacente a
este assunto e demonstragoes dos teoremas a seguir, indicamos (Mun) (pags.
376-393).

Teorema 4.9 (Teorema da Curva de Jordan) Seja o uma curva simples
fechada (ou seja, homeomorfa a S') em S?. Entio o separa S* em precisamente
duas componentes W1 e Wy. Além disso, cada um dos conjuntos Wy e Wy

possuem o como fronteira.

Se a curva «, contudo, nao for fechada, temos o seguinte:
Teorema 4.10 Seja o uma curva simples nao-fechada (ou seja, homeomorfa

a [0,1]) em S?. Entdo, a nao separa S?.

Teorema 4.11 Sejam D, e Dy subconjuntos fechados de S? tais que S*— DN
Dy € simplesmente conexo. Se nem Dy nem Dy separa S?, entdo Dy U Dy ndo

separa S?.

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o

Corolario 4.12 Sejam D, e Dy subconjuntos fechados de S*, com Dy N Dy =

0. Se nem D; nem Dy separa S?, entdo Dy U Dy ndo separa S?.

Aplicando indutivamente o resultado anterior, obtemos entdao o

Corolério 4.13 Sejam D, Do, ..., D,, subconjuntos fechados de S?, disjuntos

dois-a-dois. Se nenhum D; separa S?, entdo U, D; ndo separa S*.
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4.4
Grafos e Arvores

Todos os grafos considerados nesta secao sao finitos.

Definicao 4.14 Um grafo conexo G é chamado de uma drvore se nao contém

ciclos.

Definig¢ao 4.15 Em um grafo G, uma folha é um vértice v com grau de

incidéncia iqual a 1.

Proposicao 4.16 Seja G um grafo onde todos os vértices possuem grau de
incidéncia (ou seja, o nimero de incidéncia de cada vértice com arestas) maior

ou tgqual a 2. Entao G contém um ciclo.

Prova. Se G contém um loop (ou seja, aresta incidente apenas com um vértice),
contém um ciclo de comprimento 1, e se G contém arestas paralelas (ou
seja, incidentes com os mesmos vértices), contém um ciclo de comprimento
2. Podemos supor, portanto, que G seja simples (isto é, para cada par de
vértices, hd no maximo uma aresta incidente com ambos).

Seja P := wvgvy...v5_1vr um caminho em G de comprimento maximo
(sempre hé tal caminho pois G é finito). Como o grau de vy é de pelo menos 2,
possui um vizinho v diferente de v,_1. Se v nao pertence a P, entdo o caminho
VoU1...Up_1U,v contradiz a escolha de P como um caminho de comprimento
méaximo. Portanto, v = v;, para algum i € {0, ...,k — 2}, e assim v;0;11...05v; €

um ciclo em G. ]

Corolario 4.17 Em uma drvore G, existe ao menos uma folha.

Prova. Se nao fosse o caso, a preposicao anterior implicaria que G contém um
ciclo, e portanto nao seria uma arvore, contradizendo a hipdtese. [ |
Denote por V' e E os nimeros de vértices e arestas do grafo G, respecti-

vamente. Um resultado importante a respeito de arvores é o seguinte

Teorema 4.18 Se G € uma drvore conexa, entao V = FE + 1.

Prova. A prova é por indu¢ao no nimero V' de vértices. A arvore trivial (um
vértice apenas, sem arestas) satisfaz trivialmente a formula. Seja G uma arvore
com V vértices. Se v é uma folha de uma arvore G, o subgrafo G — v (obtido
retirando do grafo G tanto v como a aresta e incidente com o mesmo) é uma
arvore, com V' =V — 1 vértices e B/ = E — 1 arestas. Dali, pela hipétese de
indugao para arvores com (V — 1) vértices: V=V'+1=F +14+1=F+ 1.
[ |


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813323/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1813323/CA

Capitulo 4. Alguns Resultados Basicos 58

Corolario 4.19 Se o grafo G contém k componentes, e cada uma delas é uma

arvore, temos que V = E + k.

Uma consequéncia interessante do teorema anterior é o

Corolario 4.20 Seja uma drvore conexa G com vértices Py, P, ..., Py, e sejam

di,ds, ....dy o0s graus de cada um. Entao

di+dy+ ... +dy =2V —1)

Prova. Contamos o nimero de arestas. Para cada P;, ha d; arestas que incidem
com 0 mesmo, o que fornece a expressao a esquerda da igualdade. Desse modo,

contudo, contamos cada arestas duas vezes. Assim,
dy+dy+ ...+ dy =2F.

Como, pelo teorema anterior, £ =V — 1, segue o resultado. [ |

Corolario 4.21 Seja G uma drvore conezxa ndao-trivial (ou seja, nao consiste

em apenas um vértice isolado). Entdo G contém ao menos 2 folhas.

Prova. Suponha, por absurdo, que G possua menos de 2 folhas. Pela primeira
proposicao desta secdo, esse nimero nao pode ser zero. Suponha, entdo, que
haja exatamente 1 folha. Denote esse vértice por v;. Temos entao que d; = 1
e, para todo i € {2,...,V},d; > 2. Assim:

zvj > 1+2(V - 1).

Pelo Corolério anterior:

\4
Z >1+2(V—1),

donde 0 > 1. Contradi¢ao. Portanto, ha pelo menos duas folhas em G.
|
Para mais detalhes quanto a arvores e suas propriedades, recomendamos
(Hen) e (BM).
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4.5
A Caracteristica de Euler

A conhecida férmula para poliedros que relaciona o nimero de suas
vértices, arestas e faces, V — E + F' = 2, revela na realidade um invariante
relacionado a espagos topologicos homeomorfos a esfera: o nimero 2 é a
caracteristica de Euler x(S?) da esfera.

Dado um espacgo topologico X, é possivel, em certos casos, construi-lo a
partir de espacos topoldgicos mais simples, no caso bolas euclidianas, também
chamadas de n-células (pontos para o caso de dimensao 0, segmentos como
bolas/intervalos na reta, discos abertos em R?, e assim por diante).

Primeiramente, comecamos com o conjunto X° de 0-células, e identi-
ficamos as pontas das 1-células a estrutura anterior X°, obtendo um novo
conjunto X!. Em seguida, identificamos as fronteiras das 2-células ao conjunto
X1, obtendo um novo espaco X?2. Indutivamente, dada uma estrutura X" 1,
identificamos as fronteiras das n-células a estrutura X" !, obtendo um novo

espaco X". Esse processo nao precisa necessariamente parar em algum n € N.

Definigao 4.22 Para um CW-Complexo X de dimensdo finita (isto é, cujo
processo de identificacio de bolas euclidianas termina para algum n € N),

definimos a caracteristica de Euler como

onde ¢, € o numero de n-células de X.

Um resultado importante nesse sentido é o seguinte

Teorema 4.23 x(X) ¢ independente da escolha de estrutura de CW-

Complexo para o espago X .

Demonstragoes deste resultado encontram-se em (Hen) (pag. 167) e (Ha)
(pags. 146 e 146).

Cada um dos poliedros de Platdao é uma estrutura distinta para a esfera
S?, mas em todos os casos vemos que V — E + F = 2. No caso, é importante
notar que as células nao precisam se limitar a conjuntos "comportados'como
nos poliedros, que contém segmentos retos como 1-células e faces regulares
como 2-células. Tomando, por exemplo, uma quantidade finita de pontos
(0-células) na esfera S?, conectando-os com segmentos esféricos (1-células)
de forma a formar um grafo conexo, e em seguida preenchendo as regides
esféricas delimitadas (com 2-células), também obtemos uma estrutura de CW-

Complexo, para a qual a relagao V' — E 4+ F' = 2 continua valendo.
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