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Modelagem Constitutiva

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar um modelo constitutivo para ligas
com memoria de forma, considerando os efeitos de deformagdes plasticas e a
assimetria no comportamento tragdo-compressdo. Inicialmente, ¢ feita uma
revisdo da formulagdo constitutiva que segue o formalismo adotado para Materiais
Padrio Generalizados. Em seguida, passa-se ao modelo propriamente dito.
Depois, faz-se uma breve discussdo dos algoritmos empregados para a solugdo
numérica das equagdes do modelo. Encerrando o capitulo, sdo conduzidos ensaios
numéricos variando isoladamente as diversas propriedades que sdo desdobradas

para tracdo e compressdo, visando a analise da influéncia destes parametros.

21
Formulagao Constitutiva

As equacgdes constitutivas que descrevem de forma termodinamicamente
consistente o comportamento de um determinado material sdo obtidas segundo o
formalismo adotado para Materiais Padrdo Generalizados.

O estado termodindmico de um material qualquer num dado instante pode
ser plenamente definido conhecendo-se os valores de um determinado nimero de
variaveis, denominadas variaveis de estado. O conjunto das variaveis de estado ¢é
composto pelas variaveis observaveis e pelas variaveis internas.

Para fendmenos como elasticidade, viscoelasticidade, plasticidade,
viscoplasticidade, envelhecimento, ruptura, entre outros, sdo adotadas como
variaveis observaveis a temperatura e a deformacdo. Para fendmenos reversiveis,
como a elasticidade, o estado do material depende, a cada instante, unicamente
das variaveis observaveis (Eringen, 1967).

Para fendmenos dissipativos, ¢ necessario considerar varidveis internas que
representem modificagdes ocorridas no estado termodinamico do material. Estas

variaveis levam em consideracdo a historia do comportamento do material, tal
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como deformagao plastica, indice de dano, fracdo volumétrica de um
microconstituinte, indice de encruamento, entre outros (Lemaitre & Chaboche,
1990).

Visando apresentar um procedimento para obtencdo das equacdes
constitutivas, considere a forma local da desigualdade de Clausius-Duhem, onde

o .. € o tensor tensdo, & ¢ o tensor deformacdo, p € a massa especifica, ¥ € a
i ij

Energia livre de Helmholtz, T ¢ a temperatura, s ¢ a entropia especifica, q. ¢é
1

oT
vetor de fluxo de calore g. =l—.
! T@xi
O'l.jé‘l.j—p(l/'/+Ts)—ql. g;20 (2.1)

A energia livre possui a seguinte forma, onde f representa um conjunto de

variaveis internas que auxiliam na descri¢do do fendmeno.
v-v(e, 1.5 (22)

Tomando a taxa de variagdo da energia livre (1) e substituindo na Equagio

2.1, reescreve-se a Segunda Lei da Termodindmica.

0 . 0 . oy .
o, -pY gl.j_p[ﬁ_'ﬂjf_p_w g g2 0 23
o¢,; oT op

Considerando-se apenas a dissipagdo intrinseca, definem-se as forgas
termodindmicas associadas ao processo, onde GI'JR representa a parcela reversivel
do tensor tensdo e B a for¢a termodindmica associada a(s) variavel(is) interna(s) f.

oc, or op

(2.4)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015616/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0015616/CA

42

Como os fendmenos associados as ligas com memoria de forma sdo
essencialmente dissipativos, ¢ necessario considerar equagdes complementares
para descrever o problema. Para isso, admite-se o potencial de dissipacdo ¢ da

seguinte forma:
¢=¢(él.j,ﬁ,qij=¢l (811/3) +4. (ql.) (2.5)

onde ¢I representa a parcela intrinseca, enquanto ¢T corresponde a parcela

térmica.
Novamente, considerando-se apenas a dissipagdo intrinseca, definem-se os

1

fluxos termodindmicos, onde o corresponde a parcela irreversivel do tensor
y

tensao.

c ‘:ﬁ; e B:a—¢. (2.6)

/B Y op

Desta forma, tém-se as equacdes constitutivas.

oy 0
o =p ¥, 9 @.7)
v oe. 0¢.
y y
B pV_ 99 2.8)
o op
I (2.9)

Para que a Segunda Lei da Termodindmica seja automaticamente satisfeita,

¢ deve ser positivo, convexo e anular-se na origem.
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Alternativamente, ¢ possivel definir um potencial de dissipagdo

complementar (¢ *) da seguinte forma:
% 4% I _ % I *k
A CANN A CAR PN T (210

. , *
Mais uma vez, considerando-se apenas a parcela intrinseca (¢1) e

. *
desprezando-se a parte térmica (¢T ), tem-se

* . *
‘éij:&¢1; © 'Bza¢

2.11)

Com isso, tem-se o conjunto de equagdes que descrevem completamente o

comportamento do material.
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2.2
Modelo Constitutivo

O modelo proposto neste trabalho ¢ baseado no modelo com restrigdes
internas apresentado por Savi et al. (2002), que por sua vez, ¢ desenvolvido a
partir do modelo proposto por Fremond (1987; 1996).

O modelo original de Fremond ¢ tridimensional e considera trés fracdes

volumétricas de microconstituintes. Uma associada a austenita (A4) e duas
N . ~ . N o +
correspondentes a martensita ndo-maclada — uma associada a tracdo (M " ) e outra

a compressao (M ). Em sua formulagdo, Fremond propde um funcional de
energia livre para cada fase sendo funcdes da deformacdo e da temperatura. A
energia livre total ¢ dada pelo somatorio ponderado das energias livres parciais,
cujos pesos sdo as fragdes volumétricas de cada uma das fases, caracterizando trés
varidveis internas.

Savi e colaboradores discutiram as vantagens e limitacdes do modelo de
Fremond (Savi & Braga, 1993) e propuseram um novo modelo restrito ao
contexto unidimensional (Savi et al., 2002). A esse novo modelo foi introduzida
uma nova fragdo volumétrica — a martensita maclada (M ) ou induzida por
temperatura que permitiu a correta descricdo do fenomeno de transformagdo de
fase devida a variacdo de temperatura (Paiva et al., 2001). Além disso, foi
incorporado ao modelo o efeito das deformagGes plasticas, o que permitiu a
descricdo do fendomeno de memoria de forma reversivel. Outras modificag¢bes
foram introduzidas na formulagdo original possibilitando o ajuste quantitativo do
modelo a resultados experimentais (Baéta Neves et al., 2003).

Neste trabalho, apresenta-se uma nova versdo desse modelo, oferecendo
uma formulagdo consistente que incorpora as mudangas propostas por Baéta
Neves (2002) e, além disso, contempla a assimetria no comportamento tragao-

compressao.

2.21
Equacgoes para o Modelo Constitutivo

A seguir, apresentam-se os funcionais parciais correspondentes a Energia

Livre de Helmholtz v, (n=1,2,3,4) associados a cada fase, fungdo das varidveis
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de estado observéaveis deformacdo elastica (&,) e temperatura (7'), enquanto as
variaveis ¥ e u sdo responsaveis pelo endurecimento isotropico e cinematico da

superficie de escoamento, respectivamente.

T

1
PY, (‘C"e:T’]/nu):*EM 862 _aT‘ge _L(T_TM)_
Mt 2 Ty (2.12)
1 1
-2y (1= Ty)e +3 Koy 72 i
1 LS
 pv,(ee o)== Ey e +aCe, - (1T, )
M~ 2 Ty (2.13)
1 1
-Qy (T-Ty)e, 5 Ku y?+ 2y, s
1 2 LA
pl//3(geaT:7/a,u):EEAge _T(T_TM)
A: M 1 | (2.14)
_QA(T_TO)86+EKA72+2HA s
1 2 Ly
pl//4(ge,T,7,,U)=EEM €e +T(T_TM)
M: M 1 1 (2.15)
—Qu (T_TO)ge"'EKM y? +2HM 1

onde E,4 e Ej, sdo os modulos elasticos das fases austenitica e martensitica,

. N T ~ A .
respectivamente. Os parametros ac e " sdo pardmetros associados ao tamanho

vertical do lago de histerese a compressdao e a tracdo, respectivamente. Os
A C T ~ . \ ~ "
parametros L4, Ly, L), e L), estdo relacionados a tensdo critica para

transformagdo de fase. Os pardmetros L, e L), sdo discutidos cuidadosamente

. . C , . \ ~ T . ~ .
mais adiante, enquanto L, ~ estd associado a compressdo e L, a tragdo; Ty, ¢

a temperatura abaixo da qual a martensita é estdvel para um estado livre de

tensdes. Q 4 e Q,, sdo os coeficientes de dilatacdo térmica associados as fases

austenitica e martensitica, respectivamente; 7;; ¢ uma temperatura de referéncia
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para a qual o material livre de tensdes apresenta deformagdo nula. As

propriedades K, e K, representam os moédulos plasticos austenitico e
martensitico, respectivamente. Por fim, H 4 ¢ o moddulo de endurecimento
cinematico austenitico e H; o martensitico, enquanto p ¢ a massa especifica.

A energia livre total pode ser obtida através de um balan¢o de cada uma das

fases. Par isso, considere as variaveis internas £, (n=1,2,3,4) que representam a
fracdo volumétrica da cada uma das fases. f; estd associada a martensita ndo-
maclada, associada & tragdo (M ™), B, a martensita ndo-maclada associada &

compressdo (M ), f3 corresponde a austenita (A4 ) e B4 a fragdo volumétrica de

martensita maclada ou induzida por temperatura (M ). Com isso,

4
P T,y it By Bos B3 Ba)=p Y. Bu e Toys 1)+ 3 (B, Ba. B3, By) (2.16)

n=1

onde J (B, 5.3, 1) ¢ a funcio indicatriz associada ao conjunto convexo ©

(Rockafellar, 1970), abaixo definido.

0<p,<1 (n=1234); p[1+pPr+ 3+ F4=1

ﬂlzﬁzz() se o=0 e 51S=ﬂ§=0 (2.17)

O=<p,eR

tal que: J (ﬁn ) =0 se B, €0 para: (n=1,2,3,4)

J(B,)=0 se p,20

A restricdo  0<p, <1 (n=1234); Bi+pfr+pf3+P4=1 esta

. . ~ . ’ . —+ —_ ~
relacionada com a coexisténcia das fases. Além disso, as fases M e M~ ndo
devem aparecer para um estado livre de tensOes. Para considerar

este aspecto fisico do problema, admite-se a restrigdo
— _ _ S _ pS _ S S
P1=pPr=0 se o=0 e B =p, =0, tal que B e B, fornecem

informagdes a respeito da Thistoria do carregamento e correspondem,
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respectivamente, aos valores de S e [, quando se inicia o processo de

transformag@o de fase.

De acordo com as restri¢cdes estabelecidas em ® , € possivel expressar uma

varidvel interna em funcdo das outras trés. Neste caso, escolheu-se escrever [y
em funcdo das outras trés variaveis internas, portanto f4 =1- 6 — B, — B3.

Assim, € possivel escrever a energia livre total como funcdo de apenas trés

variaveis internas ( 5y, B, e f3), conforme a seguir.

p"p(‘ge’T’yfﬂﬂﬁlfﬁzﬁﬂ:%):p[ﬁl(‘//l _‘//4)+ﬁ2(l//2 _l//4)+

(2.18)
+ﬂ3(l//3 _W4)+V/4 ]+J(ﬂl’ﬁ2’ﬁ3)

Agora, a fungdo indicatriz J(ﬂl,ﬂz,ﬁ3) deve obedecer as restrigdes

estabelecidas pelo conjunto 7 apresentado adiante.

0< B, <1(m=123); py+pr+pF3=<1

T= eR
P Bi=P2=0 se =0 e B5=p5=0

(2.19)

tal que: J (ﬂm ) =0 se B ET para: (m=1_2,3)

J(B,)=0 se B, en

Agora, a retsricdo para coexisténcia das fases pode ser interpretada

geometricamente pelo dominio estabelecido no tetraedro mostrado na Figura 2.1.

B2
M g 1

A
ﬁs/1

Figura 2.1 — Representagéo geométrica da restricdo para coexisténcia das fases.
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Sendo assim, substituindo as Equagdes 2.12, 2.13, 2.14 ¢ 2.15 na Equagdo

2.18, a energia livre total assume a seguinte forma:

Ly + Ly,
peesTsys it Brs Bas B3)= iy [—aTge_ﬁ%M)(T—TM)]JF
c
+ﬂ2[acge—£[m}(T—TM)}+

Ty
+ /3 {1(EA _EM)gez_M(T_TM)_ (2.20)
2 Ty
—<QA—QM)<T—ro)ge+;<KA—KM>y2+[2;A—Z;QMM :

JTaes

+lEM 562+L—M(T—TM)—QM (T—To)ge+lKM 7+
2 Ty 2 2Hy,

+3 (B Brs )

Fazendo uma decomposi¢do aditiva da deformacdo total (&), € possivel

definir a deformacdo elastica (&,) como:
C T
Ee=€—¢Epta, Pr—a, B (2.21)

onde a deformagdo plastica (& p) ¢ uma variavel interna, enquanto os parametros

ahc e ahT sdo responsaveis pelo tamanho horizontal do lagco de histerese a

compressao e a tragdo, respectivamente.
Substituindo a Equagdo 2.21 na Equagdo 2.20, tem-se o seguinte funcional

de energia livre total em sua forma final.
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~ C T
pl//(g,gp,T’}/’/u’ﬁlaﬂ29ﬂ3):ﬁl [_aT(g_gp +ah ﬁz _ah ﬁl)_

_(LM;—MLMT)(T_TM)

+ MC
_(LMTML )(

+ [ {ac (g—gp +ahcﬁ2 —ahT,Bl)—

T—Ty )|+

+ 53 {%(EA —EM)(E—gp +0!;,Cﬁ2 —ahTﬂl)z -

—M(T—TM )_

Ty
Q- )T -T)ee, +a,C ) )+
1 2 1 1 2
“(K,-K -
+2( 4=Ku)y J{ZHA 2HMJﬂ }

L
+%EM (g—gp +ahcﬂ2 —ahTﬂl)z +T—M(T—TM)—
M (2.22)
-Qyy (T—TO)(g—gp +ahcﬂ2 —ahTﬂ1)+
w>+3(By, B2 )

1 2
+—K +
2MT T,

A partir da energia livre total dada pela Equacdo 2.22, definem-se as
equagdes de estado, obedecendo ao formalismo adotado para Materiais Padrdo

Generalizados, conforme a seguir.

0
o=p

al/;=E(g—gp+ahc,82—ahTﬁ1)+aCﬂ2—aTﬂl—Q(T—TO) (2.23)

onde EZEM +ﬂ3(EA—EM) [§] QZQM +ﬂ3(QA_QM)'


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015616/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0015616/CA

50

T
lear+2,")
Bie-poyw=al (g—gp)er—M(T—TM)Jr
Ty
+ 5 (ahCaT +ahTaC +EahTath— 2.24)
2
—ﬂl[ZahTaT +EahT j+
+ahT[E (g—gp)—Q(T—TO)]—GlJ
c
lear +2,)
Bye-po=-aC€ (g—gp)JrW—M(T—TM)Jr
Ty
+ B (ahTaC +ahCaT +Eahcath— (2.25)
2
—ﬂz(ZahCaC +Eahc J—
~a,C[E (-2, )-Q(r-1y)|-0,3
1 2
B3 e - /3831//——5(EA—EM)(8 £ptay, “p - a, ﬂl) +
+—(LA+LM)(T—TM)+
T (2.26)
+(Q4 - )(T- To)(g £pta, - a, ﬁl)—
1 > (1 | 5
—— (K -K - SR YR |
S (Ka=Ku)y (2HA 2HMJ/J 3
x=-Y _g ¢
-— E—&pta, ﬁz—ah Yo
0ep (2.27)
+aCpy—al p-Q(T-T))=
y=—p¥ —_ky (2.28)
oy
z=_p¥__1, (2.29)
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1 1 1 1
talque K=Ky + B (K4-Ky) e —=——+ .
q v+ B (Kg—Ky) ", ﬂs(HA HMJ

Nestas equacdes, o representa a tensdo uniaxial; By, B, € Bj sdo as forgas

termodindmicas relacionadas com as transformagodes de fase do material; X, ¥ e

Z representam as forgas termodinamicas relacionadas a plasticidade e 01( ),
0,( ) e 03( ) sdo as subdiferenciais em relagdo as variaveis Sy, S, ¢ 3,

respectivamente (Rockafellar, 1970). Os multiplicadores de Lagrange constituem
uma boa alternativa para representar as subdiferenciais de uma fungéo indicatriz
(Savi & Braga, 1993).

Admitindo-se o acoplamento entre plasticidade e transformacdo de fase,
adota-se um potencial dual de dissipacdo de forma quadratica, conforme a

Equagdo 2.30.

1
¢=_(Bl+770iY+770kZ)2+ (BZ+77ciY+77ckZ)2+

277T 27
1 2
+—A(B3_770iY_77ckZ) +If

2n

C
(2.30)

onde I, ¢ a funcdo indicatriz relativa a superficie de escoamento, definida pela

funcdo:

f=|X+HZ|-(oy -Y). (2.31)

Os parametros 77T , 77C e 77A estdo associados a dissipagdo interna de cada

fase do material (M, M~ e A, respectivamente). Nei © Mg Sa0 parametros

relacionados com o acoplamento entre os fenomenos de plasticidade e

transformagdo de fase. O parametro 77, estd associado ao efeito do
endurecimento isotropico € o parametro 7. estd associado ao efeito do

endurecimento cinematico. Enquanto, oy corresponde a tensdo de escoamento do

material. Desta forma, sdo obtidas as seguintes equagdes complementares:
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. B .
ﬁleaBl¢——T+’7€T’Y+77€;‘Z_ —L- U—CT’K}/—UL]]fﬁ (2.32)
o7 n noon n H
ﬂzeaBz¢=—é+”—‘gY+”L§Z=—é—”%Ky—”Lgﬁ (2.33)
n" n n n~ nt H

. B .

ﬂ3eaB3¢=—j—’7—‘ZY—’7jz_—j ety 4 Tk 22 (2.34)
nt 7 nt nt H

ép68X¢:/1sign(X+HZ):/1sign(a—,u) (2.35)

yedy p=a+ny b+ b —/33)=|5p |+77ci (61 + B2 - 1) (2.36)

ﬂ€52¢=;ﬁHSign(X+HZ)+77ck(,5'1+,5'2—,5'3)= 53

=iy v+ s - ) =
onde A representa um multiplicador de Lagrange associado a plasticidade
classica. A natureza irreversivel do fluxo plastico € representada através das
condi¢oes de Kuhn-Tucker. Uma outra restricdo deve ser satisfeita quando
f (0', y,u)zO. Esta restricdo ¢ denominada de condi¢do de consisténcia e
corresponde a um requisito fisico para que a tensao permanec¢a na superficie de

escoamento. Estas condigdes podem ser agrupadas da seguinte forma (Simo &

Hughes, 1998):

A20; floy.1)<0; Af(o.y.u)
Aflo.y.u)=0se f(o.y,u)=0

I
=

(2.38)

Com o objetivo de controlar a velocidade das transformagdes de fase,

admite-se que os pardmetros de dissipacdo interna do material 77T , 77C e 77’4

variem em funcdo das condi¢des do carregamento aplicado, conforme se segue:
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n =1 se >0
(2.39)
n =1p se & <0

Assim, tém-se seis pardmetros de dissipa¢do para o modelo. Séo eles: 77, T

T . \ ~ ~ s .
€ 7p associados a tracdo (transformacdo martensitica e inversa

respectivamente); 77~ C e D € associados & compressdo (transformagdo

o . . A A . \ .
martensitica e inversa respectivamente) e e € Mp associados a austenita

(transformacdo martensitica e inversa respectivamente).

As equagdes apresentadas formam um conjunto completo para a modelagem
de uma liga com memoria de forma submetida a carregamentos termomecanicos
que podem induzir deformacdes plasticas. Uma vez que o potencial dual de
dissipagdo seja convexo, positivo e nulo na origem, a desigualdade de Clausius-
Duhen é automaticamente satisfeita (Eringen, 1967; Lemaitre & Chaboche, 1990;
Fremond, 1987) .

Resultados experimentais (Miller & Lagoudas, 2000) indicam variagdes na

tensdo de escoamento (oy ) do material em fungdo da microestrutura. Sabe-se

ainda, que para a fase austenitica, com o aumento da temperatura, ha uma reducao
consideravel da tensdo de escoamento. Portanto, para contemplar este aspecto,
adota-se o seguinte diagrama para estimativa da tensdo de escoamento em fungéo

da temperatura, conforme Figura 2.2.
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A
Oy
@]
e
c
GJ -
S
(]
(@]
2 4
G oAt
o Y ‘\
©
o
D
(2]
c i
(]
'_
Oy
T T T

Ty Ty Tp
Temperatura

Figura 2.2 — Diagrama tenséo de escoamento-temperatura.

Tal que, para T'<Ty,, oy = 01]}4 . Enquanto para as demais regides tem-se

oY (T4 ~T)+ o (T ~Tyy)
Ty-Ty

TM<TSTA = Oy = (240)

o (Tp ~T)+ o/ (T-Ty)
Tr -Ty

T>TA = Oy = (241)

onde Tp representa uma temperatura de referéncia para definir a tensdo de

escoamento a alta temperatura.
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2.2.2
Avaliacao Analitica de Parametros do Modelo

Uma vez estabelecido o conjunto de equagdes para o modelo, é necessario
que se faca algumas consideragdes acerca de certas propriedades, visando uma
correta descricdo dos diversos fendmenos associados as ligas com memoria de
forma. Esta secdo apresenta uma analise que permite definir os pardmetros
necessarios para o modelo.

Primeiramente, analisando a equag@o constitutiva para o modelo (Equacao
2.23), ¢ conveniente fazer a identificacdo de suas diversas parcelas. Para isso,
considera-se um ensaio de tracdo a alta temperatura (pois a compressdo possui
comportamento analogo) e escreve-se a deformacdo em funcdo da tensdo,

conforme a seguir.

T
o, a' B
E E

Q
£ +E(T—TO)+ahTﬂ1+gp (2.42)

De posse da Equacdo 2.42, é possivel fazer a identificagdo de cada parcela

de deformagao, conforme diagrama tensdo-deformagao apresentado na Figura 2.3.

Oy

|
| |
| |
oCRIT | |
/1 I I '
| 7 | | I
| 7 | I
/ I I I |
|
g1 Ew | | I
A 7 I
| ~ | | [ |
74 1 . 1 h ] <
O T
2(r-1p) g a’ a, B g &p
E E E E

Figura 2.3 — Interpretagcdo geométrica de cada parcela de deformagao.

A préxima andlise diz respeito a identificacdo dos pardmetros « hT e a hC

Partindo da relacdo constitutiva dada pela Equagdo 2.23 e considerando um ensaio

de tragdo a baixa temperatura (7" < T), ) ap6s o descarregamento, com as seguintes
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condigoes: o =0; B =1; fr=L3=0; €=€RT; £p=0; E=Ey; Q=Q) e

T=T CT, onde T CT ¢ a temperatura critica associada a tragdo, abaixo da qual o

A e . ~ . T | ~
comportamento mecénico do material ndo se modifica e &, ¢ a deformagédo

residual maxima para tra¢do. Substituindo essas condi¢des na Equagdo 2.23, tem-

S€
T_

OZEMé‘RT—EMahT—CZT—QM(TC To)

Explicitando « hT , chega se a seguinte relagao
-1y ) (2.43)

Ou alternativamente, pode-se explicitar & RT

T Q
gRT:g—+ahT+—M(TCT—TO) (2.44)
M

E interessante notar que, observando a Figura 2.4, essas trés parcelas

T
correspondem exatamente a & R
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o
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/ Ey
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A | I I
Eyl 7 I I |
|/ I I I
v L L -
Q o al B o
Z(r-1, L g
r-m) : c
ahTﬂl

&
Figura 2.4 — Interpretagéo geométrica de ~ R .

Analogamente, porém impondo as seguintes condicdes o=0; fr =1;

P =p3=0; SZSRC; Ep =0 E=Epy;Q=Q) ¢ TZTCC,obtém-se ahc
T, —TO) (2.45)

c [ . \ ~ .
onde 7.~ ¢ a temperatura critica associada & compressdo, abaixo da qual o
A L . C . ~
comportamento mecénico do material ndo se modifica e &5 ¢ a deformagédo

. L. ~ ~ s ) C
residual maxima para compressdo. Uma observagdo importante ¢ que &, deve

ser negativo.

Ou alternativamente...

c aC€ c QM(

gR :——E —O[h +—TCC—T0) (246)
M

L " T . ~
Para a determinacdo da temperatura critica 7~ , considera-se a Equacao

2.32. Descartando-se o fenomeno de plasticidade, tem-se
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Aplicando agora as seguintes condicoes ,31 =0; B =1; Br=p3=0;

gzgRT; ep=0; T=TCT; E=Ey; Q=Q,; e Ly =L a Equagdo 2.24,
obtém-se
T
L+ L
0=(ngRT+(TM)(TCT—TM)+ahT[—2aT +EM(5RT—ahT)—QM(T
M

*

Considerando apenas o termo assinalado com * e substituindo o resultado

. T
encontrado anteriormente para «, , tem-se

T 0
gRT—a———M(TCT—TO) +
Ey Ey
T Q
tEyileq —|eg Z——E—M(TCT—TO) —QM(TCT—
M M

Ey  Ey
2
T r M. T
=—ale, + +al —\T, -T)
E
M M

T
aaR+
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2
T
(L+L ) T Q
M (CT—TM)+“ +al M (TCT—T0)=O
Ty Ey M
(L L T) r’
+ Q
' M Jyqr2M |\ _pyp T % qr M
Ty Epy M M

Desta forma obtém-se 7' CT .

2
r_, (L+LMT)EM—aT +al QT

(2.47)

(L+LMT)EM +aT Qy Ty

Analogamente, porém utilizando a Equacdo 2.25 e impondo as seguintes

condigdes ,3220; Br=1; B =p3=0; 5:5RC; &p =0; T:TCC; E=Ey;

Q=Q,, e Ly, =L, obtém-se TCC.

C 2
(L+L )E —aC —aCQyT
T.C =Ty M "M M0 (2.48)

(L+LMC)EM ~aCQy Ty

Apos a determinagdo das temperaturas criticas, deseja-se limitar o

deslocamento do lago de histerese, para evitar o aparecimento de

pseudoelasticidade abaixo de T, CC’T. Para isso, as propriedades L, e L,, devem

ser fungdo da temperatura para 7 <T, CC’T. Ou seja, para o caso de tragdo, os
termos envolvendo temperatura da Equagdo 2.24 devem permanecer constantes

para T <T CT . Assim sendo, tem-se
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T
T (L+LM )( T ) T ( T )
Para T=T7, : TTC —Ty )—a;, Qu T —T
T
(L T)+L )
Para qualquer T<TCT: u(7) M (T—TM)—ahTQM (T-Tp)

Igualando as expressdes acima, simplificando e rearrumando os termos...

Ly (T)= (TCT ‘T)(“hTQM(TTA;‘_LTA;T)“ (TM ‘TCT) (2.49)

Assim, define-se L,, (7") da seguinte forma:

Ly =L, se T2T,

T T T T
L :(TC _T)(ah QMTM_LM )+L(TM_TC ) se T<TT
Y (T =T) ’ ¢

(2.50)

Para que haja coeréncia, a propriedade L ,(7) deve ser definida de forma

que L, (T)+ L,,(T)=2L para qualquer temperatura. Assim,

L,=1L, se T>T,
2.51)
, se T<TCT

T T T T
TC —T)(ah QMTM_LM )+L(TM_TC )

b= [
T (T =7)

Analogamente, porém utilizando a Equagdo 2.25, obtém-se L, (T) e

L ,(T) para a compressao.

Ly =L, se T>T.C
2.52)
CO S PO (
‘M LM _ T—TC &, QMTM+LM +L TM_TC s T<TCC
(Ty -7) ’
L,=L, se T>T.°
2.53)
Ly(T)= (T—Tc)(aCQ Ty +1L C)+L(T —TC) (
Ly=2L- C [\ "M M~ M M_C I\ se T<TC

(Ty —T)
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2.3
Procedimentos Numeéricos

A seguir, sdo apresentadas na Tabela 2.1, de maneira simplificada, as

equagdes necessarias a implementagdo do modelo.

Tabela 2.1 — Resumo das Equacgdes Constitutivas.

C T
O'=E(6‘—£‘p+(lh B -, ,6’1)+acﬂ2 —aT p-Q(T-Ty)

T
. (LM +LM ) C T T _ C
B TT aT(g_gp)JrT(T—TM)Jrﬂz (ah al +a aC +Eay a) j_

- B (ZahTa T +EahT2J+ahT [E (g—gp)—Q(T—TO)]—alJ}_

Mei K TNk

7,
e -
T T

= n %
n Ty

, 1 (LMJFLMC) T c c.T
pr=—¢ —ac(g—gp)+ (T—TM)+ﬁ1(ah aC +a, al +Ea j—

_ﬁz(zahcac +Eahczj—ahC[E (g—gp)—Q(T—TO)]— azJ}—

Nei K Nek M

C C
n n- H

)2 +(LAT+LM)(T—TM)+

B ZIA{_;(EA _EM)(g_gp +0€;,Cﬁz —ahTﬁl
Q-0 )T =Tl e +a,C o - 1)

_;(KA_KM)VZ_[ 1 —lJﬂz—ay%+

2H, 2Hy

+77—ZK7/+77Z‘ Lt
n nt H

&p =Asign (o - u)
y=|ép |+ nei (B + B2 - 113)

f=Hée, +nc (,51 + 5 —,53)
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Uma observagdo importante concerne as defini¢oes adotadas para £, QQ, K
e 1/H , definidas no Item 2.2.1.

Para lidar com as ndo-linearidades existentes na formulacdo do problema, a
solugdo do conjunto de equagdes constitutivas emprega a técnica de particdo do
operador (Ortiz et al., 1983) associada a um procedimento iterativo. Isto permite
tratar o problema acoplado a partir de problemas desacoplados. Basicamente, dois
problemas sdo considerados: transformagdes de fase e elasto-plasticidade.

As transformagdes de fase sdo tratadas considerando uma nova particdo do
operador. Inicialmente, o procedimento isola as subdiferenciais e utiliza o método
de Euler implicito para calcular as fragdes volumétricas. Caso os valores
calculados ndo atendam as restrigdes representadas pelo tetraedro da Figura 2.1, as
projecdes ortogonais, que representam as subdiferenciais da funcdo indicatriz
J (ﬂl B2, B3 ), se encarregam de projetar as variaveis até o ponto mais proximo
da superficie do tetraedro (Figura 2.5), garantindo que as fra¢des volumétricas

calculadas obedegam as restri¢cdes internas impostas pelo modelo (Savi & Braga,

1993).

B

A
ﬂ3/1

Figura 2.5 — Representagao grafica das subdiferenciais.

O comportamento elasto-plastico ¢ simulado utilizando-se o algoritmo de
mapeamento de retorno (return mapping), proposto por Simo & Taylor (1986),
representado graficamente na Figura 2.6. Neste algoritmo, define-se um estado

tentativo, através de um passo preditor elastico, utilizando-se o método de Euler

teste

implicito nas equagdes de evolugdo. Se f:“ <0, significa que o estado tentativo
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¢ verdadeiro ¢ o material permanece na regido elastica. Por outro lado, se

[ >0, o estado tentativo ¢é falso, ou seja, o material se encontra fora da regido

elastica, fazendo-se necessaria uma correcao plastica. Esta correcdo corresponde a

uma proje¢do denominada de mapeamento de retorno (Simo & Taylor, 1986;

Simo & Hughes, 1998).

o
teste
Op+] @ ————————=—-—-----——mmm oo b
/
J mapeamento
/ de retorno
//
/
On+t] @----=-—=—=—=———————————— L——
/
/ /i
/’ ’ 1
’ I
/ / !
/7 ,’ I
On @----7 mmmmmmA / |
/0 / |
] ’ I
Lo !
/ I |
/ / |
/ ] / ]
! 1/ |
/ 1/ |
/ A &

—eo >
o 6‘:+1 |$ A&,
En+l

Figura 2.6 — Representacao gréfica do algoritmo de mapeamento de retorno.
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24
Analise da Sensibilidade dos Parametros Associados a Tracao e a
Compressao

Apo6s o desdobramento das devidas propriedades em uma associada a tragdo
e outra a compressdo, ¢ conveniente avaliar os resultados do novo modelo fazendo
variar essas propriedades adotando valores distintos para tracdo e compressdo.
Além disso, ¢ importante verificar se existe influéncia da mudanca de pardmetros
associada a um comportamento sobre o outro. A seguir, faz-se um estudo variando

. . C C T T C
cada uma das seguintes propriedades: a €, Ly s &g s e > Np > e >

C A A P facili 41 id .
7]D , 7]C (5] 77D . ara facilitar a analise, consideram-se ensaios

pseudoelasticos para a analise dessas propriedades.

Nas simulagdes sdo empregadas as propriedades e pardmetros adotados no
trabalho de Baéta Neves (2002), que sdo referentes a tracdo. Para as novas
propriedades referentes a compressdo sdo adotados valores que fornecem
resultados qualitativamente coerentes com resultados experimentais (Gall et al,
1999a; Gall et al, 1999b; Gall et al, 2001). Os valores adotados para as diversas
propriedades necessarias ao modelo estdo relacionados na Tabela 2.2. Os ensaios
sdo conduzidos de forma que as propriedades a serem avaliadas em cada teste
tém seus valores mostrados em cada legenda.

Nos testes apresentados, variam-se as propriedades associadas a
compressdo, mantendo as propriedades associadas a tracdo constantes. Foram
conduzidos testes analogos onde variam-se as propriedades associadas a tragdo,
mantendo as propriedades associadas & compressdo constantes. Como a variagdo
das propriedades em ambos os casos apresenta os mesmos resultados, opta-se por
apresentar apenas uma gama de resultados (variando as propriedades a

compressao).
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Tabela 2.2 — Propriedades termomecanicas tipicas para uma liga SMA
(Baéta Neves, 2002 e Gall et al., 2001).

E4 (GPa) | Ep(GPa) | of mpa) | € (MPa) & RT & RC
67 26,3 89,42 50 0,067 -0,035
L (MPa) L MT (MPa) | L MC (MPa) GYA’i (MPa) O'YA’f (MPa) O'YM (MPa)
200 12 80 690 257,72 200
Q 4 (MPa/K) | Qs (MPa/K) Ty (K) T4 (X) Tr (K) Ty (K)
0,74 0,17 291.4 307,5 423 298
K4 (GPa) | Ky (GPa) | H 4 (GPa) | H s (GPa) Nei MNek
1,4 0,4 0,4 0,11 0 0
e T (MPa.s) Mp T (MPa.s) e ¢ (MPa.s) mp ¢ (MPa.s) e 4 (MPa.s) mp 4 (MPa.s)
0,7 0,4 0,7 0,4 0,7 0,4

Na Figura 2.7, tem-se curvas tensdo-deformagdo para diferentes valores de

a € . Nota-se que a variagio nos valores de o € nio influencia o comportamento

a tragdo nem a largura do lago de histerese. Com o aumento do pardmetro a € ,

observa-se um aumento na altura do laco de histerese a compressdo e um

conseqiiente aumento (em modulo) da tensdo critica para transformacdo de fase

martensitica ¢ uma reducdo (também em modulo) da tensdo critica para

transformagao inversa.
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500
250
= ]
s
= 0
o
B
c 4
8 a€ =10e6
-250 a€ =120e6
] a € =200e6
-500 . . . . . . ; .
-0,06 -0,03 0,00 0,03 0,06 0,09

Deformacéao

Figura 2.7 — Curvas pseudoelasticas variando « c.

Na Figura 2.8, sdo apresentadas curvas tensdo-deformacdo para diferentes
c - C
valores de L, . Novamente, a variagdo nos valores de L,  ndo implica
alteracdes nem no comportamento a tracdo nem na deformagéo residual maxima a
~ C A C
COmMpressao &p . Com o aumento do parametro L M > tem-se um deslocamento

do lago de histerese a compressdo e uma conseqiiente reducdo (em modulo) das
tensdes criticas para transformagdo martensitica e para transformacio inversa.

Identifica-se, ainda, uma ligeira diminui¢do na altura do lago de histerese.

500
250+
= .
S
~ 0
(]
zg | _ c
2 M =80e6
250 - — 1,
) M =100e6
_ c
1 M =120e6
-500 : ; : . r , ; ,
-0,06 -0,03 0,00 0,03 0,06 0,09

Deformacéo

L
Figura 2.8 — Curvas pseudoelasticas variando =~ M
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Neste ponto, analisam-se curvas tensdo-deformagdo para diferentes valores
de ¢ RC (Figura 2.9). Note que o aumento da deformacdo residual méaxima a
compressdo acarreta um deslocamento vertical e uma redu¢do na altura do lago de
histerese, além do seu aumento horizontal devido ao aumento de & RC.

Obviamente, tem-se uma redug¢do (em modulo) das tensdes criticas para

transformagdo martensitica e para transformagdo inversa. Mais uma vez, a

- C .~ . . \ o
variagdo de ¢ g hao influencia o comportamento a tragao.

500
2504
= J
s
~ 0
o
18 C
S 1 &p =0.035
= c
-250 4 Ep = 0.045
£RC =0.055
-500 T T T T T T T T T T
-0,09 -0,06 -0,03 0,00 0,03 0,06 0,09

Deformacao

Figura 2.9 — Curvas pseudoelasticas variando SRC

A seguir, sdo apresentadas curvas tensdo-deformagao para diferentes valores
dos coeficientes de dissipacdo (Figura 2.10). Vale lembrar que existem seis
parametros para controlar a dissipagdo. Os testes foram conduzidos da seguinte
forma: em cada curva, todos os parametros responsaveis pela transformacio
martensitica foram mantidos iguais; analogamente, mantém-se os parametros
associados a transformacao inversa iguais.

Observa-se que o aumento do pardmetro de dissipacdo exerce a mesma
influéncia sobre a transformacio martensitica e sobre a transformacdo inversa
tanto a tragdo como a compressao. Ou seja, em ambos 0os comportamentos ndo ha
alteracdo da deformagdo residual maxima, nem da tens@o critica para inicio de
transformagao de fase. Verifica-se, entretanto, um aumento (em modulo) da

tensdo critica para fim de transformacgdo de fase martensitica e uma redug@o (em
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modulo) da tensdo critica para fim de transformacdo de fase inversa, acarretando

uma maior “inclina¢do” nos trechos de transformacao de fase.

500
250
e T__C A
s e Se =ne” =4S ]
,§ np" =0y € =yt =265
é | _”CT:”CC:”CA:785
-250 1 ’YDT:’YDC:”DA:485
—UCT:UCC_UCA:1085
| " =np€ =yt =85
-500 T T T T T T T T T T
-0,06 -0,03 0,00 0,03 0,06 0,09
Deformacgao

Figura 2.10 — Curvas pseudoelasticas variando os diversos parametros de dissipagao.

Nos testes a seguir, apresentados na Figura 2.11, variam-se simultancamente
T R . . ~ ” ~ c
e (parametro que influencia a transformacdo martensitica na tracdo) e 7 D
(parametro que influencia a transformagao inversa na compressao). Os resultados
A T . ~
mostram que o aumento do parametro N Pproporciona um aumento na tensao

critica para transformag@o martensitica a tracdo, acarretando um aumento na altura

do lago de histerese sem comprometer o comportamento a compressao. Enquanto
A c . , .
que o aumento do parametro 77, ~ tem efeito andlogo, ou seja, aumenta (em

modulo) a tensdo critica para transformacdo inversa a compressdo com
conseqiiente reducdo na altura do lago de histerese e também sem influenciar o

comportamento a tragdo. Resultados analogos sao obtidos variando os outros dois

A ~ T A
pardmetros que controlam as transformagdes de fase 77" (pardmetro que

. . ~ - ~ C A . .
influencia a transformag@o inversa na tragdo) e 7. ~ (parametro que influencia a

transformacdo martensitica na compressao).
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500
250

©

s

~ 0

o

g T c

C - . -

k2 —— 7o =6Te4; 7, =38e4
-250 — e T 70e4; 17 c. 40e4

— 7 L mp € 404
-500 - T - - r r T :
-0,06 -0,03 0,00 0,03 0,06 0,09

Deformacéao

Figura 2.11 — Curvas pseudoelasticas variando 77~ T e 7p

O estudo da influéncia de cada um dos parametros permite criar uma
sistematica para ajustes quantitativos com resultados experimentais. Para um
ensaio de tracdo pseudoelastico, por exemplo, pode-se apresentar a seguinte
seqiiéncia:

1 — Identificam-se os modulos elasticos (E4 e E,;) e a deformagdo

. - T, ., . " ~ . .
residual méaxima (&, ), j4 que estas propriedades ndo sdo influenciadas pela

alteracdo de outras propriedades. A determinacdo de & RT ja define o tamanho

horizontal do lago de histerese;

2 — Faz-se um ajuste aproximado da tensdo critica para inicio de
~ " . A T
transformagdo martensitica através dos pardametros L e L, . Lembrando que

T

LMeL

C - Lo . ~ ,os \ ~
) sBo responsdveis pela diferenca na tensdo critica a tragdo e

compressdo. Portanto, o pardmetro L influencia ambos os comportamentos ¢ deve

ter um valor um pouco menor que a menor das tensdes criticas (a tragdo ou a
compressao), deixando o ajuste fino da tensdo critica a cargo de L MT;

3 — Faz-se um ajuste aproximado do parametro de controle do tamanho
vertical do laco de histerese (! );

T

4 — E importante notar que ! influencia sutilmente a tenséo critica e L MT

influencia sutilmente o tamanho vertical do loop. Isso pode trazer dificuldades ao
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ajuste do laco. O ajuste definitivo do lago de histerese (que envolve seu tamanho

vertical e as tensdes criticas para inicio das transformagdes martensitica e inversa)

¢ feito atraves da variagdo dos pardmetros 77 T » e Ce Mc 4 (até aqui, os trés

~ " T C
devem ter 0 mesmo valor) para a transformagdo martensitica e 7, ", 7, ©

A A .
np~ (novamente, os trés devem ter o mesmo valor, podendo ser diferente do

T C A ~ -
valor adotado para 17~ " , 17~ € 1 ") para a transformagao inversa;

5 — O ajuste das tensoes criticas para fim das transformac¢des martensitica e

inversa (e conseqiientemente a “inclinacao” dos trechos de transformacao de fase)

¢ obtido variando o valor de nCT e nDT em relagdo a 7, 4 e 77DA,

respectivamente.
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