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Resumo

Souza, Jéssica Correia; Saldanha, Nicolau Cor¢do (Orientador).A
matematica dos mapas conformes: Func¢des complexas aplicadas a
cartografia. Rio de Janeiro, 2020, 65p. Dissertacio de mestrado -
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio
Janeiro.

Esta dissertagdo visa mostrar que a construcdo de alguns mapas, chamados
mapas conformes, pode ser expressa por fungdes complexas e essa relagdo sera
mostrada ao longo do texto. Inicialmente sdo apresentadas as coordenadas
esféricas utilizadas por gedgrafos e matematicos e a construgdo de um
mapeamento da esfera terrestre no plano, proje¢do estereografica. Nas secdes
seguintes, sao apresentadas: defini¢cdes e propriedades das fungdes complexas com
énfase em suas interpretacdes geométricas; alguns mapas gerados pelas fungdes
exponencial, logaritmica e trigonométricas complexas; a relacdo entre funcao
exponencial e 0 Mapa de Mercator; algumas caracteristicas de uma func¢ao eliptica;

a relacao entre uma fungao eliptica € o Mapa Pierce Quincuncial.

Palavras-chave

Mapas Conformes; Fungdes Complexas; Projecdo Estereografica; Projecao

de Mercator; Projecdo Peirce Quincuncial, Funcdes Elipticas.
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Abstract

Souza, Jéssica Correia; Saldanha, Nicolau Cor¢do (Advisor). The
mathematics of the maps are in accordance: Complex functions applied
to cartography. Rio de Janeiro, 2020, 65p. Master Thesis - Department of
Mathematics, Pontifical Catholic University of Rio Janeiro.

This master thesis aims to show that the construction of some maps, called
conformal maps, can be expressed by complex functions and this relation will be
shown through the text. First it will be presented the spherical coordinates used
for geographers and mathematicians, and the construction of a mapping of the
terrestrial sphere in the plane, stereographic projection. In the following sections,
they are presented: Definitions and properties of complex functions with emphasis
on their geometric interpretations; Some maps generated by the exponential,
logarithmic and complex trigonometric functions; The relationship between
exponential function and the Mercator Map; Some characteristics of an elliptical
function; The relationship between an elliptical function and the Quincuncial
Pierce Map.

Keywords

Conformal maps; Complex functions; Stereographic projection; Mercator
projection; Peirce Quincuncial Projection; Elliptical functions.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Sumario

1. Introdugao

2. Conceitos iniciais

2.1. O formato da Terra

2.2. Localizagao

2.3. Coordenadas esfeéricas

2.4. Projecao Estereografica

3. Elementos da analise complexa

3.1. O Conjunto dos numeros complexos
3.2 Teoremas e Definicbes

3.3 O Principio da Reflexédo

4. Funcao Exponencial complexa e sua inversa
5. Zeros Pontos Criticos e Singularidades
6. Funcao Trigonométrica Complexa

7. Funcgao Eliptica

8. Consideracbes finais

9. Referéncias bibliograficas

13

18

18

20

22

23

27

27

32

39

44

50

54

65

64

65


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Lista de figuras

Figura 1 - Mapa de Mercator

Figura 2 - Representacao Esférica, latitudes mantidas
latitudes crescidas

Figura 3 - Projecao Estereografica

Figura 4 - Formato Quincuncial

Figura 5 - Indicatriz de Tissot na esfera terrestre e mapa Adams

World in a Square |

Figura 6 - Indicatriz de Tissot no mapa de Peirce Quincuncial e

mapa de Mercator.

Figura 7 - Indicatriz de Tissot nos mapas Equidistant Conic e

Balthasart.
Figura 8 - A Terra segundo os indianos
Figura 9 - Esferdide prolato e esferdide oblato

Figura 10 - Paralelos sobre a superficie terrestre
Paralelo de latitude ¢ .

Figura 11: Meridianos sobre a superficie terrestre;
Meridiano de longitude A.

Figura 12: Meridianos e Paralelos sobre a superficie terrestre
Figura 13: Coordenadas esféricas utilizadas na matematica.
Figura 14: Projecao estereografica( P’) do ponto P.

Figura 15: Projegao Estereografica dos hemisférios

Figura 16: Representagdo do numero complexo z no plano
de Argand-Gauss

Figura 17: Representacéo de z e seu conjugado no plano
complexo

13

14

14

15

16

16

17

18

19

20

20

22

23

25

29

30


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Figura 18:
Figura 19:
Figura 20:

Figura 21:

Representacio polar de um niumero complexo.
Transformacgao por uma fungado complexa.
Transformacao de B dada pela fungao f(z)=z2

Abertos: Conexo, mas ndo simplesmente conexo;

Nao conexo e Conexo e simplesmente conexo

Figura 22:
Figura 23:
Figura 24:
Figura 25:
Figura 26:
Figura 27:
Figura 28:
Figura 29:
Figura 30:
Figura 31:
Figura 32:
Figura 33:
Figura 34:
Figura 35:
Figura 36:
Figura 37:
Figura 38:
Figura 39:
Figura 40:

Figura 41:

Exemplo do Mapeamento de Riemann.
Reflexdo da reta passando pela origem.
Reflexdo na reta fora da origem

Reflexao na circunferéncia (Inversao).
Dominio e Imagem do exemplo 5.

Aplicagéo do Principio da Reflexdo

Dominio estendido pelo Principio da Reflexao

Dominio estendido pelo Principio da Reflexao

Definicdo geométrica da fungdo exponencial complexa.

Transformacgao dada pela fungao f(z)=z2

Exemplo de Ponto Critico

Transformacao pela fungao seno;

Fungao seno estendida pelo Principio da Reflexao
Funcao seno.

fungdo cosseno como translagao da fungao seno
Fungao Cosseno

Funcédo tangente no intervalo O<x<Tr, — o0 <y<oo
Funcéo tangente na regido -11/2<x<1/2, — o0 <y<oo
Fungao cotangente na regiao -1/2<x< 11/2, — o <y<oo

Fungao cotangente na regido -11/2<x< 11/2, — o <y<oo

31

33

33

37

37

39

40

41

41

42

42

42

47

50

51

58

59

59

59

60

62

62

63

63


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Figura 42:
Figura 43:
Figura 44:
Figura 45:

Figura 46:
Figura 47:

Figura 48:
Figura 49:
Figura 50:
Figura 51:

Figura 52:
Figura 53:
Figura 54:

Figura 55:

Funcéo secante na regido na regido 0<x<Tr, — oo <y<oo
Funcdo cossecante na regido -11/2<x< /2, — oo <y<
Dominio principal e imagem da funcéao Eliptica.
Reflexdo em relagdo a aresta do quadrado.

Reflexdo em relagéo a circunferéncia na origem

Interpretagdo geométrica: f(z) =]@.
Interpretacdo geométrica: f(iz) = if(z).
Interpretagdo geométrica: f(—z) =—f(2). .
llustragdo da dupla periodicidade da fungao.
llustracdo dos zeros da funcéo

llustragao dos polos da fungao
llustragao dos pontos criticos da fungéo
Funcéo Eliptica estendida no plano.

Dominio e imagem da fungao eliptica

estendida no plano.

Figura 56:

Figura 57

Periodicidade do Mapa Quincuncial

: Relagado do Mapa de Pierce quincuncial e Projecao

estereografica.

64

64

65

66

66
67

68

68

69
70

70

71

72

72

73

73


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Ndo é digno de saborear o mel aquele que
se afasta da colméia por medo das
picadelas das abelhas.

William Shakespeare.
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1. Introducao

O desenvolvimento de alguns mapas e a teoria dos nimeros complexos
foram estudadas em diferentes épocas mas estdo fortemente relacionadas. Este
enlace serd mostrado ao longo deste trabalho tendo como foco principal a
interpretagdo geométrica das fung¢des complexas, ou seja, a visualizagdo das
fungdes complexas como uma transformagao do plano no plano.

As transformagdes dadas por fun¢des complexas possuem a propriedade
de serem conformes, isto ¢, os angulos sdo preservados em regides
suficientemente pequenas (a definicdo formal serd mostrada mais adiante). Esta
propriedade no entanto antes mesmo de sua defini¢do formal ja era utilizada por
cartografos de modo intuitivo.

Gerardus Mercator (1512 — 1594) desenvolveu em 1569 uma projecao
conhecida como Proje¢do de Mercator. Esta proje¢do é conforme e mapeia parte
da esfera terrestre em uma regido retangular como na figura abaixo.

Figura 1: Mapa de Mercator.
Por Tobias Jung [CC BY-SA 4.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0)], via
map-projections.net
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Mercator utilizou em sua construgcdo a ideia de Latitudes crescidas, ou
seja, a distancia entre meridianos ¢ constante enquanto a distancia entre os
paralelos aumenta a medida que nos afastamos do Equador. Este procedimento
permite que haja conformidade da projecdo sob o prejuizo de escalas exageradas
nas proximidades dos polos. Vale lembrar que a idéia de Mercator nao envolvia o
conhecimento sobre transformacdes conformes e tampouco fungdes complexas e
que ele utilizava apenas uma nog¢do geométrica intuitiva. Seu raciocinio para

garantir que formatos fossem mantidos ¢ ilustrado abaixo.

S TTESN
e B

Figura 2: Representacdo Esférica, latitudes mantidas, latitudes crescidas.

A Projecdo Estereografica foi proposta por Hiparco no século II a.C no
entanto tem seu registro mais antigo no Planisphaerium de Ptolomeu (século II
d.C), ¢ também uma projecao conforme e mapeia cada hemisfério em uma regido
circular. Sua constru¢do consiste em projetar os pontos da esfera terrestre em um
plano secante a esfera no Equador sob o ponto de vista de um observador
localizado em um dos polos.

Figura 3: Projegdo Estereogrdfica

A lei que define esta projegdo bem como algumas propriedades serdao
mostradas no capitulo 2.
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A Proje¢ao de Mercator se relaciona com a Projecdo estereografica por
meio da fungdo exponencial complexa, em outras palavras, dado um mapa em
projecdo de Mercator e aplicando nele a fungdo exponencial complexa obtemos o
mapa na Projecao Estereografica.

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) introduziu as Funcdes Elipticas, estas
funcdes possuem propriedades geométricas notorias, como veremos no capitulo 7.
Utilizando esse conhecimento, Charles Sanders Peirce (1839-1914) desenvolveu
uma proje¢do chamada Peirce Quincuncial que mapeia a esfera terrestre em um
quadrado.

A Projecdo Pierce Quincuncial ¢ uma projecdo conforme onde um dos
hemisférios (geralmente o hemisfério Norte) ¢ mapeado em um quadrado e o
outro hemisfério ¢ dividido em 4 tridngulos retdngulos dispostos como na figura a

seguir

Figura 4: Formato Quincuncial

Por Strebe CC BY-SA 4.0, via Wikimedia Commons (Adaptado).

E exatamente da imagem acima que se origina o nome Quincuncial, por
ser uma composi¢ao de 5 “pecas”.

Uma das propriedades importantes a ser observada ¢ o fato de que a
imagem acima pode ser estendida por todo o plano, como um mosaico, ou seja, ¢

periodica.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peirce_quincuncial_projection_SW_20W.JPG
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A Projecdo Estercografica pode ser levada em Projecdo Pierce

Quincuncial por meio de uma fun¢do complexa do tipo eliptica.

Uma ferramenta chamada Indicatriz de Tissot que foi desenvolvida pelo
cartografo e matemadtico francés Nicolas Auguste Tissot pode auxiliar nesta
analise de deformagoes. A ferramenta consiste na observacao de circulos sobre a
esfera terrestre e suas representacdes no mapa, como mostra a figura a seguir.

®e o ®

...‘.. e o .o""‘

°oe Zhneseenc? XX
©000000000000000008@

©00000000000000000068000(
®00000000000000000060060 0O (
© 000000 0000000000000060 @ (
.....ooooo.c....c.
es0000e ®
0000°° %0
000°" o000 e, %00

Figura 5: Indicatriz de Tissot na esfera terrestre e mapa Adams World in a Square 1
Por Tobias Jung [CC BY-SA4 4.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0)], via

map-projections.net

O mapa Adams World in a Square I (figura acima) ¢ um mapa conforme e,
assim como os demais mapas mostrados neste texto, a area de regides nas
proximidades dos polos sdo bastante afetadas. Observe os mapas de Mercator e

Peirce Quincuncial:

R AT .

Figura 6: Indicatriz de Tissot no mapa de Peirce Quincuncial e mapa de Mercator.
Por Tobias Jung [CC BY-SA 4.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0)], via

map-projections.net
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Vejamos alguns exemplos deste indicador em mapas ndo conformes:

® o ® o o

00000000000
00000000000
00000000000

Figura 7: Indicatriz de Tissot nos mapas Equidistant Conic e Balthasart.
Por Tobias Jung [CC BY-SA 4.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0)], via

map-projections.net

No primeiro exemplo, temos um proje¢ao equidistante, isso €, onde a
distancia entre paralelos se mantém constante. No segundo exemplo, temos uma

projecdo que preserva areas em ambas as imagens ¢ evidente a ndo conformidade.

Ao longo do texto serd apresentada a base tedrica necessdria, com
elementos da andlise complexa. Serdo exibidos alguns exemplos de
transformagdes por fungdes complexas e um estudo de algumas fungdes
elementares.

O seguinte roteiro sera seguido:

No segundo capitulo sdo apresentados um breve historico sobre o formato
da Terra, conceitos geografico elementares como latitude e longitude e a lei da
projecao estereografica juntamente com algumas propriedades desta projecao.

No terceiro e quinto, toda a base matematica necessaria para a
compreensdo das fungdes complexas, a conformidade ¢ como ponto chave, o
Mapeamento de Riemann.

No quarto, sexto e sétimo, os conceitos sdo aplicados, sendo finalmente
mostrada a relagdo entre fungdes complexas e os mapas cartograficos conformes.
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2. Conceitos Iniciais

2.1 O formato da Terra

O formato da Terra ¢ uma discussdo antiga e que se desenvolveu de modos
diferentes ao redor do mundo, ou seja, ndo existe um cronologia mundial acerca
do conhecimento sobre o formato da Terra. Muitas civilizagdes acreditaram na
ideia que a Terra seria uma superficie plana. Na China, por exemplo, essa crenca
foi aceita at¢ o século XVII. No Egito antigo, em 2500 a.C. acreditava-se que a
Terra era um disco na superficie de um grande oceano, sustentado por pilares e
coberto por um firmamento. Na India, de acordo com a antiga religido védica, a
Terra estaria apoiada sobre 12 pilares (figura 8). Na Grécia, o gedgrafo e
matematico Anaximandro sugeria a Terra como um disco plano que simplesmente

flutuava no ar.

Figura 8: A Terra segundo os indianos.

Na filosofia grega e na escola Pitagérica, aproximadamente seis séculos
antes de Cristo, surgem estudos que sugerem que a Terra é esférica. Considerando
este fato, Eratostenes, trés séculos antes de Cristo, calculou o comprimento da
circunferéncia terrestre, obtendo como resultado 40.000 km, uma aproximagao
muito boa, considerando a época e o procedimento bastante rudimentar utilizado
por ele. ( Detalhes do método utilizado por Erastdstenes podem ser consultados
em [13]).
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A discussao sobre o formato da Terra novamente ganhou forgas no século
XVII, enquanto o Holandés Christiaan Huygens calculou um formato elipsoidal e
Newton concluiu que haveria um certo achatamento polar, modelo conhecido
como esferdide oblato. Os cartesianos acreditavam haver um alongamento polar,
modelo este denominado esferdide prolato.

Figura 9: Esferoide prolato e esferoide oblato, respectivamente.

No século seguinte, constatou-se que Newton tinha razdo a respeito do
achatamento polar e este modelo foi vastamente difundido.

No periodo das grandes navegacdes, século XV, ja era sabido aos
intelectuais a esfericidade da Terra, no entanto, havia uma crenca que a partir de
certa latitude os navios poderiam “despencar” da superficie terrestre, isso porque
somente no século seguinte Isaac Newton desenvolveu a famosa Lei da
Gravitagdo Universal que explica esse fato.

O modelo da Terra considerado o mais proximo da realidade nos dias
atuais foi proposto por Gauss em 1828 e denomina-se Geodide, que ¢ uma forma
bastante irregular e ndo possui definicdo matematica, sua construgao tem por base
o potencial do campo de gravidade. Por esse motivo ¢ chamado modelo fisico da
Terra. Neste trabalho sera utilizado o modelo esférico.
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2.2 Localizagao

Considerando o modelo esférico, a Linha do Equador ¢ um circulo que
divide horizontalmente a Terra em dois hemisférios. Os circulos paralelos a este

denominam-se Paralelos. Dado um ponto P sobre a esfera, a latitude ¢ um angulo

¢, com — % << % , que indica sobre qual paralelo o ponto se encontra. Em

outras palavras, para determinar a latitude de um ponto P na esfera unitaria basta

ligar P ao centro da esfera e medir o angulo entre esta reta e o plano contendo o

Figura 10: Paralelos sobre a superficie terrestre;
Paralelo de latitude ¢ .

Equador.

Analogamente, sobre a superficie terrestre sdo tracados semi-circulos
limitados pelos polos, denominados Meridianos, sendo o Meridiano de Greenwich
o marco zero. Dado um ponto P sobre a esfera, a longitude ¢ uma angulo A, com
—n<A<m, que indica sobre qual paralelo o ponto se encontra. Em outras
palavras, para determinar a latitude de um ponto P na esfera basta ligar P a origem
e medir o angulo entre esta reta e o plano contendo o Meridiano de Greenwich.

Figura 11: Meridianos sobre a superficie terrestre;

Meridiano de longitude \.
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Tracados sobre a mesma esfera os meridianos e os paralelos formam uma
rede de localizagdo (figura 12) sobre a superficie terrestre. Deste modo a
localizagdo de um ponto sobre a superficie estd associado ao par (o,A),
coordenadas cartograficas de P.

Figura 12: Meridianos e Paralelos sobre
a superficie terrestre.
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2.3 Coordenadas esféricas

As coordenadas descritas em 2.2 sdo utilizadas na geografia. Ao longo do
texto sera adotado o modelo matematico de coordenadas esféricas, isso €, dada
uma esfera S? centrada na origem (O), um ponto P sobre esta esfera é escrito
como P =(r, 0,0) onde r é o raio da esfera, 0¢ o angulo entre o eixo x e a
projecao de OP no plano XY e ¢ ¢ o angulo entre OP ¢ o eixo z.( Figura 13). Ha
ainda um terceiro modelo, utilizado pelos fisicos, que ndo sera apresentado aqui.

Figura 13: Coordenadas esféricas utilizadas na matematica.

Observando a figura 13, é possivel concluir que as coordenadas
retangulares de um ponto P da esfera sao dadas por:

x = r.sen(@)cos(0)

y =r.sen(p)sen(0)
z =r.cos(p)

A fim de simplificar as construgdes, sera utilizada uma representagdo da
superficie terrestre, em escala reduzida, através de uma superficie esférica S* de
raio 1 unidade de comprimento de centro O =(0,0,0) e polos N =(0,0,1) e
§=(0,0,—1), norte e sul, respectivamente. Ao longo do texto sempre que

mencionada esfera S?, trata-se da esfera com essas propriedades.
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2.4 Projecao estereografica

As projegdes cartograficas sdo métodos através dos quais a superficie
terrestre ¢ mapeada em um plano (chamado mapa ou carta). As projecdes
preservam algumas propriedades sob o “prejuizo” de apresentar algumas
distor¢des, e justamente as propriedades preservadas sdo objeto de estudo deste
trabalho, especialmente a conformidade, que trata-se da preservagdo de angulos
em regides suficientemente pequenas (A defini¢do formal matematica serd
apresentada mais adiante).

Consiste na projecdo dos pontos da esfera $* sobre 0 plano 7 secante a
esfera no Equador, sob a perspectiva de um observador localizado em um dos
Polos. Na figura 14, esta ilustrada a proje¢do P’ de um ponto P da esfera com

perspectiva do pdlo norte (N).

Figura 14: Projecdo estereografica( P’) do ponto P.

Com uso de geometria basica ¢ possivel determinar uma lei que leva os
pontos da esfera S em sua respectiva projecio estereografica:

Seja P € S>\{N} e r aretaque passapor Ne P,entio P'=rNm.
Como P € SZ, P é da forma:

P = (sen(@)cos(0), sen(p)sen(0),cos(9)), — n<O8<m e — % << %

n:z=0¢er:(0,0,1)+ t(sen(p)cos(0), sen(p)sen(0),cos(p)—1)
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O calculo da interse¢do conduz ao resultado ¢ = donde:

1
1—cos(o) °

sen(p)cos(0) sen(o)sen(0)
l—cos(p) > 1—cos(o)

P =( ,0)

Que pode ser escrito, equivalentemente, como:

sen(@)cos(0) sen(@)sen(0)
I—cos(p) *> 1—cos(o)

P’'= , ho plano XY .
( ),nop

Para ¢ =0, a aplicag@o ndo esta definida, pois 1 — cos(p) =0.

23

A aplicacio que leva os pontos da esfera S*, com excegdo do polo Norte

N, em sua projecao cartografica pode ser escrita como:

I:8*\{N} >R
P sen(@)cos(0) sen(p)sen()
( I—cos(p) > 1—cos(o) )

sen(o)

Trata-se portanto, dos pontos que distam 1—cos(¢)

e formam angulo 6 com o eixo dos x.

Vale observar que:

° Se—%<(p<0

Os pontos sao projetados na parte interior a linha do Equador;

o Se 0<o< %

Os pontos sao projetados na parte exterior a linha do Equador.

da origem do plano n
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Deste modo, um dos hemisférios é representado por um disco e o outro
por seu complemento.

Figura 15: Mapa em Projeg¢do Estereogrdfica. [extraido de https://en.wikipedia.org]

Considerando a esfera S*e¢ um ponto P’=(a,b,0)Ene a reta r
passando por N e P':

F:(0,0,1)+ 1 (a, b 1)
Como §%:x*+y*+z2=1e P=rNS*:
Fa>+Pp+1 -2+ =1

= P+ -2+ =0

= = t= L
R I
Assim:
2
= + —FF- —
P=(0.0,1)+ ——5— (a.b-1)
P (=24 2b a2+b2-1)
P+b*H1° a2+b*+1° B2+b*+1
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A func¢do inversa ¢ dada por:

RS\ (N}

2a 2 d*b-1
b
(a,5) = (a2+b2+1 > @2+bP+17 a2+b2+1)

Portanto a aplicag@o € uma bijecao.
|

As trés propriedades que seguem serdo enunciadas sem serem provadas.
As demonstra¢des podem ser encontradas em [12].

Proposicido 1: Circulos em 52 que passam por N , sdo representados por retas na
projecao estereografica.

Proposiciio 2: Circulos em S* que ndo passam por N, sdo representados por

circulos na projecao estereografica.

Definicdo 1: Dadas C, e C,, duas curvas em S° que se intersectam em um ponto

P, denomina-se angulo entre as curvas o angulo entre as retas tangentes a estas
curvas no ponto P.

Proposicio 3: Sejam C, e C,, curvas em S* que se intersectam em um ponto P
e C’,e C’,sua respectivas representacdes na projecao estereografica, entdo o
angulo entre C’; e C’, ¢ igual ao angulo entre C; e C,.

Esta ultima propriedade ¢ denominada conformidade, a partir do mapa em
projecao estereografica ¢ possivel construir outros mapas conformes por
transformagdes dadas por funcdes complexas.
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3. Elementos da analise complexa

Neste capitulo serd definido o conjunto dos complexos com suas
principais propriedades, defini¢des importantes da andlise complexa e alguns
teoremas que nao serdo demonstrados por serem conhecidos na literatura, as
provas podem ser encontradas em [3] nas referéncias bibliograficas.

3.1 O Conjunto dos niumeros complexos

Definiciio 2: Denomina-se unidade imaginaria, o nimero i tal que 2 = — 1

Proposicdo 4: As poténcias da unidade imaginaria possuem 4 resultados

(1,i,— 1,— i) que se repetem nesta sequéncia.

1. i%=1
2 l.4k+l:
3 l-4k+2: 1
4. l.4k+3: _

Defini¢do 3: Definimos , conjunto dos numeros complexos, o conjunto dos

nimeros z da forma z =a+bi, a,b € R Os coeficientes ¢ ¢ » denominam-se

parte real e parte imagindria respectivamente, € 0 nimero complexo denomina-se:

e Real puro,se b=0;

e [maginario puro, se a =0.

Observagdao: A forma z=a+bi denomina-se Forma algébrica do numero

complexo.
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Operacoées: Dados z =a + bi e w=x+yi, as seguintes operagdes sao definidas:

e Soma:
z+rw=a+x+(b+y)i
e Produto:

z.w = (a+ bi)(x +yi) = ax — by + (ay + bx)i

Seja z,,z, ezznumeros complexos, as operacdes acima sdo munidas das

seguintes propriedades:

e Associatividade da soma:
(zytz)tzy =z, + (251 23)

e Comutatividade da soma:
zytzy=z,tz

e Elemento neutro da soma:
Existe z, € C tal que z; +z, =z,.

e Associatividade do produto:
(z1.29).z3 =2,.(25.23)

e Comutatividade do produto:
Z1.29 = Zy.24

e Elemento neutro do produto:
Existe z, tal que z,.z, = z;.

e Distributividade

21(zy T z3) =212y t 2,25
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Definicio 4: O plano de Argand-Gauss (ou plano complexo) ¢ um plano

cartesiano onde o0s eixos X e y representam as parte real e imaginaria

respectivamente.

Desta defini¢do, segue que o nimero complexo z = a + bi ¢ representado

por um ponto (chamado afixo) de coordenadas (a, b), no plano (figura 16).

Figura 16: Representagdo do numero complexo z no plano de Argand-Gauss.

Definicio 5: O modulo do niimero complexo z, denotado por |z| ou p, ¢ a

distancia do afixo a origem dos eixos coordenados.

Da defini¢do anterior, aplicando o Teorema de Pitdgoras para o complexo

z =a+ bi segue que |z|* =a*+ b*.

Defini¢do 6: Dado z = a + bi, denomina-se conjugado de z, denotado por z, o

numero z =a — bi.
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Geometricamente, o conjugado de z trata-se de uma reflexdo em relagao

ao eixo real;

Y

Figura 17: Representagdo de z e seu conjugado no

plano complexo.

Proposi¢io 5: Seja z um namero complexo, entdo z.z = |z|2.

Proposi¢do 6: Sejam z; € z, nimeros complexos. Em relagdo ao modulo, sdo

validas as seguintes propriedades:

1) ’Zl.Zz| = |Zl| . |Zz|

2) |Z1 +22| < |zl| + |22|

Proposicio 7: Sejam z, e z, nimeros complexos. Em relagdo ao conjugado, sao

validas as seguintes propriedades:
1) zy+z,=2,+z,

2) zyz,=2, .2,
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Considerando a representacdo de um complexo no plano, ¢ possivel
descrevé-lo em coordenadas polares, basta considerar o médulo p e o angulo 6

entre o segmento que liga o afixo a origem e o eixo real.

-

Figura 18: Representagdo polar de um numero complexo.
Deste modo, temos:
a = p.cos(0) e b= p.sen(0)
O que conduz a notagdo do numero complexo na forma
z = p(cos(0) + sen(0)i)

Chamada forma trigonométrica do numero complexo.
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3.2 Definicoes e Teoremas

Alguns conhecimentos do curso de Célculo 1 serdo necessarios: A
derivada de ordem n de uma fungio f (x) ¢ denotada por /™ (x). Uma funcio ¢ de

classe C* quando f"(x) existe e & continua para todo n € N.

Definicdo 7: Seja f: 4 — R, ACR  uma fungdo de classe C”.Para x, € 4, a

série:

2 M) )"
|

2

n=0

denomina-se Série de Taylor em torno de x,. Em particular, se x, =0, a série é

chamada Série de Maclaurin.

Definicdo 8: Uma funcdoreal : 4 — R, ACR de classe C” ¢ dita analitica se,

para cada x,, € 4, existir uma vizinhanga UCA tal que para todo x, € U:

z ") xO n
) = ZOM (x—xy)

Exemplo 1: As fungdes seno, cosseno e exponencial sdo analiticas

x2 x4 x6
cosx)=1—757 T 97 — g T ...
3 5
sen()= 1 — 57+ 57 -
X x2 x3 x4 XS .X'6
R VIR TR TR TN TR TR
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Defini¢iio 9: Denomina-se bola aberta B de raio r centrada em z,, os pontos do
conjunto B=1{z, lz—z)l <rj c C

Defini¢do 10: Um conjunto 4 < C ¢ aberto se, e somente se, para todo z, € 4,
existe uma bola aberta B € 4 centrada em z,, .

Definicdo 11: Uma funcdo complexa, em um conjunto aberto, ¢ uma aplicacao
f:A— C, A<, onde A Céum conjunto aberto.

Observacao: Fungdes definidas em outros dominios (por exemplo, em fechados de
interior vazio) t€ém um comportamento muito diferente e ndo serdo consideradas
aqui.

Para 4 =T, uma fungdo complexa f(z)=w ¢é uma fungéo do plano no
plano, portanto ¢ equivalente a uma fungdo f:R2—R2, seu grafico ¢ uma
superficie de dimensdo 2 contida em R* o que ndo ¢é facil de visualizar. No
entanto pode-se adotar como uma estratégia representar o dominio da fun¢do em
um plano e sua imagem em outro plano, deste modo a funcdo complexa ¢
interpretada como uma transformagdo (também chamada mapa) do plano zno
plano w.

Plano z

Figura 19: Transformagdo por uma fun¢do complexa.

Exemplo 2: A fungdo f: B— [ dadapor f(z) =z, B = {a +bi/l <a < v’ﬁ}
leva a regido entre retas verticais na regido entre parabolas.

f(z)
/\

Dominio Tmagem

Figura 20: Transformagdo de B dada pela fungdo f(z)=22.
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Uma fungdo f(z) =w, com z=x+yi, pode ser escrita como soma de
funcdes de duas varidveis reais w = u(x,y)+v(x,y)i onde as fungdes u e v
representam a parte real e a parte imaginaria da fungdo f(z).

Exemplo 3: Dada a funcdo f(z) =z?, com z =x+ yi. Entdo:

f(2) = (x+yi)* = x> =y + 2uyi

Bastando tomar: u = x* — y*e v = 2xy

Definicdo 12: Sejam D um subconjunto de T, z, ponto de acumulagdo de D e
uma func¢do f: D— . Diz-se que um niimero complexo w, ¢ o limite de f em

z, quando, dado qualquer € > 0, existe um niimero 6 > 0, tal que:
Paratodo zED, 0<|z—z,l < & = |f(z2) —w,yl < ¢
Denota-se:

lim f£(z) =w,

=z

Definicdio 13: Uma fungdo f: D— C ¢ dita funcfo continua no ponto z,, se o

limite da defini¢do acima existe e ¢ igual a f(z,). Se for continua em todo

z, € D, entdo ¢ dita funcdo continua.

Definicdo 14: Sejam AC T um aberto ¢ f: 4— T um fungdo continua, f é
holomorfa se, e somente se, para todo z, € 4 existe o limite:

f@)(z)

Z—Z

lim

Este limite é denotado por f(z).
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Teorema 1: Seja 4 S T aberto e f: 4— C continua. Suponha que exista uma
fungdo continua f,: 4— C com a seguinte propriedade: Para todo z€4 os

limites abaixo existem e sdo iguais a /| (z). Entdo f € holomorfa com " =f",.

fie) = lim fENID o= iy EHSE)
h—0, he R h—0, he R

Definicdo 15: Seja /: 4— C holomorfa e seja zyC 4. Se para todo n a derivada
de ordem n f"(z,) esta bem definida entdo a série de Taylor de fao redor de z, ¢
definida como:

2 M)z,

Z n!

n=0

Se a série convergir para f'em uma bola aberta centrada em z, dizemos que ¢
analitica em z,. A fungdo f ¢ analitica se for analitica em todo ponto do dominio.

No caso real, uma fun¢do pode ser derivavel, mas ndo ser infinitamente
derivavel ou ainda pode ser de classe C™ e ndo ser analitica isso ndo ocorre nas
fungdes complexas como veremos nos teoremas que seguem.

Teorema 2: Se f: A— ¢ holomorfa entdo f ¢ analitica.

Teorema 3: Seja f: A— C, 4 < C holomorfa, entdo f(n)(zo) esta bem definida
para todo Z, € A4 e para todo 7 € . Ou em outras palavras, se / é holomorfa,

entdo /™ também é holomorfa em A

Teorema 4: Seja 4 € C um aberto, f: 4 — C analitica, zy €4 cC e r € R,
o raio da maior bola aberta B centrada em z, e contida em A . Entdo, a Série de
Taylor converge para f(z) se z € B S 4.
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A famosa regra de L’Hospital estudada nos cursos de Célculo também tem
sua versdo para fun¢des complexas, como segue:

Teorema 5S: (I’Hospital): Seja z, um niimero complexo, seja 4, uma vizinhanga

de z,seja A, = Ay — {zy}. Sejam £, g fungdes holomorfas definidas em 4,. Se

lim f(z) = lim g(z)=0
—)ZO

Z/2Z

Entao

lim 22 = jim £8

z—z, z—z, g'(z)

A fim de relacionar as fungdes complexas aos mapas, principal objetivo
desta dissertacao, precisaremos de alguns conceitos geométricos.

Definicdo 16: Sejam C,D duas curvas suaves que se cruzam em um ponto P
formando angulo f entre si. Dada uma transformagdo f: 4 — , 4 c  aberto,
se as curvas C'=f(C) e D'=f(D) no ponto f(P) formam também angulo f
entre si, entdo a aplicacdo ¢ dita conforme,.

Em outras palavras, uma aplica¢do conforme preserva angulos.

Teorema 6: Seja f: 4 — C, analitica e f'(z) # 0 para todo Zz€4, entdo f é
aplicacdo conforme.

Alguns conceitos topoldgicos também serdo necessarios.

Definiciio 17: O aberto 4 < C ¢ dito conexo se para quaisquer abertos ndo vazios
X,Y cC taisque 4 =X U Y existe x, E XN Y . (figura 21.1)
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Definicio 18: Um aberto ndo vazio 4 ¢ dito simplesmente conexo quando a
regido limitada por qualquer caminho fechado contido em A4 também esta contida
em 4.

Figura 21: Respectivamente: 1-Conexo, mas ndo simplesmente conexo, 2-Ndo conexo ;
3-Conexo e simplesmente conexo

A seguir temos o Teorema do Mapeamento de Riemann que ¢ o mais importante
desta dissertagdo e também o mais dificil de ser demonstrado.

Teorema 7: (Mapeamento de Riemann) Sejam A,B c T, 4,8+ conjuntos
ndo vazios, abertos, conexos € simplesmente conexos € sejam z, € 4, w, € B,
0 € C, |60]=1.Entdo, existe uma Unica funcdo analitica, bijetora com

inversa analitica f: 4 — B satisfazendo f(z,) = w,, f(gO) >0

Exemplo 4: Sejam A4,B ,z, € Ae w, € B como na figura abaixo:

Z+W,
wz+1

v

Figura 22: Exemplo do Mapeamento de Riemann.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

Note que g(z) satisfaz g(0) =wye [z] <1< |g(z)| <1.

Utilizando a “regra do quociente” para derivar a funcao g(z), temos:

Wozt1-w,(z+w,)

g'z)= (woz+1)
Portanto:
1-wyw,
g'(0)= 12
g(0)=1-|w|>>0

Mais exemplos de aplicagdo do Teorema do Mapeamento de Riemann

serdo mostrados mais adiante.

37
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3.3 O principio da reflexao

Dado um ponto z,no plano e um segmento de reta ou arco de circulo ¢é
possivel determinar a reflexdo do ponto em relagdo a tal curva. Na verdade o
conceito de reflexdo em relacdo a uma curva pode ser definido para qualquer
curva analitica, mas aqui sO trataremos dos casos especiais acima. Alguns
exemplos elementares serdo exibidos a seguir bem como a funcdo R(z) que leva

o ponto z = a + bi em sua reflexao.

e Reflexdo em relagdo a uma reta passando pela origem:

Seja r:k.zy, Kk €R , onde z,= €% _ entdo a reflexdo de z, denotada

por z’¢é dada pela composigao da reflexdo em relagdo ao eixo real (conjugado) e a
rotagdo 20, :

SN

A figura a seguir ilustra esse processo.

0o

zZ

figura 23: Reflexdo da reta passando pela origem.
e Reflexdo em relacdo a uma reta ndo passando pela origem:

Basta observar tal reta como uma translagao da reta passando pela origem,
isto €, r:kz,+z,, k€ R.Portanto para refletir em relagdo a esta reta basta

incluir a translacao no resultado acima:

fe)=z-2z, le +z,
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A figura a seguir ilustra a formula anterior

VAYA

Figura 24: Reflexdo na reta fora da origem.

e Em relacdo a circunferéncia :

Seja z, 0 centro da circunferéncia e r o seu raio, a reflexdo de z denotada
por z’ satisfaz:
(z—z))z —zy) =1
(z -z —zy) =1?
(z-zy)z' —(z—2zy)zy =1

(z-zy)z' =r*+(z-z,)z,

4

2
TEE)

0 |Z—ZO|2
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.

Figura 25: Reflexdo na circunferéncia (Inversdo).

Dada uma fun¢do f que leva uma curva no bordo do dominio em uma
curva no bordo da imagem e um ponto z,, com o auxilio de fungdes de reflexao
como as acima apresentadas, ¢ possivel estender o dominio de uma funcio
complexa. Refletindo o ponto para o interior da regido a imagem ¢ determinada e
por sua vez pode ser novamente refletida gerando a imagem de z,. Este
procedimento ¢ denominado Principio da Reflexdo, em outras palavras, seja
Ry(z) areflexdo em relagdo a fronteira do dominio e R,(z) a reflexdo em relagdo

a fronteira da imagem, entdo:

R (f(Ry(20)) = f(z0)

in/4

Exemplo 5: Considere a fungao f(z) =z. e na regido definida por z = a + bi,

0<a<1,0<b<1.Tem-se o dominio e imagem representados abaixo:

/4

Figura 26: Dominio e Imagem do exemplo 5.
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Tomando um ponto z, fora do dominio, aplicando o principio da reflexao,

tem-se:

f
‘ﬁ—_Nt/ .
(Zo
° &___/
\_/ ! R
f‘

Figura 27: Aplicagdo do Principio da Reflexdo

Observacao: Ao refletir na imagem, deve-se ter a cautela de refletir em
relacdo a fronteira correspondente a fronteira utilizada na reflexao do dominio, no
exemplo acima, as reflexdes foram feitas com respeito ao segmento assinalado em
vermelho.

Com o procedimento citado acima a fun¢do pode ser estendida para a
regido —1<a<1,0<bh<1.

Figura 28: Dominio estendido pelo Principio da Reflexdo

Aplicando novamente o principio da reflexdo no retdngulo — 1 <a <1,
—1<b <0, obtém-se a fun¢do estendida para o quadrado de lado 2 centrado na
origem.

Figura 29: Dominio estendido pelo Principio da Reflexdo
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Considerando o dominio estendido ¢ possivel fazer novas reflexdes para
os pontos exteriores a este novo quadrado, como feito no quadrado unitario, e
fazendo esse processo repetidas vezes pode-se obter uma extensdo para todo o
plano.

Vale ressaltar que essa observagdes sdao validas para este exemplo pois o
dominio ¢ um quadrado e com esta forma ¢ possivel “cobrir” todo o plano.

O

Outros exemplos da aplicacdo mais interessantes do Principio da Reflexado
serdo mostrados mais adiantes.
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4. Funcao exponencial complexa e sua inversa

Definicio 19: A Exponencial Complexa de um nimero z = a + bi, denotada por
f(z) = € ¢ definida pela série:

z z z z z z
eZ=1+1—!+2—!+ §+4—!+§+ a-l—

A funcdo f(z) = € pode ser expressa por meio das fungdes seno e cosseno.

. - biy’ | (bi)’ bi)"
etim (1+ 04 OE L Oy Oy

; bi b o b b (bi)"

oG G R T e Tl T H A e

; b | b b® b b b’ .
Ze[(1—2—!+4—!—a+...)+(1—!—§+ 54‘...)1]

= ¢“(cos(b) + i sen(b))

Portanto a fungdo exponencial pode ser pode ser escrita como:

f(z) = €“( cos(b) + isen(b) )

Observacdo: Podemos relacionar o numero complexo w a uma equacio
exponencial. Da conclusao acima, tomando z = i6 :

e = cos(0) + i sen(0)
=> pe’.e = p(cos(0) +i sen(0))

=> pe =w
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A fungdo € ¢ periodica com periodo imaginario 2mi, por causa de sua
periodicidade, todos os valores possiveis sao assumidos na faixa —m <y < .Esta
faixa infinita ¢ denominada regido fundamental da funcdo.

Proposicio 8: As seguintes propriedades sdo validas:

1. Sejam z,w € C, entdo & = &%.e¥

2. Sejam z € C e n€Z  entdo (&?)" = ™

3. €40
4. |ewi] = e
5. =€

Proposicio 9: (Férmula de Moivre) Dado z = p(cos(0) + i sen(8)), um nimero

complexo nao nulo em sua forma trigonométrica, entdo, para cada niimero inteiro
n, tem-se:

z" = p"(cos(nb) + i sen(nd))

Para compreender a demonstragdo a seguir ¢ conveniente relembrar os

limites abaixo, estudados no curso de calculo 1:
h_1

lim & =1
h—0 h
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Proposicao 10: A fun¢do exponencial complexa € analitica

Prova:

Vamos mostrar que a fungdo ¢ holomorfa utilizando o Teorema 1:

Considere 7€R, temos:

. th_ . h_ . é(e-1 . h_
lim ezhez = lim _eZeh < — lim —(eh )~ ¢ lim ehl = ¢
h—0 h—0 h—0 h—0
E o limite:
) +ih . ih o é(eh—1 . ih_
lim £9=€ = |im €£=€ = jjym S _ iy €21
h—0 lh h—0 lh h—0 lh h—0 lh
. cos(h)—1+isen(h e cos(h)-1 . sen(h
= ¢ lim ()'h ()=ez(—zl1m%))+hm7()
h—0 ! h—0 h—0
=
Portanto, ¢ holomorfa e pelo Teorema 2 ¢ analitica.
|

Proposi¢io 11: A derivada de f(z) =¢€*¢é f'(z) = &*. E de modo mais geral,
tem-se /"(z) = .

Definicio 20: Uma fungdo f:C — C de modo que para todo z € C, c€ C
tem-se f(z +¢) = f(z) ¢ chamada periddica de periodo c.

Exemplo 6: A fungdo f(x) =¢® ¢ periddica de periodo 2mi. Basta observar que
eZnH—z — eZm'ez — (ein)2ez = ¢,

A fungdo exponencial ¢ analitica e f'(z) = e¢*(cos(b) + i sen(b) e, portanto,
f'(z) # 0 para todo zE €. Destas observagdes, juntamente com o Teorema 6, ¢
possivel concluir que a fungdo exponencial complexa € uma aplicagdo conforme.

O
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Proposicio 12: A funcdo exponencial complexa leva retas verticais em
circunferéncias e retas horizontais em semirretas partindo da origem.

Prova:

Seja a reta vertical formada pelos pontos da forma z=a+yi, com a
constante € y € R, entdo:
f(z) = " = e%(cos(y) + i sen(y)) que trata-se de uma circunferéncia de raio e*.

Seja a reta horizontal formada pelos pontos da forma z =x+ bi, com b
constante € x € R, entdo:

f(z) = & = & (cos(b) + i sen(b)) que trata-se de uma radial partindo da

origem.

Como vimos anteriormente os Mapas de Mercator e Projegdo
Estereografica foram ambos desenvolvidos antes do conhecimento sobre fungdes
complexas, no entanto a relacdo existente entre eles pode ser expressa pela
Funcao Exponencial complexa. Sabe-se que, por defini¢do, o Mapa de Mercator ¢
um mapa conforme em uma regido retangular, considerando esta regido e
aplicando a fun¢do exponencial complexa obtém-se um mapa conforme em uma
regido determinada por uma circunferéncia, ou seja, o mapa na projecdo
estereografica.

A inversa da exponencial complexa ¢ também o inverso da relagdo entre
os mapas, leva o Mapa em Projecdo estereografica em Mapa de Mercator, como
veremos mais adiante.

No rumo tomado acima, partindo-se da definicdo algébrica da funcdo ¢
construida a interpretacdo geométrica da exponencial complexa, no entanto, o
oposto disso também pode ser feito, isto €, a partir da regido do dominio e da
imagem pode-se construir a fun¢do complexa, unica, pelo Teorema do
Mapeamento de Riemann.

Isto ¢, pode-se definir a fung¢do exponencial complexa partindo de sua
defini¢do geométrica:

i

Figura 30: Defini¢do geométrica da fungdo exponencial complexa.
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A Definigdo da funcdo exponencial complexa, também fornece uma
belissima equagdo, conhecida como Férmula de Euler.

¢ = ¢e“(cos(b) + i sen(b)), tomando z =i.w:
e™ = cos(m) + i sen(m)
e +1=0
Assim como nas fungdes reais, porém com algumas sutilezas, definimos a

fungdo logaritmo neperiano complexo, funcao inversa da exponencial complexa.

Para construir a funcdo /n(z), inversa da exponencial complexa, considere
In(z)=w, com o complexo z na regido fundamental e escrito na forma
exponencial z = pe®® e w na forma algébrica w = a + bi , entio:

eV =z
ea+bi — peie

Por comparag¢do dos membros da igualdade:

ea:peebi:eie

=>qa = In(p)e como 0 € [-m, m[entdo b =10
E finalmente:

In(z) = In(p) + i0

Definicido 21: Um ramo da funcdo logaritmo complexo de um nimero z=pe” ,
denotada por /n(z), ¢ definida por:

In(z) = In(p) +i0,com O €10, —m, 0, + =x[.

Tomando 0, =0, a fungdo, trata-se da inversa da Exponencial Complexa
na regido fundamental {x+yi/—=n < y <m}.

Tomando um ntimero z = a + bi, real puro, ou seja com b =0, podemos
observar que a fungdo logaritmo complexo coincide com o valor da funcao
logaritmo real.
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Por outro lado, alguns valores que nao pertencem ao dominio da fungao
logaritmo real, estdo bem definidos no logaritmo complexo, por exemplo,
tomando o nimero real negativo z= —1:

In(-~1)=In(1)+in

Proposiciao 13: Sejam z,w complexos na regido fundamental e ndo nulos, entao

sao validas as propriedades:

1. In(zw) = In(z) + In(w)
In(z/w) = In(z) — In(w)
3. In(z) ¢ analitica nos complexos, exceto no eixo real negativo e sua

derivada ¢ dada por /n'(z) = 1/z

Proposicao 14: A funcdo logaritmo leva circunferéncias com centro na origem
em retas verticais e semirretas partindo da origem em retas horizontais.

Evidente, pois € inversa da exponencial complexa.

Assim, um mapa na Projecdo Estereografica pode ser levado no mapa
correspondente na Projecao de Mercator através da funcdo logaritmo complexo.
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5. Zeros, Pontos Criticos e Singularidades

Nesta secao serao apresentadas defini¢des de pontos importantes na
constru¢do de transformagdes por funcdes complexas, além da apresentagdo do
tema serdo expostos alguns exemplos simples. Exemplos envolvendo fungdes
trigonométricas serdo expostos na se¢ao seguinte.

Definicio 22: Dada uma funcdo f: C — C,se f(z5) =0, z, ¢ chamado zero de
f.

Defini¢iio 23: Se z, é um zero de f e f(z,) # O entdo z, é chamado zero simples
de 1.

Exemplo 7: A fungdo f(z)=2z>+i possui zero em z, =i, como f'(z) = 3z*
entdo f'(z))= —3+#0, z, € zero simples. Na figura a seguir, a fungdo foi
tomada no intervalo —1/2<x<1/2, 1/2<y <3/2.

A fung¢do possui ainda 2 zeros simples fora do dominio tomado acima.

e / w N\

Figura 31: Transformagdo dada pela fun¢do f(z)=z? na regido definida.
U

Definicdo 24: Dada uma fungdo f: C — C, se f'(zy) =0, z,¢ chamado ponto
critico de f.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1813321/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1813321/CA

50

Defini¢iio 25: Se z, é um ponto critico de f e /" (z,) # 0 entdo z, é chamado
ponto critico simples de f.

Proposicio 15: O angulo entre duas curvas concorrentes em z,, com z, ponto
critico simples de f', ¢ duplicado pela transformacao f(z).
Observacio: O angulo entre duas curvas conforme estabelecido na definigdo 1.

Exemplo 8: Na fungdo f:B—(C,B={a+bi/0=a=1,0=b=1}com
f(z) =z*,tem-se:
f'(@) =2z,
f"(z) =240.
Entao
zo = 0 € ponto critico simples.

Na imagem da transformacao os eixos coordenados formam angulo raso.

-

Figura 32: Exemplo de Ponto Critico.

O

Definicdo 26: Dado f: 4 — C, com A4 aberto, se f € analitica no disco

perfurado 0 < |z - ZO| <r, r>0.Entdo z, € 4 ¢ chamado singularidade isolada.

Definiciio 27: Dado /' : 4 — C, com A aberto, e z, uma singularidade isolada:

e Se lim f(z) =a, a € C, em outras palavras, a fungio na vizinhanca de

Z—>Z0

z, € limitada, entdo z, ¢ chamado singularidade removivel.

e Se lim |f(z)| = =, entdo z, é chamado polo.

—
z Z0

e Se lim f(z) ndo existe, é chamado singularidade essencial.

Z—>Z0
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Definiciio 28: Se z, ¢ um polo de f e existe o limite:
lim (z —zy)f(2)
Z—>ZO

Entdo z, ¢ chamado polo simples de f.

sen(z)
z

Exemplo 9: Dada a fungdo f(z) = , 0 ponto z, =0 € uma singularidade

isolada de f. Como lim Sen@) _ |y <25 =cos(0)=1, z, ¢é singularidade
z—0 z—0 1 0

removivel.

Esta nomenclatura se da devido o fato de que sabendo o limite no ponto
basta definir este limite como sendo o valor da fun¢do no ponto, isto €, remove-se
a tal singularidade.

O

Exemplo 10: Dada a funcdo f(z)= ZZZ—+4 ,0s pontos z, =2i e z,=—2i sdo

S| =®e lim

singularidades isoladas de f. Como lim 3
Z—>—zl

z—2i

= o0
s

_Z
z2+4
Z, e z, sdo polos.

Para verificar que z; ¢ um polo simples:

lim (z-2i) 5
z—2i ( ) 2+4

lim (z - 2i) m

z—2i

. oz _ 1
lim 1 =3

Como o limite existe, z; € polo simples, um resultado similar € obtido para z, que

¢ portanto outro polo simples de f.
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Exemplo 11: Dada a funcdo f(z)=e I/z o ponto z, =0 ¢ uma singularidade
isolada de f', pois

lim e" =w ¢ lim e/ =0
h—0, h—0_

Portanto nio existe o limite lim el/ z

, entdo z, ¢ uma singularidade essencial.
z—0

(|

Definicdo 29: Uma fun¢ao f diz-se meromorfa em A , com A um aberto conexo e
ndo vazio de C se f é holomorfa a excepc¢ao de polos.

Como visto no exemplo 10, a fungdo f(z) = ZZZ—+4 possui polos em 2i e

-21i, esta funcdo ¢ holomorfa em C ~ {-2i,2i} e portanto ¢ meromorfa em qualquer
aberto em C.
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6. Funcgoes trigonométricas complexas

Para a construcdo das fungdes trigonométricas complexas, ¢ conveniente
relembrar uma definicao das fungdes hiperbolicas, como segue:

cosh(x) = @
senh(x) = @

Partindo da defini¢do da fungdo exponencial complexa:
e™ = cos(x) + isen(x)

e ™ = cos(x) — isen(x)

Somando e subtraindo as equagdes acima, obtém-se, respectivamente, 0 cosseno e
seno reais:

ezx + eflx

cos(x) = )
sen(x) = eT
Substituindo x por um niimero complexo z =a + bi:

olilatbi) L p—ila+bi)
cos(z) = 3

ebetitob o™
cos(z) = 5

e ?(cos(a) + i sen(a)) + ’(cos(a) — i sen(a))
cos(z) = >

b b b_ b
cos(z) = cos(a) % —sen(b) %

cos(z) = cos(a) cosh(b) — i sen(a)senh(b)
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De modo anélogo, pode-se concluir que:

sen(z) = sen(a) cosh(b) + i cos(a)senh(b)

Proposicao 16: As seguintes relagdes sao validas:

cos(iz)=cosh(z)
-isen(iz)=senh(z)

Prova:

cos(iz) = cos(i(x + yi)) = cos(— y + xi) = cos(— y)cosh(x) — isen(— y)senh(x)

etV e e VeV e
2 2 N2 2

Vit e_x_y i + XV o XY g XYI XYy X HYi_ Xty
= 4

2 e—x—yi +2 ex+yi
4

efxfyi + ex+yi
2

= cosh(z)

O segundo caso pode ser demonstrado de maneira anadloga.

Proposicao 17: As fungdes seno e cosseno complexos sdo periddicas de periodo
2.
Em outras palavras, a proposi¢do acima afirma que sao sempre validas as
seguintes igualdades:
sen(z + 2m) = sen(z)

cos(z +2n) = cos(z)
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Prova:

55

sen(z +2n) = sen(x + 2m)cosh(y) + icos(x + 2m)senh(y)
= sen(x)cosh(y) + icos(x)senh(y)

= sen(z)

Para o cosseno a demonstragdo ¢ analoga.

Essa propriedade coincide com a periodicidade da versdo real destas

fungdes, hd ainda outras propriedades reais que se estendem para as fungdes

complexas.

Proposicido 18: Sio validas as propriedades:

Prova:

sen(—z) = —sen(z)

cos(—z) = cos(z)

cos*(z) +sen*(z) =1

sen(z, £z,) = sen(z|)cos(z,) + cos(z,)sen(z,)

cos(z; £z,) = cos(z,)cos(z,) + sen(z,)sen(z,)

sen(—z) = sen(— a)cosh(— b) + icos(— a)senh(— b)

— sen(a)cosh(b) — icos(a)senh(b)

—sen(z)

Os demais itens podem ser demonstrados com uso de algebra trivial, por

esse motivo serdo omitidas.

Proposicdo 19: Seja f(z) =sen(z) e f(z)=cos(z), entdo f'(z)=cos(z) e
g'(z) = sen(z).
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Outra coincidéncia com o caso real sdo os zeros dessas fungoes.
Zeros da fun¢ao cosseno:

eai—b + e—ai+b

cos(z) = 5 = 0
eai—b - e—ai+b
eai—b+ai—b - e—ai+b+ai—b
p2ai-2b — o0
eZai—Zb = _1

=> 2ai—-b)=in+2kmni, k€L

o b=0a- T i

= 7= % tkn, keZ

Com um raciocinio bastante similar, para a fun¢ao seno, os zero sdo da

forma:
z=kn, kE€EZ

56

Da proposi¢do 15 juntamente com os resultados anteriores, pode-se

concluir que:

e A fungdo cosseno possui pontos criticos em, exatamente,

z=kn, k€ Z;

e A func¢do seno possui pontos criticos em, exatamente,
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As fungdes cosseno e seno estdo definidas para todo z € C, portanto nao
possui singularidades a serem estudadas.

Da periodicidade da func¢do seno, juntamente com a proposi¢do 18, a faixa

vertical x) <x<x,+m, —00 <y <00 assume todos os valores de f. Por
simplicidade, tomando x, =- 5 tem-se o ramo — 5 <x< 5, —® <y <o Para

analisar a transformacao serdo utilizados os pontos desta faixa no 1° quadrante e
em seguida o principio da reflexdo para os outros quadrantes. A transformagao ¢é
mostrada na figura seguinte

0 /2 0 1

Figura 33: Transformacdo pela fungdo seno.

Pelo principio da reflexao, ¢ possivel estender a faixa do dominio, dado

i
um ponto z,, com 0 <|a| < 5 1o 2° quadrante, por exemplo, tem-se:

zyg=—a+tbi e Ry(zy) =z,
R(sen(Ry(— a + bi))) = Ry(sen(a + bi))
= Ry(sen(a) cosh(b) + i cos(a)senh(b))
— _ sen(a) cosh(b) + i cos(a)senh(b)

= sen(— a) cosh(b) + i cos(— a) senh(b)
= sen(z,)
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*sen(-zo)

Figura 34: Fungdo seno estendida pelo Principio da Reflexdo no 4° quadrante.

Um procedimento andlogo pode ser feito para os demais quadrantes,

assim, o dominio e a imagem da fun¢@o seno sao estendidos, conforme figura a

seguir.

El
9
&

-2

-1

Figura 35: Fungdo seno.

1

A transformacdo dada pela funcdo cosseno pode ser entendida como uma

translacdo aplicada na funcdo seno, uma vez que cos(z — % ) =sen(z):

Translagdo

R

;
:
:
:
:
:
:
:
:
\

-7t/2

Seno

0] /2

Cosseno

b e s e o0 o o

Figura 36: fungdo cosseno como translagdo da fung¢do seno
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Do principio da reflexdo para a fungdo seno, juntamente com o resultado

acima, pode-se concluir que extensdo da fungdo cosseno na faixa —m <x <0,

—oo <y <. ¢ conforme figura abaixo:

R ——" . . ]

.
|

T-- S ——
S

B T O O O

Figura 37: Fungdo Cosseno

Assim como no caso real, podem ser definidas fungdes auxiliares a partir

das fungdes seno e cosseno.

Definicio 30: As fungdes tangente, cotangente, secante € cossecante complexas

sdo definidas respectivamente por:

tan(z) = sen(z)

cos(z)
cot(z) = %
sec(z) = COSI(Z)
esc(z) = Senl(z)

Considerando os zeros das fungdes seno e cosseno, tem-se:

A funcado tangente possui infinitos zeros: z = km, k € Z e infinitos polos:
z= 2 +kn, k € Z, mas ndo possui pontos criticos, pois:

2
Vz €C, tan'(z) = sec’(z) # 0

A funcdo cotangente possui infinitos zeros: z = % + kn, k € Z e infinitos

polos: z = krt, k € Z, mas ndo possui pontos criticos, pois:
VzE€C, cot'(z) = csc®(z) # 0
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A funcdo secante ndo possui zeros, mas possui infinitos polos:
z= % + kn, k € Z e infinitos pontos criticos: z = kn, k € Z, pois:

V z € C, sec'(z) = tan(z)sec(z)
Portanto, os zeros da fungdo tangente sdo pontos criticos da funcao
secante;

A fungdo cossecante nao possui zeros, mas possui infinitos polos:

z =kmn, k € Z e infinitos pontos criticos: z = % +krn, k € Z.

As fungdes acima sao exemplos de fungdes meromorfas, com infinitos

polos no plano complexo.

60

Outra propriedade importante ¢ a periodicidade destas fungdes, essa

propriedade se deve a periodicidade das fung¢des seno e cosseno. Tem-se:

II.
I1I.
IV.

Prova:

tan(z +m) = tan(z)
cot(z +m) = cot(z)
sec(z +2m) = sec(z)
csc(z +2m) = csc(z)

sen(z+m) _ sen(x+m)cosh(y)ticos(x+m)senh(y)

tan(z + ) = cos(z+m)  cos(x+m)cosh(y)+isen(x+m)senh(y)

—sen(x)cosh(y)—icos(x)senh(y)
—cos(x)cosh(y)—isen(x)senh(y)

sen(x)cosh(y) +icos(x)senh(y)
cos(x)cosh(y)tisen(x)senh(y)

= tan(z)

Os graficos dessas transformagdes sdo ilustrados a seguir.
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e Tangente

Polo

Figura 38: Fungdo tangente no intervalo 0<x< pi, - 00 <y< o0

Figura 39: Fungdo tangente na regido -pi/2<x< pi/2, -0 <y<o0
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e (Cotangente

: /2

Polo

Figura 40: Fung¢do cotangente na regido -pi/2<x< pi/2, -0 <y<o
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Figura 41: Fungdo cotangente na regido -pi/2<x< pi/2, -0 <y<o
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e Secante

0 T
Polo

Figura 42: fung¢do secante na regido na regido 0<x< pi, -0 <py<oo

e (Cossecante

-m/2 /2
Polo

Figura 43: fungdo cossecante na regido -pi/2<x< pi/2, -0 <y<o
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7. Um exemplo de fungao eliptica

Dadas as regides: 4 quadrado aberto de vértices 1,—1,i,—i e B bola aberta de
centro na origem e raio 1, como na ilustra¢@o abaixo:

Figura 44: Dominio principal e imagem da fungéo Eliptica.

Pelo Teorema do Mapeamento de Riemann existe uma Unica fun¢do
f: A — B, inversivel, com inversa holomorfa e f(0) =0, f’(0) > 0. Sendo esta
uma funcgdo eliptica.

Nota: As fungdes elipticas assim como as fungdes trigonométricas, sao um
conjunto de fungdes, a fungdo acima definida ¢ apenas um exemplo de fun¢ao
deste tipo.

Na se¢do 3.3 demos um exemplo de uma fung¢do com dominio quadrado
que pode ser estendida para todo o plano. Do mesmo modo a fung¢do eliptica
construida acima tem dominio quadrado e pode ser estendida meromorficamente.
Donde podemos concluir algumas propriedades desta funcao.
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A reflexdo ry(z) em relacdo a aresta que passa por 1 e i ¢ dada por:

roz)=1+i-iz

Figura 45: Reflexdo em relagdo a aresta do quadrado.

A reflexdo r|(z)em relagdo ao arco de circunferéncia unitaria
centrada na origem ¢ dada por:

r@)=1/z

Zo

° rl(Zo)

Figura 46: Reflexdo em relagcdo a circunferéncia centrada na origem.

Tem-se pelo principio da reflexao:

J@) =r(f(ry(2)))
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Proposicao 20: (Principio da reflexdo) Se f'¢ a funcdo eliptica acima definida,

entao:

[ +i—iz)=1/fz)

Prova:
Tomando z=a+bi,com 0 <a<le 0<b<1.Tem-se:

f@)=r (f(1 +i-iz))
f2) = 1f(1 +i—iz)
f&)= 11 +i-i2)

f(+i—i2) = 1/fz)

Assim a identidade vale no quadrado e por prolongamento analitico vale
em todo o plano complexo

Proposicao 21: As seguintes identidades sao validas.

) fz) =f(2)

2) fliz)=if(z)

3) f=2)= -f(2)

4) fz+1+id)= —ilf(2)
5) fz+1-i)=i/f(2)

Prova:

1)

B =f(+i—ili+1-i2) = 1/f(1+i-iz) =1/1/fz) =f(z)

Interpretacdo geométrica:

& 0
\_ V4
@7

Figura 47: Interpretag¢do geométrica: f(z) =]Tz).
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2)
Seja f, : 4 — B definida por f,(z) = —if(iz). Temos que f, € bijecdo
holomorfa de 4 para B e que le (0) =£"(0) > 0. Pelo Teorema de Riemann
=1
Interpretacdo geométrica:
if(z)
Figura 48: Interpretagdo geométrica: f(iz) = if (z).
3)
S(=2) =f(z) = if(iz) = 2f(z) = - f(z)
Interpretagdo geométrica:
B
. f(Z)
z
sz
R é’ (2)
f(-Z)
Figura 49: Interpretacdo geométrica: f(—z) =—f(z).
4)
fe+1+i)y = f(1+i —i(-Z) =1f-Z) = (ifG) =1/-if(2)
=1/ifz)= -ilf(2)
5)

flz+1—=i) = fC+1+0) =fGC+1+0) = —i/fG)=—ilf(z) =—i1/f(2)

= ilf(z) = ilf(z)
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Proposicao 22: (Semi periodo) A fungdo possui semi periodos 2 e 2i.
Em outras palavras, f(z +2) =f(z +2i) = —f(2).

Prova:

) fz+2) = flz+1+)+1-0) = ilff+1+0) = i/(-ilf(2) = f(z)

2) flz+2)=fz+2)=1/fQ+i—-iz-2))=1/f(1+i—iz-2

=1/fQ+i—iz-2)=1/f(-1—i+iz)=i/f(0 —i—z) =i/(i/f(- 2))

=f(=2) =f(2)

Proposicao 23: (Periodicidade) A funcdo ¢ duplamente periddica de periodos 4,
41 e 2+2i. Em outras palavras f(z + k(2 + 2i)) = f(z + 4k) = f(z + 4ki) = f(2),k € Z

Figura 50: Ilustrag¢do da dupla periodicidade da fun¢do.
Prova:

1) fz+2+2i) = flz+1+i)+1+0) =—i/f(z+1+0) = i/(-i/f(2)) =f(2)
2) fz+t4) = f(z+2)+2) = —fz+2) = f(2)

3) flz+4i) = f((z+2)+2])) = —f(z+2i) = f(2)
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Proposicao 24: (Zeros) Possui zeros em z = a + bi, com a, b inteiros pares;

Figura 51: llustracdo dos zeros da fungdo.

Prova:

Por definigao f(0)=0.

Utilizando o fato da fun¢do ser duplamente periodica, temos :
S0+ 2k)=f(0+2ki)=f(0)=0

Proposicao 25: (Polos) Possui polos em z = a + bi, com a, b inteiros impares.

Figura 52: llustracdo dos polos da fungdo.
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Prova:
Considerando o Principio da Reflexao:

f@)=1/f(0+i-iz)

lim f(z)= hr1n 1/f(1+i-iz)
z— 1+

z—1+i

lim f(z)=
z— 1+

Isto ¢, z=1+i éum polo de f e utilizando o semi-periodo de f, temos:
f(1+i+2k) e f(1+i+2ki) também sdo polos.
|

Proposicao 26: (Pontos criticos) Possui pontos criticos em z = a + bi, com a, b
inteiros tais que a + b ¢é impar.

Figura 53: llustrag¢do dos pontos criticos da fungdo.

Prova:

Observando o dominio e a imagem da fungdo e a Proposi¢do 15, pode-se
observar que angulos retos do quadrado sdo transformados em angulos rasos,
portanto os pontos — 1, 1,— i, i sdo pontos criticos simples de 1.

Pela periodicidade de f', temos:

SED) =f(F 1+ k(2 +20)=f(£1+4k)=f(£ 1+ 4ki)

f(Ei)=f(Fi+k(2+20)=f(xi+4k)=f(£i+4ki)
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Finalmente, dos resultados anteriores, segue:

o Zeros * Pontos Criticos « Polos

Figura 54: Fungdo Eliptica estendida no plano.

Nas imagens anteriores foi exibido apenas o dominio da fun¢ao ( plano
quadriculado), na imagem que segue ¢ apresentado o dominio como um plano
triangulado e a imagem como um disco e seu complemento.

Figura 55: Dominio e imagem da fun¢do eliptica estendida no plano.
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Concluimos assim que este dominio ¢ exatamente o mapa de Pierce
Quincuncial:

Figura 56:Periodicidade do Mapa Quincuncial
Por Strebe CC BY-SA 4.0, via Wikimedia Commons (Adaptado).

Por outro lado a imagem ¢é exatamente a Projegdo estereografica, concluimos que esta

func¢do eliptica leva a Projeg@o de Pierce Quincuncial em Projecdo Estercografica.

Funcgdo Eliptica

R[S
CR
(%

Figura 57: Relagdo do Mapa de Pierce quincuncial e Projecdo estereogrdfica

Por Strebe CC BY-SA 4.0, via Wikimedia Commons (Adaptado)


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peirce_quincuncial_projection_SW_20W.JPG
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peirce_quincuncial_projection_SW_20W.JPG
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8. Consideracoes Finais

O estudo da matematica pura nos curso de licenciatura por vezes gera
desconforto aos discentes que questionam a importancia deste conhecimento para
um profissional que exercerd a funcdo de professor na educacdo bésica. Um
exemplo € o curso de analise real que ¢ visto de maneira extremamente abstrata e

desconexa dos contetidos da educagdo basica.

Do mesmo modo o cursos de andlise complexa, que em muitos cursos €
ofertado como disciplina eletiva, também pode parecer desconexo com a realidade
de um futuro professor de matematica uma vez que o estudo de numeros
complexos foi recentemente retirado do curriculo da educagao basica. No entanto,
o estudo das deformacdes em mapas ¢ uma competéncia apontada na BNCC para
o Ensino Médio ( (EMI13MAT509) Investigar a deformag¢do de dngulos e areas
provocada pelas diferentes proje¢oes usadas em cartografia, como a cilindrica e
a conica). Dentro deste contexto, uma proposta de atividade que pode ser aplicada
ao Ensino Médio ¢ analisar os mapas conformes com a Indicatriz de Tissot

mostrando que os circulos sdo representados por circulos (conformidade).

O foco principal deste trabalho foi abordar alguns elementos da analise
complexa sob o ponto de vista geométrico, dando significado visual a conceitos
que a primeira vista parecem abstratos. Sendo portanto um texto que pode ser
compreendido por interessados no assunto sem o pré-requisito de grandes

conhecimentos da matematica pura.

Espera-se que este texto seja util tanto a alunos da licenciatura na
compreensdo da analise complexa como para professores de matematica que
desejem abordar o tema com seus alunos do Ensino Médio principalmente com

uso de figuras e de uma compreensao mais intuitiva.
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