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Resumo

Frederico, Ana Carolina Vargas; Costa, Christine Sertd. Numeros
binarios: uma proposta de ensino para a educacido basica. Rio de
Janeiro, 2020. 65 p. Dissertagdo de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho traz uma proposta de ensino de numeros binarios na
educagao basica por meio de atividades ludicas e motivadoras baseadas em: um
truque para realizar uma “magica” de adivinhacdo, uma mensagem secreta que
precisa ser desvendada e um jogo chamado Nim, que possui uma estratégia
vencedora desenvolvida e demonstrada pelo matematico Charles L. Bouton.
Iniciamos com uma abordagem conceitual sobre o sistema de numeracao
posicional e a base 10, para entdo dissertarmos sobre o sistema de numeragao
bindrio e seus aspectos relevantes. Apresentamos a teoria que fundamenta os
cartdes magicos bindrios e analisamos a estratégia vencedora de Bouton para o
Nim, incluindo um novo olhar para essa estratégia. Posteriormente, descrevemos
as trés atividades propostas que podem ser aplicadas em turmas de Fundamental II
e Ensino Médio. Concluimos com a metodologia e as considera¢des acerca da
aplicacdo dessas atividades em turmas de nono ano em uma escola municipal de

Guapimirim no estado do Rio de Janeiro.

Palavras-chave

Proposta de ensino; Numeros binarios; Nim.
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Abstract

Frederico, Ana Carolina Vargas; Costa, Christine Serta (Advisor). Binary
numbers: a teaching proposal for the basic education level. Rio de
Janeiro, 2020. 65 p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

This work presents a proposal for teaching binary numbers in the basic
education level through playful and motivating activities based on: a trick to
perform a “magic” of guessing, a secret message that needs to be unveiled and a
game called Nim, which has a winning strategy developed and demonstrated by
the mathematician Charles L. Bouton. We begin with a conceptual approach on
the positional numeral system and the base 10, and then we will talk about the
binary numeral system and its relevant aspects. We introduce the theory that
underlies the binary magic cards and analyze Bouton's winning strategy for Nim,
including a fresh view on that strategy. Subsequently, we describe the three
proposed activities that can be applied in classes of Elementary II and High
School. We conclude presenting the methodology and considerations about the
application of these activities in the ninth grade classes at a public school in the

municipality of Guapimirim, in the state of Rio de Janeiro.

Keywords

Teaching proposal; Binary numbers; Nim.
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1

Introducao

O objetivo deste trabalho foi desenvolver os conceitos de niumeros bindrios
e propor um conjunto de atividades para ensina-los na educagdo basica. O intuito
na criagdo das atividades foi possibilitar uma aprendizagem dinamica e atraente e,
assim, despertar maior interesse nos alunos em aprender mais e melhor.

Vivemos em uma era digital, portanto, estudar os nimeros binarios desde a
educacdo basica permite aos alunos se familiarizarem e compreenderem desde
cedo uma ferramenta de linguagem tecnoldgica indispensavel. Em Mendes (2018,
p. 303-304), podemos ver este papel fundamental dos numeros binarios na

tecnologia sendo destacado:

Os numeros binarios sdo um objeto de saber que contribui atualmente
a ‘Era Digital’ devido ao advento da digitalizagdo mundial a partir do
século XX. A presen¢a de aspectos relativos a representacdo binaria
de numero tem aumentado em consequéncia a sua utilizagdo
indispensavel na comunicagdo entre artefatos tecnologicos digitais por
meio de sequéncias de Os e 1s em codificagdes de caracteres, figuras,
videos, sons, entre outros.

O uso difundido deste sistema numérico se deve a sua simplicidade e
praticidade. Sao necessarios apenas dois algarismos (1 e 0) para que qualquer
nimero possa ser representado no sistema de numeragdo binario. Inclusive, este
sistema j& vinha sendo utilizado por nativos de uma ilha na Polinésia, para realizar
calculos aritméticos simples (SAMPEDRO, 2013), antes mesmo de ter sido
formalizado pelo matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz no século X VIII.

Em 1902, o matematico Charles L. Bouton encontrou uma outra funcao
para os numeros binarios. Ao analisar um jogo chamado Nim, ele desenvolveu e
demonstrou uma estratégia de vitoria infalivel que se baseia no sistema de
numeragdo bindrio. Dedicaremos o capitulo 4 deste trabalho para apresentar e
analisar este jogo e a estratégia vencedora de Bouton.

Os numeros binarios podem garantir a vitéria em um jogo de estratégia,
como demonstrou Bouton em relagdo ao Nim, assim como podem ser a base de
um truque simples para uma “magica” de adivinhagdo, como veremos no capitulo

3 deste trabalho. Foram esses fatos curiosos que utilizamos como inspira¢ao para
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desenvolver atividades que introduzem o conceito de nimero binario de forma
ludica e que podem ser aplicadas em turmas do Ensino Fundamental II e Ensino
Meédio.

A primeira atividade ¢ sobre “os cartdes magicos binarios”. Ao
apresentarmos uma “magica” como atrativo e despertarmos o interesse dos alunos
em descobrir o truque por trds dessa “magica”, faremos com que realizem uma
atividade que os levem ao conceito de sistema de numeragao binario.

Aprendido o que sdo os numeros binarios, faremos uma atividade para
fixar este conceito e exercitar a troca de base de um niimero, da base bindria para
a decimal e vice-versa. Essa atividade tera um texto que relata uma situagdo de
apuros € uma mensagem secreta que precisa ser desvendada. Ao desvenda-la e
criar uma nova, o propoésito da atividade sera atendido.

Nas duas primeiras atividades podemos enxergar as vantagens que este
sistema numérico nos apresenta por possuir apenas dois algarismos, pois, €
possivel relaciond-los a duas imagens ou ideias distintas, ou mesmo, anténimas.
Na primeira atividade, relacionaremos os algarismos um e zero com as palavras
“sim” e “ ndo” respectivamente. Na segunda atividade, relacionaremos os
algarismos um e zero com imagens de lampadas acessas e lampadas apagadas
respectivamente.

A terceira atividade sera baseada no jogo Nim. Usando um jogo divertido
como atrativo, o intuito dessa atividade ¢ que os alunos continuem exercitando a
ideia de numero bindrio enquanto jogam utilizando a estratégia de Bouton para
vencer. E importante destacar que, para levarmos esse jogo para sala de aula, fez-
se necessario desenvolver uma nova forma de enxergar a estratégia de Bouton.
Esta ¢ brilhante, mas, a principio, torna-se pouco pratica pelo seu grau de
dificuldade. Na secdo 4.6 apresentaremos este novo olhar sobre a estratégia.

No capitulo 6, apresentaremos a metodologia utilizada para a aplica¢do das
atividades, assim como as impressoes sobre os resultados destacando pontos
positivos e negativos. Avaliamos que os propositos principais das atividades
foram alcancados e esperamos que sirvam de inspiragdo para outras propostas
educativas com intuitos semelhantes.

Com este trabalho, buscamos alcangar e motivar professores que estejam
em busca de atividades diferenciadas, dinamicas, e que despertem nos alunos o

interesse pelo aprendizado.
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O sistema de numeracao binario

A necessidade de contar fez com que, desde a Antiguidade, varios métodos
para esta finalidade fossem desenvolvidos. Estas técnicas foram sendo
aprimoradas até que comecaram a surgir os primeiros sistemas de numeragao
escritos. Os sistemas mais antigos que se tem conhecimento datam de
aproximadamente 3500 a.C., desenvolvidos pelos egipcios e babilonios.

Os varios sistemas de numeragdo, que sdo conhecidos hoje em dia, podem
ser classificados em posicionais ou ndo-posicionais. O propoésito deste capitulo ¢
dissertar sobre o sistema de numeracao bindrio, que ¢ um sistema posicional, e,
para tanto, comecaremos analisando o mais usual dos sistemas posicionais que ¢ o
sistema de numeracdo hindu-ardbico (decimal), como também apresentaremos
métodos praticos para passar um nimero do sistema decimal para o binario e vice-

versa.

2.1.

O sistema de numeragao posicional e a base 10

Estamos habituados com o uso do sistema de numeragao hindu—arabico,
que ¢ um sistema posicional de base 10. Ser posicional significa que o valor
numérico de cada algarismo depende da posi¢do que ele ocupa na composicao do
numero e, sendo assim, os numeros 23 e 32, por exemplo, ndo representam a
mesma quantidade.

Para formar um sistema de numeracdo posicional ¢ necessario definir uma
base numérica. Segundo Domingues (1991), uma base numérica pode ser
explicada como um certo numero natural b > 1, em que um agrupamento de b
unidades (de primeira ordem) forma uma unidade de segunda ordem, um
agrupamento de b unidades de segunda ordem forma uma unidade de terceira
ordem, e assim por diante. No sistema de base 10, dez unidades formam uma
dezena, dez dezenas uma centena, dez centenas uma unidade de milhar etc.

Escolhida uma base b, serdo necessarios b algarismos (0, 1, 2, ..., b-1) para

que todo numero inteiro positivo seja representado naquela base. Na base 10,
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precisamos dos algarismos de 0 a 9. Caso a base seja um niimero natural maior
que 10, convenciona-se que letras maiusculas do nosso alfabeto serdo utilizadas
como algarismos. Na base 13, por exemplo, os algarismos sao representados pelos
simbolos 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, Be C.

As ordens que compdem os numeros sdo organizadas da direta para
esquerda de forma crescente e a cada trés ordens temos uma classe. Na base 10, as
trés ordens que compdem cada classe recebem, da direita para a esquerda, os
nomes: unidade, dezena e centena. As classes também recebem nomes, sendo a
primeira delas a das unidades simples, a segunda ¢ a de milhar, a terceira a de
milh3o etc.

Observe a tabela abaixo com as divisdes de ordens e classes de um numero

escrito na base 10:

3% classe 22 classe 1? classe
Milhao Milhar Unidades simples
921 821 721 621 521 421 321 221 la

ordem |ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem

centena |dezena |unidade | centena | dezena | unidade | centena | dezena | unidade

7 1 4 5 2 3 8

Tabela 1: Ordens e classes de um nimero na base 10.

Fonte: Elaborada pela autora.

Este namero pode ser lido como: sete milhdes, cento e quarenta e cinco
mil, duzentos e trinta ¢ oito unidades.

Cada algarismo que compde o numero tem seu valor absoluto e seu valor
relativo. Por exemplo, no nimero 7145238, o algarismo 5 tem valor absoluto 5
(ele mesmo), ja o valor relativo depende da posi¢ao que ocupa no nimero, como
ele estd na 4* ordem, que ¢ a ordem das unidades de milhar, seu valor relativo ¢ de
5000.

Desta forma, podemos entender que 7145208 = 7000000 + 100000 +
40000 + 5000 + 200 + 30 + 8 = 7.10° + 1.10° + 4.10* + 5.10% + 2.10% +
3.10% + 8.10°.

O Teorema e a demonstragdo a seguir foram retirados de Tavares (2014)

com pequenas adaptagdes:
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Teorema 1: Seja b um inteiro positivo maior que 1. Entdo todo inteiro positivo n
pode ser representado de maneira Unica da seguinte forma:
n = apb* + a,_b* 1 + ay_,b*% + -+ a; bt + aobh®

ondek > 0,a;, #0e0<a; <b,i=012,..,k.

Demonstracio: Iniciamos pela divisao de n por b obtendo quociente q, € resto
ay. Em seguida, dividimos q, por b obtendo quociente q; e resto aq, e,

prosseguindo dessa forma, obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:

n =bqy + ag
9o = bq: + a,
q1 = bq; + a;
q2 = bqz + a3

Q-2 = bqp—1 + Q1
Q-1 =b.0 + ay
onde0<a;<b,j=0,12,..,k.

Agora, na primeira destas equagdes, substituimos o valor de g, dado na
segunda. Em seguida, substituimos, nesta expressdo, o valor de ¢;dado na
terceira, € assim sucessivamente, obtendo:

n =bqy + ay
n = b(bq, + a;) + a,
n = b%q, + a1b + a,
n=b%(bq, +ay) + a;b + ag
n = b3q, + a,b* + a,b + a,
n = b3(bqs + a3) + a,b* + a;b + a,
n = b*q; + asb3 + a,b? + a;b + q,

n=>bfqu_; + ap_1b* T + -+ a,b? + a;b + a,
n = apb® + ap_1b* 1 + -+ ayb? + a;1b + ay.

Nos resta mostrar a unicidade desta representacao.
Vamos denotar por d,(n) o numero de representagdes de n na base b.

Queremos, portanto, mostrar que d,(n) ¢ sempre igual a 1. Como alguns dos
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coeficientes a; podem ser nulos podemos supor, excluindo tais termos, que n
possa ser representado na forma:
n = apb® + ap_1b* 1 + - + a,b®
onde a; ndonulo, i = k,k — 1, ...s. Logo:
n—1=ab*+a_b¥ 1+ - +ab’—-1
n—1=ab*+ap_b* 1+ -+ (as—1)bS+b*—1
s—1

n—1=agb* +ap_ B + -+ (as — 1)b° + (b — 1)2 b,

J=0

uma vez que b* — 1 = (b — 1) XiZgb/.

Isto nos diz que para cada representagdo de n na base b ¢ possivel
encontrar uma representacdo, na base b, para n — 1. Logo, d,(n) < d,(n — 1).
Esta igualdade nos diz que param = n , temos:

dy(m)<d,(m—-1)<d,(m—2)..<d,(n+1) <d,(n).

Logo, comon >1 e dp(n) =1, obtemos 1 < d,(n) <d,(1) = 1.Esta
ultima série de desigualdades nos garante que d,(n) = 1,0 que conclui a

demonstragdo. gy

2.2.
A base 2

O sistema de numeragdo binario ¢ um sistema posicional de base 2 que
utiliza apenas os algarismos I(um) e 0 (zero) para a representacao numérica.
Segundo Salviato (2018), foi no século XVIII que ele foi proposto pelo
matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz, época em que se discutia qual
base de numeracdo era mais eficiente. Mas, de acordo com Sampedro (2013),
séculos antes disso, este sistema ja era utilizado pelos nativos da Mangareva' para
calculos aritméticos simples, pois o consideravam mais pratico que o decimal.

Salviato (2018, p.31) destaca essa vantagem:

A vantagem de utilizar o sistema bindrio € que ele facilita muito as
operagdes fundamentais aritméticas. Enquanto que para multiplicar no
sistema decimal é necessario decorar mais de 50 combinagdes de

! Pequena ilha na Polinésia.
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tabuada, no sistema de Mangareva basta saber que o valor de cada
algarismo utilizado é o dobro daquele que se encontra a sua direita. O
resto emerge de um modo muito natural e facil de utilizar.

E foi esta facilidade operacional um dos motivos que fez deste sistema
uma ferramenta essencial para o desenvolvimento e pratica computacional.
Tavares (2014, p.15) enfatiza esta importancia: “Os nimeros binarios possuem
uma grande aplicacdo na computacio e na algebra booleana,? pois toda a
eletronica digital e a computacdo estdo baseadas neste sistema binario e na logica
de Boole.”

Na base 2, os nimeros sdo organizados da seguinte maneira: a cada duas
unidades de uma ordem inferior, forma-se uma unidade de uma ordem superior.
Observe:?

1 = uma unidade = (1),

2 = duas unidades formam uma “dezena” = (10),

3 =uma “dezena” e uma unidade = (11),

4 = duas “dezenas” formam uma “centena” = (100),

5 = uma “centena” e uma unidade = (101),

6 = uma “centena” e uma “dezena” = (110),

7 = uma “centena”, uma “dezena” ¢ uma unidade = (111),
8 = duas “centenas” formam um “milhar” = (1000),

E assim por diante...

2.3.

Mudanca de base

Considere n = (x,X,_1 ... Xo)p Um nimero natural escrito na base b.
Como se trata da base b em um sistema posicional, sabemos que, a cada b
unidades de uma ordem inferior, forma-se uma unidade de uma ordem superior e
que as ordens estdo organizadas de forma crescente da direita para a esquerda.
Sendo assim, o valor relativo do algarismo X, no nimero n ¢é igual x,.b", ¢

podemos representar n como Xx,b"™ + x,_1b"" 1 + -+ x,b°. Como b é um

2 Desenvolvida e apresentada por George Boole em 1854, a 4lgebra booleana formaliza o
tratamento sistematico da logica através de um conjunto de operadores e axiomas. (GUNTZEL,;
NASCIMENTO, 2001).

3 Usaremos a notagdo (M), para indicar que o niimero M est4 escrito na base 2.
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numero natural escrito na base 10, ao efetuarmos os calculos desta soma, teremos
como resposta o nimero n também escrito na base 10.
Entdo, para passar um numero que estd na base binaria para a base

decimal, basta escrevé-lo como soma de poténcias de base 2 e efetuar os calculos:

(11011), = 1.2* +1.23 + 0.22 + 1.2 + 1.2°
=116+18+04+12+ 1.1
=16+8+0+2+1
= 27

Para passar um nimero da base decimal para a base bindria, podemos
escrever esse numero como soma de poténcias de base 2, utilizando uma tabela
como suporte. O numero 23, por exemplo, ¢ igual a seguinte soma: 16 + 4 + 2 +
1=1.2%40.23+1.22 + 1.2 + 1.2%¢, desta forma, representa o nimero 10111
na base bindria.

Na tabela, preenchemos com o algarismo 1(um) as poténcias que sdo
parcelas dessa soma e, com o algarismo 0 (zero), as poténcias que nao sao
necessarias, formando assim o nimero binario. Para encontrar as parcelas dessa
soma, faremos assim: a maior poténcia que nao ultrapassa o nimero em questao
sera a primeira parcela, no caso do numero 23, a maior poténcia que nao o
ultrapassa é 2* = 16, que sera a primeira poténcia da tabela a ser preenchida com
o algarismo 1. Do niimero 23, ja retiramos 16 e agora nos reta 23 —16 =7. A
maior poténcia que ndo ultrapassa o 7 é 2% = 4, e usaremos novamente a tabela
para preencher o espago correspondente a esta poténcia com o algarismo 1. Do 7,
retiramos o 4 e agora nos resta o nimero 3, que nada mais € que a soma de 2 com

1. E a tabela ficara da seguinte forma:

Numero Poténcias de base 2 Numero
nabase10 | 2*=16 22=8 22=4 21=2 2°=1 | nabase?2
23 1 0 1 1 1 10111

Tabela 2: Mudanga de base com uso de tabela.

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma outra forma de encontrar as poténcias que sdo parcelas desta soma, ¢
recorrendo as divisOes sucessivas utilizadas na demonstracao do teorema 1 (se¢do

2.1). Utilizando o niumero 14 como exemplo, vamos comegar dividindo-o por 2, o
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que nos daré quociente 7 e resto 0, e podemos escrever a igualdade: 14 = 2.7 + 0.
Em seguida, o quociente da divisao anterior sera o novo dividendo e teremos: 7 =

2.3 + 1. Seguiremos assim até ter um quociente zero, formando as seguintes

igualdades:
14 =27+0 (1)
7=23+1 (2)
3=21+1 (3)
1=20+1 (4)

Substituindo a igualdade (2) na igualdade (1), substituindo a igualdade (3)
nesta nova expressdo e assim por diante, encontraremos como resultado a soma
das poténcias:

14=231+221+2%L1+2%0 (5

O mais interessante, e Util, ¢ notar que os nimeros que representam o resto
da divisdo nas igualdades (1), (2), (3) e (4) sdo os coeficientes de cada poténcia
organizados na ordem invertida, ou seja, o resto da primeira divisdo ¢ o

coeficiente de 2°, o que o torna o tiltimo algarismo do nimero e assim por diante.

14 = 2.7 +{0
7=23H1
3=21+H1
1=20-+H1

\

De tras pra frente: 1110
Figura 1: Mudanga de base.

Fonte: Elaborada pela autora.

Percebendo isso, basta ter os restos das divisdes sucessivas para formar o
numero binario. E podemos proceder da maneira que segue para concluir que

14 = (1110),:

~. il ‘ 0 ‘ quoeficiente zero

Figura 2: Divisdes sucessivas para mudanga de base.

Fonte: Elaborada pela autora.
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E relevante notar que as duas formas apresentadas para mudar um nimero
da base 10 para a base 2 sdo matematicamente equivalentes. Na tabela, quando
percebemos que 16 € a maior poténcia que nao ultrapassa o 23 e, a partir dai,
passamos a trabalhar com o nimero que sobrou, no caso o 7, o que estamos

fazendo nada mais ¢ do que divisdes sucessivas.
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Os cartdoes magicos binarios

Os cartdes magicos bindrios nos possibilitam fazer uma “magica”
intrigante e divertida, daquelas em que todos ficam ansiosos esperando para que o
truque seja revelado. Como o proprio nome sugere, sao 0os nimeros bindrios que
estdo por trds dessa “magica”. A seguir explicitamos uma versao disponivel
encontrada em Steffenon e Guarnieri (2016).

Os cartOes sdo como seguem:

32 33 34 35 36 37 38 39 16 17 18 19 20 21 22 23
40 41 42 43 44 45 46 47 24 25 26 27 28 29 30 31
43 49 50 51 52 53 54 55 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63
8 9 10 11 12 13 14 15 4 5 6 7 12 13 14 15
24 25 26 27 28 29 30 31 20 21 22 23 28 29 30 31
40 41 42 43 44 45 46 47 36 37 38 39 44 45 46 47
56 57 58 59 60 61 62 63 52 53 54 55 60 61 62 63
2 3 6 7 10 11 14 15 1 3 5 7 9 11 13 15
18 19 22 23 26 27 30 31 17 19 21 23 25 27 29 31
34 35 38 39 42 43 46 47 33 35 37 39 41 43 45 47
50 51 54 55 58 59 62 63 49 51 53 55 57 59 61 63

Figura 3: Os cartdes magicos.

Fonte: Elaborada pela autora.

A “magica” funciona assim: pede-se para que uma pessoa pense em um
nimero de 1 a 63, em seguida, sdo apresentados 6 cartdes com 32 nimeros em
cada. Esta pessoa deve dizer em quais destes cartdes o numero que ela pensou
aparece. Feito isso, o0 “magico” em questdo podera adivinhar o nimero pensado.

A “magica” acontece porque esses cartdes foram planejados para que,
naquele que se inicia pelo nimero 1, estejam todos os nimeros até o 63 que
necessitam da poténcia 2° = 1 para serem escritos na base binaria. Da mesma

forma, no cartdo que se inicia pelo numero 2, estao todos os numeros até 63 que
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precisam da poténcia 2! = 2 para serem escritos na base binaria. E com este
mesmo raciocinio, sdo construidos os cartdes que se iniciam com os numeros 4, 8,
16 e 32 e, assim, representando todas as poténcias de 2 necessarias para
escrevermos na base bindria os nimeros de 1 a 63.

Ja sabemos que, para passar um numero da base bindria para a base
decimal, basta somar as poténcias de 2. Exemplo: (1101), = 1.23 +1.22 +
0.21 +1.2° =8 + 4 + 1 = 13. Portanto, o niimero 13 aparece nos cartdes que se
iniciam com os numeros 8, 4 e¢ 1. Assim que for dito os cartdes em que ele
aparece, basta somar esses numeros para a ‘“magica” acontecer € 0 numero
pensado ser descoberto.

Vale ressaltar que dois fatores tornam essa “magica” possivel.

(1) J& sabemos que todo numero ¢ escrito de forma unica como
combinagdo linear das poténcias de uma determinada base b (teorema
1 demonstrado na secao 2.1).

(i1) Tratando-se da base 2, cada poténcia aparece uma ou nenhuma vez, e
podemos relacionar o “sim” com o 1 (um) e o “ndo” com o 0 (zero),
em outras bases, esta informagdo nao seria suficiente, pois ndo basta
afirmar que uma determinada poténcia aparece, ¢ necessario também
dizer quantas vezes isso acontece.

Os cartdes magicos binarios podem ir além do numero 63. Basta construir
novos cartdes que se iniciem com as proximas poténcias de base 2 e acrescentar
0S Novos numeros nos cartdes aos quais eles devem pertencer com a logica ja
enunciada. Portanto, se 2? é a maior poténcia de 2 que inicia um cartdo, entdo,

2b+1

teremos um total de — 1 niimeros possiveis para serem adivinhados.
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O jogo de Nim

Neste capitulo, apresentaremos o jogo Nim. Comecaremos pelos seus
aspectos historicos e relevantes e suas regras e forma de jogar. Com o intuito de
analisarmos a estratégia vencedora que o matematico Charles L. Bouton
desenvolveu para o jogo, apresentaremos a soma-Nim, que ¢ parte fundamental da
teoria matematica que baseia esta estratégia, apresentaremos também algumas de
suas propriedades. Em seguida, apresentaremos a teoria de Bouton para a
estratégia vencedora e a demonstracdo do Teorema que justifica a validade desta.
Finalizaremos com um novo olhar para a estratégia vencedora, que

desenvolvemos com o intuito de facilitar seu uso durante uma partida do Nim.

41.

Aspectos historicos e relevantes

Pouco se sabe sobre a origem do Nim, mas acredita-se ter sido originado
na China. Segundo Gardner (1961), um dos primeiros trabalhos dedicados a este
jogo foi do matematico Charles L. Bouton. Neste artigo, publicado em 1902,
Bouton analisa 0 jogo e apresenta uma teoria matematica para uma estratégia

vencedora.

O jogo aqui discutido interessou ao escritor por conta de sua aparente
complexidade, e sua teoria matemdtica extremamente simples e
completa. O escritor ndo conseguiu descobrir muito sobre sua historia,
embora algumas variagdes do jogo estejam sendo praticadas em
algumas faculdades e feiras americanas. Ele tem sido chamado de
Fan-Tan, mas como ndo se trata do jogo chinés que tem esse nome, 0
nome deste artigo* € proposto para ele. (BOUTON, 1902, p. 35,
traducdo nossa).

Foi neste artigo que o jogo recebeu o nome que conhecemos hoje. Nome
este que, em inglés arcaico significa apanhar, em alemao (Nimm), significa tirar e,
se rotacionado em 180° transforma-se na palavra win que, em inglés, significa

vencer. (ALMEIDA; CARVALHO, 2016, p.19).

4 Artigo intitulado como: Nim, a game with a complete mathematical theory. Em tradugio livre:
Nim, um jogo com uma teoria matematica completa.
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De acordo com Grando (2000, p.187), “O interesse dos matematicos por
esse jogo se relaciona ao fato de que o Nim seja caracterizado como um jogo de
estratégia vinculado a teoria dos jogos matemadticos, campo de investigagao da
Matematica Discreta”. Ela acrescenta ainda que o jogo se tornou popular pelo fato

de sua estratégia vencedora ser de facil programacdo computacional.

4.2,
O jogo

Existem varias versdes do Nim. Neste trabalho, utilizaremos uma versao
inspirada naquela apresentada por Bouton (1902).

O Nim ¢ um jogo de regras simples e de facil entendimento feito para duas
pessoas jogarem. Sdo dispostos em uma mesa grupos de um determinado objeto,
digamos palitos. As quantidades de grupos e de objetos (palitos) em cada grupo
sdo arbitrarias. A jogada ¢ feita da seguinte maneira: o jogador escolhe um dos
grupos e retira dele a quantidade de palitos que desejar. A restri¢ao € que, em cada
jogada, s6 podem ser retirados palitos de um tUnico grupo numa quantidade
minima de um palito ¢ maxima de todos os palitos do grupo escolhido. Os

jogadores jogam se alternando, € quem retirar os ultimos palitos vence.

43.

A soma-Nim

A soma-Nim® foi apresentada em Bouton (1902) e, ainda neste capitulo,
veremos que ela ¢ parte fundamental do desenvolvimento da teoria matematica

por tréas da estratégia vencedora do Nim.

Definicio 1: Seja x; um natural escrito na base bindria, ou seja, x; =
(@im@igm-1) - Qio)2, onde a;; € {0,1},V j € {0,1, ..., m}. Chamaremos de soma-
Nim entre os nimeros xg, X4, ..., X, € representaremos por x, P x; P ... D x,, o

natural W = (by, by ... by)2, também na base bindria, tal que, b; = 0, se

> Bouton apresenta a operagdo sem nomea-la.
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ieoa;j =0mod 2V j €{0,1,..,m}. Caso contrario, b; = 1. Se, para algum x;,
ndo existir a;; a partir de um j = k, considerar a;; =0V j € {k,k +1,...,m}.

Observeentaioque 0 L 0=0,0P 1=1,1P0=1e1H 1=0.

A defini¢do 2 a seguir apresenta um algoritmo para efetuar a soma Nim.

Definicdo 2: A soma-Nim, de simbolo @, ¢ uma operacdo matematica feita com
0s numeros naturais escritos na base bindria e organizados um embaixo do outro
com seus algarismos alinhados a direita (como em uma soma comum de base 10),
em cada uma das colunas, formadas pelos algarismos, se a quantidade de
algarismos “1” for par, o resultado da soma naquela coluna em questdo sera 0

(zero). Caso contrario, sera 1 (um).
Como exemplo, vamos efetuar uma soma-Nim com os niimeros 18, 22, 8 e
6, que estdo todos escritos na base 10. O primeiro passo € passar estes nimeros

da base 10 para a base 2, como segue:

18 = (10010),, 22 = (10110),, 8 = (1000), e 6 = (110),.

E teremos:
10010
10110
@ 1000
_110
01010
Portanto:

10010 & 10110 € 1000 & 110=01010

E importante ter a clareza de que a soma-Nim ndo é uma soma usual. Ao
efetuar 18 + 22 + 8 + 6, encontramos como resultado o nimero 54, que na base

binaria, equivale ao nimero 110110.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812587/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1812587/CA

26

4.3.1.
Algumas propriedades da soma-Nim

A soma-Nim ¢ munida de algumas propriedades. A seguir, baseados em
Estrela (2012), iremos enuncia-las e demonstra-las e, para tanto, considere os

nameros x = (xn, Xp—q, - ,xo),y = (Vo Yn-1, Vo) € Z = (Zn, Zn_1, - ,2p) €

N e escritos na base bindria.
I.  Associativa: x @ (yDz2)=(xDy) D z

Demonstracao:

x® D2 = (xn: Xn—1, - :xo) D [V Yn-1, - Y0) D (Zn, Zp—1, .. , Z0)]
= (xn: Xn—1, - :xo) D [n ® 21, Yn-1 D zn-1, -, Yo D 20)]
= [x0 @ (Vn © z0), Xn-1 D Yn-1 D zp-1), ., X0 © (Vo D 2)]
= [(xn @ yn © 20), (Xn-1 @ Yn-1 D zp-1), ..., (X0 D Yo D 20)]
= [(xn @ ¥n) @ zpn, (Xn-1 D Yn-1) D zn-1, ..., (X0 D ¥0) D 2]
= [(tn @ Y, Xn-1 D Yn-1, - X0 B ¥0)] ® (20, 21, - 1 Z0)
= [ X1, -, X0) B Wy V1, Y] @ (Zn, Zn_1, -, Zo)
=(xDy) Dz g

II. Comutativa:x®y=y P x.

Demonstracio:

x@y=Xn Xy g o X)) B (Vo Vyops s Vo)
= (0 D Y Xn-1 D Yn-1, X0 D ¥0)
= (U @ % Yn-1 D Xp—1, -, Yo D %0)
= (}’n; Vn_1 - ;yo) @D (xXn, xn—1, ., Xo)
=y®Dx. g

III. Elemento Neutro: x 0 = x.

Demonstracio:

x@O0= (xn, Xp—1, - ,xo) & (0,0, ...,0)
=, D0,x,.,PO0,...,x, DO)
= (xn, Xp—1, o ,xo)

:X.-
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IV. Elemento inverso: x @ x = 0.
Demonstracao:
x@Px= (xn,xn_l, ,xo) D (x,, xp—1, o) Xp)

= (% @ Xn, Xn—1 D xn_1, -, X0 D X0)

= (0,0, ...,0)

=0.m

V. Corte ou cancelamento: x Py=x Pz y ==z

Demonstracio:
xPy=xDzex®y)Dx=x®z)Dx (E possivel por definigio)
xPy=xPzeo(xPBbx)Dy=xDx)Dz
xPy=xPze0Ppy=08z
xBDy=xbzeoy=zg

44,

A teoria de Bouton para a estratégia vencedora

No filme francés de 1961 intitulado “O ano passado em Marienbad”,® o
personagem “M”,” um amante por jogos, desafia o personagem “X” a jogar um
jogo que ele diz sempre ganhar e, de fato, sempre ganha. O jogo em questdo € o
Nim. J4 a estratégia utilizada pelo personagem “M” para ganhar todas as partidas
nao ¢ revelada, mas, muito provavelmente, deve se tratar da estratégia vencedora

apresentada por Charles L. Bouton em seu artigo de 1902.

[...] um dos aspectos que caracterizam particularmente os jogos
estratégicos, segundo a teoria dos jogos matematicos, ¢ a existéncia de
uma ‘estratégia maxima’ no jogo, ou seja, o interesse se volta para a
investigagdo da estratégia que garante a um jogador sempre vencer. O
conceito matematico estd presente nesta estratégia maxima, a ser
construida pelos sujeitos. (Grando, 2000, p.187).

A teoria de Bouton para a estratégia vencedora consiste no fato de que, se
um determinado jogador, digamos A, consegue deixar uma certa configuragdo de

palitos na mesa e, depois disso, joga sem cometer erros, o outro jogador, digamos

® Filme dirigido por Alain Resnais e com titulo original: L'Année derniére a Marienbad.
7 No filme, os personagens ndo sdo nomeados. Em um roteiro, publicado posteriormente, eles sdo
identificados pelas letras “M” e “X”.
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B, ndo consegue ganhar. Esta configuracdo vencedora ¢ chamada de combinacao
segura. Bouton ainda demonstra® que, se A deixar uma combinacio segura, B, em
sua proxima jogada, ndo conseguird deixar uma combinacdo segura. E mais,
independente do que B faga, A sempre conseguira deixar uma combinagdo segura
na mesa, na sua jogada subsequente. Uma configuracdo que ndo for uma
combinagdo segura chamaremos de combinacdo ndo segura.

O conceito matematico presente na teoria de Bouton para formar uma
combinacdo segura trata da aritmética dos numeros naturais escritos na base
bindria. Mais precisamente da soma-Nim. Uma combinagdo segura ¢ aquela em
que a soma-Nim dos nimeros que representam as quantidades de palitos em cada
grupo vale zero. Na proxima sec¢ao justificamos este resultado.

Para entendermos melhor como esta estratégia vencedora baseada na teoria
de Bouton funciona, vamos acompanhar o exemplo a seguir em que temos trés
grupos de palitos: o primeiro com trés palitos, o segundo com cinco € o terceiro
com sete. Os jogadores sao A ¢ B e o jogador A ¢ quem jogarad utilizando a
estratégia vencedora.

Configuracao inicial do jogo:

Figura 4: Configurag¢ao inicial do jogo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos NUm. na base 2
1° 3 011
2° 5 101
3° 7 111
Soma-Nim 001

Tabela 3: Soma-Nim da configura¢@o inicial do jogo.

Fonte: Elaborada pela autora.

& Bouton demonstra para um jogo com trés grupos. Neste trabalho, demonstraremos o caso geral.
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O jogador A comeca o jogo e retira do 1° grupo um palito. Ele deixa a

soma-Nim igual a zero e forma o que chamamos de uma combinag¢ado segura:

Figura 5: Configuragdo do jogo apods 1% jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos NUm. na base 2
1° 2 010
2° 5 101
3° 7 111
Soma-Nim 000

Tabela 4: Soma-Nim da configurac¢do do jogo apds 1* jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

Quem joga agora ¢ B. Perceba que ndo ha retirada permitida nas regras do
jogo que possibilite a B deixar na mesa uma combinagdo segura. Vocé pode fazer
1Ss0 nesse momento, por exaustao, verificando, em cada grupo, todas as retiradas
possiveis. Como exemplo, vamos supor que B retire dois palitos do 2° grupo e a

nova configuragdo deixa de ser uma combinagdo segura.

Figura 6: Configuragdo do jogo apos 1? jogada de B.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos | Num. na base 2
1° 2 010
2° 3 011
3° 7 111
Soma-Nim 110

Tabela 5: Soma-Nim da configurag@o do jogo apds 1% jogada de B.

Fonte: Elaborada pela autora.
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O jogador A volta a jogar e retira do 3° grupo seis palitos e, dessa forma,

volta para a combinagdo segura:

Figura 7: Configuragdo do jogo apos 2% jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos NUm. na base 2
1° 2 10
2° 3 11
3° 1 01
Soma-Nim 00

Tabela 6: Soma-Nim da configurac¢do do jogo apds 2% jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

B joga novamente e, por exemplo, retira os trés palitos do 2° grupo.

Novamente aqui vocé pode verificar que nenhuma jogada de B, torna a

configuragdo uma combinagdo segura.

Figura 8: Configuragdo do jogo apos 2% jogada de B.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos NUm. na base 2
1° 2 10
2° 0 00
3° 1 01
Soma-Nim 11

Tabela 7: Soma-Nim da configurag¢do do jogo apds 2% jogada de B.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Em sua préxima jogada, o jogador A volta para uma combinacdo segura

retirando um palito do 1° grupo:

Figura 9: Configuragdo do jogo apods 3% jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

Grupos | Quant. de palitos | Num. na base 2
1° 1 1

2° 0 0
3° 1 1
Soma-Nim 0

Tabela 8: Soma-Nim da configurac¢do do jogo apds 3* jogada de A.

Fonte: Elaborada pela autora.

O préximo a jogar € B e ndo lhe resta outra alternativa a nao ser retirar um
unico palito de qualquer grupo que seja, deixando assim, o ultimo palito para A
retirar e, desta forma, A ganha.

Se A nido fosse o primeiro a jogar e, levando em consideracdo que B ndo
sabe a estratégia para vencer, o jogador A deveria, a partir das jogadas de B,
esperar a oportunidade de uma combina¢do ndo segura para transforma-la em
segura e seguir com a estratégia até a vitoria.

Na proxima secdo, apresentaremos e demonstraremos o Teorema que
justifica a validade da teoria matematica que baseia a estratégia vencedora de

Bouton.

45.

O Teorema de Bouton

As demonstracdes desta secdo foram retiradas de Estrela (2012) com

algumas adaptagoes.
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A teoria de Bouton ¢ generalizada para qualquer quantidade de grupos e
qualquer quantidade de palitos em cada grupo. A seguir, vamos enunciar e
demonstrar o Teorema de Bouton, que € base para a estratégia vencedora do Nim.
E, para tanto, considere um jogo do Nim com n grupos, n € N, e x; a quantidade
de palitos no grupo i onde 1 <i <n. E tomemos como (xq,x5,...,X,) uma
configuragdo qualquer deixada na mesa em um determinado momento do jogo.
Note que o jogo termina quando um jogador alcangar a configuragdo (0,0, ..., 0),
que chamaremos de configuragao terminal.

E podemos destacar as seguintes propriedades:

i. A configuracdo terminal (0,0, ..., 0) ¢ uma combinagdo segura.
ii. A partir de uma configuragdo que representa uma combinagdo segura,
todas as jogadas originam uma combinacao nao segura.
1ii. A partir de uma configuracdo que representa uma combinacdo nao segura
existe, pelo menos, uma jogada que a transforma em uma combinagao

segura.

Lema 1:
Seja (x1, x5, ..., xp) # (0,0, ...,0) uma configuragdo com x; @ x, @ ... D x, =
0. Entdo, qualquer jogada que seja feita nesta configuracdo, ird transforma-la em

uma configuracdo com soma-Nim diferente de zero.

Demonstracio:
Suponha que a jogada tenha sido feita no grupo k, alterando a quantidade x;, para
um valor y,, com Yy, <x,. A configuragio passou a ser da forma
(%1, X, o) Xi—1, Vic» Xk 41 - » Xn), € SUA soma-Nim é como segue:
X1DPx, D .. DX 1 Dy B xks1D ... D xy,

Das propriedades da soma-Nim, sabemos que x; @ x; =0,Vi € {1,2,...,n). E
podemos fazer:

X DX D ® Xy B Vi D X1 D o D %, D (3 B 1)
Pelas propriedades associativa e comutativa da soma-Nim, temos:

(X1 D x, D . D xpe—1 D xp D Xs1 D . D %) D (Vie D x0)

=0 (v @ x1)
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Como y, < x;, e a soma-Nim de dois numeros distintos ¢ sempre diferente de

zero, entdo y, D xx # 0. g

Lema 2:
Seja (x4, x5, ..., x,) # (0,0, ...,0) uma configuragdo com x; @ x, P ... D x,, #
0. Entdo, a partir de uma jogada, ¢ possivel transforma-la em uma configuragao

com soma-Nim igual a zero.

Demonstracio:
Considere que x; @ x, D ..Bx,=s+#0, com 5= (SpSm_1 - S150)2-
Considere também d tal que s; =1 e se s, =1 entdo d = k, ou seja, s; € 0
digito 1 mais a esquerda da representacdo binaria de s. Escolha um j tal que o d-
¢simo digito de x; € tambeém igual a 1. Repare que j existe uma vez que o digito
Sq ¢ a soma-Nim dos d-ésimos digitos de cada x;. Definindo y; = s @ x;.
Observe que y; < x;, isto se deve ao fato de que todos os digitos a esquerda de x;
¢ yj sdo nulos € o d-ésimo digito de y; diminui de 1 para 0 por ser resultado de
uma soma-Nim de dois nameros com o d-¢simo digito igual a 1. Ao retirar x; —
y; palitos do grupo j obtemos uma configura¢do que anula a soma-Nim. Note que,
se (¥1,Y2, .-, ¥n) for a configuracao obtida apds esta jogada, entdo y; = x; Vi #
Jj, e como y; = s @ x;, temos:
11Dy D .. BY=xPx,D..Ox_1 DY Dxj41D .. D x,

=x, Dx, D ---@xj—1@5@xj @xjﬂ D ..0x,

=X Px, D ..Px,Ps

=sPs

Teorema 2 (Teorema de Bouton):

Uma configuragao (xq,x,,...,X,) € uma combinacdo segura se, ¢ somente se,

X Px, D...Px, =0.

Demonstracio:
Iremos ter por base que qualquer configuracao ¢ uma combinagdo segura ou uma

combinagdo nao segura. Seja V o conjunto de todas as configuragdes com soma-
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Nim nula e seja D o conjunto de todas as configuracdes cuja soma-Nim ¢ ndo

nula, com V. N D = @. Entdo:

1.

1i.

1il.

A configurac¢ao (0,0, ...,0) pertence a V. E temos que, 0 0H .. P
0 = 0. Esta configuragdo ¢ uma combinacao segura, de fato, o jogador que

deixar esta configuragcdo na mesa obtera a vitoria no jogo.

Mostraremos que, dada uma configuragdo de V, qualquer jogada nesta

configuragdo ira transforma-la numa configuracao de D.

Seja entdo (xq,X5,...,X,) € V. Sem perda de generalidade, suponhamos
que sdo retiradas pegas do primeiro grupo e obtemos a configuracao
(X1, %2, s Xn)- Se X, PDx, B ..Ox, =0=x1 D x, D ... D x,, entdo,
pela lei do corte, x; = x;, o que ¢é absurdo. Logo (xg,x3,...,x,) # Oe,

portanto, (xi, x5, ...,%X,) € D.

Resta mostrar que, dada uma configuragdo de D, existe sempre uma jogada
que a transforma numa configuragdo de V.
Vamos fazer uma prova construtiva, construindo qual ¢ esta jogada, com

base no Lema 2:

Escolhe-se a coluna mais a esquerda da soma-Nim com um nimero impar de
digitos iguais a 1. Seja s a soma-Nim e d a coluna escolhida.

Escolhe-se um grupo onde apareca um digito 1 na coluna d. Seja j o grupo
escolhido. Lembre-se que x; € o numero de palitos do grupo ;.

Troca-se o digito 1 de x; que estd na coluna d para o digito 0,

Troca-se (de 0 para 1 ou de 1 para 0), todos os digitos de x; nas colunas da
soma-Nim onde o numero de digitos 1 € impar. Seja y; = s @ x; este novo
numero de palitos da nova configuragao (xl, X2y e Xje1, Vi Xj 41 ...,xn),

teremos:

X Dx; D.Ox_ 1Dy Dxjs1 D .0 x,
=xDPx, D..Ox_ 1 DsDx; Dxj41D .0 x,
=X, Px;, D ..Px, Ps
=sPs=0.
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Estas trés condigdes mostram que uma configuragdo ¢ uma combinagdo segura se,

¢ somente se, a sua soma-Nim € nula. gy

4.6.

Um novo olhar sobre a estratégia vencedora

Para utilizarmos a estratégia vencedora durante uma partida do Nim ¢
necessario efetuarmos calculos mentais tanto para passarmos os nimeros de uma
base para outra, quanto para chegarmos ao resultado da soma-Nim. E ¢
interessante que esses calculos sejam feitos em tempo habil para ndo “travar” o
jogo. Isto pode ndo ser um problema para algumas pessoas, mas nem todos
possuem tamanha habilidade. Uma outra alternativa seria jogar fazendo uso de
papel e caneta, mas, desta forma, ficaria claro para o oponente que uma estratégia
pré-determinada estaria sendo utilizada. Nestas duas possibilidades, podemos
enxergar desvantagens, e esta foi a motivacdao que tivemos para desenvolver uma
terceira alternativa para jogar o Nim, utilizando a estratégia vencedora.

Ao efetuarmos uma soma-Nim, organizando os niimeros que estdo na base
binéria, um embaixo do outro e alinhados a direita, sabemos que, em cada coluna,
os algarismos precisam ser todos iguais a zero, ou possuir uma quantidade par de
algarismos iguais a 1 para que a soma-Nim seja nula. Sabemos também que cada
coluna ¢ referente a uma determinada poténcia de base 2. Portanto, se uma coluna
sO possui algarismos iguais a zero significa que, em nenhum daqueles numeros, a
poténcia de base 2 referente aquela coluna compde o numero. Se, em uma
determinada coluna, existe uma quantidade par de algarismos iguais a 1 significa
que a poténcia de base 2 referente aquela coluna compde uma quantidade par de
nimeros, ou seja, aparece uma quantidade par de vezes, quando olhamos juntas
todas as poténcias que compdem os nimeros em questao.

Dessa forma, quando olhamos para a configuracao de palitos na mesa, e
conseguimos enxergar os palitos pertencentes a cada grupo ‘“separados” em
poténcias de base 2, ¢ possivel perceber quais poténcias estdo em quantidades
impares e quais estdo em quantidades pares. E o que iremos buscar com nossa
jogada ¢ que cada poténcia de base 2 apareca uma quantidade par de vezes ou

simplesmente nao apareca. Conseguindo isso, formamos uma combinagdo segura.
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Para entendermos melhor esta nova forma de jogar, vamos retomar o
exemplo utilizado na se¢do 3.3, onde temos um jogo do Nim com configuragio

inicial igual a (3, 5, 7).

Figura 10: Configuracao inicial do jogo (3, 5, 7).

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos enxergar cada grupo de palitos como somas de poténcias de base 2,
onde cada poténcia sé aparece uma unica vez dentro de cada grupo. O primeiro
grupo possui trés palitos e 3 = 21 + 2% = 2 + 1. No segundo grupo, teremos 5 =
224+ 2°=4+1.Enoterceiro,7 =2%2+2'+2°=4+2+1.

A ideia ¢ enxergar esta configuragdo da seguinte forma:

Figura 11: Configuracdo (3, 5, 7) com as poténcias destacadas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Na imagem acima destacamos as poténcias 22 = 4 com a cor azul, 21 = 2
com a cor vermelha e 2° = 1 com a cor amarela. Ndo teremos esta distingio de
cores na hora do jogo, mas iremos precisar imaginar as poténcias assim
destacadas. Dessa forma, fica facil perceber que, na configuracdo do jogo, a
poténcia 2° aparece em quantidade impar, enquanto as poténcias 22 e 2!
aparecem, cada uma, em quantidades pares. Logo, precisamos retirar uma
poténcia 2° de um dos grupos, ou seja, para garantir a combinagio segura basta
retirar um Unico palito de qualquer um dos trés grupos.

Foi isto que, no exemplo da se¢do 3.3, o jogador A fez, retirou um palito

do primeiro grupo e conseguiu a combinagao segura. Em seguida, o jogador B faz
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sua jogada, retira 2 palitos do segundo grupo e deixa na mesa uma configuracio

(2,3, 7). Devemos enxergar essa configuracao da forma a seguir:

Figura 12: Configuracéo (2, 3, 7) com as poténcias destacadas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Nesta nova configuracio, apenas a poténcia 2° est4d em quantidade par. As
poténcias 22 e 2! estdo em quantidades impares e precisamos retirar uma de cada.
Como, pela regra do jogo, s6 podemos retirar palitos de um tnico grupo, iremos
retirar estas duas poténcias do grupo trés, sendo esta a Unica jogada possivel para
alcangar a combinacdo segura neste momento do jogo. Foi isso que o jogador A
fez, retirou seis palitos do grupo trés e, portanto, a configuragao ficou (2,3,1).

B joga novamente e retira os 3 palitos do segundo grupo deixando a

configuracdo (2, 0, 1). Que segue:

Figura 13: Configuracéo (2, 0, 1) com as poténcias destacadas.

Fonte: Elaborada pela autora.

As duas poténcias estdo em quantidades impares, mas podemos
transformar 2! em 2°, retirando um palito do primeiro grupo e, assim, ficando
com duas poténcias 2°.

Note que, se o jogador A sempre equilibrar as poténcias em quantidades
pares, no final do jogo, teremos apenas dois grupos com quantidades iguais de
palitos. E a partir disso, a cada jogada de B, basta que A retire a mesma
quantidade de palitos que B retirou, s6 que no outro grupo. Seguindo assim, a
ultima jogada sera de A.

Vamos supor que ap6s uma das jogadas de A, a configuracdo na mesa seja

(4, 4, 0), que ¢ uma combinagdo segura. Se B retirar os quatro palitos de um dos
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grupos, A ird retirar os quatro palitos do outro grupo e vencer. Se B retirar apenas
um palito de um dos grupos, A iré retirar apenas um palito do outro grupo € o jogo
continuara desta maneira até que A venga.

E natural que, durante uma partida do Nim, os jogadores, mesmo sem
conhecerem a estratégia vencedora, percebam que deixar dois grupos com a
mesma quantidade de palitos no final do jogo garante-lhes a vitoria. Desta forma,
quem consegue este feito primeiro, ganha. O que a estratégia vencedora garante ¢

que, independentemente do que o seu adversario faga, ¢ vocé quem conseguira

deixar os dois grupos com a mesma quantidade de palitos no final da partida.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812587/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1812587/CA

5

Atividades propostas

Este capitulo apresenta as trés atividades que foram elaboradas para serem
aplicadas em turmas de nono ano. Entretanto, a primeira delas tem como pré-
requisito apenas o conhecimento dos nimeros naturais escritos na base decimal e
as poténcias de bases e expoentes naturais e as demais tém como pré-requisito a
primeira atividade e, sendo assim, elas podem ser aplicadas em qualquer turma do
Fundamental II e Ensino Médio.

Essas atividades t€ém como intuito apresentar aos alunos o sistema de
numeracao binario, realizar calculos de mudanca de base e, ao final, leva-los a

jogar o Nim utilizando a estratégia vencedora desenvolvida por Bouton.

5.1.

Atividade 1 - Os cartées magicos binarios

Duragdo: 50min.

Objetivo: chegar ao conceito de sistema de numeracao bindrio.

Pré-requisitos: sistema de numeragdo decimal, poténcias de bases e expoentes
naturais.

Material necessario: cartdes magicos binarios (para uso da professora), folha de

atividades, lapis e borracha.

Organizac¢do da classe: turma disposta em duplas para que haja discussao de ideias

e comparacao de resultados.

Metodologia: a “magica” serd utilizada como um atrativo, a professora iniciara a
aula fazendo a “magica” para que os alunos se interessem em descobrir por que
ela funciona._Depois que a professora realizar a “mdagica” algumas vezes, os

alunos receberao uma folha de atividades como segue:
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Escola: Data: / /

Estudante: Turma:

Atividade 1: Os cartdes magicos binarios
A magica feita com os cartdes magicos binarios ¢ muito intrigante e
divertida. Ela funciona assim: pede-se para que uma pessoa pense em um
numero de 1 a 63, em seguida, sdo apresentados 6 cartdes com 32 niimeros
em cada. Esta pessoa deve dizer em quais destes cartdes o numero que ela
pensou aparece. Feito isso, 0 magico em questdo podera adivinhar o nimero

pensado. Vamos tentar desvendar o segredo desta magica?

a) Escolha um nimero de 1 a 63.

b) Marque o nimero que vocé escolheu em todos os cartdes abaixo em que

ele aparece.

32 33 34 35 36 37 38 39 16 17 18 19 20 21 22 23
40 41 42 43 44 45 46 47 24 25 26 27 28 29 30 31
48 49 50 51 52 53 54 55 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 56 57 58 59 60 61 62 63
8§ 9 10 11 12 13 14 15 4 5 6 7 12 13 14 15
24 25 26 27 28 29 30 31 20 21 22 23 28 29 30 31
40 41 42 43 44 45 46 47 36 37 38 39 44 45 46 47
56 57 58 59 60 61 62 63 52 53 54 55 60 61 62 63
2 3 6 7 10 11 14 15 1 3 5 7 9 11 13 15
18 19 22 23 26 27 30 31 17 19 21 23 25 27 29 31
34 35 38 39 42 43 46 47 33 35 37 39 41 43 45 47
50 51 54 55 58 59 62 63 49 51 53 55 57 59 61 63

¢) Levando em consideragdo o primeiro numero de cada cartdo como seu
representante, complete a tabela 1, escrevendo “sim” para os cartdes em
que o numero que vocé escolheu aparece e “ndo” para os cartdes em que

ele ndo aparece.
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d)

2

h)

32 16 8 4 2 1

Tabela 1

Efetue uma adicdo com todos os nimeros da tabela 1 em que vocé
escreveu “sim”. O que vocé pode notar? Converse com seus colegas

sobre os valores que eles encontraram para esta soma.

Vocé conseguiu desvendar qual o segredo por trdas da magica dos

cartdes? Se sim, explique-o.

O que os numeros 32, 16, 8, 4, 2 ¢ 1 possuem em comum?

Qual seria o préximo nimero da sequéncia 1, 2, 4, 8, 16, 32, ...?

Complete a Tabela 2 com as poténcias de base 2 que tém como resultado

0s nimeros a seguir:

—
(o)

N B~

Tabela 2

Utilize os dados da tabela 1 para preencher a tabela 3 a seguir. Escreva
cada numero da primeira linha em seu formato de poténcia. Troque o
“sim” pelo nimero 1, indicando que aquela poténcia aparece uma vez,
troque o “nao” pelo 0, indicando que aquela poténcia ndo aparece

nenhuma vez.
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Tabela 3
j) No sistema de numeracao decimal, que ¢ o sistema que estamos
habituados a utilizar, quando escrevemos os nimeros como soma de
poténcias de base 10, os coeficientes de cada poténcia sdo os algarismos

que compoem o numero. Observe o exemplo:

2034 = 2.1000 + 0.100 + 3.10 + 4 =[2]10% +[0]10% +[3]10* +f&]10°

k) Da mesma forma, podemos escrever os nimeros como soma de poténcias
de uma base qualquer. Utilizando a tabela 3 como referéncia, escreva o

numero que vocé escolheu como soma de poténcias de base 2.

Os coeficientes de cada poténcia de base 2 sdo os algarismos que
compdem esse nimero se escrito em um sistema numérico que se baseia nas
poténcias de base 2. Este sistema existe e recebe o nome de sistema de
numeragdo binario. Portanto, a sequéncia de 1 e 0 que aparece na segunda
linha da tabela 3 ¢ como se escreve o nimero que vocé escolheu utilizando o
sistema de numeracdo binario. No sistema decimal, que possui base 10,
utilizamos 10 algarismos, enquanto que no sistema binario, de base 2, s6 sao
necessarios 2 algarismos, que sao o 1(um) e o 0(zero). Para diferenciar um
nimero que estd escrito na base 2 de um nimero que estd na base 10,
podemos usar a notagdo: 65 = (1000001), indicando que o nimero 65

(base 10) escrito na base 2 ¢ igual a 1000001, por exemplo.

1) Complete com o numero que vocé escolheu:

= ( )2

Tabela 9: Atividade 1.

Fonte: Elaborada pela autora.
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5.2.
Atividade 2 - A mensagem secreta

A atividade proposta a seguir foi retirada e adaptada de (BELL;
FELLOWS; WITTEN, 2011).

Durac¢ao: 1h e 40min.

Objetivo: exercitar os conceitos trabalhados na atividade anterior, realizar calculos
de mudanga de base.

Pré-requisitos: sistema de numeracdo decimal, poténcias de bases e expoentes
naturais, sistema de numerag¢ao binario.

Material necessario: folha de atividades, lapis e borracha.

Organizacao da classe: turma disposta em duplas para que haja discussdo de ideias
e comparacao de resultados.

Metodologia: sera apresentado para os alunos um texto contando uma pequena
histéria sobre uma pessoa em apuros que precisa enviar uma mensagem secreta e,
para tanto, utiliza os niimeros em sua forma bindaria. Ao realizar a atividade, a
mensagem secreta serd desvendada.

A seguir, acompanhe a atividade:

Escola: Data: / /

Estudante: Turma:

Atividade 2 — A mensagem secreta
Texto:

“Jodo esta preso no ultimo andar de uma loja. E noite de Natal e ele
quer ir para casa com seus presentes. O que ele pode fazer? Tentou chamar
alguém, at¢ mesmo gritar, mas ndo ha ninguém por perto e seu celular esta
sem bateria. Do outro lado da rua, ele pode ver uma mulher ainda trabalhando
em seu computador. Como poderia atrair sua aten¢do? Jodo olha em volta para
ver o que poderia usar. Entdo, ele tem uma brilhante ideia: utilizar as lampadas
da arvore de Natal para enviar uma mensagem! Coletou todas as lampadas

disponiveis, as conectou aos bocais de forma que pudesse acendé-las ou

apaga-las e organizou-as em um retdngulo com 17 linhas e 4 colunas. Jodo
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usou um codigo simples, que ele sabia ser de conhecimento da mulher do
outro lado da rua. ”

Na mensagem secreta de Jodo, cada linha representa um numero que
esta associado a uma letra do alfabeto. Para descobrir que numero representa
cada linha, precisamos desvendar qual o cddigo utilizado por Jodo para
escrever sua mensagem.

As linhas que nao possuem lampadas acessas representam espaco entre

palavras.

9 10/ 11 12

1 2 3 |4 5 & T |B
lalbleldlelflglhliljlkll]m]

15 |16 |17 | 18 19 20 21 |22 |23 24 25

Legenda

Menzagem

A mensagem secreta de Jodo.

Fonte:https://classic.csunplugged.org/wp-content/uploads/2014/12/CSUnpluggedTeachers-

portuguese-brazil-feb-2011.pdf. Adaptada.

a) Qual foi o codigo utilizado por Jodo para escrever sua mensagem secreta?

Discuta com seus colegas.

b) Na mensagem secreta, o simbolo de lampada n representa qual

algarismo? E o espago vazio?
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Vocé deve ter percebido que o codigo utilizado por Jodo foi a base

binaria, onde o simbolo de lampada “ representa o algarismo 1 e o espago

vazio representa o algarismo 0. Dessa forma, em cada linha da mensagem

secreta temos um niimero escrito na base 2. Se conseguirmos converter esses

nimeros para a base decimal e utilizarmos a legenda serd possivel descobrir

qual a mensagem secreta de Jodo.

c) Na tabela a seguir, reescreva a mensagem secreta de Jodo trocando o

simbolo de lampada “ pelo algarismo 1 e o espaco vazio pelo algarismo

0. Complete a tabela e a mensagem secreta de Jodo sera desvendada. As

duas primeiras linhas ja estdo resolvidas como exemplo.

Poténcias de base 2

2423|2221 20

Mensagem Secreta | Soma das poténcias | Base 10 Letra
(Base 2)

0(0]0]0|1 20 1 a

0O(1]0]110 23 + 21 10 ]
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d) Nem todos os numeros de 1 a 26 foram utilizados por Jodo para escrever
sua mensagem. Complete a tabela a seguir com os nimeros na base
decimal que nao foram utilizados por Jodo e, em seguida, complete a
tabela para escrevé-los na base binaria. Algumas linhas estdo resolvidas

como exemplo.

Poténcias de base 2
Numero na base 10 | 2% | 23 | 22 | 21 | 29 | NGmero na base 2
2 0 0 0 1 0 10
3 0 0 0 1 1 11
26 1 1 0 1 0 11010

e) Utilizando o mesmo codigo que Jodo, escreva uma mensagem secreta e
troque pela do seu colega ao lado para que ambos decodifiquem a

mensagem um do outro.

Tabela 10: Atividade 2.

Fonte: Elaborada pela autora.
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5.3.
Atividade 3 - O Nim

A atividade sobre o Nim trata-se de uma aplicagdo dos numeros binarios
como método matematico para a constru¢do de uma estratégia vencedora para o
jogo. Para esta atividade, espera-se que os alunos ja estejam familiarizados com os
numeros binarios, assim como com a mudanca de base de um numero decimal

para um nimero bindrio e vice-versa.

Duragdo: 1h e 40min.

Objetivo: jogar o Nim utilizando a estratégia vencedora.

Pré-requisitos: sistema de numerag¢do decimal, poténcias de bases e expoentes
naturais, sistema de numeragao binario.

Material necessario: o jogo Nim composto de 15 palitos, folha de atividades, lapis

e borracha.

Organizacdo da classe: turma disposta em duplas para o jogo e também para que

haja discussdo de ideias e comparacao de resultados.

Metodologia: com a turma dividida em duplas, a professora apresenta o jogo e
suas regras. A configuracdo inicial que vai ser utilizada ¢ (3,5,7). A professora
deixa as duplas jogarem por um tempo para que se familiarizem com o jogo. Em
seguida, ela desafia alguns alunos para jogar e mostra para a turma que € possivel

sempre ganhar. Os alunos receberdo algumas questdes como segue:

Escola: Data: / /

Estudante: Turma:

Atividade 3: O Nim

O Nim ¢ um jogo de regras simples e de facil entendimento feito para
duas pessoas jogarem. Sao dispostos em uma mesa grupos de um determinado
objeto, digamos palitos. A quantidade de grupos, e de palitos em cada grupo, ¢

arbitraria. A jogada ¢ feita da seguinte maneira: o jogador escolhe um dos
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grupos e retira dele a quantidade de palitos que desejar. O principal € que, em
cada jogada, s6 podem ser retirados palitos de um unico grupo numa
quantidade minima de 1 palito ¢ maxima de todos, ou seja, ¢ possivel retirar
todos os palitos de um grupo. Os jogadores jogam se alternando e o Gltimo que
tiver palitos para retirar, vence.

Vocé recebeu 15 palitos, separe-os em trés grupos: um com trés
palitos, um com cinco € o ultimo com sete. Junte-se com um colega ¢ vamos

jogar!

a) Enquanto jogava o Nim, vocé utilizou alguma estratégia para vencer? Se

sim, explique-a.

b) Se na mesa tivessem apenas dois grupos com a mesma quantidade de
palitos em cada, vocé preferiria ser o primeiro ou o segundo a jogar? Por

quée?

¢) Imagine que na mesa tenha apenas dois grupos, um com trés palitos e
outro com 2. Sendo sua vez de jogar, qual seria a sua jogada para garantir

a vitoria? Por qué?

Em um jogo de estratégia, uma combinacao segura ¢ uma jogada que nos
garante a vitéria independentemente do que o adversario faga. Quando s
temos 2 grupos de palitos na mesa, deixar os dois grupos com a mesma
quantidade de palitos ¢ uma combinagdo segura.

No ano de 1902, um matematico chamado Charles L. Bouton criou uma
estratégia que garante a vitoria no Nim para qualquer quantidade de grupos e
de palitos. Para entendermos esta estratégia, vamos enxergar o numero de

palitos em cada grupo como somas de poténcias de base 2. Observe:
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Sem que o outro jogador perceba, precisamos enxergar cada grupo
desta forma: 3=2+4+1,5=4+1e7 =4+ 2 + 1. Agora, olhando para toda
a configuracdo da mesa € necessario, para ter uma combinacdo segura, que
cada poténcia apareca uma quantidade par de vezes (neste caso, duas vezes ou
nenhuma vez). Como a poténcia 2° = 1 aparece trés vezes precisamos retirar
um palito de qualquer um dos trés grupos e, fazendo isto, teremos uma
combinagdo segura. Se continuarmos a jogar desta maneira, no final do jogo
sobrardo apenas dois grupos com quantidades iguais de palitos na vez do outro

jogador, e j4 vimos que isto nos garante a vitoria.

d) Jogue novamente algumas partidas do Nim, alternando com seu colega

quem usara a estratégia vencedora.

e) Sendo o segundo a jogar, ¢ possivel usar a estratégia vencedora? Explique.

f) Escolha trés numeros que formem uma combinacao segura no Nim.

g) Passe estes trés nimeros para a base binaria.

Numerona | 22 | 21 | 20 | Numero na
base 10 base 2

h) Leia a defini¢do a seguir:

“A soma-Nim, de simbolo @, é uma operacdo matematica feita com os
niimeros naturais escritos na base binaria e organizados um embaixo do outro
com seus algarismos alinhados a direita (como em uma soma comum de base
10), em cada uma das colunas, formadas pelos algarismos, se a quantidade de
algarismos “1” for par, o resultado da soma naquela coluna em questao serd 0
(zero). Caso contrario, sera 1 (um). ”

Complete a tabela abaixo utilizando os nimeros escolhidos no item “f” e,

em seguida, calcule sua soma-Nim
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Grupos

Quant. de
palitos

NUm. na
base 2

10

20

30

soma-Nim @

1) Qual o resultado da sua soma-Nim? Compare com o resultado de seus

colegas.

A operagdo matematica soma-Nim foi desenvolvida pelo matematico

Charles L. Bouton. A estratégia vencedora de Bouton consiste do fato de que,

para formar uma combinacgdo segura que lhe garanta a vitdria, a soma-Nim das

quantidades de palitos de cada grupo precisa ser igual a zero.

Tabela 11: Atividade 3.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Aplicacoes

As atividades foram aplicadas na Escola Municipal Professora Ilza Junger
Pacheco, no municipio de Guapimirim, para trés turmas de nono ano com alunos
com idades que variam entre 14 e 17 anos. No total, 72 alunos realizaram as
atividades. Foram reservados para esta aplicagdo 5 tempos de aula de 50 minutos
cada e, para as trés atividades, os alunos estiveram organizados em duplas, mas

preencheram as folhas das atividades de forma individual.

6.1.

Aplicagao da atividade 1 - Os cartoes magicos binarios

A professora comegou anunciando para a turma que faria uma “magica” e,
para tanto, os alunos deveriam escolher um numero de 1 a 63 para que ela
adivinhasse. A professora se retirou por alguns instantes da sala de aula para que
os alunos combinassem qual seria o nimero escolhido. Ao retornar, ela mostrou
os cartdes magicos para a turma e os alunos responderem em quais cartdes o
numero escolhido aparecia, fazendo assim a “magica” acontecer. Como esperado,
os alunos se interessaram em desvendar o truque de “magica” utilizado pela
professora e pediram para que a “magica” fosse realizada novamente com outro
numero para se certificarem de que realmente funcionava.

Depois deste momento, a professora entregou as folhas de atividades para
os alunos e relatou que, a partir daquela atividade, eles seriam capazes de

desvendar o truque por tras da “magica”.
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Figura 14: Aluno realizando a atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.

Seguindo a atividade e sem muitas dificuldades, os alunos conseguiram

desvendar o truque de “méagica’:

e) Vocé conseguiu desvendar qual o segredo por trds da magica dos cartdes? Se sim, expligue-o.

Q- 0O 5/ b
P o MR DOV - 2 8) UMK hiresiir> candlo, quo Aei mmavecen

f e e CEe2,
iy ae. 0’}@?@ e 2T Qe 180" wreelipsn ! ) j

Figura 15: Resposta de um aluno para o item e da atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.

Para o item f foi possivel notar alguns padrdes de resposta, que seguem:

Padrdo 1 de resposta: responder que os numeros sdo todos multiplos de 2,

desconsiderando o nimero 1 que ndo se enquadra nesta caracteristica.
f) O que os ntimeros 32, 16, 8, 4, 2 e 1 possuem em comum?
ldos ety waz  Frud U pides o W”WWE—/‘

Figura 16: Padrdo de resposta 1 para item f da atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.
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Esta resposta foi bastante comum e, percebendo que este padrao se repetia,
a professora chamou a aten¢do da turma para a existéncia do numero 1 na

sequéncia e, assim, foram surgindo outras respostas.

Padrao 2 de resposta: responder que eles sao o dobro um do outro.

f) O que os nimeros 32, 16, 8, 4,2 ¢ 1 possuem em comum?

; e~ \ it | t e
s Oenf © m‘(_g.[v\\}h*ﬁ!? AU des e Cnmgmao\@éi{n {

Figura 17: Padrdo de resposta 2 para item f da atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.

Padrao 3 de reposta: responder que cada nimero somado com ele mesmo resulta

no valor ao lado.

f) O que os nameros 32, 16, 8,4, 2 ¢ [ possuem em comum?

SUAL Cooloe (hunnibud O

By .- i

L& Ll M Wt @ Mumitwe  ole
A

Figura 18: Padrdo de resposta 3 para item f da atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.

Padrao 4 de resposta: responder que todos os nimeros sdo resultados de poténcias

de base 2.

i) O que os numeros 32, 16, 8, 4, 2 e 1 possuem em comum?

g = fb % .
419»:‘;:,@ Aot Jesued ot o/a [olekr on. O‘? hare 2

Figura 19: Padrdo de resposta 4 para item f da atividade 1.

Fonte: Acervo da autora.

Enquanto os alunos resolviam a atividade, a professora ia de mesa em
mesa sanando davidas e observando os padrdes de resposta. Depois de observar

que todos tinham respondido o item f ela comentou com a turma sobre os varios
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tipos de respostas enfatizando que apesar de diferentes muitas delas estavam
corretas.

O maior interesse neste momento era que os alunos percebessem que
aqueles numeros se tratavam de resultados de poténcias de base 2, mas esta
resposta foi a que menos apareceu. Talvez uma pequena resivao sobre poténcias
antes desta atividade teria feito com que mais alunos percebessem esta relagao
entre os numeros com mais facilidade.

A atividade prosseguiu sem grandes dificuldades. Ao final, quando
chegamos ao conceito de sistema de numeracdo bindrio, muitos alunos relataram
ja terem ouvido falar sobre isto e sobre a relagdo entre nimero binario e
computacdo. Alguns comentaram sobre a relagdo entre as poténcias de base 2 e as
unidades de memoria de computadores (byte, megabyte, gigabyte etc.)

Os alunos, de forma geral, gostaram da atividade desde a “magica” até a
conclusdo, em que se chega ao conceito de sistema de numeracdo bindrio,
acharam divertido e interessante. Dessa forma, a atividade cumpriu com o
esperado.

Para a apresentacdo da atividade dos cartdes magicos binarios temos uma
sugestao digital que contempla numeros de 1 a 30. Desenvolvida por Carlos
Amorim® com programa¢io em PowerPoint e disponivel no link,!* esta versdo
possibilita que até trés jogadores participem ao mesmo tempo e, portanto, o
“magico” descobre simultaneamente os 3 resultados dando dinamismo ao
processo. Para utilizar esta versao,

e faca download no arquivo “Jogo Cartelas Magicas” disponivel no /ink;

e inicie a apresentagdo de slides;

e clique em “proximo” para cada cartela;

e marque, a cada tabela, os jogadores que afirmarem estarem vendo o nimero
pensado;

e no ultimo slide (que sugerimos ndao ser mostrado a plateia) clique em

“resultado” e os numeros pensados serdo revelados.

® Mestrando PROFMAT — PUC-RJ, turma 2018.
10 Link: https://drive.google.com/open?id=1EDtOwkOeAjbT 2aq6 bWazOPm8iy8c3r
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6.2.
Aplicagao da atividade 2 - A mensagem secreta

Os alunos receberam a folha de atividades e a leitura do texto foi feita em
conjunto. Eles tiveram dificuldade em relacionar o coédigo de lampadas acessas e
apagadas, utilizado pelo personagem da histéria, com os niimeros bindrios. A
professora entdo ressaltou que o codigo utilizado pelo personagem so precisava de
dois simbolos (lampada acessa e lampada apagada), a partir dai eles conseguiram
conectar a ideia de luz acessa com o algarismo 1(um) e luz apagada com o
algarismo 0(zero), o que naturalmente leva & ideia de nimero binario. E
interessante neste momento, discutir com os alunos a ideia de polaridade que os
numeros bindrios podem transmitir, utilizando apenas dois algarismos que podem

representar sim e nao, acesso e apagado etc.

e 275141534

Figura 20: Alunos resolvendo a atividade 2.

Fonte: Acervo da autora.
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Figura 21: Aluno resolvendo a atividade 2.

Fonte: Acervo da autora.

Esta atividade possui duas tabelas de conversdao. A primeira converte os
nimeros na base 2 para a base 10, e a segunda converte da base 10 para a base 2.
Estas duas tabelas podem parecer macantes a principio, mas sdo rapidas. Nao
houve muitas reclamagdes a respeito, os alunos, inclusive, demonstraram ter
gostado principalmente da segunda tabela, que passa os nimeros da base 10 para a
base 2 de forma intuitiva, utilizando raciocinio logico. Foi bastante satisfatorio
perceber o interesse que esta tabela gerou.

Ao final da atividade, foi proposto que eles trocassem com seus colegas
pequenas mensagens secretas, utilizando os numeros binarios como codigo, para

que um pudesse desvendar a mensagem do outro.
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¢) Utilizando o mesmo cddigo que Jodo, escreva uma mensagem secreta e troque pela do seu colega ao lado para que
ambos decodifiquem a mensagem um do outro.
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Figura 22: Mensagem secreta trocada por alunos 1.

Fonte: Acervo da autora.

¢) Utilizando o mesmo cddigo que Jo#o, escreva uma mensagem secreta e troque pela do seu colega ao lado para que
ambos decodifiquem a mensagem um do outro.

Figura 23: Mensagem secreta trocada por alunos 2.

Fonte: Acervo da autora.
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A atividade 2 foi importante para que os alunos compreendessem melhor o
sistema de numeragdo bindrio e a relacdo existente entre as bases 2 e 10. Era

pertinente que estes conceitos estivessem fixados para iniciar a atividade 3.

6.3.
Aplicacao da atividade 3 - O Nim

Para jogar o Nim, cada dupla recebeu 15 palitos e as folhas de atividades
que continham as regras do jogo. A professora também explicou as regras para a
turma. Inicialmente os alunos jogaram o Nim sem ter conhecimento da estratégia
vencedora, a professora pediu para que eles observassem quais jogadas
favoreciam a vitoria e, se possivel, tentarem desenvolver alguma estratégia para

vencer.

Figura 24: Alunas jogando o Nim.

Fonte: Acervo da autora.
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Figura 25: Alunos jogando o Nim.

Fonte: Acervo da autora.

Nao foi dificil para eles perceberem que quem consegue deixar dois

grupos com a mesma quantidade de palitos para o oponente, vence a partida.

a) Enquanto jogava o Nim, vocé utilizou alguma estratégia para vencer? Se sim, explique-a. .
Sy Quntn~Vor 2 gUPR om0 AR QMW(E ol

b) Senamesa tivessem apenas dois grupos com a mesma quantidade de palitos em cada, vocé preferiria ser o primeiro
ou o segundo a jogar? Por qué?

8%, pylgue e awidonis 3 Spornert

c) Imagine que na mesa tenha apenas dois grupos, um com trés palitos e outro com 2 palitos. Sendo sua vez de jogar,
qual seria a sua jogada para garantir a vitéria? Por qué?

W Lw 4 de gupe e 3.

Figura 26: Resp. de um aluno para os itens a, b e ¢ da atividade 3.

Fonte: Acervo da autora.

A professora questionou a turma se esta estratégia garantia a vitoria em

todas as partidas e, com uma breve discussao, foi possivel perceber que, se os dois
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jogadores querem deixar dois grupos com a mesma quantidade de palitos na mesa,
ganha quem conseguir fazer isto primeiro. A professora entdo explicou que existe
uma estratégia que garante que vocé seja o primeiro a deixar dois grupos com
mesma quantidade de palitos na mesa independentemente do que o adversario
faga. Ela desafiou alguns alunos para jogar e a turma ficou intrigada por ela
conseguir ganhar todas as partidas.

Seguindo com a folha de atividades, os alunos leram as instrugdes para
utilizar a estratégia vencedora e jogaram mais algumas partidas, revezando entre
quem usaria a estratégia e quem seria o primeiro e o segundo a jogar. Os alunos
ndo tiveram muitas dificuldades em enxergar a quantidade de palitos de cada
grupo como soma de poténcias de base 2, mas, de qualquer forma, a professora foi
de mesa em mesa sanando possiveis duvidas. Eles também concluiram que ¢
possivel utilizar a estratégia vencedora sendo o segundo a comecar a jogar, para
isso, € necessario esperar uma combinagdo ndo segura para transforma-la em
segura, mas claro que sé sera possivel se o oponente ndo souber a estratégia
vencedora, caso contrario, o primeiro a jogar sempre vencera.

No item f, quando foi pedido trés numeros que formassem uma
combinagdo segura, muitos alunos utilizaram os palitos para separar cada niimero
em soma de poténcias de base 2 e verificar se cada poténcia aparecia uma
quantidade par de vezes.

Na parte final da atividade, que tinha como intuito formalizar o conceito
de soma-Nim e apresentar a estratégia vencedora da maneira que Bouton a
apresentou, foi possivel perceber que este conceito soou abstrato demais para eles
e, de fato, apresentar a estratégia vencedora com um “novo olhar” fez diferenca
para que eles se familiarizassem melhor com a estratégia e a utilizassem para

jogar.
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“A soma-Nim, de simbolo &, ¢ uma operagio matematica feita com os niimeros naturais escritos na base bindria e

organizados um embaixo do outro com seus algarismos alinhados 4 direita (como em uma soma comum de base
. . “wyn

10), em cada coluna, formadas pelos algarismos, se a quantidade de algarismos “I for par (inclusive zero), 0

resultado da soma naquela coluna em questio seré 0 (zero). Caso contrdrio

, serd 1 (um). ”

Complete a tabela abaixo utilizando os nimeros escolhidos no item “f” e, em seguida, calcule sua soma-nim.

Grupos| Quant. |Num. na
de palitos | base 2

* 18 (07
15 la01
“ 1l & 440

soma-Nim @ ("r‘\'(\J

i) Qual o resultado da sua soma-nim? Compare com o resullado de seus colegas.

000 ~wrm@ reoulfoda .

Figura 27: Resp. de um aluno para os itens f, g, h

Fonte: Acervo da autora.

e i da atividade 3.
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Consideracgoes finais

O proposito deste trabalho foi apresentar uma proposta de ensino de
nimeros binérios na educacdo bésica por meio de atividades que despertassem o
interesse dos alunos e, desta forma, tivessem um papel colaborativo no que diz
respeito ao processo de ensino-aprendizagem. Como professores, temos o desafio
de buscar alternativas para o ensino tradicional que ¢ pouco atrativo e, pensando
nisso, recorremos a um truque de “magica”, a uma mensagem secreta € a um jogo
de estratégia para montar atividades que chegassem ao conceito de sistema de
numeracao binario.

Estas atividades foram aplicadas em turmas de nono ano de uma escola
municipal de Guapimirim. Para as trés atividades, os alunos estiveram
organizados em duplas, o que proporcionou maior interagdo, discussdo e troca de
estratégias de resolugdo, surtindo efeito positivo ao longo das trés aplicacdes. De
forma geral, os alunos se envolveram e participaram das atividades, demonstrando
o interesse que tinhamos como proposito despertar.

Quanto ao aprendizado sobre os numeros binarios, ele foi sendo construido
ao longo das trés atividades. E, ao realizarem a atividade 2, era perceptivel que os
alunos tinham compreendido do que se tratava a atividade 1. Ao realizarem a
terceira atividade, quando jogaram o Nim utilizando a estratégia vencedora, pelo
menos o conceito basico de escrever um nimero como somas de poténcias de
base 2 tinha sido compreendido.

Na atividade 3, sobre o Nim, a estratégia vencedora do matematico
Charles L. Bouton foi apresentada sob um novo olhar e os alunos conseguiram
jogar o Nim utilizando a estratégia sem grandes dificuldades. A soma-Nim foi
apresentada ao final da atividade, mas soou abstrata demais para os alunos
naquele momento. Em uma préxima oportunidade, seria interessante uma quarta
atividade que abordasse a estratégia da forma como Bouton a apresentou e, assim,
trabalhar com os alunos conceitos mais formais e abstratos que também sdo
fundamentais no aprendizado da matematica.

Chegamos ao final deste trabalho satisfeitos por conseguir alcangar o

propoésito a que ele se destinava, apresentamos uma proposta de ensino para os
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numeros binarios na educacao bésica através de atividades que foram dindmicas e
atraentes. Com isso, refor¢amos a necessidade de buscar alternativas que
transformem a sala de aula em um lugar mais atrativo e que proporcione um

processo de ensino-aprendizagem mais eficiente.
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