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Resumo

Vieira, Lorena Drumond Loureiro; Epprecht, Eugenio Kahn. Efeito da
estimacao dos parametros sobre o desempenho conjunto dos graficos de
controle de X-barra e S. Rio de Janeiro, 2016. 135p. Tese de Doutorado —
Departamento de Engenharia Industrial, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

A probabilidade de alarme falso, &, dos gréaficos de controle de processos
depende dos seus limites de controle, que, por sua vez, dependem de
estimativas dos parametros do processo. Esta tese apresenta inicialmente uma
revisdo dos principais trabalhos sobre o efeito dos erros de estimacdo dos

parametros do processo sobre & quando se utiliza o gréfico de X e S
individualmente e em conjunto. O desempenho dos graficos é medido através de
medidas de desempenho (nUmero médio de amostras até o sinal, taxa de alarme
falso, distribuicdo do numero de amostras até o sinal, que, em geral, séo
variaveis aleatorias, funcdo dos erros de estimagado. Pesquisas recentes tém
focado nas propriedades da distribuicdo condicional do nimero de amostras até
o sinal, ou ainda, nas propriedades da distribuicdo da taxa de alarme-falso
condicional. Esta tese adota esta abordagem condicional e analisa o efeito da
estimacao dos parametros do processo no desempenho conjunto dos graficos de

X e Sem dois casos: Caso KU (“Média conhecida — Variancia desconhecida”) e
Caso UU (“Média desconhecida — Variancia desconhecida”). A quase totalidade
dos trabalhos anteriores considerou apenas um grafico, isoladamente; sobre
efeito da estimacéao dos parametros sobre o desempenho conjunto conhecemos

apenas um trabalho, sobre gréaficos de X e R, mas nenhum sobre graficos de

X e S. Os resultados da andlise mostram que o desempenho dos graficos pode
ser muito afetado pela estimacdo de parametros e que o numero de amostras
iniciais requerido para garantir um desempenho desejado é muito maior que 0s
nameros tradicionalmente recomendados na literatura normativa de controle

estatistico de processo (livros texto e manuais). Esse niumero é, porém, menor

que 0 maximo entre os numeros requeridos para os graficos de X e de S
individualmente. Questdes a serem investigadas como desdobramento dessa
pesquisa sdo também indicadas nas Consideragdes Finais e Recomendagdes.
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Abstract

Vieira, Lorena Drumond Loureiro; Epprecht, Eugenio Kahn (Advisor).
Effect of Parameter Estimation on the Joint Performance of the X-bar
and S Charts. Rio de Janeiro, 2016. 135p. Doctoral Dissertation —
Departamento de Engenharia Industrial, Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro.

The false-alarm rate of control charts, &, depends on the control limits
calculated, which depend, in turn, on the estimated process parameters. This
dissertation initially presents a review of the main research articles about the

effect of the estimation errors of the process parameters upon & when X and S
charts are used separately and together. The charts performance is evaluated
through performance measures (average run-length, false-alarm rate, run-length
distribution, etc), which are, in general, random variables, function of the
estimation errors. Recent researches focused on the properties of the conditional
run-length, or still (in the case of Shewhart charts) on the properties of the
conditional false-alarm rate distribution. This dissertation adopts this conditional
approach and investigates the effect of parameter estimation on the joint

behavior of X and S charts in two cases: KU Case (Known mean — Unknown
variance) and UU Case (Unknown mean - Unknown variance). Almost all
previous works considered just only one chart separately — just only one joint
performance work is known by the author, one about the effect of the estimation

errors of the process parameters upon X eR joint performance. The results
show that the charts performance can be severely affected by the parameter
estimation and the number of initial samples required to ensure the desirable
performance is greater than the numbers of initial samples recommended by
traditional statistical process control reference texts (books and manuals). This

number is, however, smaller than the maximum between the numbers of

samples required by the X and the S charts separately. Additional issues for
follow-up research are recommended in the concluding section.
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j-ésimo valor de X na Fase I
média do k-ésimo subgrupo
Estimativa da média do processo

quantil da distribuicao de probabilidade de Y

variavel aleatéria qui-quadrado com m(n—1) graus de
liberdade
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Za/z

Z4

quantil da distribuicdo de probabilidade de Z
quantil de (1-a/2) da distribuicdo normal padrao
quantil da distribuicao de probabilidade de Z;

variavel aleatéria normal padrao

Variavel aleatéria normal-padrao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021712/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021712/CA

1
Introducao

O controle estatistico do processo (CEP), que constitui uma drea do controle
estatistico da qualidade (CEQ), tem como objetivo a detec¢do de alteragdes no
processo ao longo do tempo. Todo e qualquer processo estard sujeito a certa
variabilidade, inevitdvel e dificil de ser eliminada, por melhor que seja o seu
planejamento e controle. Trata-se da variabilidade natural do processo, que é fruto
de uma série de pequenas perturbagdes que ocorrem aleatoriamente. Quando o
processo apresenta apenas a variabilidade natural, devida as causas aleatdrias, diz-
se que ele estd sob controle estatistico ou em controle (in control, em inglés — IC).
Um processo pode apresentar, também, outros tipos de variabilidade, decorrentes
de causas especiais (chamadas também de atribuiveis ou assinaldveis), que sdo
maiores quando comparadas a variabilidade natural do processo e t€ém o efeito de
modificar a distribui¢ao da varidvel aleatéria X, deslocando a média e/ou o desvio-
padrdao em relagdo a seus valores sob controle (valores-alvo). Quando, além das
causas aleatorias de variabilidade, causas especiais estdo presentes, diz-se que o
processo esté fora de controle estatistico (out of control, em inglés — OOC).

Para detectar a presenca de causas especiais, na tentativa de se evitar o
aumento da variabilidade nos processos, estes devem ser constantemente
monitorados. A principal ferramenta utilizada no monitoramento e identificacao
de variagdes no processo sao os graficos de controle, pois permitem a distin¢cao
entre causas aleatdrias e especiais. Estes baseiam-se na retirada regular (periddica)
de amostras do processo e no cdlculo de uma estatistica amostral (por exemplo,
média ou nimero de defeitos observados), que € comparada com limites de
controle. Em muitos casos, os graficos de controle contém uma linha central, que
representa o valor esperado da estatistica monitorada quando o processo estd sob
controle, e duas linhas superior e inferior em relacao a linha central, denominadas
limites superior (upper control limit, em inglés - UCL) e inferior (lower control
limit, em inglés - LCL) de controle. Os limites dos graficos de controle sdo
determinados com base na média e no desvio-padrao da estatistica monitorada,

quando o processo estd isento de causas especiais. Estes, por sua vez, sdo funcio
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dos pardmetros do processo. Em alguns casos, os grificos possuem, apenas, um
limite de controle. Isso ocorre quando, em geral, s6 hd interesse em detectar
aumentos na estatistica de controle e a distribuicdo amostral da estatistica de
controle € assimétrica. Em muitos casos, ou mesmo na maior parte das vezes, 0s
parametros do processo ndo sao conhecidos a priori e necessitam ser estimados. A
estimacdo dos parametros deve ser baseada em amostras do processo retiradas
durante um periodo em que se supde que o processo esteja sob controle estatistico.
Quando isso nao ocorre, os parametros sao incorretamente estimados e,
consequentemente, os graficos de controle, cujos limites sdo obtidos a partir
dessas estimativas, ttm o seu desempenho comprometido. Mesmo quando o
processo estd sob controle, os estimadores possuem variabilidade e nao
coincidirao exatamente com os valores reais dos parametros do processo.

Quando os parametros necessitam ser estimados, os graficos de controle sdo
aplicados em um procedimento com duas fases. A primeira delas, chamada de
Fase I, representa a fase inicial do uso dos graficos de controle, quando sdo
estimados os parametros, a partir de um conjunto de dados do processo (estudo
retrospectivo do processo). Nesta fase, deseja-se colocar o processo sob controle
estatistico, através da identifica¢do e eliminacdo de causas especiais, podendo-se
recalcular os limites de controle varias vezes. Na Fase II, parte-se do pressuposto
de que ja se possuem estimativas suficientemente precisas dos parametros do
processo, isto €, que as amostras nas quais as estimativas se basearam foram
provenientes de um processo sob controle e que as amostras foram em nimero e
tamanho suficientes para adotar as estimativas obtidas como valores “conhecidos”
dos parametros do processo. A partir dai, coletam-se amostras do processo em
tempo real, para verificar eventuais alteracdes decorrentes de causas especiais.

H4 toda uma linha de pesquisa em CEP sobre a andlise de desempenho dos
grificos de controle, baseada na suposicao de que os parametros do processo sao
conhecidos ou estimados com precisao absoluta. De fato, observando-se os artigos
de CEP em qualquer peridédico ou em um conjunto deles, pode-se constatar que a
maior parte dos trabalhos se destina ao estudo da Fase II dos graficos de controle,
em que a distribuicdo sob controle é assumida como completamente conhecida.

Woodall e Montgomery (1999) reconhecem a importancia de estudar a Fase
I, especialmente ao longo das trés linhas seguintes: andlise do efeito das

estimativas dos parametros do processo (isto €, da sua precisdo ou imprecisdo)
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sobre o desempenho dos graficos (especialmente na Fase II); determinagdo do
nimero de amostras necessario para garantir um desempenho adequado (préximo
ao “nominal” - o desempenho esperado no caso de parametros conhecidos com
precisdao); e métodos para determinar valores para os limites de controle
(especialmente na Fase I, e possivelmente varidveis ao longo do tempo, de acordo
com o acimulo de informacdo das novas amostras) que compensem o efeito de

estimacao dos parametros e garantam o desempenho desejado para os graficos.

A especificacdo dos limites de controle ¢ uma das decisdes criticas em CEP
e estd associada a dois tipos principais de riscos de decisdo, similares aos dois

riscos em um teste de hipoteses cldssico:

* Risco a ou Probabilidade de Erro Tipo I (taxa de alarme-falso ou false-
alarm rate, em ingl€s - FAR): € o risco de um ponto cair além dos limites de
controle, indicando a situagdo de “falta de controle” quando nenhuma causa
especial estiver presente. Neste caso, haverd uma intervengao no processo, com os

custos e prejuizos correspondentes, desnecessariamente.

* Probabilidade de Erro Tipo II: € o risco de um ponto cair entre os limites
de controle, indicando a situacdo de “sob controle” quando o processo estiver
realmente fora de controle. Neste caso, ndao havera uma intervencao no processo,
apesar de necessdrio, causando prejuizos decorrentes da producdo com um

processo fora de controle.

Devido a esses riscos, € recomenddvel medir-se o desempenho dos graficos
de controle. A andlise de desempenho dos grificos consiste em medir a
sensibilidade dos mesmos a perturbagdes, sensibilidade essa que pode ser medida
pela sua probabilidade (ou por sua rapidez, ou ainda por sua eficiéncia — razao
entre medidas de ‘“rapidez” e de ‘“custo”) de sinalizar um deslocamento dos
parametros em relagdo ao valor sob controle (valor alvo). Outras medidas de
desempenho além das probabilidades de Erro Tipo I e Tipo II, podem ser
utilizadas para medir a eficiéncia dos graficos de controle. Dentre as mais
frequentemente utilizadas destaca-se a medida NMA - nimero médio de amostras
até o sinal (average run lenght, em inglés - ARL) - que corresponde ao valor

esperado do nimero de amostras até o sinal, RL (run length, em inglés).

A maioria dos estudos sobre o efeito da estimagdo dos parametros no

desempenho dos gréificos de controle de Shewhart tem focado na distribuicao
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marginal (ou incondicional) do RL e algumas métricas associadas. Revisdes de
literatura sobre este tema podem ser encontradas em Jensen et al. (2006) e
Psarakis et al. (2013). Varios autores incluindo Trietsch e Bischack (1998),
Chakraborti (2006), Bischak e Trietsch (2007), Epprecht et al. (2015) e Saleh et al.
(2015), tém sinalizado que um estudo sobre a distribuicdo do RL dada a amostra
de referéncia (distribui¢do condicional) — isto €, a distribuicdo do RL baseada nos
parametros estimados na Fase I — seria mais util para o usudrio do que a andlise
baseada na distribuicdo marginal (ou incondicional). Esses autores estudaram a
distribuicdo condicional do RL e outros assuntos associados, para os graficos de
Shewhart para monitoramento da média. Mais recentemente, trabalhos
relacionados aos graficos de Shewhart para monitoramento da dispersdo também
foram apresentados. Entretanto, ndo foi identificado, a partir da revisao de
literatura realizada para este trabalho, um estudo sobre o desempenho conjunto
quando se utilizam grificos para monitoramento da média e da dispersao

simultaneamente.

Uma vez que uma amostra de referéncia € obtida de uma analise de Fase I e
parametros estimados sdo calculados, os limites de controle da Fase II sao
calculados com base nessas estimativas e o processo ¢ monitorado utilizando-se
esses limites estimados. Portanto, se fossem calculados os limites de controle da
Fase II baseados em duas amostras de referéncia distintas do mesmo processo em
controle, seriam produzidas duas estimativas diferentes para os parametros
utilizados no cdlculo desses limites, que levariam, entdo, a uma diferenca no
desempenho (taxas de alarme falso, nimero médio de amostras até o primeiro
sinal etc) dos gréficos de cada fase. Como resultado, ao contrdrio do caso em que
os parametros sao conhecidos, a distribuicdo marginal do RL em controle ndo é
geométrica na Fase II; ela é condicionalmente geométrica, com parametro igual ao
obtido e a taxa de alarme falsa obtida, CFAR, € funcdo das estimativas e dos
limites de controle calculados a partir da amostra de referéncia. Portanto, por

exemplo, no caso dos gréificos do desvio-padrdo, a probabilidade de alarme falso
obtida (CFAR) é uma fungdo da estimativa &, do desvio-padrdo em controle o,e,
portanto, uma varidvel aleatéria (mais precisamente, como tem sido visto na
literatura, ¢ uma funcio da razdo &, / 0, ). Entdo, o RL da Fase II de qualquer

grafico em qualquer aplicagdo ndo ird seguir a distribuicdo marginal do RL em
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controle, mas sim, a distribui¢do condicional do RL obtido (CRL) dado os limites
de controle, baseados no valor particular de &, obtido de determinada amostra de
referéncia.

Tendo em vista as consideracdes anteriores e a luz da literatura especifica
sobre a andlise de desempenho dos grificos de controle e a utilizacdo da
distribui¢ao condicional do RL, definiu-se como problema de pesquisa a analise
do efeito da estimacio dos parametros na Fase I sobre o desempenho dos
graficos de XeS quando utilizados em conjunto na Fase II. Isso porque ja
existiam trabalhos referentes ao desempenho individual do grifico de X e S,
inclusive, para este ultimo, um artigo publicado pela doutoranda e seu orientador

(Epprecht et al, 2015), e ndo havia na literatura trabalhos sobre o desempenho

conjunto de tais graficos.

Dadas as recomendacdes de Mahmoud et al. (2010) contra a utilizacdo do
grifico de R e a equivaléncia entre o grafico de S e o grifico de $°, quando se
utiliza os limites de probabilidade (vide Epprecht et al., 2015), a busca e o estudo
desta tese se concentraram no uso conjunto dos graficos de X eS.

Alguns objetivos especificos deverdo ser alcancados de modo a levar a
pesquisa ao seu objetivo principal, quais sejam:

e Determinar a funcdo densidade de probabilidade acumulada da
CFAR conjunta dos graficos de X eS.
® Determinar quantis superiores da CFAR, que consistem em limites

de previsdo - valores méaximos que a CFAR pode atingir, sendo

ultrapassados apenas com probabilidade baixa.

e Determinar o menor nimero de amostras m que garante com alta
probabilidade que a CFAR ndo ird exceder um limite superior
(quantil) especificado.
Isso sera feito para diferentes estimadores do desvio-padrao do processo,
nas seguintes situagdes:
¢ (Quando o gréfico de controle da média esta centrado no valor alvo
(parametro “conhecido”); e

® Quando o grafico de controle da média estd centrado no valor

estimado X .
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Os resultados, em cada situacdo, serdo obtidos analiticamente (sem utilizar

simulacdo) e serdo apresentados através de tabelas e graficos.

Para o alcance do objetivo da pesquisa e o entendimento dos mecanismos

necessarios para o desenvolvimento da tese, o trabalho foi estruturado da seguinte

forma:

Revisdo de Literatura: além deste primeiro capitulo onde foram

apresentados o problema de pesquisa, os objetivos do trabalho e suas
motivagdes, a pesquisa teve inicio a partir de um levantamento dos
principais trabalhos (artigos, monografias, livros etc) ja desenvolvidos
principalmente nos seguintes temas: andlise de desempenho (individual e
conjunto) dos grificos de controle, desempenho condicional e
incondicional, estimagdo dos parametros e cdlculo dos limites de controle,
taxa de alarme-falso, nimero médio de amostras até um sinal, graficos de
Shewhart. Esta revisdo bibliogrifica para apresentacdo dos trabalhos
precedentes € apresentada no Capitulo 2, estruturada em trés se¢des, cada
uma se dedicando ao entendimento da andlise de desempenho de cada

grifico - média, desvio-padrdao, média e desvio-padrdo em conjunto.

Bases Teodricas e Formulacio do Modelo Matemadtico: além dos

fundamentos conceituais que sao fornecidos a partir da leitura dos
trabalhos precedentes, também sdo apresentadas algumas defini¢Oes
tedricas necessdrias para o entendimento da formulacio do Modelo
Matematico no Capitulo 3. Especificamente, o modelo é o da distribuicio
acumulada da CFAR, em funcdo da estimacdo dos parametros,

parametrizada por m e n.

Metodologias de Andlise, Resultados e Discussdo: nesta tese o

desempenho conjunto dos graficos de controle da média e do desvio-
padrdao pode ser visualizado através de trés andlises distintas de acordo
com os inputs definidos previamente pelo usudrio para obtencdo dos
outputs correspondentes. As diferentes andlises correspondem a diferentes
“vistas” ou “angulos de visdo” da distribui¢do da FAR. A metodologia e a
discussdo sobre os resultados de cada andlise sdo apresentados no

Capitulo 4. Os resultados sdo apresentados através de tabelas e graficos,
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que sdo apresentados na integra na secdo de Apéndices. Ao longo do
texto do Capitulo 4, algumas tabelas e grificos do Apéndice sao

apresentados para melhor entendimento dos resultados obtidos.

e Consideracdes Finais e Recomendag¢des para Trabalhos Futuros sao
apresentados no Capitulo 5 e as referéncias bibliograficas citadas no texto,

no Capitulo 6.

Cabe mencionar que a notagdo utilizada nesta tese segue a terminologia da
lingua inglesa utilizada no artigo publicado (Epprecht et al, 2015), para
uniformizacdo das siglas com as utilizadas na literatura correspondente ao tema. A
descricdo em portugués de cada notacdo em inglés estd apresentada no texto no

momento em que ¢ citada pela primeira vez.
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Trabalhos Precedentes

A influéncia da estimacdo dos parametros do processo no desempenho dos
gréificos de controle € reconhecida hé bastante tempo. As recomendacdes cldssicas
encontradas nos livros de Controle Estatistico da Qualidade (CEP), desde
Shewhart, acerca do ndmero (m) e tamanho (n) de amostras iniciais necessarias
para estabelecimento dos limites para os graficos de controle sdo de 20 a 30
amostras de tamanho 4 ou 5, tomadas quando o processo estd estdvel (‘“em
controle”), ou seja, com a varidvel de interesse apresentando uma distribuicao
constante, com média e varidncia constantes. Por exemplo, Montgomery (2013)
recomenda utilizar 20 a 25 amostras (ou “subgrupos” de tamanho 3, 4 ou 5) para
calcular limites de controle que sejam confidveis. No entanto, hd vérios artigos
que apresentam resultados de pesquisa mostrando que o nimero de amostras
necessario para se ter confianga no desempenho dos graficos (por exemplo, para
garantir que a taxa de alarmes falsos ndo serd muito maior que a especificada)

deve ser bem maior que tais 20, 25 ou 30 amostras.
Nas secOes seguintes deste Capitulo, sdo apresentados os principais

trabalhos realizados sobre o desempenho dos gréficos de Shewhart XeS (ou §%)
individualmente e em conjunto, quando os parametros sao estimados.

Especificamente sobre a questdo da distribui¢do do RL, apesar de muitos
trabalhos terem sido baseados na distribui¢do marginal do RL, verificou-se que
alguns autores consideraram a distribuicdo condicional como elemento
intermedidrio para o cédlculo da distribui¢do marginal do RL (ver, por exemplo,
Chen, 1998 ou mais recentemente, Maravelakis e Castagliola, 2009 e Castagliola
e Maravelakis, 2011). Trietsch e Bischak (1998) discutiram problemas baseados
na andlise da taxa de alarme falso, FAR (do inglés False Alarm Rate)
incondicional e no nimero médio de amostras até o primeiro sinal, ARL (do inglés
Average Run Length) — que corresponde a média da distribuicio do RL

incondicional - e obtiveram a distribuicdo da FAR obtida (condicional), CFAR,

para o gréifico de X com limites 3-sigma e tamanho de amostra igual a 5, para
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diferentes niimeros de amostras na andlise de Fase 1. Resultados similares foram
obtidos por Chakraborti (2006).

Ainda que em nimero menor que os trabalhos voltados para a andlise do
desempenho dos graficos para monitoramento da média, o efeito da estimac¢do dos
parametros no desempenho dos graficos de S e $? na Fase II e do nimero minimo
de amostras retrospectivas recomendadas tem sido estudado por vdrios autores,
que obtiveram a média, desvio-padrao e/ ou alguns outros quantis da distribuicao
incondicional do RL para estes graficos (ver Burroughs et al., 1993; Chen, 1998;
Maravelakis et al., 2002; Zhang et al., 2005; Castagliola et al., 2009; e Guo e
Wang, 2013). A distribuicdo incondicional do RL possui uma variancia muito
maior e uma forma diferente da distribuicdo do RL no caso em que a varidncia é
conhecida (que € geométrica). Alguns desses autores propuseram um ajuste para
compensar o efeito da estimacdo, sempre utilizando como critério algumas
propriedades da distribui¢do incondicional do RL. Epprecht et al. (2015)
utilizaram esta abordagem da distribuicdo condicional e focaram na andlise do
efeito da imprecisdo das estimativas sobre as medidas de desempenho dos graficos
da variancia $° e do desvio-padrdo S na Fase II, através do estudo da distribui¢dao
condicional do RL em controle desses graficos.

Conforme dito anteriormente, também foram desenvolvidos trabalhos
utilizando-se a distribuicao condicional do RL para o grafico de X e X (ver Saleh

et al. 2015). O grafico de X foi idealizado para detectar mudancas na média do
processo sob a suposicdo de que as causas especiais ndo alteram o desvio-padrao
da varidvel aleatéria X (variabilidade do processo). Ainda que o grafico seja
sensivel a aumentos na dispersdo de X, essa sensibilidade é baixa. Por isso,
quando se deseja protecdo tanto contra causas especiais que possam alterar a
média de X quanto contra causas que possam aumentar o seu desvio-padrio, o

procedimento usual € utilizar dois graficos em conjunto, por exemplo, um grafico

de X e outro de S.
Quando se utiliza desta forma dois graficos para o monitoramento do

processo, a cada amostra sao testadas as seguintes hipoteses:

Hy:pu=p,eo=0,

H,:u#u, elou o#o,
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onde Hy corresponde a hipdtese “processo sob controle” e H;, “processo fora de

controle”.

2.1.
Analise do Desempenho do Grafico de X

A capacidade de deteccdo de perturbagdes no processo ou eficiéncia do

grafico de X , dado que os parametros do processo sao estimados, tem sido
estudada ha bastante tempo. Os vdérios artigos existentes determinam que a
“confianca” no desempenho dos graficos depende do nimero (m) e do tamanho
(n) de amostras que deve ser retirado do processo em controle para construcao dos
limites de controle. Tais trabalhos recomendam nimero e tamanho de amostras

iniciais muito maiores que os classicamente recomendados, conforme ja foi dito.

Quesenberry (1991) analisou as distribuicdes em controle exatas das
diferencas (ou razdes, conforme o caso) entre estatisticas do (r+1)-ésimo
subgrupo e os valores das mesmas estatisticas calculadas com base em r
subgrupos precedentes, e estabelece limites de controle para essas diferengas ou
razdes — na realidade, para fun¢des das mesmas, chamadas “estatisticas Q”, com
distribuicdo N(0,1). As estatisticas Q embutem a informacdo do nimero de
amostras utilizado, evitando a necessidade de atualizar (recalcular) os limites de
controle a medida que novas amostras vao sendo obtidas: os graficos mantém uma
escala padrdo, tinica, com limites por exemplo em +3 e —3. A contrapartida € que
os cdlculos s@o mais trabalhosos, necessitando ser programados. Os célculos sdo

recursivos, baseados nos valores anteriores.

Os “Q-charts” constituem o primeiro tipo de grafico de Shewhart
corretamente distribuido para um processo estdvel e normal. Entdo, como seus
limites s@o baseados na distribuicdo exata das estatisticas, podem ser utilizadas
com qualquer nimero de amostras, mesmo desde o inicio da amostragem do
processo, contanto que as primeiras amostras sejam retiradas antes de que se
disponha de estimativas dos parametros. Tornam-se, assim, muito Uteis para
processos com corridas curtas, mas também para o controle de qualquer processo

desde cedo e com probabilidade de alarme falso limitada. Constituem uma
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abordagem completamente diferente das demais, e que elimina em muitos

aspectos a distin¢do entre a Fase I e a Fase Il dos gréficos de controle.

Quesenberry (1993) estudou o efeito do tamanho da amostra e do niimero
de amostras sobre o ARL do processo sob controle (ARLy) e sobre o ARL do
processo fora de controle (ARL;) de grificos de X e de X. Ele buscou a resposta
para a seguinte questdo: qual o nimero minimo de amostras (m) necessdrio (de um
processo estdvel e normalmente distribuido) para garantir que o desempenho dos
limites de controle estimados seja igual ao dos limites de controle “verdadeiros”
(os limites que os graficos teriam se os parametros do processo fossem conhecidos

sem erro)?

O autor demonstrou que a probabilidade de alarme falso, &, desses
graficos quando n e m sdo pequenos é maior do que a nominal (por exemplo, para
o grafico de X com limites de trés sigma, com m=30 e n=5, a=0,00378, maior
que o valor nominal 0,0027). Afirma que, no entanto, os ARLy’s sdo maiores que
0s nominais, pois os eventos “sinal” ndo sao independentes, e critica Hillier

(1969), que € citado na préxima secdo, por ter desconsiderado esse fato. Mostra
que as diferencas (Yi —UéL) e ()?j —Ué‘L) —onde X, e )7]. sdo valores de X
na Fase II, em diferentes amostras, € UCL é o limite superior de controle
“estimado” na Fase I (considerado, portanto, uma varidvel aleatéria) — sdo
correlacionadas positivamente (sua covariancia € igual a variancia de UCL), e,

portanto os eventos X ;> UCL e X ;> UCL nio sdo independentes, e a sequéncia

de comparagdes de X . (k=1,2,3,...) com os limites de controle ndo pode ser vista

como uma sequéncia de provas de Bernoulli, de modo que o RL ndo segue uma

distribui¢do geométrica com média igual a 1/« .

O autor fornece uma tabela com essas correlacdes e, para obter os ARL’s
(ARLy e ARL,) na Fase II, para n=5, utilizou simulacdo de Monte-Carlo. O
numero de amostras geradas até o sinal € um valor (realizacdo) da varidvel
aleatéria RL. O procedimento foi repetido um nimero suficiente de vezes para
obter a média do RL com erro-padrao pequeno (o nimero de repeti¢cdes esteve

entre 6.000 e 40.000, dependendo do caso).
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O efeito da correlagdo positiva entre os valores de ()? ; —Ué'L) e
(YJ—UCA‘L) (e entre os de ()?,.—LCA'L) e (YJ—LCA‘L), onde UCL e LCL sio,
respectivamente, os limites de controle superior e inferior “estimados” na Fase ),
¢ um aumento dos ARL’s em relagdo aos valores “nominais” (calculados sob a
suposicdo de independéncia dos eventos “sinal”’), aumento este tanto maior
pronunciado quanto menor for o valor de m (pois maior serd a variancia dos
limites de controle estimados).

Como resultado desse trabalho, Quesenberry recomenda coletar m = 100

amostras de tamanho n = 5 cada uma, para o grifico de X . As simulagGes
realizadas restringiram-se ao tamanho de amostra n = 5 e o autor recomenda que o
nimero de amostras m para o cdlculo dos limites permanentes seja definido

através da férmula m =400/(n—1), a excecio de n = 1. Para o gréfico de X, o

autor recomenda um ndimero minimo de 300 amostras para estabelecer os limites
permanentes.

Durante a Fase I, porém, o autor recomenda, sempre que for possivel, a
substituicdo da pratica tradicional de estabelecimento de limites de controle
provisérios, a serem validados e revistos, pelo uso de graficos Q (“Q charts™),
cujos limites de controle garantem para o grafico o mesmo desempenho que os
limites baseados em valores conhecidos dos parametros.

Trietsch e Bischak (1998) realizaram um estudo sobre a taxa de alarme

falso do gréfico de X (ARL) para pequeno nimero de amostras, quando os
parametros do grafico sdo estimados. Os autores destacam que, de acordo com a
sua defini¢do, o ARL é a média entre um grande nimero de graficos de um unico
alarme-falso por grafico, o primeiro que o grafico produz. A menos que o grafico
ndo seja mais utilizado depois do primeiro ponto fora de controle, o que é
improvavel na pratica, uma melhor medida de desempenho seria a média do
nimero de amostras entre alarmes falsos de um grifico, em média (RLOA),
quando o processo estd sob controle. Os autores defendem que RLOA é uma
medida de desempenho mais util e mais intuitiva que o RL.

Para um dado grafico, RLOA segue uma distribui¢ao binomial negativa com
parametros r, igual ao nimero de amostras em média, em conjunto; e p, igual a
probabilidade de um ponto cair fora dos limites de controle. Embora os valores

esperados e variancia do RL e RLOA sejam os mesmos, suas distribui¢des ndo sao
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e a distribuicdo de RLOA ndo pode ser aproximada por uma Normal, o que poderia
ser a mais provdavel para um grifico construido com limites conhecidos. O
Teorema Central do Limite ndo se aplica neste caso, porque cada ponto plotado é
uma amostra de uma distribui¢ao diferente, ou seja, de uma distribui¢ao de médias
de numero de amostras de um dado gréfico.

Se apenas uma corrida (uma amostra até o sinal) é realizada por gréafico,
tem-se a distribui¢do do ARL. Realizando-se a média de 10 (dez) ou mais corridas
até o sinal no mesmo grafico, obtém-se distribui¢cdes similares, mas a distribuicao
de uma Unica amostra até o sinal é diferente: a probabilidade de se observar um
RLOA menor que 50 (cinquenta), por exemplo, € muito grande se realizada apenas
uma corrida por grafico, mas muito baixa se a realizada a média de dez ou mais
corridas por gréfico.

Os autores também apresentam a medida de desempenho RFS, que
corresponde a taxa de alarme falso entre todos os graficos, uma varidvel aleatdria
para o caso em que os parametros sao estimados. Para entender melhor a diferenca
entre a RFS e ARL, suponha que um grupo de graficos seja construido com limites
estimados e que sejam utilizados durante o mesmo periodo de tempo. Um grafico
com menor ARL ira sinalizar mais que outro que tiver maior ARL, contribuindo de
forma diferente para a estimativa do ARL. No caso do RFS, sdo atribuidos pesos
iguais as contribuicdes de cada gréafico para o célculo, além de que, no calculo da
ARL, apenas as corridas até o primeiro ponto fora de controle sdo consideradas no
calculo da média. Os resultados sdo obtidos através da distribuicdo da RFS e
apresentados na forma de quantis (g,) da distribuicdo da RFS em fungdo de m e p
(probabilidade de RFS ser menor ou igual a um determinado quantil g,), na forma
de gréficos e tabelas. Assim, o usudrio pode determinar qual o tamanho de
amostras razodvel para construcdo dos limites de controle, de acordo com a taxa
de alarme falso desejada.

O trabalho de Nedumaran e Pignatiello (2001) assim como o de
Quesenberry (1993), apresenta o problema da constru¢io dos graficos de controle
de Shewhart para a média (determinacdo dos limites de controle) quando os
valores dos parametros do processo ndo sao conhecidos. Apesar de Nedumaran e
Pignatiello (2001) analisarem o desempenho do mesmo tipo de grafico, trata-se de
um estudo sobre a construc¢do dos gréficos de controle diferente daquele proposto

por Quesenberry (1993), motivado pelos casos em que ndo € possivel esperar pelo
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acimulo do ndmero de amostras recomendado (por exemplo, 100 amostras no
caso de n=5) para iniciar o controle do processo. Os autores propdem um
procedimento baseado em um ndmero inicial (m) de subgrupos, com limites que
sdo atualizados a cada k subgrupos. A medida que mais amostras sdo coletadas, o
nimero k pode variar (quer dizer, podem-se atualizar os limites com menor
frequéncia: por exemplo, pode-se iniciar com m=5 ou 10 amostras iniciais,
atualizando os limites de 5 em 5 amostras, at€ um total de 30 amostras, € entido
passar a atualiza-los a cada 10 novas amostras, até a 50" amostra, quando se passa
a atualiza-los de 25 em 25 amostras, fixando-os definitivamente com 75, ou 100,
ou 150 amostras). Os autores levam em consideracdo a correlacdo existente entre
0 evento em que uma amostra ultrapassa os limites de controle (B;) e o evento em
que outra amostra ultrapassa os limites de controle (B)). A abordagem proposta
consiste em construir limites de controle tais que a probabilidade de que ocorra

um alarme falso em algum dos préximos k subgrupos, Pr[RL<k], seja igual a de
um grafico com limites verdadeiros e risco & especificado, i.e., 1—(1— )" . Dada

a correlagdo existente entre os eventos B; e Bj, os limites de controle sdo

estabelecidos com base em limites de previsdo da distribui¢do normal k-variada
das diferencas X, — X .

Jensen et al. (2006) apresentaram uma revisao bibliografica sobre os
efeitos da estimacdo dos parametros sobre o desempenho dos grificos de
Shewhart e outros tipos. Apresentaram as abordagens utilizadas desde a década de
50 até 2006, as principais medidas de desempenho utilizadas (quando os
parametros sdo conhecidos e quando sdo estimados) e seus principais aspectos,

assim como recomendagdes sobre temas que mereciam maior estudo.

De acordo com os autores, a distribuicdo condicional do RL do gréifico de
controle € dependente dos valores das estimativas dos parametros, que, antes dos
dados serem coletados na Fase I, sdo variaveis aleatorias. Assim, cabe estudar a
funcdo densidade de probabilidade condicional do RL. Em consequéncia dos
parametros serem estimados, nunca serd possivel obter valores exatos para as
medidas de desempenho de um determinado grafico de controle. Entretanto, a
distribuicao condicional do RL pode ser utilizada para determinar um melhor e um

pior cendrio para graficos com parametros estimados.

Uma alternativa para quando ndo sdo conhecidos os parametros é a
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utilizacdo da distribuicao de probabilidade marginal do RL, que permite avaliar a
variabilidade introduzida no grafico de controle pela estimacdo dos parametros.
Nesse caso, Jensen et al. (2006) recomendaram complementar a avaliacdo do
grafico com outras medidas de desempenho, além do ARL, tal como o SDRL
(desvio-padrdo do RL) - até porque, a distribui¢do marginal do RL € mais dispersa
que a distribui¢cdo condicional. Como serd visto, o uso da distribui¢do marginal do
RL é a abordagem adotada pela maioria dos trabalhos na literatura pesquisada,
sendo diferente da que foi utilizada nesta tese, a abordagem condicional do RL.

Os autores recomendam coletar mais dados na Fase I do que o usualmente
recomendado e afirmam que o impacto da estimacdo depende da direcao do erro
de estimacdo, do tipo de grafico em questdo e do estimador utilizado. Sugerem
que sejam aprofundadas as pesquisas para o caso em que sdo utilizados parametros
estimados, em especial, que se procurem respostas para as seguintes questoes:

a) “Quanto se perde em termos de desempenho quando sdo utilizados
parametros estimados ao invés de conhecidos?”

b) “Que tamanho de amostra é necessario na Fase I para garantir desempenho
adequado na Fase 11?7, e

¢) “Como os limites da Fase Il poderiam ser ajustados para compensar o

tamanho da amostra na Fase 1?7”.

Chakraborti (2006) apresenta em seu artigo um estudo sobre os efeitos da

estimacdo dos parametros do grafico de X através da taxa de alarme falso obtida
(AFAR), da taxa de alarme falso condicional (CFAR), da distribui¢do marginal e
condicional do RL e algumas caracteristicas do RL, como: o ARL, o ARL
condicional (CARL), alguns quantis incluindo a média, e a probabilidade
acumulada do RL. A metodologia utilizada foi a derivacdo e avaliacdo da
distribuicdo do RL em controle através da distribuicdo condicional do RL e a
forma de apresentacdo dos dados em grificos e tabelas difere das demais
apresentadas em trabalhos anteriores, uma vez que o usudrio pode ter acesso aos
valores para as constantes dos graficos de acordo com especificado valor do ARL
em controle, quando os parametros sao desconhecidos. Em trabalhos como o de
Ryan (2000) e Quesenberry (1993), os resultados nao foram obtidos de forma
analitica e sim, via simulacao.

O trabalho foi organizado em 4 (quatro) casos: Caso 0 - média e variancia
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conhecidos, Caso 1 - média desconhecida e variancia conhecida, Caso 2 - média
conhecida e variancia desconhecida e Caso 3 - média e variancia desconhecidos.

O autor menciona que héd dois problemas bdsicos quando se utiliza a FAR
como medida de desempenho de um gréafico de controle quando os parametros sao
estimados: quando ha um sinal, os eventos de sinal subsequentes se tornam
estatisticamente dependentes, fazendo com que a interpretacdo de um alarme seja
menos clara; e, porque os eventos de sinal sdo dependentes, a distribuicdo do RL
nao é geométrica (entdo, por exemplo, a FAR ndo € igual ao inverso do ARL em
controle). Isto posto, sdo apresentados em cada caso, as caracteristicas e o modelo
de calculo para FAR (AFAR e CFAR) e os resultados obtidos paran =1, 2, 3,...10
em=35, 10, 15, 20,...50, ARLy= 370 e 500.

Os principais resultados encontrados no trabalho de Chakraborti (2006), em
cada caso, sdo apresentados abaixo de forma resumida:

Caso 0

A FAR ¢ igual a taxa de alarme falso nominal, a, para todo e qualquer
subgrupo inspecionado e a relacio FAR = = %4 RL ¢ vélida;

Caso 1

A média do processo € estimada por X e os eventos de sinal sdo
dependentes, consequentemente, FAR € diferente de a. A taxa de alarme falso
obtida é denominada AFAR e observa-se que AFAR contém em sua férmula um

fator de corre¢do (FCF), que é funcdo de m (e ndo depende de n) e que
correspondente ao efeito da estimacdo da média por ?, calculado por \m/m+1.

Considerar FAR = AFAR, significaria considerar que FCF=1 para qualquer valor
de m. O autor apresenta uma tabela com os valores obtidos para AFAR para
diferentes valores de m. Para se obter uma AFAR proxima ao valor nominal FAR =
o =0,0027, € necessario m= 500 amostras pelo menos. O autor também apresenta
uma formulag@o analitica alternativa para a taxa de alarme falso, denominada de

taxa de alarme falso condicional (CFAR), uma vez que o processo de estimagao da

média o torna uma varidvel aleatéria dependente de X . CFAR é uma fungdo

simétrica de Z, uma varidvel aleatéria normal padrao e CFAR = a quando Z=0. Os

resultados demonstram que CFAR é muito sensivel ao valor da estimativa X,

principalmente quando m € pequeno (menor que 50). Apenas quando X € muito
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préximo ao valor nominal (entre o primeiro e o terceiro quantil da distribuicio de

CFAR), CFAR ¢ proximo (dentro de 10%) do valor nominal FAR.

Consequentemente, essa nova expressdo de CFAR (fungdo de ?), fornece uma
nova expressio para AFAR (média da distribuicio de CFAR), que nao ¢
considerada uma boa medida de desempenho, uma vez que a distribuicdo de
CFAR ¢ assimétrica. Analisando a distribuicdo do RL em controle, € possivel
verificar que alguns atributos seus como a média ARL e o desvio-padrdo SDRL,
diminuem em relagdo aos valores-padrao (parametros conhecidos e ndo
estimados) e que ARL e SDRL aumentam em direcdo a esses valores-padrdo na
medida em que m aumenta. O autor também afirma que, em funcdo da assimetria
da distribuicdo do RL em controle, a mediana deve ser preferida a média como
medida de desempenho.

Caso 2

No caso em que a média é conhecida e o desvio-padrao nao, necessitando
ser estimado, o célculo € feito da mesma forma, com a diferenca de que a
expressdo da CFAR ¢é funcdo de uma varidvel aleatéria W que segue uma
distribui¢c@o qui-quadrado, com mn graus de liberdade. O estimador utilizado para
o desvio-padrdo é o § = %iS 2 -onde S’ corresponde a variancia do i-ésimo

i=1

subgrupo - que possui menor erro quadratico médio de acordo com Derman &
Ross (1995).

Caso 3

Este udltimo caso, em que tanto a média quanto o desvio-padrdo sao

z

desconhecidos e necessitam ser estimados, ¢ considerado o mais geral. O

estimador utilizado para a média é o X (Caso 1) e para o desvio-padrao, o autor
apresenta os cdlculos para o estimador § (Caso 2). Assim como no Caso 1, a
AFAR para este caso ndo € igual ao valor nominal FAR = a e sim, maior do que
esperado. O aumento em relagdo ao valor esperado também é maior que nos casos
1 e 2. Assim como no Caso 1, a CFAR ¢ uma varidvel aleatéria, mas agora,
dependente de duas varidveis aleatdrias: Z, relacionada a estimacao da média e W,

relacionada a estimagdo do desvio-padrdo. Analisando desta forma, sob

normalidade, X e S sdo estatisticamente independentes e CFAR é funcdo de duas

varidveis aleatdrias independentes Z e W. Os graficos mostram que a superficie de
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CFAR atinge o pico nos valores extremos de Z e W e que mudancas na taxa nao
sdo lineares: a distribuicdo de CFAR € uma curva em formato de U, que diminui
para 0,0027 (valor nominal) e depois aumenta na medida em que Z varia do menor
para o maior valor, para um dado valor de W; e para um valor fixo de Z, CFAR
diminui na medida em que W aumenta. O autor destaca que os valores de CFAR
sdo extremamente diferentes do valor nominal quando os valores de Z e W sdo ou
estdo proximos de seus valores extremos. Por exemplo: enquanto que na mediana
de Z e W, CFAR € aproximadamente 2,77% do seu valor nominal, nos quantis
0,001 de Z e W o valor de CFAR ¢ enorme, 1.143% maior que o seu valor
nominal. Analisando a distribui¢cdo do RL para este caso, o autor identificou um
comportamento interessante, diferente do que foi observado no Caso 1. Para
elevados numeros de amostras, acima de 600, a ordem das curvas se modifica no
gréfico, o que significa que a probabilidade para um tamanho de amostras m=700
ou menos (primeiro sinal em 700 amostras ou menos) € maior na curva da
distribuicdo geométrica do RL (m tendendo ao infinito) do que na curva da
distribuicao do RL para m=5 ou m=15 — o inverso do que foi apresentado no Caso
1. Isso sugere que valores extremos na cauda da distribuicio do RL podem se
comportar de maneira diferente para pequenos valores de m. Assim como no Caso
1, ARL e SDRL aumentam na medida em que m cresce, mas o 5° percentil é
sensivelmente menor e o 95° consideravelmente maior, ja que a distribui¢do do RL
tem uma cauda direita maior que no Caso 1 e hd mais variacao.

O autor recomenda que estudos semelhantes sejam feitos para outros tipos

de graficos de Shewhart, além do gréfico da média.

Bischak e Trietsch (2007) estenderam a anélise feita para o grafico de X em
Trietsch e Bischak (1998), utilizando como medida de desempenho a RFS e
realizaram um estudo sobre a taxa de alarme falso para Probability-Based
Diffidence Charts para monitoramento da média. Eles acreditam que o
conhecimento sobre a distribuicdo da RFS e a utilizacdo de Probability-Based
Diffidence Charts ajudam o usudrio a conhecer a probabilidade de ter obtido um
grafico “ruim”, ou seja, com limites de controle calculados que irdo produzir uma
taxa de alarme falso maior do que o esperado ou perda de poder.

Os Probability-Based Diffidence Charts consideram as amostras iniciais da
Fase I dinamicamente, de forma que o subgrupo inicial € utilizado para ajustar os

limites do grafico para o subgrupo seguinte, € assim sucessivamente, permitindo
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controlar o processo enquanto ainda se estd coletando dados de base. Segundo os
autores, o objetivo dos graficos baseados em intervalo de confianca (Probability-
Based Diffidence Charts) € diferenciar os efeitos da variacdo do processo dos
efeitos da estimagdo dos parametros, o que ndo foi possivel obter no trabalho de
Quesenberry (1991) sobre os graficos Q para varidveis, uma vez que um ponto
pode cair fora dos limites porque de fato € atipico para o processo ou porque ele é
influenciado por estimativas de parametros que estdo longe de seus valores
corretos devido a erro de amostragem. Tal questdao indesejavel € resolvida pelos
Probability-Based Diffidence Charts através da criac@o de intervalos de confianca
para os limites de controle que o grafico teria se os parametros fossem conhecidos,
como se fossem controles internos do grafico. Tais controles internos definem trés
regides onde os subgrupos de médias podem cair: se um ponto cai mais proximo
do centro do que dos limites de controle internos, entdo este € dito como
“fortemente em controle”; se ele cai fora dos limites “externos” de controle, é
considerado “fortemente fora de controle”; e se o ponto cai entre os limites
internos e externos, este € dito “confidvel”. Pontos “confidveis” sdo exatamente os
pontos para os quais o tamanho da amostra ¢ pequeno demais para dizer se estdo
sob ou fora de controle e se a maioria dos pontos ndo sdo “confidveis”, entdo o
aumento do tamanho da amostra ndo € importante, uma vez que as decisdes a
respeito do processo podem ser feitas sem isto. Os autores afirmam que mais
pesquisas sobre o tema devem ser feitas para melhorar o desempenho desses
graficos, além de que outros graficos como S, R, p podem ser configurados de
maneira semelhante.

Chakraborti (2007) examina a distribuicdo do RL e seus percentis para o

Gréfico de X quando a média e o desvio-padrao do processo sdo desconhecidos e
necessitam ser estimados. O conteddo (e alguns resultados) deste artigo sao os
mesmos apresentados no artigo do mesmo autor no ano de 2006 (Journal of
Applied Statistics), com a diferenca que neste tltimo, em outro periddico (Quality
Engineering), os calculos sdo apresentados em detalhe.

Psarakis et al. (2013) realizaram uma pesquisa bibliografica complementar
ao trabalho de Jensen et al. (2006), focando nas pesquisas mais recentes sobre o
tema, desde 2006 até 2013. Na verdade, trata-se de um trabalho mais abrangente,
por considerar uma diversidade maior de graficos — EWMA, CUSUM, graficos

para monitoramento da média e do desvio-padrao, para dados correlacionados,
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para dados multivariados e gréficos de atributos. Informam que, desde 2006 até o
momento da redacdo do artigo, foram publicados mais de 45 artigos de pesquisa
sobre o efeito da estimacdo dos parametros no desempenho dos graficos de

controle, o que demonstra a importancia e o interesse pelo tema.
Saleh et al. (2015) avaliaram o impacto da estimac¢do dos pardmetros nos

graficos de X e X considerando a variabilidade existente entre graficos
construidos a partir de diferentes amostras de referéncia de um mesmo processo,
quando os pardmetros sao estimados) e as medidas de desempenho AARL e

SDARL, média e desvio-padrdao do ARL em controle obtido, respectivamente.

Adicionalmente, avaliaram o desempenho do gréifico de X para diferentes

estimadores do desvio-padrao.

Os autores apresentaram uma retrospectiva dos trabalhos realizados que
utilizam o AARL e SDRL como medidas de desempenho e afirmam que nenhum
desses estudos considerou a variabilidade grafico-a-grafico ao recomendarem
tamanhos das amostras na Fase I, quando os parametros sdo estimados [ver
Quesenberry (1993), Chen (1997), Jones e Steiner (2012), Zhang et al. (2012,
2013), Lee et al. (2013), Aly et al. (2013)].

O objetivo inicial do estudo foi identificar a quantidade inicial de dados na
Fase I necessdria para ter um valor de AARL préximo ao valor desejado e um
SDARL suficientemente pequeno, de acordo com o recomendado por Zhang et al.
(2012) — o valor de SDARL deve ser até 10% do ARL em controle esperado.
Entretanto, os autores descobriram que este desempenho ndo pode ser obtido com

um nimero razodvel de amostras na Fase I e o objetivo do estudo foi ampliado.

Os resultados foram obtidos para cinco estimadores diferentes do desvio-
padrao e valores de m de 20 a 5.000, com um tamanho fixo de amostra de n=5 e
ARL(=370. Os resultados demostram que a quantidade de dados necessaria quando
se utiliza 0 SDARL como métrica € muito maior do que quando se utiliza 0 AARL
apenas, impraticdvel para a maioria dos usudrios. Na visdo dos autores, ¢ muito

dificil ou impossivel obter um desempenho confidvel ao se monitorar o processo

com o grafico de X e X . Para agravar a situacdo, destacam que tem sido
demonstrado por Jones et al. (2001, 2004) que os valores de AARL para os
graficos CUSUM e EWMA sao ainda mais afetados pelo erro de estimacao dos

parametros que o da média.
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Quanto a andlise feita com relacdo aos estimadores, os resultados sdo
coerentes com os trabalhos de Mahmoud ef al. (2010), Derman e Ross (1995) e
Del Castillo (1996) e muitos outros: recomendam o uso do estimador Sp (desvio-
padrao combinado ou pooled standard deviation, em inglé€s) para um melhor

desempenho no controle do processo.

Por ultimo, Saleh et al. (2015) citam um procedimento alternativo para
determinagdo dos limites de controle, proposto por Nedumaran e Pignatiello
(2001) e Tsai et al. (2005), semelhante aos “Self-Starting Charts” [ver Hawkins
(1987) e Quesenberry (2001)]. Tal procedimento consiste em construir os limites
de controle com poucas amostras iniciais para monitorar um numero fixo de
amostras seguintes, que serdo tomadas como dados histéricos em controle (as que
cairem dentro dos limites de controle) e utilizadas para estabelecer novos limites
de controle para as proximas amostras. Este processo é repetido até se obter o
tamanho de amostra pretendido ou mais. Os autores nao recomendam a utilizacao
desse método, uma vez que acreditam que a Fase I € um passo importante e
necessdrio para conhecimento do comportamento do processo e, além disso, ao se
utilizar este procedimento, é possivel que dados fora de controle sejam inclusos no

célculo da estimativa dos parametros.
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2.2.
Analise do Desempenho do Grafico de S (ou S?)

Nesta Secdo, sdo apresentados alguns trabalhos ja existentes sobre o
desempenho dos graficos de controle de Shewhart para monitoramento da
dispersdo do processo, quando os parametros sdo estimados, bem como as
recomendacdes de alguns autores a respeito do tamanho e nimero de amostras
necessarios para se atingir determinado grau de eficiéncia sob a O6tica de

determinada medida de desempenho.

Hillier (1969) é considerado um dos trabalhos pioneiros mais relevantes no

tema. O autor avalia o desempenho dos graficos de X eR quando seus limites
sao calculados com base em um pequeno nimero inicial de subgrupos, e propde
um método de determinagdo dos limites de controle para esses graficos de forma a
garantir para eles desempenho idéntico ao dos graficos com limites baseados em

parametros conhecidos, independentemente da quantidade de subgrupos utilizada.

O autor refere-se a resultados de trabalhos anteriores ao seu, que mostram
que os limites convencionais “de trés-sigma” levam (com nimero de amostras
pequeno) a uma probabilidade de alarme falso com valor maior que o nominal (o
valor que ela teria se os pardmetros fossem conhecidos). Comenta ainda que essas

probabilidades, na Fase I, sdo ligeiramente maiores que na Fase II, uma vez que,

argumenta ele, um valor inusitadamente alto ou baixo de X ou de R “puxaria” X

ou R em sua diregdo, reduzindo ligeiramente a probabilidade de erro do tipo I em

relac@o ao valor dessa probabilidade na Fase II.

Motivado por essas consideracoes, ele analisa as distribuicdes de X e de
R , parametrizadas pelo nimero de amostras m e pelo tamanho de amostras n, e
mostra, a partir delas, quais devem ser os valores “corrigidos” ou “exatos” para os

fatores A, D3 e Dy, usados tradicionalmente no calculo dos limites de controle

ok

para os graficos. Ele fornece tabelas de A, , D, e D, (fatores corrigidos) em

funcdo de m, para n=5, e para diversos valores da probabilidade de alarme falso

especificada.

Dada a diferenca entre as distribui¢cdes da probabilidade de alarme falso na

Fase I e na Fase II, os fatores para uma fase sdo diferentes dos fatores para a
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outra; ele fornece, assim, tabelas de valores para cada fase (denotando os valores
para cédlculo dos limites para a Fase I por A,, D, e D).

Afirmam que duas considera¢des sao importantes na escolha do nimero de
subgrupos inicial m: o grau de necessidade por controle imediato e o poder do
grafico de controle em detectar que o processo estd fora de controle. Embora os
fatores fornecidos garantam que @ se mantenha no nivel desejado com qualquer
valor de m (os limites de controle devem ser confidveis independentemente de
qudo pequeno seja m, e esse € o principio da sua proposta de fatores corrigidos),

valores muito pequenos de m reduzirdao sensivelmente o poder dos gréficos, pelo

“alargamento” dos limites de controle do grafico de X . Assim, caso se deseje
iniciar cedo o controle do processo, é recomenddvel comecar com um valor
pequeno para m, calcular valores iniciais provisérios para os limites, e ir
recalculando-os periodicamente, a medida que m aumenta.

Finalmente, embora os limites possam ser recalculados a cada nova
amostra, isso pode ndo ser pratico. Hillier (1969) recomenda que eles sejam
atualizados periodicamente, com frequéncia, mas ndo necessariamente a cada
amostra. Evidentemente, os ARLy’s (ou seus inversos, os valores de &) obtidos

pelo autor sdo valores médios (valores esperados de valores esperados,

ponderados pela distribuicio de probabilidades das estimativas de X e R; ou
ainda, os valores esperados das distribui¢des marginais dessas estimativas).

O trabalho apresentado por Yang & Hillier (1970) corresponde a uma
versdo do trabalho anterior de Hillier (1969) para os casos de graficos de X e S?e

de gréficos de X e S. O contetdo, a metodologia, os resultados, conclusdes,
recomendacdes, sdo andlogos.

Chen (1998) analisa em seu trabalho as propriedades da distribuicdo do RL
para os graficos de controle de R, S e S°, para o caso em que o desvio-padrio do
processo € estimado. Ele obtém a func¢do de distribuicio marginal do RL
integrando a densidade conjunta dos limites de controle e do RL ao longo dos
valores dos limites de controle. A densidade conjunta, por sua vez, é obtida como
o produto da densidade dos limites de controle pela densidade (discreta)
condicional do RL (condicionada ao valor dos limites de controle). O autor obtém,
a partir dai, os ARL’s e desvios-padrao dos RL’s, ou seja, obtém a média e o

desvio-padrao da distribui¢do marginal dos RL’s. A andlise foi feita para limites
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de probabilidade que levassem a um ARL, marginal igual a 370 (que produz uma
taxa de alarme falso de 0,0027).

Ele compara esses resultados com a distribuicdo do ARL quando o desvio-
padrio é conhecido. E suposto que a varidvel de interesse segue uma distribuicio

normal e que as estimativas do desvio-padrdo do processo utilizadas sdo
~ - . o~ _ o . . ~ a2
O :R/d2 para o grafico de R; O —S/c4 para o grafico de §; e Os, =S,

(média ponderada dos desvios padrio amostrais) para o grafico de S°

O autor define uma varidvel que corresponde a razdo entre o desvio-padrao
para o processo fora de controle e o desvio-padrido-alvo e analisa o numero de
amostras até que o primeiro sinal ocorra para o caso em que o ¢ conhecido e para
o caso em que o € estimado. Em seu estudo, o autor calcula as probabilidades de
que o nimero de amostras até que o primeiro sinal ocorra seja menor do que
determinado valor especificado e compara os resultados obtidos para cada caso,
para diferentes valores de m, n. Sdo encontrados resultados muito semelhantes
para os gréficos de R, S e S°.

Para os trés graficos, quando razao entre o desvio-padrdo para o processo
fora de controle e o desvio-padrdo-alvo € igual a um (processo sob controle), o
ARL ¢ menor quando o desvio-padrdao é estimado, ou seja, o processo tende a
gerar, em média, maior probabilidade de sinal (a) que na situacdo em que ele é
conhecido. Quando a variabilidade do processo sofre uma alterag¢do (razao entre o
desvio-padrdo para o processo fora de controle e o desvio-padrdo-alvo diferente
de um), o ARL ¢é maior quando o desvio-padrio € estimado, sugerindo que
mudancas na variabilidade ndo sdo detectadas rapidamente. O autor conclui,
também, que o efeito da estimacdo de ¢ € maior quando a variabilidade aumenta e
que, se a variabilidade diminui, em média, o efeito da estimacdo parece ter um
efeito muito pequeno na probabilidade de sinal. O autor também acrescenta que o
efeito da estimacao de o depende de m e n, que em geral, diminui a medida que m
e n aumentam: com 4 <n <10, o efeito € quase inexistente para m =>75.

Chen (1998) recomenda que, para que se tenha um bom desempenho para
detectar mudangas no desvio-padrdo do processo, com tamanhos de amostras
entre 4 ¢ 10 (4 <n<10), 75 amostras (m = 75) devem ser coletadas na Fase 1.

Maravelakis et al. (2002) estudaram os efeitos da estimacdo dos

parametros sobre o desempenho dos graficos de S com limites de trés sigma e com


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021712/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021712/CA

45

limites de probabilidade, bem como sobre o desempenho do grifico de
observacdes individuais no monitoramento da dispersdo do processo, estendendo
os resultados de Chen (1998) para observagdes individuais e subgrupos racionais.
Eles obtiveram as médias (ARL’s) e os desvios-padrao (SDRL’s) da distribuicdo
marginal da RL, por simulagcdo, usando o mesmo procedimento que Quesenberry
(1993), com 10.000 repeticdes.

De maneira geral, os principais resultados para o grafico de S foram: os
valores de ARL e SDRL variam na mesma dire¢do, aumentando no caso de
processo em controle e diminuindo no caso de processo fora de controle, com a
ressalva que, quando m aumenta, o ARL se aproxima mais rapidamente do valor
nominal que o SDRL. Os autores afirmam que, quando o processo estd sob
controle sdo necessdrias pelo menos m = 200 amostras para garantir o bom
desempenho do gréifico de controle. Além disso, com vistas ao desempenho do
grifico na situacdo do processo fora de controle, i.e., ao seu poder, destacam a
importancia de se especificar também um valor minimo para n (hd uma reducao
considerdvel nos valores do ARL a medida que n se torna maior). Recomenda-se
utilizar n > 20. O efeito da estimagdo é severo para m < 20, especialmente quanto
a deteccdo de pequenas mudancas na dispersdo do processo, ¢ moderado para 30 <
m < 50, e satisfatoriamente pouco acentuado para m > 100.

Para o gréifico de observacdes individuais (grafico de X) para monitorar a
dispersdo do processo, os autores recomendam o valor minimo de 300
observacdes para minimizar o efeito da estimacdo dos limites de controle do
grafico de X.

Os artigos aqui citados constituem alguns dos principais trabalhos sobre a
questdo do efeito da estimacdo dos paradmetros do processo (e, portanto, do
nimero e tamanho das amostras iniciais) sobre o desempenho dos graficos de
Shewhart para monitoramento da média e do desvio-padrdo (ou variancia), por ser
este o assunto desta tese. H4 muitos outros trabalhos, aplicados a outros tipos de
graficos, sem falar em CEP de processos autocorrelacionados ou CEP
multivariado. Ao leitor interessado em outros graficos e no tema em geral, fica
indicada a revisdo, bastante abrangente, de Jensen et al. (2006) e Psarakis et al.

(2013), que, além disso, fornece uma extensa lista de referéncias.
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2.3.

Analise do Desempenho conjunto dos Graficos de X e S(ou S?

De acordo com McCracken e Chakraborti (2013), os esquemas de
monitoramento conjunto do processo sdo Uteis em situacdes nas quais causas
especiais podem resultar em mudancas tanto na média quanto na variancia do
processo e eles podem ajudar a evitar uma elevada taxa de alarme falso quando da
utilizagcdo desses gréficos individualmente. Entretanto, os autores afirmam que o
desconhecimento a respeito dos parametros do processo (e consequentemente, a
necessidade de se utilizar parametros estimados) traz mais complexidade ao
esquema de monitoramento conjunto do que a situacido onde se utiliza apenas um
grafico. Seja por esta ou por alguma outra razdo, o efeito da estimagdo sobre o
desempenho conjunto dos graficos (para ambas as Fases I e II), ndo foi estudado
ainda, apesar de ser uma das mais importantes questdoes relativas a Fase II
(impacto da estimacdo dos parametros a partir dos dados de referéncia dos

graficos da Fase I). Ou seja, este tema merece ser aprofundado.

O que se pode verificar através da revisdo feita nas secdes 2.1 e 2.2 é que
praticamente todos os estudos realizados sobre este tema até a publicacdo de
Jensen et al. (2006) foram baseados na distribuicdo marginal do RL. Desde entao,
alguns trabalhos passaram a apresentar o estudo do desempenho dos grificos a
partir da distribui¢cdo condicional do RL, conforme foi verificado na revisdo

bibliografica apresentada por Psarakis et al. (2013).

Em seu trabalho, Psarakis et al. (2013) também afirmaram que nao foi
realizado, nos trabalhos anteriores sobre o efeito da estimagcdo dos parametros
sobre o desempenho dos gréficos de controle, uma andlise sobre o desempenho de
graficos quando utilizados em conjunto, com excec¢do dos grificos Shewhart-
EWMA. Adicionalmente, verifica-se, através de pesquisa bibliografica sobre o
tema em anos posteriores a 2013 [pesquisa de Psarakis ef al. (2013)], que também

nao foram publicados trabalhos até o0 momento sobre o desempenho conjunto dos

graficos de XeS (ou $%). Esta é a motivagdo do presente trabalho, que tem como
objetivo principal determinar a distribuicdo do risco a (e todas as andlises

possiveis a partir desta medida de desempenho) quando sdo utilizados

simultaneamente os graficos de X e S para o monitoramento do processo, bem
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como o ndmero necessdrio de amostras iniciais m para limitar esse risco,
analisando, inclusive, o desempenho para diferentes estimadores do desvio-padrao

do processo.
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Modelo Matematico para analise do desempenho conjunto
dos Graficosde X e S

A anilise do desempenho conjunto dos grificos de X e S é feita através da
utilizagdo de um modelo matematico, que serd apresentado neste Capitulo (3),
como funcdo do erro (padronizado) de estimag¢do da média e do fator de erro de
estimacdo do desvio-padrdo. A medida de desempenho considerada € a real taxa
de alarme falso conjunto (obtida), CFAR; (joint conditional attained false alarm
rate, em inglés), que €, como visto na sec¢do anterior, uma varidvel aleatoria (v.a.),
que podera ou ndo coincidir com a probabilidade nominal especificada, a;. Neste
trabalho, em contraste com os trabalhos descritos na Sec¢do 2, ndo sdo utilizados
softwares computacionais de simulacdo para obtencdo das amostras e

consequentemente, do valor da medida de desempenho.

3.1.
Definicoes Iniciais

Assume-se que hd uma amostra de referéncia consistindo de m subgrupos
independentes de tamanho n, totalizando, portanto, mn observacdes extraidas do
processo que se acredita estar em controle, gracas a uma criteriosa andlise de Fase
1. Aqui se supde que essas observagdes seguem uma distribui¢do normal com
média 4, e desvio-padrdo o, desconhecidos. Além disso, assume-se que na Fase
Il (de monitoramento prospectivo do processo), os subgrupos siao do mesmo
tamanho (n) que os subgrupos da amostra de referéncia.

Se o processo estiver sob controle, existird um risco de erro do Tipo I ou

CFAR; de um valor de X ou S cair fora dos limites de controle do respectivo

gréfico, sinalizando indevidamente um estado de fora de controle.

Parte-se do pressuposto de que a probabilidade de alarme falso obtida para
o grafico com parametros estimados CFAR € distinta da probabilidade de alarme

falso nominal o (obtida quando ndo h4 erro de estimacdo). Desta forma, a
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probabilidade de alarme falso conjunta, CFAR, , para os gréficos de X e S quando

os parametros sdo estimados sera:

(1-CFAR,)= (1~ CFAR_ )1 - CFAR,) (3.1.1)

Denote-se os estimadores de 4, e o, calculados a partir da amostra de
referéncia (Fase I) por f, e 6,, respectivamente. Além disso, defina-se o erro

padronizado de estimac¢do da média como

_ (3.1.2)
V= Ho — Hy
O-O
E o fator de erro de estimacao do desvio-padrdo como
W= ﬁ (3.1.3)
GO

Note que esta formulagdo € geral, independente dos estimadores utilizados.
Para o desvio-padrdo, a escolha do estimador continua sendo um tema de interesse

- veja, por exemplo, Mahmoud et al. (2010) e Schoonhoven et al. (2011). J& para

a média, hda um consenso em torno do estimador X . Como apresentado
. ~ ey 20 2 ~

anteriormente, neste trabalho sdo utilizados os graficos de S e S°, que s@o baseados

no desvio-padrao amostral e na varidncia amostral, respectivamente. Note que,

dado que sdo considerados limites de probabilidade, esses dois graficos sdo
equivalentes. De fato, uma vez que P(S>s) = P(S*>s°), o limite de
probabilidade de alarme falso (&) do grafico de S € igual a raiz quadrada do limite

de probabilidade ¢rdo gréfico de S°.
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Uma vez calculados os estimadores da média f, e do desvio padrdo &,
os limites de controle de probabilidade superior e inferior (UCL e LCL) para os

grificos de X e o limite superior (UCL) para o grifico de S° a serem utilizados

na Fase II, para uma taxa de alarme falso especificada (ou nominal) & (ver

Montgomery, 2013) serdo calculados através das expressoes abaixo

UCLg = fly + 24,6, /\In (3.1.4)
LCLy = {1, 2,,6, /\n (3.1.5)
2 A2
UCLSZ — Zn—l,ao-() (3.1.6)
n—1

onde z,, € o quantil de (1-/2) da distribuigdo normal padrio e .., denotao

quantil de (1—a) da distribui¢do de uma varidvel qui-quadrado com (n-1) graus de

liberdade.

As equacdes (3.1.4) e (3.1.5) acima sdo aplicdveis somente ao caso onde o
grifico de X estd centrado no valor X . No caso em que o grafico de X estd
centrado no valor-alvo f,, fI, nessas equagdes deve ser substituido por /.

Serdo discutidas, agora, algumas propriedades referentes a constru¢do dos

grificos de X ede S”na Fase II.

3.1.1.
Probabilidade de alarme falso do Grafico de X
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Pelo Teorema do Limite Central, para uma grande variedade de
distribuicdes de X, a distribuicio de X tenderd a uma distribuicdo normal, com
média /L, igual a média de X e desvio-padrdo o igual ao desvio-padrao de X

dividido pela raiz quadrada do tamanho de amostra n. Portanto, com o processo

em controle f, = [, e O, =O'0/\/;.

Definindo a varidvel aleatéria Z como Z =()7 — U )/6 esta terd

X’

distribui¢ao normal padrdao com média gy =0 e desvio-padrdo o; =1. Quando

(Y_:Uo)
o/

0 processo estd sob controle, uy =, € oy =0, /\/; e Z=

Por defini¢do, a probabilidade de alarme falso para o grafico de X na

Fase Il com parametros estimados é dada por

CFAR; = P(X >UCL; )+ P(X < LCLy,) (3.1.7)

3.1.1.1
Caso do Grafico de X centrado no valor-alvo

A expressdo analitica da probabilidade em (3.1.7) difere conforme o
grafico de X esteja centrado em X ou M, . Centrar o grafico no valor alvo
corresponde a, implicitamente, assumir que o valor alvo é a média do processo em
controle, ou, equivalentemente, definir que o processo é considerado fora de
controle quando a sua média ndo coincide com o valor alvo. Em termos de modelo
matemadtico, isso equivale a dizer que a média em controle do processo é

conhecida. Na verdade ela € definida. Basta chamar o valor alvo de g,. Neste
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caso ndo hé erro de estimagdo de x, por defini¢do e a probabilidade de alarme

falso do grafico de X serd calculada como:

P(}?<LCL§)=P(Z<LCL’?_'U’7)=<I> (=200 /)=t =¢|:_6-Oza/2:|=q>[_wza/2]
O-o/\/; %o

Oy

P(X >UCLy)=P(Z >

0

UCLX_'UX)ZI_@I:(/UU +Za/2a/oj:/;)_ﬂ0:l=1_q)|:j)
c,/\n

Z05/2:| = 1_¢[Wza/2 ]

X

CFAR, = P(X >UCL,)+ P(X < LCL,)=1-®lwz,, |+ ®|-wz,, ] 3.18)

Como 1- q)lwzm]: <1>[— wz J, CFAR pode ser reescrita como

o2
CFAR =P(X >UCLy)+ P(X <LCLy)=2[1 - ®(wz,, | (3.1.9)

Como ¢€ possivel observar em (3.1.9), a probabilidade de alarme falso do

grifico de X € funcdo monotonicamente decrescente do erro de estimagdo do

desvio padrao, W.

3.1.1.2
Caso do Grafico de X centrado em X

Quando a linha central do grafico ndo estd no valor alvo, mas sim no valor
estimado da média, [, = X , a probabilidade de alarme falso do grifico de X

serd fungdo do erro de estimagdo do desvio padrao W e dependerd também, do

erro padronizado de estimacao da média, V.
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CFAR_=P(X >UCL,)+P(X < LCL,)

[(ﬁo - Za/zé-o/\/;)_/uo]
o, /\n

CLy — My

X

_ L
P(X <LCL;)=P(Z<

)= @

P(X < LCLX)ch{(” 00”0 % ?\/‘/: m} o - wz,, |

_ UCL. — u.
P(X >UCL;)=P(Z >X—”X):1—c1>
(2

X

(ﬂo + Za/za-o/\/;)_:uo
c,/\In

v (lao_ 0 ) \/_
P(X>UCLX)=<I{O_—Ox/_ a?\/_ Zap 1—CI>V\/;+WZO,/2]

CFAR, = P(X >UCL,)+ P(X < LCL,) (3.1.10)
CFAR, =1-®|v/n + wza/z]—i- Dl - wza/z]

ou 1- CFAR, = ®[p/n + WZa/ZJ—q)lV\/;_WZa/zj (3.1.11)

E possivel verificar que a probabilidade de alarme falso do grifico de X
neste caso € funcdo de W e V e sua distribuicdo € funcdo da distribui¢cdo conjunta
de (W, V). A densidade de probabilidade conjunta de W e V é o produto das

densidades de We V, pois We V sdo independentes.

3.1.2.
Probabilidade de alarme falso do Grafico de S

Os limites de controle para os graficos de S devem ser baseados na

distribuicao da estatistica S. Supondo que a varidvel a ser monitorada siga uma
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. . . o~ L 1. “ A . ‘A . 2 2
distribuicao normal com média g e variancia o’ , a variancia amostral S° é um
estimador ndo-viesado para ¢ . Entretanto, o mesmo nio pode ser dito a respeito

do desvio-padrao amostral S. De fato, é sabido que:

ps = E(S)=c,0 (3.1.12)

onde ¢, € uma constante tabelada, determinada a partir do tamanho de amostra n e

dado por:

j (3.1.13)

onde I'"é a funcdo gama.

O desvio-padrdo do estimador S € dado por:

o5 =+Var(s) :\/02 —cio? = a\/l—cf (3.1.14)

Para a deducdo da forma da distribuicdo de S, de seus parametros e da
expressdo para c4, ver, por exemplo, Hald (1952). Tabelas dos valores de cy4
costumam ser encontradas em livros de Controle Estatistico da Qualidade, como

Montgomery (2013) ou Costa et al. (2005).

De maneira geral, quando se monitora a dispersdo do processo deseja-se
detectar rapidamente aumentos na dispersao do mesmo. Nessa situacdo, utiliza-se
um grafico de controle unilateral (para detectar mudangas somente em uma
direcdo) para a dispers@do do processo, em que se observa se as estatisticas

plotadas ndo excedem um limite superior de controle calculado.
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No caso de limite de probabilidade (isto €, que garanta uma probabilidade
de alarme falso nominal especificada «), deseja-se um UCL tal que, com o

processo em controle, P(S <UCL)= l1-a,. A probabilidade P(S <UCL) pode

ser determinada a partir da probabilidade PlS 2 < (U CL)ZJ, uma vez que € sabido
(n — I)S 2 e e . _
que > Segue uma distribuicio qui-quadrado com (n—1) graus de

liberdade [ver, por exemplo, Costa et al. (2005)]. Portanto, o valor de UCL que, se

o processo tiver desvio-padrdo igual a o), € ultrapassado com probabilidade a € o

valor que satisfaz a seguinte relagao:

, _(n-1ucL; (3.1.15)

n—l,a 2
O-O

onde )(nz_l, o € 0 quantil de (1— &) da varidvel qui-quadrado com n—1 graus de

liberdade. Substituindo em (3.1.6), obtém-se:

2 6-2
UL, - /ﬂt(,;;fl)o (3.1.16)

Note que a expressdo (3.1.16) acima se aplica ao gréafico de controle
unilateral de S, sem LCL. Este é o tipo de grafico que serd considerado neste
trabalho, partindo da suposicdo que o interesse € detectar eventuais aumentos na

dispersdo do processo.

Conforme apresentado em Epprecht et al. (2015) sobre o desempenho dos

grificos de S e $%, a taxa de alarme-falso para o grifico unilateral superior de

S? na Fase II com parimetros estimados é igual a
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252 _ 2 A2 2
P(S> >UCL)=P[S2 s Aa% | p %>Zf_m"_oza_g
n—1 o o, O
e (n—1)S>
P(S*>UCL)=P| S* >L1° =P s v, (3.1.17)
n-— (02 ’

onde (n—l)S g / o’ segue uma distribuicdo qui-quadrado com (n—1) graus de

liberdade. Assim, a equacdo acima se torna:

CFAR =P\, > Wzlj—l,a) ou 1-CFAR, = P(Zj—l < Wzﬂfz—l,a) (3.1.18)

A equacdo (3.1.18) mostra que CFAR;s é

P(CFAR >b)=P(W < w) (3.1.19)

onde b é o quantil de p da distribui¢ido de probabilidade de CFAR e w é o quantil
de (1 - p) da distribuicdo de probabilidade de W. Note que a distribuicdo de W
dependerd do estimador do desvio-padrdo utilizado na Fase 1. Neste trabalho, b é
definido como o valor méiximo tolerado para a CFAR, ou ainda, limite de
previsao.

Para a estimacdo do desvio-padrao a partir de uma amostra de referéncia
de m subgrupos de tamanho n, hd vérios estimadores disponiveis. Neste trabalho,
nio sdo considerados os estimadores baseados na amplitude amostral, uma vez

que Mahmoud et al. (2010) recomendam ndo utilizar, conforme dito
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anteriormente. Serdao considerados os estimadores % , 0 estimador tradicional
4

para o desvio-padrdo quando se usa o grafico de S, e o estimador S, (desvio-
padrao combinado ou pooled standard deviation, em ingl€s), recomendado por
Mahmoud et al. (2010) como preferivel ao primeiro por possuir menor erro

quadratico médio.

Para o estimador % , S édado por:
4

S =

LA
m

Z (3.1.20)

E o estimador S, € dado por

(3.1.21)

onde n; S, e S’ sdo respectivamente ao tamanho, desvio-padrio e variancia da i-

ésima amostra da Fase 1.
Pelo Teorema do Limite Central e pelas expressdes da média (3.1.12) e do
desvio-padrao de S (3.1.14), se o nimero de amostras m for suficientemente

grande e as amostras tiverem sido retiradas de um processo em controle (o = o)),

S .

jserd bem  aproximada por uma

a distribuicio  de S = i
m

(1 ca )0'0

s

N| c40;——— | e as seguintes distribui¢des para 6, e W se tornam validas

para o estimador ndo-viesado do desvio-padrao, % :
4
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Y 21.2
1—
Go= <N UO;( <0 (3.1.22)
€4 cym

j (3.1.23)

Assim, usando a distribuicdo normal acumulada com os pardmetros dados

em (3.1.23), € possivel definir a varidvel aleatéria Z;, tal que

2 2
/ /1— ) )
Z, =W-1 (16_4%) e w=1+z cz—;“ . A partir de Z;, € possivel determinar a
4 4

densidade de probabilidade acumulada de W, F(W)= P(W < w), parametrizada

por n e m, e dai, por (3.1.18) e (3.1.19) pode-se obter a distribui¢do acumulada de

CFARg.

Quando se utiliza o estimador do desvio-padrdo S, e o processo estd sob

m(n — 1)5;

2 >
60

controle, conforme apresentado em (3.1.15), é conhecido que Y =

0<Y<oo, é uma varidvel aleatéria que segue uma distribui¢cdo qui-quadrado com

m(n—1) graus de liberdade. Substituindo %z por W? em (3.1.18), podemos
escrever W em fungdo de Y como segue

2
Y:M:m(n_lmﬂ ewe | Y (3.1.24)

o, m(n—1)

Substituindo W na equagdo (3.1.18) obtemos a expressdo da CFARjs

quando o estimador do desvio-padrdo utilizado € 0 S, :

CFAR, = P(y>, > wx?

n—-l,a

n—1

):p(;(2 >_ Y 2 J (3.1.25)
m
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Probabilidade de alarme falso no uso conjunto dos Graficosde X e S

Admitindo-se o uso conjunto dos graficos de X eS (ou $%) e que os

parametros utilizados na constru¢do desses graficos sejam estimados; e utilizando-

se as equagdes (3.1.9), (3.1.10), (3.1.18) e (3.1.25) € possivel obter a

probabilidade conjunta de alarme falso dos grificos de X e S, CFAR,, de tal

forma que a equagdo (3.1.1) se torna, conforme cada caso apresentado na Secao

3.1:

Caso KU - Média conhecida (“Known”) e Desvio-Padrio Desconhecido

(“Unknown™):

e Estimador do desvio-padrao: %

CFAR, =1-4_

e Estimador do desvio-padrio: S,

o Y
m(n—
CFAR, =1-4"

Pl < Yy 2
i [znl,a m(n _ 1) xnfl,a

)

I)ZW] - CI)( m(ny— 1

(3.2.1)

(3.2.2)

Caso UU — Média desconhecida (“Unknown”) e Desvio-Padrio Desconhecido

(“Unknown’)

e Estimador do desvio-padrdao %
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{5}

1-c;
a/zJ [V n_(l—i_Zl CZW;JZa/zJ

CFAR, =1—-+¢ (3.2.3)
( nla_(l-‘rz" J laJ
¢ Estimador do desvio-padrao Sp
Y
®| v/n + - P vin— |——=z2 .
[ (n 1) “/zj ( m(n—1) mﬂ
CFAR, =1—<" (3.2.4)

Assim, por exemplo, a partir da distribui¢ao de probabilidade acumulada
de W (que difere para cada estimador do desvio-padrao e ainda varia de acordo
com o nimero de amostras m e o tamanho de amostra n), € possivel determinar o
valor da CFAR; que é excedido com probabilidade p, informando nas equagdes

acima o valor w (quantil da distribui¢do de W) tal que P(W <w)=1—p.Estaé

apenas uma das andlises para a probabilidade conjunta de alarme falso que pode
ser feita a partir deste modelo matemadtico. No Caso UU, entretanto, o célculo da
CFAR; se torna mais complexa pelo fato de CFAR; ser funcdo também do erro de
estimacdo da média, V; ou seja, CFAR, € funcdo de duas varidveis aleatdrias, (W e

V) em vez de apenas fun¢do de W.

O esquema grafico abaixo resume as equacdes utilizadas em cada caso

(KU e UU), que serdo apresentadas em detalhe no proximo capitulo.
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Caso KU

CFAR_=2®|-wz,, |
CFAR =P(y’,, > w

n-la

)

Caso UU

CFAR, =1-®lpn +wz,, |+ Bl/n — wz,,|

CFAR =P(y>,,>w

n-la

n-la )

Estimador Sp

Y
— Y~
(n _ 1) Knirny

W =

Estimador §/

S

2
o, c,m

Estimador Sp

Y

W= |—F/——=:Y~ X
m(n—]) thn 1)

V:Lﬂo)w(o;)

Estimador %4
w=% _ N[l;(l_C:)J

.2
o, c;m

V=M~N(o,i]

o, mn
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Metodologia de Analise, Resultados e Discussao

z

Neste Capitulo é mostrado como o modelo matematico apresentado no

Capitulo 3 foi utilizado para se verificar o efeito da estimagdo da média e do

desvio-padrao sobre o risco a conjunto dos graficos de X e S, de acordo com 3

analises:

1.

1il.

Andlise 1: Determinacao da distribui¢do acumulada complementar do
risco a, P(CFAR ;> b), parametrizada por n e m;

Andlise 2: Determina¢do dos quantis de probabilidade (1-p) da CFAR,
em funcdo de n e m, que correspondem, em termos praticos, a limites
superiores de previsdo que possuem um risco pequeno p de serem
excedidos;

Andlise 3: Determinacdo do m minimo, que garante com uma
probabilidade (1 — p) especificada que a CFAR; ndo € superior a um
valor € maior que o risco a nominal (£ também especificado). Este m
minimo varia conforme o tamanho de amostra n e o risco @ nominal
considerado para o estabelecimento dos limites de controle para os

graficos.

Para melhor ilustrar os resultados e proporcionar melhor entendimento, sao

2

utilizados gréficos e tabelas (Apéndices) para cada cendrio de andlise proposto. E

relevante dizer que as diferentes formas de apresentacdo dos resultados sdo

correspondentes entre si e diferem somente pelos inputs definidos previamente

pelo usudrio para obtencdo dos outputs correspondentes, em cada andlise.

Especificamente, o modelo € da distribui¢do acumulada da CFAR,, em funcio de
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W (e também de V), quando o grifico estiver centrado em 4, ouX,

parametrizada por m e n. As diferentes andlises correspondem a diferentes
“vistas” dessa distribuicdo. O que varia € o que aparece como dado, ou parametro,
e o que € resposta. Pode-se “entrar" com n e m e obter a funcdo densidade de
probabilidade acumulada, c.d.f, da CFAR;; pode-se obter quantis dessa
distribuicao (limites superiores de previsao para a CFAR,) em funcdo de n e m; e
pode-se perguntar qual € o menor m que garante que, com uma probabilidade alta

pré-especificada, CFAR; ndo excede um valor maximo tolerado.

Conforme dito na Secdo 3.2, apresentamos neste trabalho quatro modelos
distintos para o cdlculo da CFAR,, de acordo com a linha central do Gréfico da
Média e do estimador utilizado para o desvio-padrdo. Para facilitar o
entendimento de cada uma das trés andlises acima citadas, no Capitulo 4, ao final
de cada Secdo, sdo apresentados comentdrios sobre os resultados obtidos caso-a-

caso (quatro casos).
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4.1.
Analise 1: Determinacao da distribuicao acumulada complementar da
CFAR,, P(CFAR, > b), parametrizada por ne m

Os resultados dessa primeira andlise estdo apresentados na forma de tabelas
e graficos nos Apéndice A e B para os casos KU (média conhecida e desvio-

padrao desconhecido) e UU (média e desvio-padrao desconhecidos), para os dois

estimadores de o, % e Sp. Para cada tamanho de amostra n, sdo fornecidas as
4

curvas [P(CFARJ >b) versus b] para cada nimero de amostras m. Os valores

de tamanho de amostra utilizados sdo n = 5, 10, 20 e 25; e para o nimero de

amostras, m = 25, 50, 100, 300 e 1.000. Os valores “nominais” do risco a;

(w=1) s@o de 0,0054 ¢ 0,10.

4.1.1.
Grafico da Média centrado no valor alvo — Caso KU

Foi visto na Secdo 3.2 que a CFAR; quando o grifico da média estd

centrado no valor alvo € calculada através da equacdo (3.2.1) para o estimador do

desvio-padrao, % ; e através da equacdo (3.2.2), quando se utiliza o estimador

do desvio-padrao, S,. Tais equacdes mostram que a CFAR; varia conforme o
tamanho das amostras n, o nimero de amostras m e o valor do fator de erro na

estimagdo de o,, W. Portanto, CFAR; pode ser analisada em termos da

distribuicdo de probabilidade acumulada de W, em cada caso. A distribuicdo de W,
por sua vez, é func¢do de n e de m (nimero de amostras iniciais), como ja foi visto
na Secdo 3. Em outras palavras, a CFAR; é uma varidvel aleatéria que é funcao
(monotonicamente decrescente) da varidvel aleatéria W. Na presente Secdo,
mostra-se o procedimento para obten¢do do complemento da densidade de

probabilidade acumulada da CFAR), parametrizado por n e m.

Denotando-se por Fep,. (b) a c.d.f. de CFAR,, que fornece a probabilidade
de CFAR; ser menor ou igual a esse valor b, P(CFAR ; < b), Fepag, (b), pode ser

obtida através da seguinte relagdo:
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(b): P(CFARJ Sb): P(W > Wh)zl_FW :l—P(W < Wb) “4.1.1)

CFAR,

onde w, é o valor de W que, substituido em (3.2.1) resulta em um valor para

CFAR, igual a b. A probabilidade de se obter valores superiores ao limites de

previsio b, P(CFAR ;> b)oul-F

crar, (b), pode entio ser determinada por:

1-F_ (b)=PW <w,)=F,(w,) (4.1.2)

CFAR,

Como visto na se¢@o 3.1, quando o desvio-padrao do processo € estimado

por % , Fy (w,,) ou P(WSW,,) ¢ bem aproximada por uma funcdo de

distribuicdo normal, com média igual a um e variancia que € fung¢do de m e n (pois
¢4 € fungdo de n). Quando se utiliza o estimador S,, W segue uma distribui¢do qui-

quadrado com m(n-1) graus de liberdade. Sabendo que

Y=m(n—1)W?* ~ y. . pode-se levantar a curva de Fp,p, PO pontos,

variando W a pequenos incrementos, calculando o respectivo valor Y e calculando

Fpy, pOT (4.1.2).

Assim, pela equacdo (3.2.1) e (3.2.2) é possivel calcular o valor b da

correspondente CFAR, em cada caso (para diferentes estimadores). Os pares (b,

E, (Wb)) correspondem a pontos da funcdo 1_FCFARJ (b), isto &, [b,

P(CFAR, >b)].
Observa-se a partir das figuras e tabelas dos Apéndices A (Caso KU) e B
(Caso UU), que para um mesmo par (n, m), as probabilidades de CFAR, exceder

um valor » diminui na medida em que b aumenta. Em cada tabela, a primeira linha

de cada bloco de probabilidades (um bloco para cada n) contém probabilidades de
CFAR, exceder b aproximadamente iguais a 0,50 para qualquer nimero de
amostras m, pois corresponde ao valor de CFAR; para w =1 (CFAR; = a;).

Para um dado n, quando m aumenta, a probabilidade de CFAR, exceder

um valor b, para qualquer valor dado de b > a;, torna-se significativamente menor,
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podendo-se concluir que para se ter um alto grau de confianga de que a CFAR; se
manterd proxima ao valor especificado b (probabilidade de exceder baixa) é
necessario um nudmero de amostras m muito grande. Por exemplo, pode-se
verificar através da Tabela 1 abaixo, que para n =35 e a;= 0,010, a probabilidade

de CFAR; exceder 0,022 (ou ARL, <45) - ou seja, aproximadamente o dobro do

valor nominal o; = 0,010 - para m =25, é de aproximadamente 15,22%; para

m =50, de 6,86%; para m =100, de 1,68%; e 0% para m =300 .

Tabela 1 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,
a,=0,010 e estimador S,, Caso KU

P(CFAR, > b), a, = 0,010

m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0100 0,5188 0,5133 0,5094 0,5054 0,5030 10 0,0100 0,5125 0,5089 0,5063 0,5036 0,5020

0,0131 0,3792 0,3197 0,2462 0,1119 0,0126 0,0138 0,3082 0,2324 0,1470 0,0332 0,0004
0,0170 0,2528 0,1648 0,0804 0,0070 0,0000 0,0190 0,1496 0,0680 0,0168 0,0001 0,0000
0,0221 0,1522 0,0686 0,0168 0,0001 0,0000 0,0261 0,0570 0,0120 0,0007 0,0000 0,0000
0,0284 10,0820 0,0227 0,0022 0,0000 0,0000 0,0355 0,0167 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000
0,0364 0,0392 0,0058 0,0002 0,0000 0,0000 0,0480 0,0037 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0462 0,0165 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0643 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0583 0,0061 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0849 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0730 0,0019 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1108 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0907 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1426 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

20 0,0100 0,5086 0,5061 0,5043 0,5025 0,5014 25 0,0100 0,5077 0,5054 0,5038 0,5022 0,5012

0,0149 0,2260 0,1403 0,0622 0,0037 0,0000 0,0153 0,1976 0,1119 0,0418 0,0013 0,0000
0,0222 0,0627 0,0145 0,0010 0,0000 0,0000 0,0237 0,0420 0,0070 0,0002 0,0000 0,0000
0,0332 0,0102 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0366 0,0045 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0490 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0558 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0712 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0832 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1014 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1211 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1411 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1710 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1914 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,2337 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2526 00,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3089 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Resultados semelhantes de CFAR; s@o encontrados para o estimador % ,
4

sempre um pouco menor para o valor correspondente b, com diferenca entre os

resultados dos estimadores reduzida na medida em que m aumenta. Isto ocorre

em funcdo de S, ser melhor estimador que % em termos do erro quadratico
4

médio. Para o mesmo exemplo apresentado para o estimador % , pode-se
4
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verificar através da Tabela 2, que para n =35, a probabilidade de CFAR; ser maior
que 0,022 quando m =25, é de aproximadamente 12,89%; para m =50, de
7,20%; para m =100, de 1,94%; e 0% para m =300 também. Para ambos os
estimadores, também sdo apresentados resultados para «; = 0,0054, que

corresponde a probabilidades de alarme individuais de 0,0027 para cada gréafico.

Tabela 2 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n=5, 10, 20 e 25, a,
=0,010 e estimador §/C4 , Caso KU

P (CFAR, > b)
m m

n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000

50,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 10 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

0,0131 0,3530 0,3131 0,2455 0,1165 0,0147 0,0138 0,3003 0,2295 0,1475 0,0349 0,0005
0,0170 0,2253 0,1650 0,0842 0,0085 0,0000 0,0190 0,1475 0,0693 0,0181 0,0001 0,0000
0,0221  0,1289 0,0720 0,0194 0,0002 0,0000 0,0261 0,0581 0,0132 0,0008 0,0000 0,0000
0,0284 0,0657 0,0257 0,0029 0,0000 0,0000 0,0355 0,0181 0,0015 0,0000 0,0000 0,0000
0,0364 0,0296 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000 0,0480 0,0044 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0462 0,0118 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000 0,0643 0,0008 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0583 0,0041 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0849 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0730 0,0013 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1108 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0907 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1426 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

20 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 25 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

0,0149 0,2219 0,1394 0,0628 0,0040 0,0000 0,0118 10,3652 0,3130 0,2453 0,1163 0,0146
0,0222 0,0628 0,0152 0,0011 0,0000 0,0000 0,0140 10,2453 0,1648 0,0840 0,0085 0,0000
0,0332 0,0108 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0167 0,1506 0,0718 0,0193 0,0002 0,0000
0,0490 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0199 0,0840 0,0256 0,0029 0,0000 0,0000
0,0712 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0237 10,0424 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000
0,1014 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0282 0,0193 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000
0,1411 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0336 0,0079 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
0,1914 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0399 0,0029 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2526 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0472 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Para um dado m, a medida que n aumenta, € possivel obter probabilidades
de CFAR, exceder um valor b menores para um dado valor b. Por exemplo,

observando-se a Tabela 1 anteriormente apresentada, para a mesma probabilidade

CFAR, =b=0,02 (aproximadamente, com arredondamento de uma casa

decimal, pois os valores de b para cada n nao sdo exatamente 0S mesmos), €

m=25, tem-se P(CFARJ > 0,2) =15,22% quando n=>5;
P(CFAR, >0,2)=14,96% para n=10; P(CFAR, >0,2)=6,27% para n=20 e

P(CFAR, >0,2)=4,2% para n=25.
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Os resultados da Andlise 1 mostram que, com 25 amostras iniciais (m) de
tamanho n = 5, nimeros usualmente recomendados na literatura tradicional de
CEP, hé grande probabilidade de CFAR; ser consideravelmente maior que o valor
nominal ;. Por exemplo, no caso em que a média € conhecida e o estimador de ¢

€ 0S8, para & ;= 0,010 (ver Figura 1 abaixo), ha cerca de 18% de probabilidade

de que CFAR; seja superior ao dobro deste valor [ P(a > 0,02) na curva para
m=25]. Para que P(CFAR ;> 0,01) seja de apenas 10%, sdo necessdrias mais de
1.000 amostras iniciais - ndo hd, dentre as curvas apresentadas (sendo a curva
correspondente ao maior valor de m, m=1.000), curva que passe pelo ponto
[a:0,0IO;P(a>0,01)]. Estes resultados confirmam achados precedentes na

literatura, de que o nimero de amostras iniciais necessario para manter o dentro
dos limites razodveis com elevado grau de certeza € significativamente maior que

os nimeros minimos tradicionalmente recomendados.
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Figura 1 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b

a,=0,010 e estimador Sp.
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4.1.2.
Grafico da Média centrado em X — Caso UU

No caso de o gréfico de X estar centrado em X e denotando-se por

F_. (b)= P(CFAR < b) a densidade de probabilidade acumulada para o risco

a conjunto, Fepye (b) pode ser obtida pela equagdo (3.2.3) para o estimador do

desvio-padrao % e pela equacdo (3.2.4) para o estimador Sp.
4
Diferentemente do caso em que o grafico de X estd centrado em U,

CFAR, ¢ fungdo de duas varidveis aleatdrias e ndo apenas uma: € fungdo do fator

de erro na estimacdo do desvio-padrao, W, e também ¢ funcido do erro

padronizado de estimacdo da média, V. E possivel observar através das equacdes

(3.2.3) € (3.2.4) que W afeta a distribui¢do de CFAR; ¢ CFARg, enquanto que V
afeta somente a distribuicdo de CFAR, . Portanto, a distribui¢io da probabilidade

de alarme falso conjunta quando o gréifico de X est4 centrado em X (CFAR,)) ¢

funcdo da distribui¢do conjunta das varidveis W e V e sua c.d.f (FCFAR ) serd
J

calculada a partir do produto das funcdes densidade de probabilidade de W,

fw (w), e de V, f, (v), uma vez que W e V sdo independentes

(fwy (W’ V) = fw (W)fv (V)). Assim:

Ferar, ()= T T S Wdw |, (v)dv = T[l—FW (w; )]fv (v)dv (*.1.4)

—oo| W« y=—oc0
14

onde W: € o valor de W que, quando V=v, resulta em CFAR; = b, com

—o<V <o) f(w) e f,(v) sdo, respectivamente, a fun¢do densidade de

probabilidade do erro de estimacdo do desvio-padrao, W, e do erro padronizado de
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estimacdo da média, v; e F (W:), a fun¢do densidade de probabilidade acumulada

*

de w,.
A curva W, XV no plano VW € o lugar geométrico dos pontos (v, w) onde

CFAR; = b. Uma vez que para qualquer V, CFAR; é uma funcdo decrescente de
W, entdo quando V=v e W > w,, CFAR; < b. Consequentemente, a probabilidade

total, para CFAR; < b, € a integral da densidade conjunta de V e W na regido do

plano VW, onde W > w, (acurva W, xV € a fronteira da regido de integragfo).

X —
Como Vz(—’uO) e O'::&, E(V)=0 e
0, X mn
o % 0"02 1 ) . . ..
Var(V)=—-= —~=——" Assim, V € uma varidvel aleatoria normal, com
lo}

mno, mn

(=]

média igual a zero e variancia 1/mn .

Assim, para um dado valor de b (quantil da distribui¢do da CFAR,),
variando-se V a pequenos incrementos dv, as equagdes (4.1.4), (3.2.3) e (3.2.4)

. oy . *
possibilitam encontrar, por meio de uma busca, o valor de w,, para cada v, que

resulta em F =b. Os pares (b, F

CFAR, CFARJ) correspondem a pontos da funcio

1-F_ (b), isto & [b, P(CFAR, >b)]. Os valores de b para m igual a 300 e

CFAR,

1000 foram discretizados em unidades diferentes dos demais, para um melhor
resultado.

Os resultados dessa primeira andlise para o grafico da média centrado em

X (Caso UU) estao apresentados no Apéndice B, para os dois estimadores do
desvio padrao.

E possivel observar, comparando-se as densidades acumuladas da CFAR S
no Caso UU (Apéndice B), com as densidades acumuladas no Caso KU
(Apéndice A), que a densidade acumulada da CFAR, no Caso UU cresce mais

rapidamente que no Caso KU, para o mesmo par mxn. Por exemplo, comparando-

se as Tabelas A.4 (Caso KU, estimador S,) € B.4 (Caso UU, estimador S,) abaixo,
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para n=5 e m =25, a probabilidade de CFAR; em B.4 ser 30% maior que o
valor esperado a; = 0,010 [P(CFAR ;> 0,013)] ¢ de 42,75% enquanto que em

A4, P(CFAR, >0,013)=37.92%, ou seja, 11,3% maior. Isto, inclusive, ocorre
para valores maiores de n e m; para n =20 e m =300, a probabilidade de CFAR;

em B.4 ser 50% maior que o valor esperado «; = 0,010 [P(CFAR, > 0,015)] € de

8,16% enquanto que em A4, P(CFAR, >0,015)=037%, ou seja, 21 vezes

maior.

Tabela 1 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,
a,=0,010 e estimador S,, Caso KU

P(CFAR, > b), a, = 0,010
m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0100 0,5188 0,5133 0,5094 0,5054 0,5030 10 0,0100 0,5125 0,5089 0,5063 0,5036 0,5020

0,0131 0,3792 0,3197 0,2462 0,1119 0,0126 0,0138 10,3082 0,2324 0,1470 0,0332 0,0004
0,0170 0,2528 0,1648 0,0804 0,0070 0,0000 0,0190 0,1496 0,0680 0,0168 0,0001 0,0000
0,0221 0,1522 0,0686 0,0168 0,0001 0,0000 0,0261 0,0570 0,0120 0,0007 0,0000 0,0000
0,0284 0,0820 0,0227 0,0022 0,0000 0,0000 0,0355 0,0167 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000
0,0364 0,0392 0,0058 0,0002 0,0000 0,0000 0,0480 0,0037 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0462 0,0165 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0643 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0583 0,0061 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0849 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0730 0,0019 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1108 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0907 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1426 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

20 0,0100 0,5086 0,5061 0,5043 0,5025 0,5014 25 0,0100 0,5077 0,5054 0,5038 0,5022 0,5012

0,0149 0,2260 0,1403 0,0622 0,0037 0,0000 0,0153 0,1976 0,1119 0,0418 0,0013 0,0000
0,0222 0,0627 0,0145 0,0010 0,0000 0,0000 0,0237 10,0420 0,0070 0,0002 0,0000 0,0000
0,0332 0,0102 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0366 0,0045 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0490 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0558 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0712 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0832 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1014 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1211 00,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1411  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1710 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1914 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,2337 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,2526 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3089 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Tabela 3 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b para n =5, 10, 20 e 25, a,

=0,010 e estimador S, Caso uu
P (CFAR, > b) T
m m m m m m
n b 25 50 100 b 300 b 1000 n b 25 50 100 b 300 b 1000
5 0,00997 0,56504 0,54790 0,53551 0,00997 0,52268 0,00997 0,51464 10 0,00997 0,57043 0,55156 0,53802 0,00997 0,52409 0,00997 0,51538
0,01098 0,51545 0,47792 0,43705 0,01048 0,43579 0,01018 0,45029 0,01098 0,50768 0,46334 0,41444 0,01048 0,41502 0,01018 0,43447
0,01198 0,46962 0,41419 0,34994 0,01098 0,35563 0,01038 0,38846 0,01198 0,45012 0,38426 0,30861 0,01098 0,31705 0,01038 0,35793
0,01298 0,42754 0,35717 0,27597 0,01148 0,28460 0,01058 0,33056 0,01298 0,39799 0,31555 0,22384 0,01148 0,23452 0,01058 0,28831
0,01398 0,38906 0,30684 0,21514 0,01198 0,22385 0,01078 0,27753 0,01398 0,35124 0,25722 0,15933 0,01198 0,16875 0,01078 0,22728
0,01498 0,35399 0,26290 0,16636 0,01248 0,17347 0,01098 0,23007 0,01498 0,30961 0,20861 0,11216 0,01248 0,11883 0,01098 0,17557
0,01598 0,32212 0,22485 0,12802 0,01298 0,13285 0,01118 0,18847 0,01598 0,27275 0,16865 0,07875 0,01298 0,08255 0,01118 0,13327
0,01698 0,29319 0,19212 0,09837 0,01348 0,10090 0,01138 0,15273 0,01698 0,24024 0,13617 0,05565 0,01348 0,05716 0,01138 0,09970
0,01798 0,26698 0,16411 0,07574 0,01398 0,07630 0,01158 0,12262 0,01798 0,21166 0,11000 0,04001 0,01398 0,03997 0,01158 0,07385
0,01898 0,24324 0,14024 0,05865 0,01448 0,05774 0,01178 0,09770 0,01898 0,18658 0,08905 0,02958 0,01448 0,02867 0,01178 0,05450
0,01998 0,22176 0,11995 0,04586 0,01498 0,04398 0,01198 0,07742 0,01998 0,16463 0,07237 0,02271 0,01498 0,02145 0,01198 0,04039
0,02098 0,20233 0,10277 0,03635 0,01598 0,02672 0,01218 0,06120 0,02098 0,14542 0,05914 0,01823 0,01598 0,01417 0,01218 0,03036
0,02198 0,18476 0,08824 0,02932 0,01698 0,01799 0,01238 0,04843 0,02198 0,12864 0,04869 0,01533 0,01698 0,01154 0,01238 0,02341
0,02298 0,16886 0,07597 0,02415 0,01798 0,01377 0,01258 0,03853 0,02298 0,11397 0,04045 0,01348 0,01798 0,01064 0,01258 0,01870
0,02398 0,15448 0,06562 0,02036 0,01898 0,01180 0,01278 0,03095 0,02398 0,10117 0,03396 0,01229 0,01898 0,01035 0,01278 0,01557
0,02498 0,14146 0,05691 0,01759 0,01998 0,01091 0,01298 0,02524 0,02498 0,08998 0,02887 0,01153 0,01998 0,01026 0,01298 0,01354
0,02598 0,12968 0,04956 0,01558 0,02098 0,01052 0,01318 0,02099 0,02598 0,08021 0,02487 0,01105 0,02098 0,01024 0,01318 0,01225
0,02698 0,11902 0,04339 0,01411 0,02198 0,01035 0,01338 0,01786 0,02698 0,07168 0,02173 0,01075 0,02198 0,01023 0,01338 0,01144
0,02798 0,10935 0,03819 0,01304 0,02298 0,01028 0,01358 0,01559 0,02798 0,06422 0,01927 0,01056 0,02298 0,01023 0,01358 0,01094
0,02898 0,10060 0,03381 0,01227 0,02398 0,01025 0,01378 0,01396 0,02898 0,05770 0,01733 0,01043 0,02398 0,01023 0,01378 0,01064
0,02998 0,09266 0,03013 0,01171 0,02498 0,01024 0,01398 0,01280 0,02998 0,05199 0,01582 0,01036 0,02498 0,01023 0,01398 0,01047
0,03098 0,08546 0,02703 0,01130 0,02598 0,01023 0,01418 0,01199 0,03098 0,04700 0,01463 0,01031 0,02598 0,01023 0,01418 0,01036
0,03198 0,07892 0,02442 0,01100 0,02698 0,01023 0,01438 0,01142 0,03198 0,04263 0,01370 0,01028 0,02698 0,01023 0,01438 0,01030
0,03298 0,07299 0,02222 0,01079 0,02798 0,01023 0,01458 0,01103 0,03298 0,03879 0,01296 0,01026 0,02798 0,01023 0,01458 0,01027
0,03398 0,06760 0,02037 0,01064 0,02898 0,01023 0,01478 0,01076 0,03398 0,03543 0,01239 0,01025 0,02898 0,01023 0,01478 0,01025
0,03498 0,06270 0,01881 0,01052 0,02998 0,01023 0,01498 0,01058 0,03498 0,03248 0,01193 0,01024 0,02998 0,01023 0,01498 0,01024
20 0,00997 0,57779 0,55657 0,54145 0,00997 0,52602 0,00997 0,51640 25 0,0100 0,58032 0,55830 0,54264 0,00997 0,52669 0,00997 0,51675
0,01098 0,50260 0,45116 0,39447 0,01048 0,39621 0,01018 0,41994 0,01098 0,50134 0,44765 0,38857 0,01048 0,39059 0,01018 0,41551
0,01198 0,43420 0,35842 0,27321 0,01098 0,28319 0,01038 0,33022 0,01198 0,42969 0,35092 0,26306 0,01098 0,27332 0,01038 0,32197
0,01298 0,37324 0,28044 0,18221 0,01148 0,19325 0,01058 0,25137 0,01298 0,36618 0,27046 0,17089 0,01148 0,18182 0,01058 0,24070
0,01398 0,31973 0,21704 0,11862 0,01198 0,12708 0,01078 0,18560 0,01398 0,31081 0,20597 0,10826 0,01198 0,11623 0,01078 0,17402
0,01498 0,27328 0,16680 0,07655 0,01248 0,08157 0,01098 0,13338 0,01498 0,26314 0,15570 0,06814 0,01248 0,07257 0,01098 0,12221
0,01598 0,23329 0,12776 0,04985 0,01298 0,05205 0,01118 0,09380 0,01598 0,22248 0,11734 0,04357 0,01298 0,04530 0,01118 0,08395
0,01698 0,19908 0,09787 0,03346 0,01348 0,03386 0,01138 0,06506 0,01698 0,18803 0,08852 0,02904 0,01348 0,02919 0,01138 0,05701
0,01798 0,16995 0,07525 0,02364 0,01398 0,02316 0,01158 0,04507 0,01798 0,15899 0,06715 0,02067 0,01398 0,02012 0,01158 0,03887
0,01898 0,14523 0,05828 0,01789 0,01448 0,01709 0,01178 0,03169 0,01898 0,13461 0,05144 0,01595 0,01448 0,01523 0,01178 0,02718
0,01998 0,12430 0,04564 0,01456 0,01498 0,01378 0,01198 0,02306 0,01998 0,1142 0,03997 0,01334 0,01498 0,01268 0,01198 0,01994
0,02098 0,10662 0,03628 0,01266 0,01598 0,01111 0,01218 0,01768 0,02098 0,09713 0,03166 0,01190 0,01598 0,01078 0,01218 0,01562
0,02198 0,09170 0,02936 0,01159 0,01698 0,01043 0,01238 0,01444 0,02198 0,08289 0,02564 0,01113 0,01698 0,01034 0,01238 0,01313
0,02298 0,07912 0,02427 0,01098 0,01798 0,01027 0,01258 0,01255 0,02298 0,071 0,02131 0,01071 0,01798 0,01025 0,01258 0,01175
0,02398 0,06851 0,02053 0,01065 0,01898 0,01024 0,01278 0,01147 0,02398 0,0611 0,01819 0,01048 0,01898 0,01023 0,01278 0,01100
0,02498 0,05957 0,01779 0,01046 0,01998 0,01023 0,01298 0,01088 0,02498 0,05283 0,01595 0,01036 0,01998 0,01023 0,01298 0,01061
0,02598 0,05203 0,01577 0,01036 0,02098 0,01023 0,01318 0,01056 0,02598 0,04594 0,01434 0,01030 0,02098 0,01023 0,01318 0,01041
0,02698 0,04567 0,01430 0,01030 0,02198 0,01023 0,01338 0,01039 0,02698 0,04019 0,01319 0,01027 0,02198 0,01023 0,01338 0,01031
0,02798 0,04031 0,01322 0,01027 0,02298 0,01023 0,01358 0,01031 0,02798 0,03539 0,01236 0,01025 0,02298 0,01023 0,01358 0,01027
0,02898 0,03578 0,01243 0,01025 0,02398 0,01023 0,01378 0,01027 0,02898 0,03139 0,01176 0,01024 0,02398 0,01023 0,01378 0,01025
0,02998 0,03195 0,01185 0,01024 0,02498 0,01023 0,01398 0,01025 0,02998 0,02803 0,01134 0,01023 0,02498 0,01023 0,01398 0,01024
0,03098 0,02872 0,01142 0,01023 0,02598 0,01023 0,01418 0,01024 0,03098 0,02523 0,01103 0,01023 0,02598 0,01023 0,01418 0,01023
0,03198 0,02598 0,01111 0,01023 0,02698 0,01023 0,01438 0,01023 0,03198 0,02288 0,01081 0,01023 0,02698 0,01023 0,01438 0,01023
0,03298 0,02366 0,01088 0,01023 0,02798 0,01023 0,01458 0,01023 0,03298 0,02091 0,01065 0,01023 0,02798 0,01023 0,01458 0,01023
0,03398 0,02169 0,01071 0,01023 0,02898 0,01023 0,01478 0,01023 0,03398 0,01925 0,01053 0,01023 0,02898 0,01023 0,01478 0,01023
0,03498 0,02002 0,01058 0,01023 0,02998 0,01023 0,01498 0,01023 0,03498 0,01787 0,01045 0,01023 0,02998 0,01023 0,01498 0,01023

Assim como foi comentado para as probabilidades de CFAR, exceder um

valor b do Apéndice A na Secdo 4.1.1, hda uma diferenca minima entre as

probabilidades P(CFAR ;> b) obtidas com os dois estimadores utilizados, sendo

as probabilidades de ultrapassagem obtidas para o estimador S, . menores do que

as probabilidades de ultrapassagem obtidas com o estimador do desvio-padrao S,,.

Além disso, a diferenca entre as probabilidades de ultrapassagem para diferentes
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estimadores diminui na medida em que m aumenta. Tal fato pode ser verificado na
Tabela abaixo, que contém as probabilidades de CFAR; ser 10% maior que o valor

esperado ;= 0,010, provenientes das Tabelas B.2 e B.4.

Tabela 4 — Probabilidade de CFAR; exceder o valor 0,011, para n=10 e ¢; = 0,010 (exemplos
das Tabelas B.2 e B.4 — Caso UU)

Tabela B.2 - Estimador §/c, T:lg(ett)a)]?gs(t?nigg:r3sno
m=25 49.35% 50,77%
m=50 45.31% 46,33%
m =100 40,73% 41,44%
m =300 31,36% 31,71%
m=1.000 16,31% 17,56%

Para um dado m, a medida que n aumenta, € possivel obter probabilidades
de ultrapassagem P(CFAR , > b) menores para um mesmo valor b. Por exemplo,
observando-se a Tabela 3, para a mesma probabilidade » =0,011 e m =50, tem-
se P(CFAR, >0,011)=47,79% quando n=5; P(CFAR, >0,011)=46,33%
para n=10; P(CFAR, >0,011)=4512% para n =20 e
P(CFAR S >0,011)=44,77% para n=25. Observa-se também, ao analisar os
dados das duas tabelas, que as probabilidades P(CFAR ;> b) para n =20 pouco
se diferenciam das probabilidades de ultrapassagem para n = 25.

Os gréficos obtidos para valores especificados de n e m fornecem, dado
um valor médximo tolerado para CFAR,, b, a indicagdo sobre a probabilidade de
ultrapassagem desses valores. As curvas nos graficos, porém, ndo permitem a
determinag@o precisa desta probabilidade e as tabelas podem ndo possuir como
entrada o valor exato da CFAR; maxima (b) tolerado pelo usudrio. Assim, ainda
que tais curvas tenham a vantagem de fornecer uma boa percep¢do da distribui¢do
da CFAR; em funcdo de m e n, outras formas de organizac¢do ou apresentacao dos
resultados s@o mais uteis em termos praticos, por corresponderem mais
diretamente as questdes de interesse do usudrio e por lhe fornecerem a resposta a

essas suas questdes diretamente na forma em que mais provavelmente elas serdo

formuladas por ele. A saber:
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(a) Para um dado tamanho de amostra n ¢ um nimero de amostras iniciais
m, qual é o quantil b de P(CFAR_, > b) = p, onde p é especificado pelo
usudrio como uma probabilidade pequena, por exemplo, 0,05 ou 0,107
Isso lhe permitird determinar o nimero minimo de amostras iniciais a
considerar, em fungdo do valor desse quantil;

(b) Dado um tamanho de amostra n € um valor maximo tolerado para a

CFAR; (maior que ; por uma pequena porcentagem & especificada,
igual a (1+%Oo)aj ), qual é o nimero de amostras iniciais (m) que

garante, com uma probabilidade alta especificada (por exemplo, 0,95

ou 0,90) que esse risco ndo serd ultrapassado?

A Secdo seguinte (4.2) mostra como obter o quantil b, tal que
P(CFARJ > b) ¢ igual a um valor especificado p (questdo (a) acima). A Secdo
(4.3) demonstra como obter o valor de m que garante que a tolerancia limite

especificada para a CFAR; ndo serd ultrapassada, com um grau de certeza

especificado (questdo (b) acima).

4.2.

Analise 2: Determinacao dos Quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,,
parametrizada por ne m

4.2.1.
Grafico da Média centrado no valor alvo — Caso KU

Mostra-se nesta secdo como obter, para um par (n, m) especificado, o valor
de b cuja probabilidade de ultrapassagem desse valor pela CFAR,,
P(CFAR ;> b), seja igual a um valor p especificado a priori, ou seja, para uma

probabilidade p especificada, obtém-se o valor de b que ¢é ultrapassado pela

CFAR, somente com uma pequena probabilidade p.
Para a determinacdo de b, no caso em que o estimador utilizado é y ,
4

dados n, m e a probabilidade p especificada, como as densidades de probabilidade

acumulada de W e CFAR, t€m correspondéncia biunivoca, seus quantis também
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terdo e serd possivel obter (invertendo-se a distribui¢do normal acumulada de W)

o valor de W, w), tal que P(W < wp) = p . Sendo assim,

P(CFAR, >b)=1-Fep, = p=Fy = w, = ;' (p) (4.2.1)

Por exemplo, considere &, = 0,005, n=5 e m=25. B possivel obter o valor

b de CFAR, que é excedido com p=10%:

P(CFAR, >b)=1-F,, =p=010=F,
w, = Fy'(p) = F;'(0,10) =1,0930

Substituindo o valor w, na equagdo (3.2.1), obtém-se o quantil desejado de
CFAR, correspondente (valor de b tal que P(CFAR ;> b) ¢ igual ao valor de

probabilidade p especificada).

O mesmo método se aplica a situacdo em que o estimador de o, utilizado é

Sy, sendo que neste caso, a varidvel aleatoria W, € funcdo de Y,, uma varidvel
aleatdria que segue uma distribui¢do qui-quadrada com m(n-1) graus de liberdade,
conforme apresentado na Secdo 3.1. Através da Equacdo (3.1.24), € possivel obter
um valor w, em fungdo de Y, de tal forma que:

Yy F,.. (p) (4.2.2)

O m(n—1) - m(n—1)

Entrando com o valor de w, na equagdo (3.2.2), obtém-se o quantil desejado
de CFAR, (valor de b tal que P(CFAR_, > b) ¢ igual ao valor de probabilidade p
especificada).

Os resultados dessa segunda andlise (quantis da distribui¢do de CFAR, ) sdo

apresentados em tabelas e graficos nos Apéndices C (Caso KU) e D (Caso UU).

Por ser a diferenca entre os quantis da distribui¢do de CFAR, encontrados para o

estimador % e S, em cada caso minima, sdo apresentadas somente as tabelas e
4
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graficos calculados com o estimador S, Foram construidas tabelas e graficos para
p = 5% (quantil de 0,95) e 10% (quantil de 0,90), parametrizados por m e n. A

partir desta forma de apresentacao dos dados, o usudrio podera identificar o limite
de previsio (1— p)-quantil, b, para a CFAR , que cada par (n, m) oferece para
uma probabilidade p especificada de ultrapassagem. Como se pode observar na
Tabela 5 abaixo, a medida que a probabilidade de ultrapassagem p aumenta (de
0,05 para 0,10), para um dado par (n, m), os limites de previsdo ou (1— p)-quantis
para a CFAR, se reduzem. Fixando-se p, os valores de CFAR, também diminuem

com o aumento de n e/ou m.

Tabela 5 — Quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcéo de ne m e estimador S,
(Caso KU).

b, P (CFAR, > b)=0,05 b, P (CFAR, > b)=0,10
m m

n 25 50 100 300 1000 25 50 100 300 1000
<« 5 0021500146 0,0110 0,0082 0,0068  0,0161 0,0118 0,0094 0,0075 0,0064
§ 10 0,0165 0,0119 0,0095 0,0075 0,0064  0,0129 0,0100 0,0084 0,0069 0,0062
S 20 10,0139 0,0105 0,0086 0,0071 0,0063  0,0113 0,0091 0,0078 0,0067 0,0060
& 25 0,0134 0,0102 0,0085 0,0070 0,0062  0,0109 0,0089 0,0076 0,0066 0,0060
o 5 0,0344 0,0243 0,0188 0,0144 0,0122  0,0265 0,0201 0,0164 0,0133 0,0117
S 10 0,0273 0,0204 0,0166 0,0134 0,0117  0,0219 0,0174 0,0148 0,0125 0,0113
E 20 10,0236 0,0183 0,0153 0,0128 0,0114  0,0195 0,0160 0,0139 0,0121 0,0111

25 0,0228 0,0178 0,0150 0,0126 0,0113 0,0189 0,0157 0,0137 0,0120 0,0110

O mesmo comportamento € observado para os dois estimadores do desvio-

padrao e também para o caso em que o grafico da média estd centrado em X , que
serd apresentado na préxima Secao.

Na prética, este arranjo dos resultados permite ao usudrio identificar, para
cada tamanho de amostra n desejado, qual o nimero de amostras m que 0 mesmo
deverd utilizar, de acordo com o limites de previsdo admitido por ele para a
CFAR, e para a probabilidade de ultrapassagem correspondente, p. Por exemplo,
¢ facil verificar através da Tabela 5 que, se o usudrio desejar uma probabilidade de
ultrapassagem p = P(CFARJ > b)z 5% , e um limites de previsdo para a CFAR,
bastante reduzido, como 0,0064 (quase 20% maior que o valor nominal 0,0054),

deverd retirar no minimo 1.000 amostras do processo com tamanho minimo de

n=10. Se o usudrio admitir uma probabilidade de ultrapassagem maior
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p:P(CFAR_, >b):10%, ainda assim serdo necessarias 1.000 amostras, mas

agora de tamanho n=35. Se o usudrio trabalhar com um limite de previsdo da

CFAR, de 0,007, 30% maior que o valor esperado 0,0054, é possivel obter
p= P(CFAR_, >b)=5% com 300 amostras de tamanho 10 e obter

p= P(CFAR_, > b)z 10% com 300 amostras de tamanho 5.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021712/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021712/CA

79

4.2.2,
Grafico da Média centrado em X — Caso UU

Para a determinagdo de b, tanto na situacdo em que o, é estimado por %
4

z z

quanto na situacdo em que € estimado por S, a metodologia utilizada € uma
extensdo da que foi adotada na Anélise 1, Secdo 4.1.2. A partir da equacao (4.1.4),

com o auxilio do Solver do Microsoft Excel, foram obtidos os pares [b,

P(CFAR ;> b)] e deseja-se agora responder a seguinte pergunta: qual o valor de
b, b*, tal que a probabilidade de CFAR, >b* € limitada a p? Por exemplo, qual o
valor b* tal que P(CFAR ;> b*): p=0,10? A partir da observacio dos valores

das probabilidades de ultrapassagem P(CFAR ; >b) das Tabelas B.1 a B4, ¢

possivel verificar que b* estard entre dois valores consecutivos de b (b; e by)
nessas tabelas, tais que F(b;) < p e F(bz) > p. Por exemplo, observe as duas linhas
marcadas na Tabela 6 (alguns valores da Tabela B.1) abaixo para n =5 e m =25
- o valor b* deve estar entre os valores 0,01739 e 0,01789, uma vez que as
correspondentes probabilidades de ultrapassagem destes valores, 0,1030 e 0,0971
compreendem o valor p = 0,10. J4 para n =10 e m =25, o valor b* deve estar
entre os valores 0,01389 e 0,01439, ja que p = 0,10 estd entre os valores de

probabilidade P(CFAR S >b) correspondentes a estes valores de b, 0,1045 e

0,0955, respectivamente.
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Tabela 6 — Probabilidade de CFAR; exceder um valor b paran =5 e 10 da Tabela B.1 (Caso

UU).

P (CFAR, > b) N

m m m m

n b 25 50 100 300 b 1000 n b 25 50 100 300 b 1000
5 0,00539 0,54434 0,53255 0,52402 0,51519  0,00539 0,50964 10 0,00539 0,55697 0,54132 0,53013 0,51863 0,00539 0,51153
0,00589 0,50382 0,47560 0,44397 0,37864  0,00544 0,48333 0,00589 0,50464 0,46795 0,42732 0,34493  0,00544 0,47768
0,00639 0,46640 0,42353 0,37216 0,26507  0,00549 0,45744 0,00639 0,45649 0,40152 0,33711 0,21018  0,00549 0,44433
0,00689 0,43193 0,37638 0,30932 0,17834  0,00554 0,43186 0,00689 0,41253 0,34258 0,26145 0,11965 0,00554 0,41174
0,00739 0,40022 0,33400 0,25540 0,11649  0,00559 0,40685 0,00739 0,37262 0,29107 0,20012 0,06524  0,00559 0,38008
0,00789 0,37108 0,29613 0,20985 0,07472  0,00564 0,38244 0,00789 0,33651 0,24656 0,15173 0,03531  0,00564 0,34952
0,00839 0,34430 0,26242 0,17182 0,04768  0,00569 0,35871 0,00839 0,30395 0,20844 0,11434 0,01995 0,00569 0,32021
0,00889 0,31969 0,23253 0,14039 0,03080  0,00574 0,33572 0,00889 0,27464 0,17602 0,08594 0,01250  0,00574 0,29215
0,00939 0,29708 0,20608 0,11460 0,02056  0,00579 0,31354 0,00939 0,24829 0,14859 0,06463 0,00904  0,00579 0,26563
0,00989 0,27629 0,18272 0,09356 0,01448  0,00584 0,29221 0,00989 0,22463 0,12548 0,04881 0,00749  0,00584 0,24066
0,01039 0,25718 0,16211 0,07649 0,01094  0,00589 0,27178 0,01039 0,20339 0,10607 0,03717 0,00682 0,00589 0,21727
0,01089 0,23959 0,14395 0,06268 0,00891  0,00594 0,25219 0,01089 0,18433 0,08979 0,02865 0,00653  0,00594 0,19548
0,01139 0,22339 0,12796 0,05156 0,00777  0,00599 0,23360 0,01139 0,16722 0,07617 0,02246 0,00642  0,00599 0,17530
0,01189 0,20847 0,11387 0,04261 0,00713  0,00604 0,21597 0,01189 0,15187 0,06478 0,01796 0,00637  0,00604 0,15671
0,01239 0,19471 0,10147 0,03542 0,00677  0,00614 0,18355 0,01239 0,13807 0,05527 0,01471 0,00635 0,00614 0,12405
0,01289 0,18202 0,09055 0,02965 0,00657  0,00624 0,15491 0,01289 0,12568 0,04733 0,01237 0,00634  0,00624 0,09719
0,01339 0,17030 0,08093 0,02504 0,00646  0,00634 0,12989 0,01339 0,11454] 0,04070 0,01068 0,00634  0,00634 0,07548
0,01389 0,15946 0,07245 0,02134 0,00640  0,00644 0,10830 0,01389 0,10452| 0,03516 0,00946 0,00633  0,00644 0,05826
0,01439 0,14944 0,06498 0,01837 0,00637  0,00654 0,08983 0,01439 0,09550 0,03054 0,00859 0,00633 0,00654 0,04481
0,01489 0,14017 0,05839 0,01600 0,00635  0,00664 0,07421 0,01489 0,08738 0,02667 0,00796 0,00633  0,00664 0,03448
0,01539 0,13158 0,05258 0,01410 0,00634  0,00674 0,06111 0,01539 0,08005 0,02344 0,00751 0,00633  0,00674 0,02667
0,01589 0,12362 0,04745 0,01258 0,00634  0,00684 0,05024 0,01589 0,07344 0,02074 0,00718 0,00633  0,00684 0,02086
0,04291 0,01136 0,00634  0,00694 0,04129 0,01639 0,06747 0,01847 0,00695 0,00633  0,00694 0,01659
0,01689 0,10937 [0,03890 0,01038 0,00634  0,00704 0,03398 0,01689 0,06208 0,01657 0,00678 0,00633  0,00704 0,01350
0,01739 0,10300 [0,03536 0,00960 0,00633  0,00714 0,02807 0,01739 0,05720 0,01498 0,00666 0,00633  0,00714 0,01128
; ; 0,03221 0,00897 0,00633  0,00724 0,02332 0,01789 0,05279 0,01365 0,00657 0,00633  0,00724 0,00972

Dessa forma, para encontrar b*, deve-se realizar uma busca entre os valores

b; e b, utilizando o mesmo método de busca adotado na Secdo 4.1.2. A busca por
b* ¢ finalizada quando um valor de P(CFAR ;> b*) suficientemente proximo de
p € encontrado. Define-se valor “suficientemente préximo”, o valor
P(CFAR ;> b*) que com dois digitos significativos seja igual a p. Lembrando

que, os valores de b para m igual a 300 e 1000 foram discretizados em unidades

diferentes dos demais, para um melhor resultado.

Os resultados dessa segunda andlise para o grafico da média centrado em X
sao apresentados em tabelas e graficos no Apéndice D (também aqui sdo

apresentados os resultados para o estimador S, apenas, em fun¢do da semelhanca

encontrada com os resultados do estimador % ).
4

E possivel observar comparando-se os quantis das tabelas do Apéndice D
(Caso UU) com os valores do Apéndice C (Caso KU), em que o grafico da média
estd centrado no valor alvo, que os quantis da CFAR; do Apéndice D sdo maiores

para o mesmo par mxn, como foi observado também na Andlise 1.
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E possivel verificar através da Tabela 7 abaixo que se se deseja limites a
10%, o risco p de que o valor tolerado de 0,007 para CFAR, , por exemplo, seja
ultrapassado, serd necessario retirar pelo menos 300 amostras de tamanho 10. Se o
usudrio for mais rigoroso e quiser uma probabilidade de ultrapassagem desse valor
de apenas 5%, apenas com tamanho de amostras maiores ou iguais a 20 é que

serdo suficientes “somente” 300 amostras para se obter p =5%.

Tabela 7 — Quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcéo de ne m e estimador S,
Caso UU).

b, P (CFAR, > b)=0.05 b, P(CFAR, > b)=0.10
m m

n 25 50 100 300 1000 25 50 100 300 1000
3 5 00234 0.0154 0.0114 0.0084 0.0068  0.0175 0.0124 0.0096 0.0075 0.0065
S 10 0.0184 0.0126 0.0098 0.0076 0.0065  0.0144 0.0105 0.0086 0.0070 0.0062
S 20 0.0154 0.0114 0.0089 0.0072 0.0063  0.0124 0.0095 0.0080 0.0067 0.0061
S 25 0.0146 0.0108 0.0087 0.0071 0.0063  0.0120 0.0094 0.0079 0.0067 0.0060
o 5 0,0355 0,0254 0,0193 0,0146 0,0123  0,0290 0,0210 0,0170 0,0134 0,0117
S 10 0,0300 0,0215 0,0171 0,0136 0,0118  0,0240 0,0183 0,0152 0,0127 0,0114
“;t?? 20 0,0260 0,0193 0,0160 0,0130 0,0115  0,0212 0,0170 0,0143 0,0122 0,0111

25 10,0250 0,0190 0,0155 0,0127 0,0114 0,0205 0,0164 0,0141 0,0121 0,0111

Constata-se que os limites de previsdo ou quantis da CFAR, para n =25

pouco se diferenciam dos quantis para n =20 e que os limites de previsao sofrem
redugdes proporcionalmente menores na situacdo em que m € fixo e n aumenta, do
que na situacdo inversa (n fixo e m aumenta), conforme ja foi relatado na Anélise
1.

Para os valores de m, n e p considerados neste trabalho, o menor quantil de

0,90 que CFAR, pode apresentar no monitoramento conjunto € de 0,0060, para o
valor esperado &, =0,0054 (ver Tabela 7 acima e Figura 2 abaixo) e 0,0111, para

o valor esperado «, =0,010 (ver Tabela 7 acima e Figuras D.1 e D.2 abaixo).

Observe que esses quantis, que sdo obtidos com niveil de confianca (1-p) alto e
com um numero elevadissimo de observacdes (n=25 e m=1.000, resultando em
25.000 observacgdes), ja sao 10% maiores que os valores desejados (nominais), o
que indica qudo severo é o efeito do erro na estimacdo da média e do desvio-

padrao do processo.
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Figura 2 - Grafico dos quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcido de n e m,
a=0,0054, estimador S,.
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b, P (CFAR, > b) = 5%, a; = 0,010
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Figura 3 - Grafico dos quantis de 95% e 90% da CFAR,, em funcdao de ne m,
a=0,010, estimador S,.
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4.3.

Analise 3: Numero minimo de amostras m para cada tamanho de
amostra n que garante com probabilidade p que CFAR, nao é maior
que £% emrelacaoa ;.

Nesta secdo, dados o tamanho de amostra n e um valor maximo tolerado
para CFAR), determina-se o menor nimero de amostras iniciais, m, requerido para
limitar a uma probabilidade p pequena, especificada, o risco de CFAR; exceder o
referido valor mdédximo tolerado; em outras palavras, para garantir uma
probabilidade 1 — p de que CFAR; ndo exceda o valor tolerado. O valor tolerado é
aqui representado em termos de um percentual £ a maior da probabilidade
conjunta de alarme falso nominal. Formalmente, trata-se de determinar o menor

valor de m que garanta que seja satisfeita a seguinte condi¢ao:

£
CFAR, <a, +—a 43.1
J J 100 J. ( )

Em outras palavras, quer-se que o (1— p)-quantil de CFAR; seja igual (ou
menor) que o valor tolerado.

No caso de o grafico da média ser centrado no valor alvo, como ja visto na
Secdo 3.2, CFAR; ¢ uma funcdo monotdnica decrescente de W. Veja as equagdes

(3.2.1) e (3.2.2). Entdo o (1— p)-quantil de CFAR; se relaciona biunivocamente
com o p-quantil de W, que sera denotado por w,_,. Substituindo w por w,_,
naquelas equacdes, obtém-se o (I1— p)-quantil de CFAR;. Como, porém, a
distribuicao de W depende de m e n, assim os seus quantis dependem de m e n,

como visto na Secdo 4.2. Trata-se, entdo, de, dados n, a;, £ ep, determinar o
menor valor de m tal que, ao substituir w por w,_, no membro direito de (3.2.1)
— ou de (3.2.2), conforme o estimador utilizado para o desvio-padrao — o seu

membro esquerdo se torne igual ou menor a (1+%00)a/,. Nio ha maneira de

determinar m por uma férmula direta: € necessdrio realizar uma busca para obter o
menor m tal que a condi¢do seja satisfeita.

Foi mostrado na Secdo 3.2 como obter quantis desejados de W, tanto no

caso do estimador S, como no do estimador % . Utilizando o procedimento ali
4
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descrito, para cada valor de m considerado na busca, calcula-se w,_ , s em seguida
calcula-se CFAR; e verifica-se se a condi¢dao em (4.3.1) foi atendida.

Para o caso de o grafico da média ser centrado em X , o problema torna-se
mais complexo, pois agora, CFAR; € funcao de duas varidveis aleatérias, We V;

portanto, ndo hd uma fun¢do biunivoca relacionando seu (1— p)-quantil com o p-

quantil de outra varidvel. Os valores de m requeridos, porém, ainda podem ser
obtidos por busca, ja que, dado o valor de n, para cada valor de m a distribui¢ao de
probabilidades de CFAR; é tunica e seus quantis podem ser determinados,
conforme mostrado na Secdo 4.2.2. Apenas, a busca requer muito mais esfor¢o
computacional que no caso anterior, j4 que os proprios quantis de CFAR;
requerem busca para a sua determinacdo, como visto na Secao 4.2.2. Entdo, trata-
se de uma busca embutida dentro de outra: deve-se variar m e, para cada valor de

m, determinar por uma busca (ndo mais por uma expressdo fechada) o (1- p)-

quantil de CFAR;; em seguida, verificar se a condi¢ao em (4.3.1) foi satisfeita.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021712/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021712/CA

86

4.3.1.
Grafico da Média centrado no valor alvo — Caso KU

A partir da andlise da Tabela 8 abaixo, pode-se constatar que, como
esperado, os menores valores de m sdo obtidos quando se toleram maiores valores

para CFAR, (maiores valores de ¢) e/ou maiores probabilidades (p) de

ultrapassagem do valor tolerado. Da mesma forma, evidentemente, para amostras
maiores, o nimero minimo de amostras inicial requerido diminui. Considerando

n=5, « ;= 0,0054 e £ =50% , o menor nimero de amostras iniciais que garante

com 85% de probabilidade que o risco &; ndo € maior que 50% em relagéo a

CFAR, (em notagdo formal, P(CFAR, >15«;) = P(CFAR, >0,0081) =0,15) ¢,

no minimo, de 120 amostras. Com um tamanho de amostras maior, por exemplo,
n=20 o ndmero minimo de amostras requerido € de 54 amostras. Para

risco a;

probabilidades de ultrapassagem do menores, por exemplo,
P(CFAR, > 15« j) =0,10, o numero minimo de amostras necessario aumenta
consideravelmente, passando a ser de 181 amostras de tamanho n=35.

Para um valor maior de « ;» por exemplo, 0,010, o menor m que garante
P(CFAR, > I,Saj) = P(CFAR, >0,015)=0,15 é de 97 amostras
(aproximadamente 19% menor do que para «; =0,0054) de tamanho n=35 e 43

amostras para n = 20.

Tabela 8 — Niimero minimo de amostras iniciais m em func¢io de n,comp =5,10e 15%, &=
10, 20, 30, 40 e 50% e estimador S , , Caso KU.

m, a; = 0,0054

£ =10% £ =20%
P [CFAR,> 1,100;] P [CFAR,> 1,20a] P [CFAR,> 1,300;] P [CFAR,> 1,40q;] P [CFAR, > 1,500(]
n 005 010 015 0,05 010 015 005 0,0 0,15 005 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15

£ =30% £ =40% £ =50%

5 5.468 3.328 2.184  1.489 909 598 716 438 289 434 266 176 295 181 120

10 3.403 2070 1.358 920 561 369 451 275 182 274 168 111 180 110 73
20 2356 1.433 940 647 394 259 313 191 126 192 118 78 133 76 54
25 2136 1.299 852 588 358 236 285 174 114 175 107 71 122 72 49
m, a; = 0,010
£ =10% £ =20% £ =30% £ =40% £ =50%

P [CFAR, > 1,10q]

P [CFAR, > 1,20q]

P [CFAR, > 1,30q]

P [CFAR, > 1,400(]

P [CFAR, > 1,500(]

n 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 4.384 2.669 1.752  1.192 725 479 571 351 231 347 213 141 236 145 97
10  2.771 1.686 1.107 758 463 304 366 224 148 222 136 90 148 91 60
20 1.954 1.189 780 531 323 213 260 159 105 159 98 60 110 65 43
25 1.774 1.079 708 485 295 194 239 146 96 142 87 57 101 61 41
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Para menores diferengas percentuais entre o risco ¢; € maior risco
CFAR, tolerado, o nimero minimo de amostras aumenta. Ainda pela Tabela 8
acima, verifica-se, por exemplo, que para &; =0,010 e £€=10%, para garantir
que P(CFAR, >1,10a'].) =0,15, sdo necessarias no minimo 1.752 amostras de

tamanho n =35 e 780 amostras de tamanho n =20.

Uma importante constatagdo a partir desta forma de apresentacdo dos
dados e para os parametros utilizados na andlise € a de que o nimero de amostras
recomendado em livros tradicionais e amplamente recomendados de CEP [por
exemplo, Montgomery (2013)], m = 25, ndo consta na Tabela acima, podendo-se
inferir que nao € possivel obter com no minimo 85% de probabilidade, um risco

CFAR, no méaximo 50% maior em relagéo ao «;. E equivalente afirmar que ndo

€ possivel garantir com um razodvel grau de certeza (p >85% ), que m =25

amostras iniciais, retiradas de um processo cujos parametros sao desconhecidos e
estimados com erro, seja suficiente para estabelecer um risco de alarme falso
conjunto obtido no maximo 50% maior em relacdo ao risco de alarme falso
conjunto dos grificos de X e S, quando os parimetros sio estimados com
precisao.

Como nas andlises anteriores ja se verificou que os valores de saida
obtidos em cada andlise para ambos os estimadores do desvio-padrdo sdo muito
proximos, os resultados apresentados para a Anélise 3 correspondem somente aos

valores calculados utilizando-se o estimador S,,.
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4.3.2.
Grafico da Média centrado em X — Caso UU

Para o caso do grafico da média centrado em X , os valores minimos de m
sao maiores do que os obtidos na Secdo anterior, como esperado. A partir da
andlise da Tabela 9 abaixo, onde sdo apresentados os valores de m, o menor

nimero de amostras iniciais que garante com 85% de probabilidade que CFAR,
ndo serd mais que 50% maior que a probabilidade nominal de alarme-falso «;
[ P(CFAR, > 1,50(j) =0,15] € de 51 amostras para o valor esperado a; = 0,010 e
n =25; e 61 amostras para o valor esperado &; =0,0054 (aproximadamente 24%

maior do que a situagdo equivalente no caso do grafico da média centrado no

valor alvo). Para probabilidades de ultrapassagem do risco «; menores, por
exemplo, P(CFAR, >15« j) =0,05, o nimero minimo de amostras necessario

aumenta consideravelmente, passando a ser de 140 (15% maior do que o valor
obtido com parametros equivalentes no Caso KU para o valor esperado

;=0,010) e 118 (17% maior do que o valor obtido com pardmetros
equivalentes no Caso KU para o valor esperado ¢; =0,0054 ). Observe-se, porém,

que n = 25 ndo € um tamanho de amostra tipicamente empregado ou recomendado

em CEP. Com um valor mais tipico, n = 5 e a; =0,0054, os valores de m
necessdrios para garantir com 85% de probabilidade que CFAR, ndo serd mais
que 50 % maior que a probabilidade nominal de alarme falso «; jd se tornam

m=120 no caso KU e m=137 no caso UU; e, para riscos de 10% de
ultrapassagem de um valor 20% maior que a probabilidade nominal de alarme

falso a; = 0,0054, j4 sdao necessarias no minimo 909 amostras no caso KU e 982

no caso UU.
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Tabela 9 — Nimero minimo de amostras iniciais m em funcao de n, comp =5,10e 15%, €&
= 10, 20, 30, 40 e 50% e estimador S ,, , Caso UU.

m, a; = 0,0054
£ =10% £ =20% £ =30% £ =40% £ =50%
P [CFAR, > 1,10aj] P [CFAR, > 1,20a;] P [CFAR,> 1,300;] P [CFAR,> 1,40a;] P [CFAR,> 1,50a;]
n 0,05 010 0,175 005 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 5.955 3.557 2.335 1.633 982 650 791 478 319 482 293 197 332 203 137
10 3.729 2232 1.470 1.030 622 414 502 306 205 308 188 127 214 131 89
20 2.588 1.563 1.033 723 442 296 356 219 149 219 136 93 153 96 66
25 2348 1.419 940 658 402 271 323 200 136 201 125 86 140 88 61
m, a; = 0,010
£ =10% £ =20% £ =30% £ =40% £ =50%
P [CFAR, > 1,100;] P [CFAR, > 1,200;] P [CFAR,> 1,300;] P [CFAR,> 1,40a;] P [CFAR,> 1,50q;]
n 0,05 010 0,15 005 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 4781 2860 1.879 1.311 790 524 634 385 257 387 236 159 267 163 111
10 3.042 1.824 1.203 841 509 340 410 250 169 252 155 105 175 108 74
20 2.154 1.296 858 602 367 246 296 182 124 183 113 78 128 79 55
25 1961 1.181 783 550 335 226 272 167 114 168 105 72 118 74 51

Assim como observado na sec¢do anterior, é possivel constatar que ndo ¢é

possivel obter com no minimo 85% de probabilidade um risco CFAR, no

méximo 50% maior em relag@o ao valor esperado &, com m =25.
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Consideracoes Finais e Recomendacoes

O controle estatistico de processos compde-se, essencialmente, do
monitoramento on line dos processos por griaficos de controle. Os limites dos
graficos de controle baseiam-se em estimativas dos parametros do processo
(média e desvio-padrdo, no caso de caracteristicas de qualidade mensurdveis —
“controle por varidveis”). Modelos matematicos para determinar a probabilidade
de alarme falso pressupdem parametros estimados com precisdo. A imprecisao das
estimativas afeta os valores dessa medida de desempenho, fazendo-os diferir dos

valores ‘“nominais”, previstos pelos modelos matematicos.

Recomendagdes tradicionais sdo de que os pardmetros sejam estimados
com base nos valores da varidvel de interesse medidos em pelo menos 25
amostras de 4 ou mais unidades do produto. Vdrios autores advertem que tal
nimero de amostras iniciais € insuficiente para manter, com um razodvel grau de
certeza, a probabilidade de alarme falso préxima ao valor nominal. Por exemplo,
com amostras de tamanho entre 4 e 5, para manter a probabilidade de alarme falso
dentro de limites razodveis, seria necessario utilizar pelo menos 100 amostras na

estimagdo dos parametros do processo.
Neste trabalho, analisou-se o efeito da estimacao dos parametros na Fase 11

no monitoramento conjunto do processo em controle através dos graficos de X e
S, obtendo-se expressdes analiticas para a probabilidade conjunta de alarme-falso
condicional, CFAR;, em dois casos: quando ambos a média e o desvio-padrao do

processo sdo desconhecidos e necessitam ser estimados, € quando apenas o

desvio-padrio é desconhecido e, portanto, estimado (grafico de X centrado no
valor-alvo). Tabelas foram apresentadas para quantis superiores da CFAR;, que
constituem limites de previsdo da taxa de alarme falso real que um particular par
de gréficos pode apresentar. Adicionalmente, foram fornecidos os nimeros de
amostras na Fase I necessarios para garantir um especificado desempenho em
controle, em termos de manter limitado a um valor pequeno a probabilidade de

que CFAR; exceda um valor tolerado (também especificado).

Foram considerados graficos com limites de probabilidade ajustados para

ARL s nominais em controle de 370 e 200 (para cada um dos gréficos), e utilizado
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como estimador do desvio-padrdo do processo % ou S, (a raiz quadrada da
4

variancia S ; ). Foi considerado o Grafico de S sem limite de controle inferior.

Verificou-se que, para um dado n, quando m aumenta, a probabilidade de
CFAR, exceder um valor b torna-se significativamente menor, podendo-se

concluir que para se ter um alto grau de confianca de que a CFAR; se manterd
préxima ao valor especificado b (probabilidade de exceder baixa) € necessario um
nimero de amostras m muito grande. Os resultados demostram que com 25
amostras iniciais (m) de tamanho n = 5, nimeros usualmente recomendados na
literatura tradicional de CEP, ha grande probabilidade de CFAR; ser

consideravelmente maior que o valor nominal ;. Além disso, comparando-se as

densidades acumuladas da CFAR, no Caso UU com as densidades acumuladas

no Caso KU), constata-se que a densidade acumulada da CFAR, no Caso UU
cresce mais rapidamente que no Caso KU, para 0 mesmo par mxn.

Verificou-se que para os valores de m, n e ¢, considerados neste trabalho,
o menor quantil de 0,90 que CFAR, pode apresentar no monitoramento conjunto
€ de 0,0060, para o valor esperado ¢, =0,0054 ¢ 0,0111, para o valor esperado
o, =0,010, que sdo obtidos para n = 25 (atipico) e m = 1.000 (muito grande).
Observe que esses quantis “minimos” ja sdo 10% maiores que os valores
esperados para ¢, em cada caso, o que indica quio severo € o efeito do erro na

estimacdo da média e do desvio-padrdo do processo. Esses resultados sdo
consistentes com os obtidos por Epprecht et al. (2015), Saleh et al. (2015) e
Jardim et al. (2016).

Uma importante constatacdo, conforme ja apresentado, ¢ a de que o
nimero de amostras recomendado em livros tradicionais e amplamente
recomendados de CEP, m =25, ndo consta entre os resultados, podendo-se

afirmar que ndo € possivel garantir com um razoavel grau de certeza ( p =85% ),

que m =25 amostras iniciais, retiradas de um processo cujos parametros siao
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desconhecidos e estimados com erro, seja suficiente para estabelecer um risco de

alarme falso conjunto obtido no maximo 50% maior em relacdo ao risco de alarme

falso conjunto dos gréificos de X e S, quando os parametros sdo estimados com

precisao.
Em todas as andlises foram obtidos resultados semelhantes para os dois

estimadores do desvio-padrao utilizados, % e Sp,. Por este motivo, em alguns
4

casos, somente foram apresentados os resultados obtidos para o estimador S,, por

ser melhor estimador que % em termos do erro quadratico médio. Observou-se
4

que a diferenca entre os resultados para os dois estimadores, em cada andlise,

diminuiu na medida em que m aumentou.

E importante destacar que o nimero de amostras () na Fase I necessario
para garantir o desejado desempenho conjunto em controle dos gréaficos estd entre
os nimeros de amostras encontrados para o grafico de X (resultados
intermedidrios calculados neste trabalho) e os nimeros de amostra obtidos por
Epprecht et al. (2015) para o gréaficos de S, dadas as mesmas condi¢des (a mesma
probabilidade p de a taxa de alarme falso conjunta condicional em questio —

CFAR;, CFAR; ou CFARs — exceder o seu respectivo valor nominal por um

mesmo percentual £) e considerando como taxa de alarme-falso conjunta nominal

a taxa de alarme-falso conjunta quando cada grafico apresentasse sua taxa de

alarme-falso nominal individual.

Em termos concretos: uma taxa de alarme-falso individual de 0,0027 para
cada gréfico correspondente a uma taxa de alarme-falso conjunta de 0,0054 para o
par de graficos. E, por exemplo, para qualquer tamanho de amostra, o nimero
minimo de amostras para garantir com uma probabilidade de 0,90 que a taxa de
alarme-falso conjunta obtida ndo excederd 0,0054 mais do que 20%, esta entre o

nimero minimo de amostras que garante com probabilidade de 0,90 que a taxa de

alarme-falso obtida para o grifico de X p50 excede mais do que 20% o valor

esperado 0,0027 e © nimero minimo de amostras que garante com probabilidade
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de 0,90 que a taxa de alarme-falso obtida para o grafico de § pigo excede mais do

que 20% o valor esperado 0,0027.

Isso demonstra que considerar o desempenho conjunto dos graficos em
controle alivia ligeiramente o problema do grande niimero de amostras iniciais
necessdrio, que ndo € tdo grande como o nimero maximo requerido pelos dois
graficos. No entanto, este nuimero ainda é muito grande. Isso motiva a
investigacdo do ajuste dos limites dos graficos (estudado por Faraz et al., 2015 e

por Goedhard et al., 2016b para o grifico de S individualmente, bem como por

Goedhard et al., 2016a e por Jardim et al, 2016 para o grifico de X
individualmente) a partir da perspectiva do seu desempenho conjunto. Esta ¢ uma
questdo que merece ser investigada.

Na secdo 4.1.1 observou-se que, para m=25 e valores de n analisados, a
probabilidade de CFAR; exceder determinado valor para o estimador S, € maior

do que a probabilidade de exceder esse mesmo valor quando se utiliza o estimador

% , ou seja, o inverso do que ocorreu para valores de m maiores que 25. Por
4

exemplo,  P(CFAR, >0,021|6 = §/c,,m=25n=5,2, =010)=0,1289 ¢

P(CFAR, >0,021|6 = Sp,m =25,n=5,a, =0,10) =0,1522 . Essa € uma questdo

que merece ser investigada, recomendando-se verificar o comportamento da
CFAR; para valores de m entre 25 e 100, para ambos os estimadores, uma vez que
pode ser que para alguns valores especificos de CFAR, a situag@o se inverta e a
probabilidade de ultrapassagem de tais valores seja maior com o estimador S / c,

do que com o estimador S,
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Apéndice A -
Tabelas e Graficos da Analise 1 — Grafico da Média
centrado no valor alvo (Caso KU)
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Tabela A.1 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para

a, =0,0054 e estimador §/c4 , Caso KU.

99

n=>5,10, 20 e 25,

P (CFAR, > b)

m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0054 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 10 0,0054 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
0,0073 0,3653 0,3131 0,2455 0,1165 0,0147 0,0077 0,3003 0,2295 0,1475 0,0349 0,0005
0,0098 0,2455 0,1650 0,0842 0,0085 0,0000 0,0110 0,1475 0,0693 0,0181 0,0001 0,0000
0,0131 0,1508 0,0720 0,0194 0,0002 0,0000 0,0157 0,0581 0,0132 0,0008 0,0000 0,0000
0,0174 0,0842 0,0257 0,0029 0,0000 0,0000 0,0221 0,0181 0,0015 0,0000 0,0000 0,0000
0,0229 0,0426 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000 0,0309 0,0044 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0299 0,0194 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000 0,0428 0,0008 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0389 0,0080 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0585 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0500 0,0029 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0789 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0638 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1047 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 0,0054 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 25 0,0054 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
0,0084 0,2219 0,1394 0,0628 0,0040 0,0000 0,0065 0,3652 0,3130 0,2453 0,1163 0,0146
0,0131 0,0628 0,0152 0,0011 0,0000 0,0000 0,0079 0,2453 0,1648 0,0840 0,0085 0,0000
0,0203 0,0108 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0095 0,1506 0,0718 0,0193 0,0002 0,0000
0,0314 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0115 0,0840 0,0256 0,0029 0,0000 0,0000
0,0476 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0140 0,0424 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000
0,0707 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0170 0,0193 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000
0,1024 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0206 0,0079 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
0,1443 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0249 0,0029 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1975 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0301 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Figura A.1 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,0054 e estimador S_/c4 , Caso KU.
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Figura A.2 - Grafico da distribuicao acumulada complementar P(CFAR,>a), para n =
20 e 25, a,=0,0054 e estimador S/c4 , Caso KU.
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Tabela A.2 (Tabela 2 no texto) — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para

n=5,10, 20 e 25,

a,;=0,010 e estimador §/c4 , Caso KU.

P (CFAR, > b)

m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 10 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
0,0131 0,3530 0,3131 0,2455 0,1165 0,0147 0,0138 0,3003 0,2295 0,1475 0,0349 0,0005
0,0170 0,2253 0,1650 0,0842 0,0085 0,0000 0,0190 0,1475 0,0693 0,0181 0,0001 0,0000
0,0221  0,1289 0,0720 0,0194 0,0002 0,0000 0,0261 0,0581 0,0132 0,0008 0,0000 0,0000
0,0284 0,0657 0,0257 0,0029 0,0000 0,0000 0,0355 0,0181 0,0015 0,0000 0,0000 0,0000
0,0364 0,0296 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000 0,0480 0,0044 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0462 0,0118 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000 0,0643 0,0008 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0583 0,0041 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0849 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0730 0,0013 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1108 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0907 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1426 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 25 0,0100 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
0,0149 0,2219 0,1394 0,0628 0,0040 0,0000 0,0118 10,3652 0,3130 0,2453 0,1163 0,0146
0,0222 0,0628 0,0152 0,0011 0,0000 0,0000 0,0140 0,2453 0,1648 0,0840 0,0085 0,0000
0,0332 0,0108 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0167 0,1506 0,0718 0,0193 0,0002 0,0000
0,0490 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0199 0,0840 0,0256 0,0029 0,0000 0,0000
0,0712 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0237 10,0424 0,0074 0,0003 0,0000 0,0000
0,1014 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0282 0,0193 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000
0,1411 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0336 0,0079 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
0,1914 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0399 0,0029 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2526 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0472 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021712/CA


103

a,=0,010

=5

P(CFAR >b); n

—m =30

50
— -m =100

*m

-=-=m=300

1000

m=

- 090°0
- 850°0
I 950'0
500
2500
{ 000
{00

- 9%0°0

& 700

. 2v0°0

(@ <"4v40) d

0,010

a

10

n

P(CFAR >b)

25

-m=>50
— -m=100
===m= 300
m = 1000

— )

J=

(q <"4v+42)d

VO/ZT.LTZ0T oN [enbia ogdeonla)d - or4-oNd

0,00

- 050°0
- 8v0'0
- 910'0
- v10'0
- 2v0'0
- 0v0'0
80’0
9£0'0
¥E0'0
2€0°0

:H 0g0'0

9100

v10°0

210’0

0100

=5e

/c4 , Caso KU.

Figura A.3 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,010 e estimador S
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Figura A.4 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a;=0,010 e estimador S
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Tabela A.3 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,
a,=0,0054 e estimador S,, Caso KU.

P (CFARJ > b), a, = 0,0054

m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0110 0,2090 0,1192 0,0454 0,0016 0,0000 10 0,0054 0,5125 0,5089 0,5063 0,5036 0,5020
0,0124 0,1700 0,0833 0,0238 0,0003 0,0000 0,0077 0,3082 0,2324 0,1470 0,0332 0,0004
0,0139 0,1358 0,0561 0,0116 0,0000 0,0000 0,0110 10,1496 0,0680 0,0168 0,0001 0,0000
0,0155 0,1065 0,0363 0,0052 0,0000 0,0000 0,0157 10,0570 0,0120 0,0007 0,0000 0,0000
0,0174 0,0820 0,0227 0,0022 0,0000 0,0000 0,0221 0,0167 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000
0,0229 10,0392 0,0058 0,0002 0,0000 0,0000 0,0309 0,0037 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0299 0,0165 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0428 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0389 0,0061 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0585 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0500 0,0019 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0789 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0638 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1047 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 0,0054 0,5086 0,5061 0,5043 0,5025 0,5014 25 0,0054 0,5077 0,5054 0,5038 0,5022 0,5012
0,0084 0,2260 0,1403 0,0622 0,0037 0,0000 0,0086 0,1976 0,1119 0,0418 0,0013 0,0000
0,0131 0,0627 0,0145 0,0010 0,0000 0,0000 0,0140 0,0420 0,0070 0,0002 0,0000 0,0000
0,0203 0,0102 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0226 0,0045 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0314 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0362 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0476 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0565 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0707 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0860 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1024 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1267 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1443 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1803 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1975 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,2475 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Figura A.5 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b,

10, a, =0,0054 e estimador Sp , Caso KU.
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Figura A.6 — Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a,=0,0054 e estimador Sp, Caso KU.
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Tabela A.4 (Tabela 1 no texto) — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n
= 5,10, 20 e 25, a,=0,010 e estimador Sp , Caso KU.

P (CFAR, > b), a, = 0,010

m m
n b 25 50 100 300 1000 n b 25 50 100 300 1000
5 0,0100 0,5188 0,5133 0,5094 0,5054 0,5030 10 0,0100 0,5125 0,5089 0,5063 0,5036 0,5020
0,0131 0,3792 0,3197 0,2462 0,1119 0,0126 0,0138 10,3082 0,2324 0,1470 0,0332 0,0004
0,0170 0,2528 0,1648 0,0804 0,0070 0,0000 0,0190 0,1496 0,0680 0,0168 0,0001 0,0000
0,0221 0,1522 0,0686 0,0168 0,0001 0,0000 0,0261 0,0570 0,0120 0,0007 0,0000 0,0000
0,0284 10,0820 0,0227 0,0022 0,0000 0,0000 0,0355 0,0167 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000
0,0364 0,0392 0,0058 0,0002 0,0000 0,0000 0,0480 0,0037 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0462 0,0165 0,0011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0643 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0583 0,0061 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0849 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0730 0,0019 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1108 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0907 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1426 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 0,0100 0,5086 0,5061 0,5043 0,5025 0,5014 25 0,0100 0,5077 0,5054 0,5038 0,5022 0,5012
0,0149 0,2260 0,1403 0,0622 0,0037 0,0000 0,0153 0,1976 0,1119 0,0418 0,0013 0,0000
0,0222 0,0627 0,0145 0,0010 0,0000 0,0000 0,0237 10,0420 0,0070 0,0002 0,0000 0,0000
0,0332 0,0102 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0366 0,0045 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
0,0490 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0558 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0712 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0832 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1014 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1211 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1411  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1710 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1914 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,2337 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,2526 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3089 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Figura A.7 (Figura 1 no texto) - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um

valor b, para n
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e 25, a,=0,010 e estimador Sp, Caso KU.
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Tabela B.1 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,
a,=0,0054 e estimador S / ¢, , Caso UU.

P(CFAR, > b) N

m m m m

n b 25 50 100 300 b 1000 n b 25 50 100 300 b 1000
5 0,00539 0,54434 0,53255 0,52402 0,51519  0,00539 0,50964 10 0,00539 0,55697 0,54132 0,53013 0,51863 0,00539 0,51153
0,00589 0,50382 0,47560 0,44397 0,37864  0,00544 0,48333 0,00589 0,50464 0,46795 0,42732 0,34493 0,00544 0,47768
0,00639 0,46640 0,42353 0,37216 0,26507  0,00549 0,45744 0,00639 0,45649 0,40152 0,33711 0,21018 0,00549 0,44433
0,00689 0,43193 0,37638 0,30932 0,17834  0,00554 0,43186 0,00689 0,41253 0,34258 0,26145 0,11965 0,00554 0,41174
0,00739 0,40022 0,33400 0,25540 0,11649  0,00559 0,40685 0,00739 0,37262 0,29107 0,20012 0,06524  0,00559 0,38008
0,00789 0,37108 0,29613 0,20985 0,07472  0,00564 0,38244 0,00789 0,33651 0,24656 0,15173 0,03531 0,00564 0,34952
0,00839 0,34430 0,26242 0,17182 0,04768 0,00569 0,35871 0,00839 0,30395 0,20844 0,11434 0,01995 0,00569 0,32021
0,00889 0,31969 0,23253 0,14039 0,03080 0,00574 0,33572 0,00889 0,27464 0,17602 0,08594 0,01250 0,00574 0,29215
0,00939 0,29708 0,20608 0,11460 0,02056 0,00579 0,31354 0,00939 0,24829 0,14859 0,06463 0,00904 0,00579 0,26563
0,00989 0,27629 0,18272 0,09356 0,01448 0,00584 0,29221 0,00989 0,22463 0,12548 0,04881 0,00749 0,00584 0,24066
0,01039 0,25718 0,16211 0,07649 0,01094 0,00589 0,27178 0,01039 0,20339 0,10607 0,03717 0,00682 0,00589 0,21727
0,01089 0,23959 0,14395 0,06268 0,00891 0,00594 0,25219 0,01089 0,18433 0,08979 0,02865 0,00653 0,00594 0,19548
0,01139 0,22339 0,12796 0,05156 0,00777 0,00599 0,23360 0,01139 0,16722 0,07617 0,02246 0,00642 0,00599 0,17530
0,01189 0,20847 0,11387 0,04261 0,00713  0,00604 0,21597 0,01189 0,15187 0,06478 0,01796 0,00637 0,00604 0,15671
0,01239 0,19471 0,10147 0,03542 0,00677  0,00614 0,18355 0,01239 0,13807 0,05527 0,01471 0,00635 0,00614 0,12405
0,01289 0,18202 0,09055 0,02965 0,00657  0,00624 0,15491 0,01289 0,12568 0,04733 0,01237 0,00634 0,00624 0,09719
0,01339 0,17030 0,08093 0,02504 0,00646  0,00634 0,12989 0,01339 0,11454 0,04070 0,01068 0,00634 0,00634 0,07548
0,01389 0,15946 0,07245 0,02134 0,00640  0,00644 0,10830 0,01389 0,10452 0,03516 0,00946 0,00633 0,00644 0,05826
0,01439 0,14944 0,06498 0,01837 0,00637  0,00654 0,08983 0,01439 0,09550 0,03054 0,00859 0,00633 0,00654 0,04481
0,01489 0,14017 0,05839 0,01600 0,00635 0,00664 0,07421 0,01489 0,08738 0,02667 0,00796 0,00633 0,00664 0,03448
0,01539 0,13158 0,05258 0,01410 0,00634  0,00674 0,06111 0,01539 0,08005 0,02344 0,00751 0,00633 0,00674 0,02667
0,01589 0,12362 0,04745 0,01258 0,00634 0,00684 0,05024 0,01589 0,07344 0,02074 0,00718 0,00633 0,00684 0,02086
0,01639 0,11623 0,04291 0,01136 0,00634 0,00694 0,04129 0,01639 0,06747 0,01847 0,00695 0,00633 0,00694 0,01659
0,01689 0,10937 0,03890 0,01038 0,00634 0,00704 0,03398 0,01689 0,06208 0,01657 0,00678 0,00633 0,00704 0,01350
0,01739 0,10300 0,03536 0,00960 0,00633 0,00714 0,02807 0,01739 0,05720 0,01498 0,00666 0,00633 0,00714 0,01128
0,01789 0,09708 0,03221 0,00897 0,00633 0,00724 0,02332 0,01789 0,05279 0,01365 0,00657 0,00633 0,00724 0,00972
20 0,00539 0,56924 0,54978 0,53600 0,52194 0,00539 0,51334 25 00,0054 0,57304 0,55241 0,53781 0,52296 0,00539 0,51390
0,00589 0,50569 0,46084 0,41177 0,31428  0,00544 0,47222 0,00589 0,50607 0,45870 0,40707 0,30519  0,00544 0,47057
0,00639 0,44751 0,38133 0,30569 0,16584  0,00549 0,43200 0,00639 0,44486 0,37530 0,29646 0,15379  0,00549 0,42822
0,00689 0,39496 0,31244 0,22094 0,07956  0,00554 0,39290 0,00689 0,38976 0,30361 0,20951 0,06993 0,00554 0,38716
0,00739 0,34795 0,25412 0,15653 0,03676  0,00559 0,35526 0,00739 0,34073 0,24358 0,14487 0,03090 0,00559 0,34776
0,00789 0,30621 0,20562 0,10946 0,01800  0,00564 0,31939 0,00789 0,29745 0,19428 0,09880 0,01502 0,00564 0,31036
0,00839 0,26934 0,16582 0,07607 0,01052  0,00569 0,28551 0,00839 0,25949 0,15439 0,06701 0,00919  0,00569 0,27523
0,00889 0,23691 0,13350 0,05292 0,00776  0,00574 0,25380 0,00889 0,22635 0,12248 0,04563 0,00722 0,00574 0,24256
0,00939 0,20845 0,10745 0,03717 0,00680 0,00579 0,22439 0,00939 0,1975 0,09717 0,03152 0,00660 0,00579 0,21248
0,00989 0,18353 0,08659 0,02659 0,00648 0,00584 0,19722 0,00989 0,17244 0,07723 0,02235 0,00641 0,00584 0,18504
0,01039 0,16174 0,06996 0,01957 0,00638 0,00589 0,17253 0,01039 0,15072 0,06159 0,01646 0,00635 0,00589 0,16023
0,01089 0,14271 0,05673 0,01495 0,00635 0,00594 0,15020 0,01089 0,1319 0,04936 0,01270 0,00634 0,00594 0,13802
0,01139 0,12608 0,04625 0,01192 0,00634 0,00599 0,13015 0,01139 0,1156 0,03983 0,01033 0,00633 0,00599 0,11829
0,01189 0,11156 0,03795 0,00995 0,00633 0,00604 0,11229 0,01189 0,1015 0,03241 0,00884 0,00633 0,00604 0,10092
0,01239 0,09888 0,03138 0,00867 0,00633 0,00614 0,08265 0,01239 0,08928 0,02665 0,00790 0,00633 0,00614 0,07260
0,01289 0,08779 0,02619 0,00785 0,00633  0,00624 0,06012 0,01289 0,07871 0,02217 0,00731 0,00633 0,00624 0,05166
0,01339 0,07811 0,02209 0,00731 0,00633  0,00634 0,04346 0,01339 0,06954 0,01869 0,00695 0,00633 0,00634 0,03662
0,01389 0,06963 0,01885 0,00697 0,00633  0,00644 0,03145 0,01389 0,06159 0,01598 0,00672 0,00633 0,00644 0,02613
0,01439 0,06221 0,01628 0,00674 0,00633  0,00654 0,02299 0,01439 0,05469 0,01388 0,00657 0,00633 0,00654 0,01898
0,01489 0,05571 0,01425 0,00660 0,00633 0,00664 0,01718 0,01489 0,0487 0,01224 0,00648 0,00633 0,00664 0,01426
0,01539 0,05001 0,01264 0,00651 0,00633 0,00674 0,01327 0,01539 0,04349 0,01096 0,00643 0,00633 0,00674 0,01120
0,01589 0,04501 0,01137 0,00645 0,00633 0,00684 0,01070 0,01589 0,03896 0,00997 0,00639 0,00633 0,00684 0,00927
0,01639 0,04062 0,01036 0,00641 0,00633 0,00694 0,00903 0,01639 0,03501 0,00919 0,00637 0,00633 0,00694 0,00807
0,01689 0,03675 0,00955 0,00638 0,00633 0,00704 0,00798 0,01689 0,03157 0,00858 0,00636 0,00633 0,00704 0,00734
0,01739 0,03335 0,00891 0,00636 0,00633 0,00714 0,00732 0,01739 0,02856 0,00811 0,00635 0,00633 0,00714 0,00691
0,01789 0,03035 0,00840 0,00635 0,00633 0,00724 0,00691 0,01789 0,02594 0,00774 0,00634 0,00633 0,00724 0,00666
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Figura B.1 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,0054 e estimador S_/c4 , Caso UU.
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Figura B.2 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a,=0,0054 e estimador S / ¢, , Caso UU.
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Tabela B.2 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,

a,; =0,010 e estimador S/C4 , Caso UU.

P (CFAR, > b)

m m m m

n b 25 50 100 300 b 1000 n b 25 50 100 300 b 1000

5 0,00997 0,54388 0,53218 0,52375 0,51505  0,00997 0,50956 10 0,00997 0,55588 0,54052 0,52957 0,51836  0,00997 0,51134
0,01048 0,51899 0,49717 0,47442 0,43019  0,01003 0,49370 0,01048 0,52400 0,49572 0,46656 0,41039 0,01003 0,49108
0,01098 0,49514 0,46372 0,42765 0,35208 0,01008 0,47791 0,01098 0,49346 0,45308 0,40730 0,31360 0,01008 0,47093
0,01148 0,47230 0,43194 0,38381 0,28284  0,01013 0,46224 0,01148 0,46432 0,41286 0,35266 0,23203 0,01013 0,45097
0,01198 0,45047 0,40185 0,34313 0,22346  0,01018 0,44671 0,01198 0,43660 0,37521 0,30312 0,16689 0,01018 0,43125
0,01248 0,42963 0,37348 0,30571 0,17398  0,01023 0,43134 0,01248 0,41030 0,34021 0,25887 0,11725 0,01023 0,41174
0,01298 0,40974 0,34680 0,27155 0,13380 0,01028 0,41610 0,01298 0,38541 0,30785 0,21984 0,08093 0,01028 0,39260
0,01348 0,39078 0,32179 0,24056 0,10189  0,01033 0,40110 0,01348 0,36189 0,27810 0,18580 0,05530 0,01033 0,37381
0,01398 0,37272 0,29840 0,21263 0,07704  0,01038 0,38631 0,01398 0,33972 0,25085 0,15641 0,03778 0,01038 0,35542
0,01448 0,35552 0,27656 0,18757 0,05805 0,01043 0,37177 0,01448 0,31884 0,22600 0,13125 0,02613  0,01043 0,33746
0,01498 0,33914 0,25622 0,16521 0,04376  0,01048 0,35747 0,01498 0,29920 0,20341 0,10987 0,01857  0,01048 0,31996
0,01548 0,32357 0,23730 0,14533 0,03316  0,01053 0,34344 0,01548 0,28075 0,18293 0,09183 0,01378  0,01053 0,30295
0,01598 0,30875 0,21972 0,12772 0,02539  0,01058 0,32970 0,01598 0,26343 0,16442 0,07670 0,01080 0,01058 0,28645
0,01648 0,29465 0,20342 0,11217 0,01977  0,01063 0,31624 0,01648 0,24719 0,14772 0,06407 0,00898 0,01063 0,27047
0,01698 0,28125 0,18830 0,09848 0,01573  0,01073 0,29026 0,01698 0,23196 0,13269 0,05359 0,00788 0,01073 0,24018
0,01748 0,26851 0,17431 0,08646 0,01287  0,01083 0,26558 0,01748 0,21769 0,11918 0,04491 0,00723 0,01083 0,21216
0,01798 0,25639 0,16136 0,07593 0,01085  0,01093 0,24225 0,01798 0,20433 0,10705 0,03777 0,00685 0,01093 0,18646
0,01848 0,24487 0,14939 0,06672 0,00944  0,01102 0,22031 0,01848 0,19183 0,09619 0,03190 0,00663 0,01102 0,16308
0,01898 0,23392 0,13833 0,05869 0,00846 0,01112 0,19977 0,01898 0,18012 0,08647 0,02709 0,00650 0,01112 0,14193
0,01948 0,22350 0,12812 0,05169 0,00778  0,01122 0,18063 0,01948 0,16917 0,07777 0,02316 0,00643 0,01122 0,12301
0,01998 0,21360 0,11869 0,04559 0,00731  0,01132 0,16288 0,01998 0,15893 0,07001 0,01996 0,00638 0,01132 0,10618
0,02048 0,20419 0,10999 0,04030 0,00700  0,01142 0,14647 0,02048 0,14935 0,06307 0,01735 0,00636 0,01142 0,09132
0,02098 0,19523 0,10196 0,03570 0,00678  0,01152 0,13141 0,02098 0,14039 0,05688 0,01524 0,00635 0,01152 0,07828
0,02148 0,18672 0,09456 0,03172 0,00663 0,01162 0,11762 0,02148 0,13201 0,05137 0,01352 0,00634 0,01162 0,06693
0,02198 0,17861 0,08773 0,02827 0,00653  0,01172 0,10505 0,02198 0,12417 0,04645 0,01213 0,00634 0,01172 0,05710
0,02248 0,17091 0,08144 0,02528 0,00647  0,01182 0,09364 0,02248 0,11684 0,04207 0,01101 0,00634 0,01182 0,04866

20 0,00997 0,56736 0,54844 0,53507 0,52148  0,00997 0,51303 25 0,0100 0,57089 0,55088 0,53676 0,52244  0,00997 0,51355
0,01048 0,52892 0,49446 0,45926 0,39212  0,01003 0,48862 0,01048 0,53045 0,49410 0,45705 0,38663 0,01003 0,48787
0,01098 0,49214 0,44331 0,38866 0,27967  0,01008 0,46440 0,01098 0,49179 0,44038 0,38308 0,26980 0,01008 0,46242
0,01148 0,45718 0,39548 0,32478 0,19022  0,01013 0,44046 0,01148 0,45508 0,39031 0,31658 0,17865 0,01013 0,43728
0,01198 0,42411 0,35129 0,26839 0,12430 0,01018 0,41681 0,01198 0,42043 0,34425 0,25840 0,11325 0,01018 0,41246
0,01248 0,39298 0,31087 0,21965 0,07880  0,01023 0,39364 0,01248 0,38788 0,30234 0,20866 0,06957 0,01023 0,38819
0,01298 0,36378 0,27422 0,17830 0,04914  0,01028 0,37098 0,01298 0,35745 0,26458 0,16700 0,04216 0,01028 0,36449
0,01348 0,33647 0,24122 0,14376 0,03076  0,01033 0,34889 0,01348 0,32909 0,23083 0,13268 0,02587  0,01033 0,34145
0,01398 0,31102 0,21171 0,11530 0,01984  0,01038 0,32743 0,01398 0,30275 0,20087 0,10485 0,01663 0,01038 0,31912
0,01448 0,28734 0,18547 0,09215 0,01359  0,01043 0,30666 0,01448 0,27835 0,17445 0,08257 0,01159  0,01043 0,29757
0,01498 0,26536 0,16224 0,07349 0,01014  0,01048 0,28661 0,01498 0,2558 0,15127 0,06493 0,00895 0,01048 0,27684
0,01548 0,24500 0,14176 0,05861 0,00828  0,01053 0,26733 0,01548 0,235 0,13102 0,05110 0,00760 0,01053 0,25698
0,01598 0,22616 0,12378 0,04683 0,00731  0,01058 0,24884 0,01598 0,21584 0,11340 0,04036 0,00694 0,01058 0,23801
0,01648 0,20875 0,10805 0,03757 0,00682  0,01063 0,23117 0,01648 0,19822 0,09813 0,03207 0,00662 0,01063 0,21996
0,01698 0,19268 0,09431 0,03034 0,00657  0,01073 0,19835 0,01698 0,18204 0,08493 0,02573 0,00646 0,01073 0,18666
0,01748 0,17786 0,08235 0,02472 0,00645 0,01083 0,16892 0,01748 0,16719 0,07354 0,02089 0,00639 0,01083 0,15706
0,01798 0,16420 0,07195 0,02037 0,00639  0,01093 0,14279 0,01798 0,15358 0,06376 0,01723 0,00636 0,01093 0,13116
0,01848 0,15163 0,06293 0,01702 0,00636  0,01102 0,11992 0,01848 0,14111 0,05535 0,01446 0,00634 0,01102 0,10875
0,01898 0,14005 0,05513 0,01446 0,00634 0,01112 0,10010 0,01898 0,12969 0,04815 0,01239 0,00634 0,01112 0,08958
0,01948 0,12940 0,04837 0,01250 0,00634  0,01122 0,08311 0,01948 0,11924 0,04198 0,01083 0,00634 0,01122 0,07340
0,01998 0,11961 0,04254 0,01100 0,00634  0,01132 0,06869 0,01998 0,10969 0,03671 0,00967 0,00633 0,01132 0,05988
0,02048 0,11060 0,03750 0,00986 0,00633  0,01142 0,05658 0,02048 0,10095 0,03221 0,00880 0,00633 0,01142 0,04871
0,02098 0,10233 0,03316 0,00900 0,00633  0,01152 0,04651 0,02098 0,09296 0,02837 0,00816 0,00633 0,01152 0,03959
0,02148 0,09472 0,02942 0,00834 0,00633 0,01162 0,03821 0,02148 0,08565 0,02510 0,00768 0,00633 0,01162 0,03221
0,02198 0,08773 0,02620 0,00785 0,00633  0,01172 0,03144 0,02198 0,07898 0,02231 0,00733 0,00633 0,01172 0,02630
0,02248 0,08130 0,02343 0,00747 0,00633 0,01182 0,02596 0,02248 0,07288 0,01994 0,00707 0,00633 0,01182 0,02162
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Figura B.3 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,010 e estimador S
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Figura B.4 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a,=0,010 e estimador S
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Tabela B.3 — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n = 5, 10, 20 e 25,
a,=0,0054 e estimador S, , Caso UU.

P (CFAR, > b)

m m m m m m

n b 25 50 100 b 300 b 1000 n b 25 50 100 b 300 b 1000

5 0,00539 0,56550 0,54826 0,53577 0,00539 0,52280 0,00539 0,51464 10 0,00539 0,57152 0,55236 0,53858 0,00539 0,52437 0,00539 0,51544
0,00639 0,48601 0,43657 0,37990 0,00589 0,38291 0,00559 0,40948 0,00639 0,47029 0,41103 0,34318 0,00589 0,34878 0,00559 0,38281
0,00739 0,41767 0,34387 0,25930 0,00639 0,26638 0,00579 0,31399 0,00739 0,38491 0,29839 0,20377 0,00639 0,21243 0,00579 0,26734
0,00839 0,35938 0,26937 0,17315 0,00689 0,17791 0,00599 0,23261 0,00839 0,31449 0,21377 0,11669 0,00689 0,12124 0,00599 0,17638
0,00939 0,30985 0,21064 0,11467 0,00739 0,11549 0,00619 0,16708 0,00939 0,25712 0,15245 0,06666 0,00739 0,06698 0,00619 0,11108
0,01039 0,26781 0,16489 0,07630 0,00789 0,07400 0,00639 0,11699 0,01039 0,21069 0,10899 0,03942 0,00789 0,03756 0,00639 0,06790
0,01139 0,23212 0,12951 0,05166 0,00839 0,04773 0,00659 0,08050 0,01139 0,17322 0,07860 0,02510 0,00839 0,02276 0,00659 0,04140
0,01239 0,20179 0,10227 0,03608 0,00889 0,03173 0,00679 0,05503 0,01239 0,14303 0,05752 0,01774 0,00889 0,01574 0,00679 0,02622
0,01339 0,17596 0,08132 0,02631 0,00939 0,02230 0,00699 0,03794 0,01339 0,11868 0,04296 0,01400 0,00939 0,01257 0,00699 0,01804
0,01439 0,15393 0,06523 0,02023 0,00989 0,01688 0,00719 0,02690 0,01439 0,09902 0,03293 0,01212 0,00989 0,01120 0,00719 0,01387
0,01539 0,13510 0,05286 0,01644 0,01039 0,01384 0,00739 0,02000 0,01539 0,08312 0,02600 0,01118 0,01039 0,01062 0,00739 0,01186
0,01639 0,11896 0,04335 0,01410 0,01139 0,01126 0,00759 0,01582 0,01639 0,07023 0,02122 0,01071 0,01139 0,01029 0,00759 0,01093
0,01739 0,10510 0,03602 0,01264 0,01239 0,01051 0,00779 0,01335 0,01739 0,05975 0,01792 0,01047 0,01239 0,01024 0,00779 0,01052
0,01839 0,09317 0,03036 0,01174 0,01339 0,01030 0,00799 0,01194 0,01839 0,05120 0,01562 0,01035 0,01339 0,01023 0,00799 0,01034
0,01939 0,08289 0,02598 0,01118 0,01439 0,01025 0,00819 0,01115 0,01939 0,04422 0,01403 0,01029 0,01439 0,01023 0,00819 0,01027
0,02039 0,07399 0,02258 0,01082 0,01539 0,01023 0,00839 0,01071 0,02039 0,03851 0,01291 0,01026 0,01539 0,01023 0,00839 0,01024
0,02139 0,06628 0,01994 0,01060 0,01639 0,01023 0,00859 0,01048 0,02139 0,03381 0,01213 0,01024 0,01639 0,01023 0,00859 0,01023
0,02239 0,05959 0,01788 0,01047 0,01739 0,01023 0,00879 0,01035 0,02239 0,02994 0,01158 0,01024 0,01739 0,01023 0,00879 0,01023
0,02339 0,05377 0,01628 0,01038 0,01839 0,01023 0,00899 0,01029 0,02339 0,02674 0,01120 0,01023 0,01839 0,01023 0,00899 0,01023
0,02439 0,04870 0,01502 0,01032 0,01939 0,01023 0,00919 0,01026 0,02439 0,02410 0,01092 0,01023 0,01939 0,01023 0,00919 0,01023
0,02539 0,04427 0,01403 0,01029 0,02039 0,01023 0,00939 0,01024 0,02539 0,02190 0,01073 0,01023 0,02039 0,01023 0,00939 0,01023
0,02639 0,04040 0,01325 0,01027 0,02139 0,01023 0,00959 0,01023 0,02639 0,02007 0,01059 0,01023 0,02139 0,01023 0,00959 0,01023
0,02739 0,03700 0,01264 0,01025 0,02239 0,01023 0,00979 0,01023 0,02739 0,01855 0,01049 0,01023 0,02239 0,01023 0,00979 0,01023
0,02839 0,03402 0,01216 0,01024 0,02339 0,01023 0,00999 0,01023 0,02839 0,01727 0,01042 0,01023 0,02339 0,01023 0,00999 0,01023
0,02939 0,03140 0,01177 0,01024 0,02439 0,01023 0,01019 0,01023 0,02939 0,01620 0,01037 0,01023 0,02439 0,01023 0,01019 0,01023
0,03039 0,02909 0,01147 0,01023 0,02539 0,01023 0,01039 0,01023 0,03039 0,01531 0,01033 0,01023 0,02539 0,01023 0,01039 0,01023

20 0,00539 0,57965 0,55791 0,54238 0,00539 0,52649 0,00539 0,51654 25 0,0054 0,58246 0,55983 0,54369 0,00539 0,52722 0,00539 0,51693
0,00639 0,45776 0,38874 0,31086 0,00589 0,31799 0,00559 0,35812 0,00639 0,45425 0,38221 0,30142 0,00589 0,30886 0,00559 0,35068
0,00739 0,35721 0,26007 0,16023 0,00639 0,16877 0,00579 0,22678 0,00739 0,34926 0,24921 0,14858 0,00639 0,15687 0,00579 0,21515
0,00839 0,27733 0,17044 0,07913 0,00689 0,08233 0,00599 0,13258 0,00839 0,26689 0,15887 0,07023 0,00689 0,07293 0,00599 0,12096
0,00939 0,21520 0,11120 0,04023 0,00739 0,03979 0,00619 0,07324 0,00939 0,20379 0,10091 0,03478 0,00739 0,03415 0,00619 0,06422
0,01039 0,16743 0,07324 0,02286 0,00789 0,02136 0,00639 0,03994 0,01039 0,15607 0,06496 0,01992 0,00789 0,01855 0,00639 0,03413
0,01139 0,13093 0,04936 0,01544 0,00839 0,01414 0,00659 0,02315 0,01139 0,12023 0,04310 0,01397 0,00839 0,01291 0,00659 0,01989
0,01239 0,10310 0,03450 0,01235 0,00889 0,01153 0,00679 0,01544 0,01239 0,09339 0,02994 0,01166 0,00889 0,01104 0,00679 0,01382
0,01339 0,08188 0,02530 0,01109 0,00939 0,01064 0,00699 0,01219 0,01339 0,07328 0,02207 0,01077 0,00939 0,01046 0,00699 0,01147
0,01439 0,06569 0,01961 0,01058 0,00989 0,01035 0,00719 0,01092 0,01439 0,0582 0,01736 0,01043 0,00989 0,01029 0,00719 0,01063
0,01539 0,05330 0,01609 0,01037 0,01039 0,01026 0,00739 0,01046 0,01539 0,04686 0,01454 0,01031 0,01039 0,01025 0,00739 0,01035
0,01639 0,04380 0,01391 0,01029 0,01139 0,01023 0,00759 0,01030 0,01639 0,03831 0,01285 0,01026 0,01139 0,01023 0,00759 0,01026
0,01739 0,03649 0,01255 0,01025 0,01239 0,01023 0,00779 0,01025 0,01739 0,03184 0,01183 0,01024 0,01239 0,01023 0,00779 0,01024
0,01839 0,03084 0,01170 0,01024 0,01339 0,01023 0,00799 0,01023 0,01839 0,02693 0,01121 0,01023 0,01339 0,01023 0,00799 0,01023
0,01939 0,02647 0,01116 0,01023 0,01439 0,01023 0,00819 0,01023 0,01939 0,02318 0,01084 0,01023 0,01439 0,01023 0,00819 0,01023
0,02039 0,02306 0,01083 0,01023 0,01539 0,01023 0,00839 0,01023 0,02039 0,02031 0,01061 0,01023 0,01539 0,01023 0,00839 0,01023
0,02139 0,02041 0,01061 0,01023 0,01639 0,01023 0,00859 0,01023 0,02139 0,0181 0,01046 0,01023 0,01639 0,01023 0,00859 0,01023
0,02239 0,01833 0,01048 0,01023 0,01739 0,01023 0,00879 0,01023 0,02239 0,0164 0,01038 0,01023 0,01739 0,01023 0,00879 0,01023
0,02339 0,01669 0,01039 0,01023 0,01839 0,01023 0,00899 0,01023 0,02339 0,01509 0,01032 0,01023 0,01839 0,01023 0,00899 0,01023
0,02439 0,01540 0,01033 0,01023 0,01939 0,01023 0,00919 0,01023 0,02439 0,01406 0,01029 0,01023 0,01939 0,01023 0,00919 0,01023
0,02539 0,01439 0,01030 0,01023 0,02039 0,01023 0,00939 0,01023 0,02539 0,01327 0,01027 0,01023 0,02039 0,01023 0,00939 0,01023
0,02639 0,01358 0,01027 0,01023 0,02139 0,01023 0,00959 0,01023 0,02639 0,01264 0,01025 0,01023 0,02139 0,01023 0,00959 0,01023
0,02739 0,01293 0,01026 0,01023 0,02239 0,01023 0,00979 0,01023 0,02739 0,01215 0,01024 0,01023 0,02239 0,01023 0,00979 0,01023
0,02839 0,01242 0,01025 0,01023 0,02339 0,01023 0,00999 0,01023 0,02839 0,01176 0,01024 0,01023 0,02339 0,01023 0,00999 0,01023
0,02939 0,01201 0,01024 0,01023 0,02439 0,01023 0,01019 0,01023 0,02939 0,01146 0,01023 0,01023 0,02439 0,01023 0,01019 0,01023
0,03039 0,01167 0,01024 0,01023 0,02539 0,01023 0,01039 0,01023 0,03039 0,01122 0,01023 0,01023 0,02539 0,01023 0,01039 0,01023
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Figura B.5 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,0054 e estimador S, , Caso UU.
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Figura B.6 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a,=0,0054 e estimador S, , Caso UU.
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Tabela B.4 (Tabela 3 no texto) — Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para
n=5,10, 20 e 25, a,=0,010 e estimador S,, Caso UU.

P(CFAR, > b)

m m m m m m

n b 25 50 100 b 300 b 1000 n b 25 50 100 b 300 b 1000

5 0,00997 0,56504 0,54790 0,53551 0,00997 0,52268 0,00997 0,51464 10 0,00997 0,57043 0,55156 0,53802 0,00997 0,52409 0,00997 0,51538
0,01098 0,51545 0,47792 0,43705 0,01048 0,43579 0,01018 0,45029 0,01098 0,50768 0,46334 0,41444 0,01048 0,41502 0,01018 0,43447
0,01198 0,46962 0,41419 0,34994 0,01098 0,35563 0,01038 0,38846 0,01198 0,45012 0,38426 0,30861 0,01098 0,31705 0,01038 0,35793
0,01298 0,42754 0,35717 0,27597 0,01148 0,28460 0,01058 0,33056 0,01298 0,39799 0,31555 0,22384 0,01148 0,23452 0,01058 0,28831
0,01398 0,38906 0,30684 0,21514 0,01198 0,22385 0,01078 0,27753 0,01398 0,35124 0,25722 0,15933 0,01198 0,16875 0,01078 0,22728
0,01498 0,35399 0,26290 0,16636 0,01248 0,17347 0,01098 0,23007 0,01498 0,30961 0,20861 0,11216 0,01248 0,11883 0,01098 0,17557
0,01598 0,32212 0,22485 0,12802 0,01298 0,13285 0,01118 0,18847 0,01598 0,27275 0,16865 0,07875 0,01298 0,08255 0,01118 0,13327
0,01698 0,29319 0,19212 0,09837 0,01348 0,10090 0,01138 0,15273 0,01698 0,24024 0,13617 0,05565 0,01348 0,05716 0,01138 0,09970
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Figura B.7 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

10, a,=0,010 e estimador S, , Caso UU.
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Figura B.8 - Grafico da Probabilidade de CFAR, exceder um valor b, para n

25, a,=0,010 e estimador S,, Caso UU.
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Tabela C.1 (Tabela 5 no texto) — Quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcédo de ne
m e estimador S, Caso KU.

b, P (CFAR, > b)=0,05

b, P (CFAR, > b)=0,10

m m

n 25 50 100 300 1000 25 50 100 300 1000
< 5 0,0215 0,0146 0,0110 0,0082 0,0068 0,0161 0,0118 0,0094 0,0075 0,0064
§ 10 0,0165 0,0119 0,0095 0,0075 0,0064 0,0129 0,0100 0,0084 0,0069 0,0062
o 20 10,0139 0,0105 0,0086 0,0071 0,0063 0,0113 0,0091 0,0078 0,0067 0,0060
% 25 10,0134 0,0102 0,0085 0,0070 0,0062 0,0109 0,0089 0,0076 0,0066 0,0060
o S5 0,0344 0,0243 0,0188 0,0144 0,0122 0,0265 0,0201 0,0164 0,0133 0,0117
S 10 0,0273 0,0204 0,0166 0,0134 0,0117 0,0219 0,0174 0,0148 0,0125 0,0113
!°L 20 10,0236 0,0183 0,0153 0,0128 0,0114 0,0195 0,0160 0,0139 0,0121 0,0111
s 25 0,0228 0,0178 0,0150 0,0126 0,0113 0,0189 0,0157 0,0137 0,0120 0,0110
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b, P (CFAR, > b) = 5%, a; = 0,0054
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Figura C.1 - Grafico dos quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcao de n e m,
a=0,0054 e estimador S, , Caso KU.
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Grafico dos quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcao de ne m,

a=0,010 e estimador S, , Caso KU.
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Tabela D.1 (Tabela 7 no texto) — Quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em funcédo de ne
m e estimador S, Caso UU.

b, P (CFAR, > b)=0.05

b, P(CFAR, > b)=0.10

m m

n 25 50 100 300 1000 25 50 100 300 1000
3 5 0.0234 0.0154 0.0114 0.0084 0.0068 0.0175 0.0124 0.0096 0.0075 0.0065
S 10 0.0184 0.0126 0.0098 0.0076 0.0065 0.0144 0.0105 0.0086 0.0070 0.0062
S 20 0.0154 0.0114 0.0089 0.0072 0.0063 0.0124 0.0095 0.0080 0.0067 0.0061
S 25 0.0146 0.0108 0.0087 0.0071 0.0063 0.0120 0.0094 0.0079 0.0067 0.0060
o S5 0,0355 0,0254 0,0193 0,0146 0,0123 0,0290 0,0210 0,0170 0,0134 0,0117
S 10 0,0300 0,0215 0,0171 0,0136 0,0118 0,0240 0,0183 0,0152 0,0127 0,0114
!QL 20 0,0260 0,0193 0,0160 0,0130 0,0115 0,0212 0,0170 0,0143 0,0122 0,0111
s 25 10,0250 0,0190 0,0155 0,0127 0,0114 0,0205 0,0164 0,0141 0,0121 0,0111
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b, P (CFAR, > b) = 5%, &, = 0,0054
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Figura D.1 (Figura 2 no texto) - Grafico dos quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em
funcéo de ne m, a=0,0054, estimador S,, Caso UU.
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b, P (CFAR, > b) = 5%, &, = 0,010
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Figura D.2 (Figura 3 no texto) - Grafico dos quantis de 0,95 e 0,90 da CFAR,, em
funcéo de ne m, a=0,010, estimador S,, Caso UU.
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Apéndice E -
Tabela da Analise 3 — Grafico da Média centrado no valor
alvo, Caso KU
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Tabela E.1 (Tabela 8 no texto) — NUmero minimo de amostras iniciais m em funcao
de n,com p=5,10 e 15%, £= 10, 20, 30, 40 e 50% e estimador S , , Caso KU.

m, a; = 0,0054

E =10%

€ =20%

= 30%

£ =40%

£ =50%

P [CFAR, > 1,10q]

P [CFAR, > 1,20q]

P [CFAR, > 1,30q]

P [CFAR, > 1,400(]

P [CFAR, > 1,500(]

n 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 5.468 3.328 2.184 1.489 909 598 716 438 289 434 266 176 295 181 120
10 3.403 2.070 1.358 920 561 369 451 275 182 274 168 111 180 110 73
20 2.356 1.433 940 647 394 259 313 191 126 192 118 78 133 76 54
25 2.136 1.299 852 588 358 236 285 174 114 175 107 71 122 72 49
m, a; = 0,010
E =10% £ =20% £ =30% £ =40% £ =50%

P [CFAR, > 1,10q]]
0,05 0,10 0,15

P [CFAR, > 1,20q]
0,05 0,10 0,15

P [CFAR, > 1,30q;]
005 0,10 0,15

P [CFAR, > 1,400(]
0,05 0,10 0,15

P [CFAR, > 1,50q]
0,05 0,10 0,15

10
20
25

4.384 2.669 1.752
2.771 1.686 1.107
1.954 1.189 780
1.774 1.079 708

1.192 725 479
758 463 304
531 323 213
485 295 194

571 351 231
366 224 148
260 159 105
239 146 96

347 213 141
222 136 90
159 98 60
142 87 57

236 145 97
148 91 60
110 65 43
101 61 41
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Tabela F.1 (Tabela 9 no texto) — Numero minimo de amostras iniciais m em funcao
de n,com p=5,10 e 15%, £= 10, 20, 30, 40 e 50% e estimador S , , Caso UU.

m, a; = 0,0054

E =10%

£ =20%

£ =30%

£ =40%

E = 50%

P [CFAR, > 1,10q]]

P [CFAR, > 1,20q;]

P [CFAR, > 1,300;]

P [CFAR, > 1,40q]

P [CFAR,; > 1,500;]

n 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 5.955 3.557 2.335 1.633 982 650 791 478 319 482 293 197 332 203 137
10 3.729 2.232 1.470 1.030 622 414 502 306 205 308 188 127 214 131 89
20 2.588 1.563 1.033 723 442 296 356 219 149 219 136 93 153 96 66
25 2.348 1.419 940 658 402 271 323 200 136 201 125 86 140 88 61
m, a; = 0,010
E =10% £ =20% £ =30% £ =40% £ =50%

P [CFAR, > 1,100;] P [CFAR, > 1,200q;] P [CFAR, > 1,300;] P [CFAR, > 1,400;] P [CFAR, > 1,500;]
n 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15
5 4781 2.860 1.879 1.311 790 524 634 385 257 387 236 159 267 163 111
10 3.042 1.824 1.203 841 509 340 410 250 169 252 155 105 175 108 74
20 2.154 1.296 858 602 367 246 296 182 124 183 113 78 128 79 55
25 1.961 1.181 783 550 335 226 272 167 114 168 105 72 118 74 51
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