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Resumo

Ziliani, Joao Vitor. Meggiolaro, Marco. Projeto, Simula¢céo e Controle de um Robd
Moével Autoequilibrante. Rio de Janeiro, 2020. 83p. Projeto de Graduacdo -
Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de

Janeiro.

Este trabalho versa a aplicagcédo de controle a um sistema de péndulo invertido
sobre duas rodas. O trabalho se inicia com a introdugdo ao péndulo invertido e a
motivacdo para a compreensdo de sua dinamica. Segue-se com a fundamentacao
tedrica que permite a modelagem matematica, bem como as técnicas de controle
utilizadas. Com a teoria esclarecida € mostrado o passo a passo para a obtencéo do
equacionamento da dinamica do sistema para a realizacdo das simulacdes. Na
penultima secao do trabalho, séo discutidos os resultados obtidos para cada uma das
simulacdes e condi¢des iniciais. As principais conclusdes do trabalho desenvolvido
sao que controles lineares sao capazes de controlar sistemas altamente néo-lineares
mas para otimizar o tempo de corre¢cdo a inclinacdo, que € o principal problema, é
necessario aplicar técnicas de otimizacdo de ganhos uma vez que o tempo de

correcdo é essencial para o bom funcionamento do equipamento.
Palavras-chave:

Péndulo invertido sobre duas rodas; LQR; PID; Lagrangiano.



Abstract

Ziliani, Jodo Vitor. Meggiolaro, Marco. Design, Simulation and Control of a Self-
Balancing Mobile Robot. Rio de Janeiro, 2020. 83p. Projeto de Graduagéo -
Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de

Janeiro.

This work deals with the application of control to an inverted pendulum system
under two wheels. The work begins with the introduction to the inverted pendulum and
the motivation to understand its dynamics. It follows with the theoretical foundation that
allows the mathematical modeling as well as the control techniques used. With the
clarified theory is shown step by step to obtain the equation of the system dynamics to
perform the simulations. In the penultimate section of the paper, the results obtained
for each of the simulations and initial conditions are discussed. The main conclusions
of the work developed are that linear controls are able to control highly non-linear
systems, but to optimize the correction time for the slope, which is the main problem,
it is necessary to apply gain optimization techniques since the correction time is

essential for the proper functioning of the equipment.
Keywords:

Two wheeled inverted pendulum; LQR; PID; Lagrangian.
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1 Introducéao

A sociedade est4 sempre em busca de maneiras novas, eficientes e praticas de
locomocgéo urbana. As motocicletas e bicicletas sdo, sem davidas, as op¢fes mais
tradicionais e de baixo custo que encontramos, no entanto devido a velocidade que
estes desempenham, ndo podem ser usadas entre pedestres e por isso novas
abordagens ao problema da mobilidade urbana sao aventadas.

Dentre diversas solugdes ao problema de transporte pessoal, existe o chamado
transportador pessoal robotico autoequilibrante (TPRE). Este equipamento que
consiste em uma plataforma com duas rodas paralelas lado a lado que atuam
individualmente, assemelhando-se ao funcionamento do classico péndulo invertido
Choquehuanca et al. (2010).

Em contraste com as tradicionais solucdes de transporte pessoal como
motocicletas e bicicletas, o TPRE se destaca pela capacidade de rotacdo em torno do
proprio eixo, tamanho compacto, baixa emissdo de ruido e fonte de alimentacéo
elétrica que permite que o veiculo seja carregado em qualquer ambiente com tomadas
de energia convencionais assim como carregamos nossos notebooks.

O transportador pessoal robotico autoequilibrante mais famoso do mundo foi
revelado ao publico em dezembro de 2001, vide Figura 1. O empreendedor
novaiorquino Dean Kamen demonstrou o produto na emissora americana de televisao
ABC News em um programa diario matinal de grande audiéncia chamado “Good
Morning America”. Originalmente o Segway, como € chamado, apresentava trés

configuracdes e velocidade que chegavam até 19km/h.
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Figura 1 — Segway desenvolvido pela Segway Inc.

Devido sua versatilidade, robds autoequilibrantes podem ser usados como
transporte pessoal e - aliado a manipuladores e visdo por cameras - pode também ser
usado em ambientes exploratdrios cujas limitagdes espaciais podem jogar a favor do
design compacto do TPRE.

A agéncia espacial norte americana (NASA) criou o Robonaut RMP vide Figura
2 que combina a tecnologia autoequilibrante do Segway, a capacidade de

manipulacéo de objetos e visdo por cameras Ambrose et al. (2004).

Figura 2 — Robonaut desenvolvido pela NASA
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1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo 3D da dinamica de um robd
movel autoequilibrante sobre duas rodas, permitindo a consideragédo do acoplamento
entre as dinamicas longitudinal e lateral.

O trabalho também procura propor duas estratégias de controle (PID e LQR)
capazes de estabilizar o veiculo em torno de 8 = 0°, ou seja, verticalmente ao mesmo

tempo em que o rob6 executa uma trajetoria curva em 3D.

1.2 Péndulo Invertido sobre Carro

O péndulo invertido em sua forma mais simples de um péndulo invertido pode
ser representado por uma massa ligada através de uma haste sem massa a uma base
de massa M. O nome dado a este sistema é péndulo invertido sobre carro conforme
mostrado na Figura 3. A concepcdo mais simples do problema contempla o

movimento no plano lateral xy para que seja possivel equilibrar a haste em 6 = 0°.

» Péndulo
Haste sem massa

| M Carrinho
.
: ONNO
7

Figura 3 — Péndulo invertido sobre carro

Apesar da dinamica do péndulo invertido sobre carro ser instavel, o sistema
conserva o equilibrio caso ndo haja nenhuma perturbagéo, todos os componentes

estejam perfeitamente balanceados e a inclinacdo da haste seja nula, ou seja, 6;-, =
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0°. E sabido que tais condi¢des ndo podem ser atingidas uma vez que o alinhamento
e balanceamento dos componentes nunca sera perfeito, existem perturbacdes
externas ao sistema e a inclinacdo do sistema dificilmente sera nula, por conseguinte
€ necessaria a atuacao da forca F no sistema mostrado na Figura 3 para equilibrar o
péndulo.

Diversos trabalhos foram publicados para compreender a modelagem e o
controle de sistemas contendo o péndulo invertido simples. No inicio do século 19,
Stephenson et al. (1908) analisou este problema e teorizou maneiras de estabilizacao
do mesmo e empiricamente concluiu que o péndulo pode ser estabilizado mediante
aplicacdo de movimentos verticais oscilatorios de alta frequéncia na base articulada.
No ano seguinte, Stephenson chegou as mesmas conclusdes para os péndulos

invertidos duplos e triplos.

Com as conclusBes obtidas por Stephenson et al. (1908), Lowenstern et al.
(1932) desenvolveu com sucesso a equacgao geral de movimento para péndulos

invertidos.

Ao longo da segunda metade do século 19, pesquisadores como Bagddanoff et
al. (1965), Blitzer et al. (1965), e Ness et al. (1967), conduziram experimentos para

atingir a estabilizacdo do péndulo invertido partindo de condicdes iniciais distintas.

O escopo de alguns artigos a partir dos anos 80, como o de Sahba et al. (1983)
e Yamakawa et al. (1989), se concentraram em técnicas de controle para sistema néo
linear como o descrito pelo péndulo duplo invertido sobre carro.

O péndulo invertido sobre carro é tido como o caso de péndulo invertido mais

estudado na literatura e tém funcdo comparativa a outros péndulos.

1.3 Péndulo Invertido sobre Duas Rodas

Assim como ja descrito, o péndulo invertido sob duas rodas (TWIP), alvo do
presente estudo, consiste em uma plataforma com duas rodas paralelas lado a lado
gue atuam individualmente a partir do desequilibrio do sistema, assemelhando-se ao
funcionamento do classico péndulo invertido Choquehuanca et al. (2010), vide Figura
4.
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W=w=y' Y%

Figura 4 — Péndulo invertido sobre duas rodas

Um dos primeiros trabalhos envolvendo o TWIP foi o de Kanamura et al. (1988)
gue anos mais tarde foi aperfeicoado por Yuta et al. (1996). Este trabalho contemplou
a dindamica 2D do sistema bem como a implementacao de um algoritmo para o controle
autonomo do robo.

Um ano apos o lancamento comercial do primeiro péndulo invertido para
transporte pessoal, o Segway, Kim et al. (2003) desenvolveu um rob6 soldador nédo
tripulado, capaz de realizar soldas em ambientes hostis e com limitagGes espaciais
vide Figura 5.

il
(1) Tocha de soldagem 75) Motor das rodas
{_5;: Sensores '15: Sensor de proximidade
E, Deslizador da tocha ?mn Interruptor inferiar
'::fji Motor deslizador de :sf- Rodas
tocha

Figura 5 — Robd mdvel de soldagem desenvolvido por Kim
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Algumas abordagens para a estabilizacdo do péndulo invertido sobre duas rodas
foram usadas ao longo da ultima década. Kim et al. (2008) desenvolveu um controle
inteligente aplicando algoritmo de aprendizado de rede neural sem conhecer a
dindmica do sistema.

Dois anos apos Kim et al. (2008), Sekiyama et al. (2010) desenvolveu um modelo
tridimensional do TWIP e aplicou, devido a forte ndo linearidade do sistema, um
esquema de controle sliding (SMC) para garantir a convergéncia das variaveis de
estado para os valores desejados. No mesmo ano, Li et al. (2010) modelou o atrito
entre as rodas e a superficie para desenvolver um controle robusto fuzzy adaptativo
para o TWIP.

Apesar do sistema TWIP ser um problema relativamente bem estudado, o
modelo dindmico 3D é raramente explorado pois reserva severas complicacfes
matematicas devido a ndo linearidade, exigindo desse modo grande poder

computacional para simulacoes.

1.4 Organizacéo do Trabalho

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos e oito apéndices:

¢ No Capitulo 1 € apresentado o tema do trabalho, uma breve descri¢édo
sobre os dois péndulos invertidos mais comuns na literatura e séo

apresentados os trabalhos mais relevantes referente a eles.

e No Capitulo 2 é feita uma revisdo dos fundamentos tedricos para modelar
as equac0es da dinamica, linearizar o sistema e das técnicas de controle

PID e LQR para a estabilizacdo do sistema.

e No Capitulo 3 é descrito em detalhes o desenvolvimento matematico da
dindmica do péndulo invertido, a obtencao dos ganhos PID e LQR e a

prototipagem do péndulo invertido sobre duas rodas.

¢ No Capitulo 4 séo relatados os resultados obtidos e uma analise

comparativa entre as respostas do sistema aos ganhos PID e LQR.
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No Capitulo 5 é apresenta a discusséo dos resultados, as conclusdes do

trabalho e as propostas de trabalhos futuros.

No Apéndice A é apresentado o cédigo desenvolvido em ambiente
MATLAB com o objetivo de obter as equacdes lagrangianas, aceleracoes,

linearizacao, discretizagéo e finalmente os ganhos do LQR.

No Apéndice B é apresentado o cédigo desenvolvido em ambiente MATLAB
com o objetivo de simular o comportamento do sistema baseado no

eguacionamento nao linear.

No Apéndice C é apresentada uma funcao auxiliar para simular o

comportamento do sistema TWIP.

No Apéndice D é apresentado o codigo desenvolvido em ambiente Arduino
gue tem por objetivo carregar pacotes para o desenvolvimento do codigo

para o protétipo do sistema TWIP.

No Apéndice E é apresentado o codigo desenvolvido em ambiente Arduino

gue tem por objetivo ler os sensores encoders.

No Apéndice F é apresentado o cddigo desenvolvido em ambiente Arduino

que executa a atuacédo dos motores.

No Apéndice G é apresentado o codigo desenvolvido em ambiente Arduino

gue tem por objetivo ler os sensores giroscopio.

No Apéndice H é apresentado o codigo desenvolvido em ambiente Arduino

gue tem por objetivo acelerar a leitura multipla dos sensores.
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2 Fundamentos Teoricos

Neste capitulo, é feita uma breve revisdo dos conceitos de modelagem da
dindmica do sistema, linearizacdo Jacobiana e técnicas de controle tais como o
Proporcional, Integral e Derivativo (PID) e o Regulador Linear Quadratico (LQR).
Todos o0s conceitos apresentados nas subsecdes seguintes foram utilizados para
desenvolver o problema do péndulo invertido sobre rodas.

Importante ressaltar que ndo ha um método geral para o desenvolvimento de
controladores néo lineares segundo Slotine e Li et al. (1991), logo técnicas alternativas
sdo aplicadas aos problemas néo-lineares como controle robusto, adaptativo,
linearizagcdo por realimentagdo, trial-and-error e gain-scheduling, entretanto este
trabalho concentra os esforgos em linearizar o sistema em torno do ponto de operagéo

e aplicacdo de duas técnicas de controle a titulo de comparacao.

2.1 Linearizacdo Jacobiana

Grande parte da teoria de controle foi desenvolvida para sistemas lineares,
contudo sistemas reais sdo, em sua maioria, ndo-lineares, logo € necessario
desenvolver uma representacdo linear do modelo ndo-linear em torno do ponto de
operacao.

Como a linearizacdo € uma aproximacao em torno do ponto de operac¢éao, logo o
comportamento do sistema linearizado s6 pode ser considerado uma boa reproducédo
do sistema real para simula¢des nas vizinhancas do ponto de linearizacao.

Apesar de ser feita a linearizacdo das equacdes da dindmica, o comportamento
do sistema foi simulado utilizando o equacionamento nao-linear, ou seja, a
linearizacao foi utilizada aqui apenas para a obtencdo dos ganhos LQR do sistema
para entdo, ser aplicada a lei de controle.

Segundo Amba et al. (2015) para analisar a natureza do comportamento do
sistema, as funcdes que descrevem a dinamica do sistema devem ser linearizadas

localmente em x(k) por expansdo em Série de Taylor.
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A linearizacdo Jacobiana resulta em um sistema linear ndo existente que se
aproxima do sistema real no ponto de operacgao fornecido x (k).

Dado o sistema 1:

Ax = AAx + BAu
Ay = CAx + DAu

1)

Onde Ax = x — xo, Au = u — ug, x representa os estados definidos para o

sistema — que no sistema analisado sdo os angulos da das rodas e do péndulo em
relacdo a vertical e suas respectivas velocidades — , x, representa os valores dos
estados x no ponto de equilibrio e u, a acdo de controle no ponto de equilibrio.

As matrizes A (2) e B (4) séo definidas da seguinte maneira:

0f1 0fi 0fi 0fi 0fi 0fi]
dx; 0x, 0x3 O0x, Oxg 0xg
f, 0f, 0f; 0f; 0fy Of;
dx, 0x, 0x3 0x, O0x5 O0xg
dfs; 0fs 0fs 0fs 0f; 0f;

dx; 0x, 0xz O0x, O0xs 0xg

A= 2
ofi Of Of 0fi Of Of @)
dx, 0x, 0x3 0x, O0x5 O0xg
dfs 0fs Ofs 0fs 0fs Ofs
dx; 0x, 0x3 0x, O0x5 O0xg
dfs 0fs O0fs 0fs 0fs 0fs
[0x; O0x, 0xz3 O0x, Oxs 0xgl

Onde a matriz f é dada por:

0fs _

dxq

Pe

% _,

f=10x; 3)

Yy

*% _,

O0xc
6




22

(4)

:>oMobc:>

Onde Q, X e A sao os coeficientes dos termos contendo torque nas equacdes das

aceleracées y,, 1, e 0 respectivamente.

100000
010000
c-l0 0100 0
00010 0 (5)
000010
000001
o
0
0
7o (6)
0
L()

2.2 Regulador Linear Quadratico

A teoria do controle 6timo, desenvolvida por Kalman et al. (1960) lida a
minimizacdo da operacao de um sistema dinamico. Uma das principais conclusées do
trabalho de Kalman et al. (1960) foi a técnica chamada de regulador linear quadrético
(LQR, do inglés Linear-Quadratic Regulator) pois ela otimiza os ganhos do controle
linear.

Dado um sistema genérico de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO)

representado pelo sistema 7:
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x(t) = Ax(t) + Bu(t) @)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Segundo Portela et al. (2016) o controle do regulador linear quadratico encontra
o vetor u(t) utilizando de um estado inicial genérico, que seja capaz de transferir um
estado para outra regido do espaco de estados desejado. A lei de controle que

estabiliza o sistema mostrado em 7 é:

u(t) = —Kx(t) @®)
Desse modo temos que:
x(t) = (A — BK)x(¢) 9)
onde K é a matriz de realimentacdo de estados dada pela equacao 10.
(10)

K =RTBTS

Segundo Ogata et al. (2011), K é uma matriz simétrica definida positiva e deve

satisfazer a equacéao reduzida de Ricciati:

ATS + SA—SBTR™IBTS+Q =0 (11)
onde Q e R sdo as matrizes de ponderagéo simétrica semidefinida positiva.
A funcéo custo J a ser minimizada é dada por:
(12)

J = j @O Qx(t) + u(®)Ru(t)dt
0
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2.3 Controle PID

O Controle PID (proporcional, integral e derivativo) é a técnica mais tradicional
encontrada na industria e por isso todos os livros académicos de introducdo ao
controle de sistemas dedicam uma secédo para discutir essa técnica.

A larga aplicabilidade e popularidade na industria € devida sua simplicidade
frente a outros modelos e aplicacdo genérica em plantas onde o modelo matematico
é desconhecido.

A técnica de controle PID, assim como 0 home sugere, possui trés ganhos, o

proporcional K, integral T; e o derivativo T, e é definido pela equacgéo 13:

u(t) = Kye(t) + T, f e(Odt + T, dii(tt)
0

(13)

Onde, e(t) = SP — PV (t) é o erro (SP € o ponto de ajuste e PV € a variavel do
processo no tempo).

O método de obtencdo mais popular para os ganhos proporcional, integral e
derivativo € o de Ziegler-Nichols et al. (1942). O método de Ziegler-Nichols possui
duas versoes:

Método 1: Os parametros L e T, delay e constante respectivamente, sdo obtidos

por simulagéo ou experimentalmente como mostrado na Figura 6.

ol r) A

=
/ ~ Tangent line at
Vs inflection point

Figura 6 — ldentificacdode L e T
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ApoOs a determinacgéo dos valores de L e T, o valor dos ganhos séo obtidos pela
Tabela 1.

Tabela 1 — Ganhos PID método 1 Ziegler-Nichols

Type of
Controller K, T T,
P % 00 0
T L
PI 09 - . 0
L 0.3
T
PID 1.2 I 2L 0.5L

Método 2: O ganho integral é configurado como T; = o e o derivativo T; = 0.

ol

Figura 7 — Identificacdo do periodo critico

Usando a planta da Figura 7, aumenta-se o valor de K,, de 0 a um valor critico,
ou seja, onde as saidas sustentem oscilagdes.

Quando isso ocorrer, o periodo é identificado e entdo o valor dos ganhos séo
obtidos com base nos dados da Tabela 2.
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Tabela 2 — Ganhos PID método 2 Ziegler-Nichols

Type of
Controller K, T, T,
P 0.5K,, 00 0
1
PI 0.45K,, 7 For 0
1.2
PID 0.6K., 0.5P, 0.125P,

Apesar de funcional este método, ele ndo € aplicavel a sistemas de natureza
instavel, logo o método de Ziegler-Nichols ndo pode ser aplicado no TWIP.

A alternativa mais recorrente ao método mostrado é ajustar os ganhos de modo
maneira empirica, ou seja, ajustar os parametros e verificar se os resultado da

simulacgao sao “satisfatorios” para o sistema.
2.4  Formalismo Lagrangiano

Para modelar a dindmica do sistema, o tratamento Lagrangiano foi selecionado
pois além de reduzir substancialmente o esfor¢co analitico devido a abordagem
energética e nao vetorial como a Newtoniana, o lagrangiano nos permite obter o
namero minimo de equacdes necessarias, uma vez que as coordenadas
generalizadas sejam escolhidas corretamente.

Para obter a funcao lagrangiana (14) é necessario determinar a energia cinética

e a energia potencial total do conjunto base e péndulo.

L=T-U (14)

A energia cinética total T é dada pela soma das energias cinéticas de translacéo

Ttransiacao © d€ 1otagao Tryrqca0, Vide equagao 15.

T = Ttranslagéo + Trotagéo (15)
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A contribuicdo da energia potencial para o equacionamento € dada na forma de

energia potencial gravitacional, vide equacéo 16.
U= Ug == mghCG (16)

A obtencdo da equacdo lagrangiana é dada pela equacéo diferencial 17.
d (613) 0L 0 17
dt\ag;) aq; an

Onde i=11,2,3] e ¢ =Y. € q, =y, Sdo as posi¢cdes angulares da roda
esquerda e direita respectivamente e g; = 8 € a posicado angular da haste do péndulo

em relacdo a vertical (eixo z). O termo Q; sao perturbacdes externas ao sistema.
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3 Modelagem do Sistema

Neste capitulo, é descrito em detalhes o desenvolvimento matematico da
dindmica do péndulo invertido pela forma Lagrangiana, a obtencao dos ganhos LQR,
valores para os ganhos PID por tentativa e erro e a prototipagem do péndulo invertido

sobre duas rodas bem como a descricdo dos componentes utilizados
3.1 Equacionamento

Assim como descrito no capitulo 2, a abordagem utilizada para a obtencéo da
dindmica do sistema foi a abordagem Lagrangiana devido a complexidade do
desenvolvimento vetorial.

Para a obtencéo das equacdes foram feitas trés consideragdes:

1. Atrito viscoso negligenciavel devido as baixas velocidades;
2. Atrito estatico infinito;
3. A base do robd ndo possui massa significativa, ou seja, a Unica massa

considerada foi a do péndulo.

Para a obtencdo da funcao lagrangiana (14), € necessario encontrar as energias
cinéticas e potenciais.

A energia cinética do sistema é descrita por:

1 1
T = Emsz + EwTIa) (18)

\_Y_Jl_Y_J

Translacional- Rotacional
longitudinal

Para obter a energia cinética total do sistema, € necessario encontrar a

velocidade do péndulo V,, o tensor de inércia I e a velocidade de rotagéo w do sistema.
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Iniciando o equacionamento pelo termo translacional-longitudinal, temos a

relagcdo 19 para V.

Xp (%) cos@cosf sinfsing],,
Yo |=|¥p |+ 1|cos@sing sin6cosg []
Zp Zp —sinf 0 ¢ (19)
Onde,
9:51: t[)e + lﬁd cos @
Yp |=T 2 [sin )
Logo,

cos@cosf sinfsing

. Pe + g [COS 2 l A p :
W | = 2 sing ||+ {[cosBsing sinfcos¢e [ ]
Z, 0 —sin@ 0 ¢ (21)
.+ '
xp=¢e2¢drcos¢+chosgocosG—lq'osinGsin(p (22)
.+ '
yp=¢e2ll’drsin(p+19cosesingo—l<psin9cosq0 (23)
iy = —16sinf
(24)

Por tanto o termo de velocidade ao quadrado V,? da energia cinética é dado por:

V=

<1j)e + 17[)d

2
5 r> + 1202 + 2% sin? 0 + (o + P4 )70 cos 6

(25)

Entdo temos energia cinética da dinamica translacional-longitudinal descrita pela

equacao 26.
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Ttranslagéo = Emsz (26)

. . 2
1 + . o .
Teransiagio = 7 [(% r> + 1202 + 122 sin? 0 + (Y + P4)rl0 cos 8| (27)

Para o termo rotacional, temos a velocidade rotacéo dada por:

-6 sin @
w = 6 cos Q (28)
@
Onde,
. ; .\ T
Q= (d’d"’lpe)a (29)

Onde ¢ nada mais € que a velocidade de rotacdo do TWIP em torno do eixo z,

conforme mostrado na Figura 4.

I, 0 0
I =10 Ig 0
0 0 I, (30)

Como foram utilizados dois sistemas cartesianos distintos para a obtencao das
velocidades conforme ilustrado na Figura 4, € necessario rotacionar o tensor inercial,

e para isto foi encontrada a matriz de rotagéo R:

cosep —sing O0][cos@ 0 sinf
R;O;ZZ =|[sing cosep O 0 1 0
0 0 1/l—sinf® 0 cosf (31)
cosfcosgp —sing cos@sinf
R =|singpcosf cosp singsind
—sinf 0 cos 0 (32)
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Para encontrar o tensor inercial I, temos:

I =RI'RT
(33)
cosfcosqp —sing cosgsin@]|L 0 0
I =|singpcosf cosg sincpsin@] 0 Isy O
—sin @ 0 cos 8 0 0 I,
(34)
cosfcosp singpcosf —sinf
—sin @ cos @ 0 ]
cospsinf singsinf cosf
I
& cos? @ + Igsin? cospsing (& —Ip) cos¢sinf cos6( 1, — I)
= cos@sing (& —Ip) cos @ sin ¢ sin 8 cos 6 ( I, — Ir) (35)

cosgsinfcosf( 1, —1,) singsindcosd (I, —1I,) L. sin® 6 + I, cos* 6

Onde ¢ = I, cos® 6 + 1, sin® 6. Logo a energia cinética de rotacéo é dada pelo
desenvolvimento da equacéao 35.
1

1 1
T = 511100% + Elzzwg + 51330% + [,w0; + 130,03 + [30,w03 (36)

1.1, 2N aa (37)
Tr = 516607 + E(IT sin? 6 + 1, cos? 6)¢
Por tanto a energia cinética total do sistema € descrita pela equacgéo 18 é:
1 (e +a \°
T = om [(%r) +120% + 122 sin? 0 + (Y + Pa)7l0 cos O
(38)

1 .1
+ 51992 + E(Ir sin? 6 + 1, cos? 6)¢p?

No sistema, temos a energia potencial descrita pelo potencial gravitacional:

U =mglcosb (39)
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Logo a funcéo lagrangiana (14) é dada pela equacao 40:

L=-m

2

l[}e-l'l[}d
2

2
r) + 1202 + 122 sin? 0 + (. + ¥4)710 cos 6

(40)

1 . 1
+ 51992 +5 (I, sin? @ + I, cos? §)¢* — mgl cos 6

Para encontrar a primeira equacao da dinamica do sistema, temos a expressao

41.
d ( oL ) oL 0 1)
dt\oy,) 0P,
Onde Q€ o torque produzido pela roda esquerda, logo temos:
m . N 2\ .. . Ir\? . . . . .
_?<lr(92 sin® — @ cos @) — (?) (YPq + ) +2 <E> (sin2 0 (Pg — ) +0sin20 (Py — %)))
r\2 . , , \2 . . (42)
- (E) (1 = 1,)(05in 260) (34 — b)) - (E) (I, sin? 6 + I, cos? ) (Pg — o) = 7,
Para a segunda equacéo da dinamica, temos expressao 42:
d ( oL ) oL 0 43)
dt\oy,) g °°
Onde Q, € o torque produzido pela roda direita, logo temos:
" : 2\ . Ir\? I . o
%(lr(e cos8 — §sin ) + (%) (o + 1) + 2 (5) (sin? 6 (a — ) + 0sin 20 (P4 — %))) "

* (2)2 (1 = 1,)(85in26) ($a = ¥e)) + (2)2 (I, sin? 6 + I, cos? 0) (4 — W) = 74
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Finalmente a terceira equacao da dinamica € dada pela expresséao 44

Onde Q5 € a soma dos torques produzidos pelas rodas direita e esquerda, entéo:

199 + (T;l_(lir) (Qd sin 9(1,bd + 1,be) - ZI—ZSin o (l’bd - 1[)8)2>
() (29 + @) (cos0 (i + i) — s (i + 1)) (48)

2
h (dr_ﬁ) <(Ir —1,)(sin26) (P4 + Tﬁe)Z) —mglsin® = —(t4 +1,)

Resumindo, as equacdes de movimento que representam o sistema do péndulo

invertido sobre duas rodas sao:

2

_T§<lr(92 Sin — 6 cos 6) — (TZ—Z) b+ )+ 2 (2 (sin?6 (b — ) + 65in 20 (i - %)))

(47)

_ (g) (1 = 1,) (0 sin 20)(ha — b)) - (g) (I, sin? 0 + 1,, cos? 0) (g — ) = 7

m . . 2\ .. . I, - . . . .

= <lr(9 cos® — 6%sin@) + <7> (Pq + o) +2 (E) (sm 0 (Pg —Pe) + 0sin20 (g — 1Pe))> (48)

; (2)2 (1 = 1,) (0 5in 26) (e — ) ) + (%)2 (1, sin? 0 + 1, co5” 8) (e ) = 74

106 + () (8 sin 63 + 1) ~ 575in6 (s —.)°)

+ (g) (2129' + (1) (cos 8 (a + ) — Osin 6 (3 + Ipe))) (49)

(Y (I, —1,)(sin20) (44 + 1/}e)2 —mglsin® = — (14 +1,)
dv2

3.2 Linearizagcao Jacobiana

O processo de linearizacdo, assim como ja discutido na subsecéo 2.1, deve ser

aplicado a sistemas nao-lineares para que seja possivel aplicar e calibrar o controle
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linear. Este processo foi realizado em torno do ponto de operacéo que, para o sistema

do TWIP, é 6 = 0°, ou seja, quando o angulo de inclinagdo do péndulo € nulo.

As demais variaveis do sistema possuem infinitos outros pontos de operacéo e
equilibrio, mas por conveniéncia o ponto de lineariza¢éo escolhido foi a origem, onde

todas as variaveis estéo zeradas (x,)

Considerando o sistema nao-linear 50:

x(t) = Ax(t) + Bu (50)

Onde A é a matiz linearizada da dindmica, x € 0 vetor que possui seis
coordenadas, sendo elas as posi¢cOes e velocidade das rodas esquerda e direita
(Ve e, g4 € Y,) € posicéo e velocidade angular do péndulo em relacdo a vertical (6
e 6), B é a matriz dos coeficientes dos torques aplicados nas rodas esquerda e direita

e u sao os torques aplicados nas rodas esquerda e direita.

A matriz linearizada A (2) e B (4), por questbes estéticas, ndo foram incluida
neste documento na sua forma literal mas podem ser encontradas no codigo do

Apéndice A pelas variaveis simbdlicas jac e Bx.

A substituicdo dos valores de massa, gravidade, comprimento da haste do

péndulo, tensor de inércia, diametro da roda e gravidade, resultam em:

—824.37

—824.37 (51)

SO OO O O
SO OO O
SO OO O O
SO OO O

288.53

(52)
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0 0
4023 12207

g—| O 0
12207 4023

0 0
l—2269 —2269J

Importante ressaltar que a linearizacao s6 deve ser considerada nas vizinhancas
do ponto de operacéo, ou seja, os ganhos que foram obtidos na subsecéao seguinte

3.3 s6 sédo otimizados na regido em torno de 6 = 0°.
3.3 Regulador Linear Quadréatico

O regulador linear quadrético € uma das técnicas de controle escolhidas para
controlar o sistema. O algoritimo de obtencdo da matriz de ganho, j& descrito na
subsecdao 2.2, parte da determinac&o da matriz de peso dos estados Q e da matriz de
atuacao R.

O processo de determinacéo destas matrizes é empirico, contudo quanto maior
0 peso escolhido para uma variavel em Q, mais enérgico sera o controle na correcao
do sistema para a variavel escolhida. A mesma logica se aplica a matriz R de
atuacoes.

Os valores escolhidos para Q e R foram:

(53)

S

I
cococoor
cococor o
cocoroo
corooco
or ocoo oo
RO ooOo O

R=1 (54)

A escolha dos valores foram feitas com o objetivo de dar a mesma importancia
para todas as variaveis.
O controle LQR foi implementado no software comercial MATLAB como

mostrado no Apéndice A por meio de “KLQR=Iqr(A,B,Q,R)”, onde obteve-se:
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Ko = -1 -1,1320 0 —-0,1319 -62,0664 —8,1699
LeR=10 -0,1319 -1 -1,1320 -62,0664 —8,1699

(55)
Importante frisar que os ganhos obtidos sé&o otimizados apenas na vizinhanca da

linearizacao
3.4 PID

Na subsecao 2.3 foram discutidos os métodos de obtencdo de ganhos para o
controle PID. Embora a técnica desenvolvida por Ziegler-Nichols et al. (1942) ser
amplamente utilizada na industria, sua aplicabilidade é limitada a sistemas estaveis
cuja posicao inicial € retomada com o tempo. A titulo de exemplificacdo, podemos
aplicar o método de Ziegler-Nichols em um sistema real de péndulo simples, cuja
posicdo de estabilidade sempre € retomada apds a introducdo de uma perturbacéo.

Como o método nédo pode ser aplicado, os ganhos do PID foram obtidos por
tentativa e erro. Os valores do ganhos para 6 foram:

e Proporcional: K, = 5;
e Integral: T; = 0;

e Derivativo:T; = 1.

Como o ganho integral foi escolhido nulo, podemos chamar este controle de PD.
3.5 Modelagem do Sistema Experimental

Com o objetivo de aplicar a modelagem matematica ja descrita neste capitulo,
foi feita a prototipagem do péndulo invertido sobre rodas. O software comercial
escolhido para a modelagem 3D foi 0 SOLIDWORKS devido a sua versatilidade de
implementacgdo de sistemas mecanicos.

O modelo 3D desenvolvido, que foi base para a constru¢do do modelo real,

mostrado na Figura 8:
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Figura 8 — Modelagem 3D do péndulo invertido sobre duas rodas

O desenvolvimento do prototipo fisico do rob6é autoequilibrante foi realizado no
laboratorio de robética da PUC RIO. O robd é mostrado na Figura 9.

Figura 9 — Modelo real do péndulo invertido sobre duas rodas

A lista de componentes utilizados para a o desenvolvimento deste protétipo fisico

estao descritos na Tabela 3;



Tabela 3 - Componentes utilizados

Descricao
Arduino Uno 7-12V

Separadores de aco

Roda de borracha

o N o o0~ WN PP OH

Interruptor mecanico

Motores JGA25-371 DC gearmotor com encoder
Chapa separadora de material plastico

L298P Motor Drive Controller Expansion Board 7~18V
Bateria Maxamps LiPo 3S 1800mAh

Quantidade
1

R P P N A~ DNDN
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Dentre os componentes selecionados na Tabela 3, os que merecem atencao

especial sdo ositens 1,2 e 7.

1. Arduino Uno: A plataforma embarcada escolhida para interagir com o

ambiente externo por meio de software e hardware. Tenséo operacional

de 5V e tenséo de alimentacdo recomendada de 7-12V, possui 6 pinos

analdgicos de entrada, 14 pinos pinos de entrada e saida digitais e

conexao USB como mostrado na Figura 10. Este microcontrolador foi
escolhido pela facilidade de reproducéo do experimento e baixo custo;

?
e ® 0

a
1 Iyl XL
fi889004 . s

000 00000000

:7‘0) l\pm?:’)(\t—.o

DIGITAL PUTKD

UNO

cuR?

HH

| e

- -

i

ANALOG IN

" ’ seescsee ioooto.

Figura 10 — Arduino Uno

TH 2 =

“thessees” o0
RX TX SV END

SCL SDA 5V BND u

3.3V 3. 30 GND GND [M|® ® @]
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2. A placa controladora de motores foi utilizada pela facilidade dos

terminais dos motores e por possuir um giroscopio integrado;

000005 .0.'0909

Figura 11 — Shield para arduino com controlador de motor integrado

3. A bateria especificada foi a tipo LiPo 3S 1800mAh para tempo de
operacao minimo de 4,5h.

Os codigos para o protétipo fisico foram desenvolvidos em linguagem C/C++ e

encontram-se nos Apéndices D, E, F, G e H para consulta.
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4 Resultados

Com a obtencdo das aceleracdes e da linearizacdo do sistema descrito pelas
equacdes 47, 48 e 49, foi possivel implementar o cddigo mostrado nos Apéndices B e
C em ambiente MATLAB para realizar a simulacdo do comportamento do sistema para
diversas situacoes.

Todas as simulacdes foram realizadas utilizando a dinamica nao-linear uma vez
que os ganhos para o controle LQR s6 sdo otimizados para condicbes de operacao
proximas as condi¢cbes de linearizacdo, por conseguinte a inclinacdo @ néao foi
demasiadamente grande.

Nesta secao foram simulados 6 casos conforme mostrado na Tabela 4:

Tabela 4 — Casos analisados

# Caso 0o [
1 0,2 0
2 0.2 "/10
3 0,2 7 sin(rt)
4 0,4 0
. Ui "/10
6 0,4 7 sin(rt)

4.1 Comportamento do Sistema PD

Nesta subsecédo vamos discutir os seis casos simulados utilizando os ganhos PD
obtidos empiricamente. Para todos os casos o sistema simulado por 5s.
As estimativas das velocidades de rotacao (yaw), translacdo longitudinal da

base, e posicao no espaco sao dadas por:

Ve = 5 (e + ). & = = (a — )
(55)
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xp = Vi cos,xp, = Vysing (56)
1. Casol

No primeiro caso, temos o sistema foi simulado utilizando 6, = 0,2 ,
¢, =0/s e 6, =0° O comportamento resultante do controle PD utilizado pode ser

verificado na Figura 12 e Figura 13.

Angulos de pitch e yaw

12

Theta

10

anguloigraus)

-2 L L L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tempo(s)

Figura 12 — Comportamento das varidveis 8 e ¢ — PD Caso 1
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0.5
9]
0L L5
15 i
17N £ i -
- 3 — 25
0.5 “\,,\ —
0 N <" 15
0.5 )\‘m < 1
1N g 0.5
- S 0
y -1.5 0.5 x

Figura 13 — Trajetoria executada — PD Caso 1

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 9, erro

RMS associado de ggys = 1,716° € para a variavel ¢ obteve erro RMS de g,zys =

0° pois a trajetéria retilinea foi mantida. O tempo de estabilizacdo do sistema para 8 <
0,500 foi de testabilizagéo = 0,64‘55

2. Caso 2

No segundo caso, temos o sistema foi simulado utilizando 6, = 0,2 ,

@y = 7T/lo /s e 6, = 0° O comportamento resultante do controle PD utilizado pode ser

verificado na Figura 14 e Figura 15.
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Theta

e Phii

angulo{graus)

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tempo(s)

Figura 14 — Comportamento das variadveis 8 e ¢ — PD Caso 2

Figura 15 — Trajet6ria executada — PD Caso 2

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 6, erro

RMS associado de egrys = 1,716° € para a variavel ¢ obteve erro RMS de g,gys =
52,11° O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de tesapitizacio =

0,645s.
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3. Caso 3

Para o terceiro caso , temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,2,
¢, = 7sin(nt) /s e 6, = 0° O comportamento resultante do controle PD utilizado pode
ser verificado na Figura 16 e Figura 17, onde nesta a numeracdo representa o
desenvolvimento da trajetdria executada.

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 6, erro
RMS associado de egrys = 1,708° e para a variavel ¢ obteve erro RMS de &,gys =
299,26°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de testapitizacio =

0,648s.
Angulos de pitch e yaw

150

Theta
e P 4

100

50

VY

-150

angulo(graus)
=]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
tempo(s)

Figura 16 — Comportamento das varidveis 8 e ¢ — PD Caso 3

0471 7

0.3r b

02r

01r

01F 1

021 7

-0.6 -0.4 -0.2 1] 0.2 0.4 0.6

Figura 17 — Trajetoria executada — PD Caso 3
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4. Caso 4

Neste caso, temos o sistema simulado utilizando 8, = 0,4, ¢, =0 /se 8, =0°

O comportamento resultante do controle PD utilizado pode ser verificado na Figura 18
e Figura 19.

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 6, erro

RMS associado de egrys = 3,233° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de g,gys = 0°

pois a trajetoria retilinea foi mantida. O tempo de estabilizagdo do sistema 6 < 0,50°

foi de testabilizagéo = 0,7625
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Figura 18 — Comportamento das variaveis 8 e ¢ — PD Caso 4
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Figura 19 — Trajetoria executada — PD Caso 4
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5. Caso 5

Para o quinto, temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,4, ¢, =

7T/lo/s e 6, =0° O comportamento resultante do controle PD utilizado pode ser

verificado na Figura 20 e Figura 21.

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 6, erro
RMS associado de egrys = 3,233° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de e,gys =
52,00°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de tesapitizacio =

0,762s.
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Figura 20 — Comportamento das varidveis 8 e ¢ — PD Caso 5
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Figura 21 — Trajetoria executada — PD Caso 5
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6. Caso 6

Para o sexto, temos o sistema simulado utilizando 8, = 0,4, ¢, =
7 sin(mt) /s e 6, = 0° O comportamento resultante do controle PD utilizado pode ser
verificado na Figura 22 e Figura 23, onde nesta a numeracdo representa o
desenvolvimento da trajetoria executada.

O sistema governado pelo controle PD obteve, para a variavel 6, erro
RMS associado de egrys = 3,213° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de e,grys =
299,45°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de testapitizacio =

0,765s.
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Figura 22 — Comportamento das variaveis 8 e ¢ — PD Caso 6
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4.2 Comportamento do Sistema LQR

Assim como na subsecdo anterior, aqui sdo apresentados os resultados

simulados.

1. Caso 1

No primeiro caso, temos o sistema foi simulado utilizando 6, = 0,2 ,
¢, =0%se 6, =0° O comportamento resultante do controle LQR utilizado pode ser

verificado na Figura 24 e Figura 25.
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Figura 24 — Comportamento das variaveis 6§ e ¢ — LQR Caso 1
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Figura 25 — Trajetoria executada — LQR Caso 1

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 9, erro

RMS associado de ggpys = 1,296° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de g gys = 0°
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pois a trajetdria retilinea foi mantida. O tempo de estabilizagdo do sistema para 6 <
O,SOofOi de testabiliza(;éo = 0,407s.

2. Caso 2

No segundo caso, temos o sistema foi simulado utilizando 6, = 0,2 ,
@ = 77/10/5 e 6, = 0° O comportamento resultante do controle LQR utilizado pode
ser verificado na Figura 26 e Figura 27.

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 8, erro
RMS associado de eyrys = 1,296° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de g,pys =
51,88° pois a trajetoria retilinea foi mantida. O tempo de estabilizacdo do sistema

para 6<0,50° foi de tesiapitizacao = 0,407s.
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Figura 26 — Comportamento das variaveis 6 e ¢ — LQR Caso 2
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Figura 27 — Trajetoria executada — LQR Caso 2
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3. Caso 3

Para o terceiro caso , temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,2,
¢, = 7sin(mt) /s e 6, = 0° O comportamento resultante do controle LQR utilizado
pode ser verificado na Figura 28 e Figura 29, onde nesta a numeracgao representa o
desenvolvimento da trajetoria executada.

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 9, erro
RMS associado de eyrys = 1,295° e para a variavel ¢ obteve erro RMS de g,gys =
299,56°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 6 < 0,50 ° foi de testapitizacio =

0,407s.
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Figura 28 — Comportamento das variaveis 8 e ¢ — LQR Caso 3
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4. Caso 4

Neste caso, temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,4, ¢, =0°

/s e B, =0°% 0O comportamento resultante do controle LQR utilizado pode ser
verificado na Figura 30 e Figura 31.

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 8, erro

RMS associado de eggrys = 2,408° e para a variavel ¢ obteve erro RMS de ¢,zys = 0°

pois a trajetoria retilinea foi mantida. O tempo de estabilizacdo do sistema para 8 <

O,SOOfOi de testabilizaqéo = 0,4015
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Figura 30 — Comportamento das variaveis 8 e ¢ — LQR Caso 4
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5. Caso 5

Para o quinto caso, temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,4, ¢, =
7T/lo/s e 0, =0° O comportamento resultante do controle LQR utilizado pode ser
verificado na Figura 32 e Figura 33.

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 9, erro
RMS associado de egrys = 2,408° e para a variavel ¢ o erro RMS foi de e,grys =
51,99°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de tesapitizacio =
0,481s.
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Figura 32 — Comportamento das variaveis 8 e ¢ — LQR Caso 5
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6. Caso 6

Para o sexto caso, temos o sistema simulado utilizando 6, = 0,4, ¢, =
7 sin(mt) /s e 6, = 0° O comportamento resultante do controle LQR utilizado pode ser
verificado na Figura 34 e Figura 35, onde nesta a numeracdo representa o
desenvolvimento da trajetoria executada.

O sistema governado pelo controle LQR obteve, para a variavel 9, erro
RMS associado de egrys = 2,405° € para a variavel ¢ o erro RMS foi de e,grys =
299,83°. O tempo de estabilizagdo do sistema para 8 < 0,50° foi de testapitizacio =

0,481s.
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Comportamento das variaveis 6 e ¢ — LQR Caso 6
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4.3 Analise dos Resultados

Esta subsecdo é dedicada para a andalise dos resultados comparativos dos
sistemas apresentados em 4.1 e 4.2 e para o detalhamento dos problemas

enfrentados com o controle.
Inicialmente, o controle desenvolvido tinha o objetivo de controlar as variaveis
0,0,Y, , Y.y ey, contudo as simulagdes que fizeram o uso dos ganhos para

Yo , ., P4 e P, Se tornam instaveis como mostrado na smulacéo de 0.01s da Figura
36.

108 Angulos de pitch e yaw
&

Theta

0 . . . . . . .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
tempo(s)

Figura 36 — Comportamento instavel — LQR Caso 1

Algumas medidas, como a variacdo dos valores dos pesos nas matrizes de peso
Q e R, se mostraram ineficazes, logo ndo foi possivel controlar a trajetéria utilizando
os ganhos obtidos pelo LQR, mas sim ganhos obtidos por tentativa e erro.

Embora o controle de , , 4., e Y, tenha sido executado via LQR o trabalho,
que tinha por principal objetivo controlar a inclinacéo do péndulo, foi bem sucedido ao

empregar os ganhos para as variaveis 6 e 6.
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A Tabela 5 compila as informac0des obtidas das simulacdes e expde uma analise
breve dos erros e tempos de correcdo da inclinacdo do péndulo baseado em

trajetdrias e inclinac¢des iniciais distintas.

Tabela 5 — Analise de performance

# Caso E9RMS EpRMS Lestabilizagio(S)
PD-1 1,716° 0° 0,645
LOR-1 1,296° 0° 0,407
PD-2 1,716° 52,11° 0,645
LOR -2 1,296° 51,88° 0,407
PD-3 1,708° 299,26° 0,648
LOQR -3 1,295° 299,56° 0,407
PD-4 3,233° 0° 0,762
LOR -4 2,408° 0° 0,401
PD-5 3,233° 52,00° 0,762
LOR -5 2,408 51,99° 0,481
PD-6 3,213 299,45° 0,765
LOQR -6 2,405 299,83° 0,481

Pela Tabela 5 € possivel observar que para trajetérias constantes, a correcao
do angulo 6 nédo é afetada, ao passo que, para trajetdrias variaveis e com curvas mais
acentuadas, a correcao do angulo 8 pode ser sutilmente favorecida. O beneficiamento
sobre o erro médio quadratico para a trajetoria variavel foi calculado conforme a
Tabela 6.

Tabela 6 — Beneficiamento de corregdo por trajetéria

# Caso Beneficiamento (%)
PD1-3 0,47%
PD2-3 0,47%
LOR1-3 0,08%
LQR2-3 0,08%
PD4-6 0,62%
PD5-6 0,62%
LQR4-6 0,12%

LQR5-6 0,12%
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Outro ponto relevante mostrado pelos dados da Tabela 5 € a evidente
superioridade do controle LQR frente ao PD, uma vez que tempo de correcdo da

inclinacdo 6 para o caso LQR ocorreu, em média, 37% mais veloz.
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5 Conclusdes

O estudo apresentado neste trabalho alcancou o objetivo que era desenvolver
um modelo 3D da dinamica de um robd movel autoequilibrante, admitindo a
consideracao do acoplamento entre as dinamicas longitudinal e lateral.

Os controladores propostos obtiveram diferentes performances para diferentes
condic¢des iniciais e ficou a clara a superioridade da aplicagéo do controle LQR frente
ao PID. Apesar do melhor desempenho do controle LQR, ambos controladores
conseguiram atingir o equilibrio do péndulo em menos de 1s, que para competicdes
de robds autoequilibras, é uma valor razoavel.

A trajetdria executada pelo robd exerceu papel fundamental nas simulacées de
equilibro pois foi possivel verificar que a introducdo de uma rotacdo constante de

Q= 77/10 nao influenciou em nada a corre¢éo da inclinagcédo do péndulo, ao passo que

uma trajetdria variavel com curvas mais acentuadas gerou um beneficiamento na
correcdo da inclinacao 6.

Os trabalhos futuros sugeridos incluem:

1) Levar em consideracao as forcas de atrito e a massa dos componentes da
base e analisar as limitacdes;

2) Comparar o esfor¢co computacional e resultados das técnicas de controle néo-

linear e linear.
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Apéndice A - Equacbes & Ganhos

Este codigo foi desenvolvido no software comercial MATLAB e tem por
objetivo obter:

1. As trés equacdes lagrangianas, descritas no cédigo como eql, eqg2 e
eqs;

2. As equacdes das aceleracées 1,1, e 8, descritas no codigo como
PSI_PPE, PSI_PPD e THETA_PP, resolven

3. do o sistema contendo as equacdes 46,47 e 48 usando o toolbox
simbdlico do MATLAB. As aceleragdes foram obtidas em funcéo de
Yo, Yo , W4, Wy, 0 e e foram usadas no codigo do Apéndice C;

4. Linearizacdo Jacobiana da dinamica

5. A discretizacao;
Os ganhos LQR.

clear

clc

syms psi e psi pe psi ppe psi d psi pd psi ppd theta theta p theta pp
syms psi et (t) psi pet(t) psi ppet(t) psi dt(t) psi pdt(t) psi ppdt(t)
theta t(t) theta pt(t) theta ppt(t)

gpp=sym ([psi_ppe psi_ppd theta pp]l);

gp= sym([psi pe psi pd theta p]l);

g= sym([psi e psi d theta]);

syms a b ¢ tau e tau d r md g 1 x1 x2 x3 x4 x5 x6
% A: Descrever os termos T e U

T=(m/2)* (((psi_pet+psi pd)*(r/2))"2+(psi petpsi pd)*r*l*theta p*cos (theta)+(
172)* (theta p"2)+((172)*(sin(theta))"2) * ((psi_pd-
psi_pe)*(r/d))"2)+(b*theta p"2)/2+(a* (sin(theta))"2+c* (cos (theta))"2)* (((ps
i pd-psi_pe)*(r/d))"2)/2;
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U=m*g*1l*cos (theta);

1L=T-U; %lagrangeano

%% B: Aplicar a equacdo de Lagrange e encontrar os coeficientes.

Ll=diff(L,g(l));%derivada do lagrangeano em psie
L2=diff(L,g(2));%derivada do lagrangeano em psid
L3=diff(L,g(3));%derivada do lagrangeano em theta

L21=diff (L,gp(l));%derivada do lagrangeano em psi pe
L22=diff(L,gp(2));%derivada do lagrangeano em psi pd
L23=diff (L,gp(3));%derivada do lagrangeano em thetap

$Substituindo varidvel no tempo

auxLl=subs (L21, [psi e psi pe psi d psi pd theta theta p], [psi et (t)
psi pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)]):;
auxL2=subs (L22, [psi e psi pe psi d psi pd theta theta p], [psi et (t)
psi _pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)]):;
auxL3=subs (L23, [psi e psi pe psi d psi pd theta theta p], [psi et (t)
psi pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)]):;

% auxLl=subs (L21, [psi pe psi pd theta p], [psi pet(t) psi pdt(t)
theta pt(t)]);
% auxL2Z=subs (L22, [psi pe psi pd theta p], [psi pet(t) psi pdt(t)
theta pt(t)]);
% auxL3=subs (L23, [psi pe psi pd theta p], [psi pet(t) psi pdt(t)
theta pt(t)]);

L31=diff (auxLl,t);%derivada do lagrangeano em t
L32=diff (auxl2,t);%derivada do lagrangeano em t
L33=diff (auxl3,t);%derivada do lagrangeano em t

$Resubstituindo variaveis de estado

L4l=subs (L31, [diff(psi et (t),t) diff(psi pet(t),t) diff(psi dt(t),t)
diff(psi pdt(t),t) diff(theta t(t),t) diff(theta pt(t),t) psi et(t)

psi pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)],[psi pe psi ppe
psi pd psi ppd theta p theta pp psi e psi pe psi d psi pd theta theta pl);
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L42=subs (L32, [diff (psi et (t),t) diff(psi pet(t),t) diff(psi dt(t),t)

diff (psi pdt(t),t) diff(theta t(t),t) diff(theta pt(t),t) psi et(t)

psi pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)],[psi pe psi ppe
psi pd psi ppd theta p theta pp psi e psi pe psi d psi pd theta theta pl);
L43=subs (L33, [diff (psi et (t),t) diff(psi pet(t),t) diff(psi dt(t),t)

diff (psi _pdt(t),t) diff(theta t(t),t) diff(theta pt(t),t) psi et (t)

psi pet(t) psi dt(t) psi pdt(t) theta t(t) theta pt(t)], [psi pe psi ppe
psi pd psi ppd theta p theta pp psi e psi pe psi d psi pd theta theta pl);

eql=L41-Ll-tau e;
eq2=L42-L2-tau d;
eqg3=L43-L3+tau_e+tau d;

%% Isolando

o

% Determinacdo da equacdo para a aceleracdo angular Theta
auxl=isolate (egl==0,gpp(l));%isolado psi ppe

aux2=isolate (eg2==0,gpp(l));%isolado psi ppe

auxz22=isolate (eq3==0,gpp (1)) ;%isolado psi ppe

eqgéd=rhs (auxl)==rhs (aux2); $substituindo psi ppe

egdd=rhs (aux22)==rhs (auxl); $substituindo psi ppe
aux3=isolate(eg4,gpp(2));%isolado psi ppd
aux33=isolate(eqgd44,gpp(2));3isolado psi ppd

egb=rhs (aux3)==rhs (aux33) ; ssubstituindo psi ppd

THETA PP=isolate(eqg5,gpp (3));%equacdo para theta pp dependente das

derivadas de primeira ordem e ordem zero

)

% Determinacdo da equacdo para a aceleracdo angular Psi e
auxl=isolate (eg2==0,gpp(2));%isolado psi ppd

auxz2=isolate (eq3==0,9pp(2));%isolado psi ppd

auxz2=isolate (eql==0,gpp(2));%isolado psi ppd

egd=rhs (auxl)==rhs (aux2) ; Ssubstituindo psi ppd

egdid=rhs (aux22)==rhs (auxl); $substituindo psi ppd
aux3=isolate(eg4,gpp(3));%isolado theta pp

aux33=isolate (eqgd44,gpp(3));3isolado theta pp

egb=rhs (aux3)==rhs (aux33) ; ssubstituindo theta pp

PSI PPE=isolate(egb5,gpp(l));%equacdo para psi ppe dependente das derivadas
de primeira ordem e ordem zero

o)

% Determinacdo da equacdo para a aceleracao angular Psi d



auxl=isolate (eg3==0,gpp(3));%isolado theta pp
aux2=isolate (eql==0,gpp(3));%isolado theta pp
aux22=isolate (eg2==0,gpp(3));%isolado theta pp
egd=rhs (auxl)==rhs (aux2) ; $substituindo theta pp
eg4d4=rhs (aux22)==rhs (auxl); 3substituindo theta pp
aux3=isolate(eg4,gpp(l));%isolado psi ppde
aux33=isolate (eg44,gpp(l));%isolado theta pp
egb=rhs (aux3)==rhs (aux33) ; ssubstituindo psi ppe
PSI PPD=isolate (eqb5,gpp(2));%equacdo para psi ppd

de primeira ordem e ordem zero

$substituicdo de variaveis auxiliares

PPE=subs (PSI_PPE, [psi e psi pe psi d psi pd theta
x6]);

PPD=subs (PSI_PPD, [psi e psi pe psi d psi pd theta
x61);

PP=subs (THETA PP, [psi e psi pe psi d psi pd theta
x6]);

coeftaul=collect (PPE, tau e);
coeftau2=collect (PPE, tau d);
coeftau3=collect (PPD, tau_e);
coeftaud=collect (PPD, tau _d);
coeftauS=collect (PP, tau _e);

coeftaub=collect (PP, tau d);

F=[x2,
rhs (PPE) ,
x4,
rhs (PPD),
X6
rhs (PP) ]
G=10,
rhs (coeftaul) +rhs (coeftau?),
0,
rhs (coeftau3) +rhs (coeftaud),
0,
rhs (coeftaub) +rhs (coeftaub) ]

jac=jacobian (F, [x1l,x2,x3,x4,x5,x6])
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dependente das derivadas

theta pl, [x1 x2 x3 x4 x5

theta pl, [x1 x2 x3 x4 x5

theta pl, [x1 x2 x3 x4 x5



%0 péndulo equilibra em X=[0;0;0;0;0;0],

x1=0;x1=0;x2=0;x3=0;x4=0;x5=0;x6=0;

jac_linear=vpa (subs (jac), 3)

Bx=vpa (subs (G), 3)

B= [0 O,
4023.38 12207.10,
0 0,
12207.11 4023.38,
0 0,

-2268.91 -2268.91]

o°
o°
=
0O
Y]

~.

.035;
.20e-3;
.40e-3;
.9%e-3;
.1

.25
.81;

«Q QJFJ? oo R 3
O OO W WwWwr or

A=eval (jac_linear);
C= eye(6);

D=zeros (6,2);
t=1/100;

[AD, BD, CD, DD]=c2dm(A, B, C,

0=[1 0 0 0 0 O%psi e

01000 O%psi pe

00100 0%psi d

00010 0%psi pd

0 00 01 0%theta

00000 1]%theta pd
R=[1 0;

0 0.5]1;

[KLOR]=1gr (AD,BD,Q/1000000000,R)

C=eye (6)
D=[0 0;0 0;0 0;0 0;0 0;0 0]

logo a linearizacédo é dada por:

'zoh'")
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$matriz K de ganhos para ser add ao modelo
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Apéndice B - Simulacéo

Este codigo foi desenvolvido no software comercial MATLAB e tem por
objetivo obter:

1. O comportamento dinamico do sistema por meio da solucao das
equacdes diferenciais contidas na funcao auxiliar “axufunc” (Apéndice
C) pelo método de Runge-Kutta (ode45);

2. O comportamento grafico bidimensional x-z do sistema ao longo do
tempo;

3. O comportamento grafico bidimensional x-y do sistema ao longo do
tempo;

4. O comportamento gréfico tridimensional do sistema ao longo do
tempo;

5. O comportamento grafico dos angulos de pitch 8 e yaw ¢ do sistema
ao longo do tempo;

6. O comportamento grafico da energia do sistema em joule ao longo do
tempo;

7. Erro RMS dos angulos pitch 8 e yaw ¢ para o tempo simulado.

clear
close all

global m r a b c 1 dg I;

m = 1; %kg

r = 0.035; %m

1 =20.1; %m

d = 0.2;%m

g = 9.81; %m/s"?2

$momentos de inércia de roll(x"), pitch(y") e vyaw(z") [kg*m"2]
a=1.20e-3; b=3.40e-3; ¢=3.99%e-3;
I =Db + m*1"2;



g0 =[000.4000000]"'; %estado inicial em radianos: [psi e psi d

theta psi pe psi pd theta p xb yb phi]
tf = 2; %tempo final de simulacéo

[t,ql oded5 ('auxfunc', [0 tf],q0);

psi_e g(:,1); psi d = g(:,2); theta = g(:,3);
psi pe = g(:,4); psi pd = g(:,5); theta p = g(:,6);

xb = qg(:,7); yb = g(:,8); phi = g(:,9); %centro da base

%$cinemdtica direta:

xc = xb + 1l*sin(theta).*cos(phi); %centro de massa total

yc = yb + l*sin(theta).*sin(phi);

zc = l*cos(theta); %assume z = 0 no centro das rodas

xee = xb + 2*1*sin(theta) .*cos(phi); %extremidade do pendulo, assumida em
2*1

yee = yb + 2*1*sin(theta).*sin(phi);

zee 2*1*cos (theta); %assume z = 0 no centro das rodas

xe = xb - sin(phi)*d/2; %centro da roda esquerda
ye = yb + cos(phi)*d/2;
xd = xb + sin(phi)*d/2; %centro da roda direita

yd = yb - cos(phi)*d/2;

passo = 0.01; S%passo das animagdes em segundos

f = figure(l); %vista lateral x-z
set (f, 'doublebuffer', 'on'); % for smoothness in the animation

tempo = -passo;

for 1 = 1l:size(t,1)

if t(i) >= (tempot+passo)

tempo = t(i);
hold off
plot([-6*1 6*1]1,[0 01,'g--"); Sfloor

axis equal

axis([-6*1 6*1 -4.5*%1, 4.5*1]);

hold on

plot(xe(i),0, 'co') %desenha roda esquerda
plot(xd(i),0, '"bo') %desenha roda direita
plot(xc (i), zc (i), 'bx') %S$desenha centro de massa

plot([xe (i) xd(i)],[0 0],'b') %desenha base
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plot ([xb (i) xee(i)],[0 zee(i)],'b') %desenha péndulo
drawnow;

pause (passo) % T sec per frame
end

end

f = figure(2); S%Svista superior x-y
set (f, 'doublebuffer', 'on'); % for smoothness in the animation
tempo = -passo;
for 1 = 1l:size(t,1)
if t(i) >= (tempot+passo)
tempo = t(i);
hold off
plot ([-6*1 6*1],[0 0],'g--"); Sfloor
axis equal

axis([-6*1 6*1 -4.5*%1, 4.5*1]);

hold on

plot(xe(i),ye (i), 'co') S%Sdesenha roda esquerda
plot (xd(i),yd (i), 'bo'") %desenha roda direita
plot (xc(i),yc (i), 'bx") %desenha centro de massa

plot ([xe (i) xd(i)],[ye(i) yd(i)],'b') %desenha base

plot ([xb (i) xee(i)],[yb(i) yee(i)],'b') %desenha péndulo
drawnow;

pause (passo) % T sec per frame
end

end

f = figure(3); S%Svista 3D

set (f, 'doublebuffer', 'on'); % for smoothness in the animation

tempo = -passo;
for 1 = 1l:size(t,1)

if t(i) >= (tempot+passo)

tempo = t(i);
hold off
plot3([-6*1 6*1],[0 0],[0 O],'g--"); %floor

axis equal

grid on

view (3)

axis([-6*1 6*1 -6*1 6*1 0 2*1]);
hold on
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plot3(xe(i),ye(i),0,'co') %Sdesenha roda esquerda
plot3(xd(i),yd(i),0, 'bo') Sdesenha roda direita
plot3(xc(i),yc(i),zc (i), 'bx") %desenha centro de massa

plot3([xe(i) xd(i)]1,[ye(i) yd(i)]1,[0 0], 'b"'") S%Sdesenha base

plot3 ([xb (i) xee(i)],[yb(i) yee(i)],[0 zee(i)],'b'") %desenha péndulo
drawnow;

pause (passo) % T sec per frame

end

end

figure (4)

plot (t,theta*180/pi, 'b")

hold on

plot (t,phi*180/pi, 'r'")
title('dngulos de pitch e yaw')
xlabel ('tempo (s) ")

ylabel ('adngulo (graus) ')

legend ('theta', 'phi'")

figure (5)

phi p = (psi pd - psi pe)*r/d; Svelocidade angular de yaw da base

v = r*(psi pe + psi pd)/2; Svelocidade de translacédo da base

vexy = v + l*cos(theta) .*theta p; %velocidade horizontal do centro de massa
vcz = -l*sin(theta).*theta p; %velocidade vertical do centro de massa
vct = l*sin(theta).*phi p; %velocidade transversal do centro de massa
T = 0.5*m* (vexy."2 + vcz.”2 + vct.”2) + 0.5*b*theta p."2 +

0.5* (a*sin(theta) ."2+c*cos (theta) .”2) .*phi p."2;

U = m*g*l*cos (theta);

plot (0,0, 'b.")

hold on

plot (t,T+U, 'z")

title('energia')

xlabel ('tempo(s) ")

ylabel ("T+U(J) ")

disp('Erro RSM do theta')
s=ones (size (theta,1l),1)*0;
ermsv=sqgrt (sum( (abs (s-theta)) .”2)/size(theta, 1))

disp('Erro RSM do phi'")
s=ones (size(phi,1),1)*0.4*tf;
ermsv=sqrt (sum( (abs (s-phi))."2)/size (phi, 1))



69

Apéndice C — Funcao Auxiliar

Este codigo foi desenvolvido no software comercial MATLAB e tem por
objetivo obter, dado uma condigé&o inicial, 0 comportamento dindmico do sistema por
meio da aplicacdo dos ganhos PID ou LQR no célculo dos torques das rodas direita
e esquerda do robd para entfo calcular ., 4,0, Yo, P4, 0, %, V), € @.

Para resolver as equacdes diferenciais 1,, 14 e 8 contidas neste Apéndice, foi
usada a funcao pronta do MATLAB ode45 que utiliza o método de Runge-Kutta.

A funcéo ode45 necessita de uma funcdo que retorne a derivada do estado
(“auxfunc”), e portanto precisa das aceleracdes 1, Y, e 6.

O equacionamento das aceleracdes 1,1, e 8, aqui chamadas de psi_ppe,
psi_ppd e theta_pp, foi obtido simbolicamente usando o toolbox simbdlico do
MATLAB (rotina descrita no Apéndice A) e por esse motivo as equagdes na sua
forma explicita sdo extensas.
function psi ppe = auxfunc(t, q)

$equacdes para simular um Segway em 3D
global mr a bc 1l dg I;

t

psi e = g(l); %giro da roda esquerda

psi d = g(2); %giro da roda direita

theta = g(3); %éngulo de pitch (sentido horéario)
psi pe g(4); %derivada de psi e

psi pd = g(5); Sderivada de psi d

theta p = g(6); %derivada de theta

xb = g(7); %posicdo do ponto médio entre as rodas
yb = q(8);

phi = g(9); %a&ngulo de yaw

theta r = 0
theta pr

%viz = 0.2; %Svelocidade linear longitudinal desejada
v.r = r*(psi pe + psi pd)/2+2*cos (4*pi*t*0.5); Svelocidade linear
longitudinal desejada

o
$phi pr = pi/2; %velocidade angular de yaw da base desejada
$phi pr = 0;



phi pr = 7*sin(2*pi*t*0.5);
mu=0.8;%coeficiente de atrito

$estimativas das varidveis n&do medidas
v = r*(psi pe + psi pd)/2; %velocidade de translacdo longitudinal
phi p = (psi pd - psi pe)*r/d; Svelocidade angular de yaw da base

au=2; %2 = LOR; 1 = PID
if au ==2 %LOR

tau e -62.0664* (theta r theta) - 8.1699* (theta pr
0.1* (phi pr - phi p) + 0*(v_r - v);

theta p) -

tau d = -62.0664* (theta r - theta) - 8.1699* (theta pr - theta p) +
0.1* (phi pr - phi p) - 0*(v.r - v);
end
if au== $PID

tau e = -5* (theta r - theta) - 1*(theta pr - theta p) - 0.1*(phi pr -
phi p) + O0*(v_r - v);

tau d = -5* (theta r - theta) - 1*(theta pr - theta p) + 0.1*(phi pr -
phi p) + 0*(v_r - v);
end

sequacdo da aceleracao psi_ppe

psi ppe= -(((tau d + (m*(l*r*theta p”2*sin(theta) -
(2*172*r~2*theta p*cos(theta) *sin(theta)* (2*psi pd - 2*psi pe))/d"2))/2 -
(r*2* (2*a*theta p*cos(theta)*sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta) *sin(theta)) * (2*psi pd -

2*psi pe))/(2*d"2))/ ((m*(x"2/2 + (2*1"2*r"2*sin(theta)"2)/d"2))/2 +

(r"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos(theta)”2))/d"2) - (tau e +

(m* (lL*r*theta p”2*sin(theta) +

(2%172*r~2*theta p*cos(theta)*sin(theta)* (2*psi pd - 2*psi pe))/d"2))/2 +
(r*"2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta)*sin(theta)) * (2*psi pd -

2*psi pe))/(2*d"2))/ ((m* (r"2/2 - (2*1"2*r"2*sin(theta) y/d~2))/2 -
(r~"2* (a sin(theta)AZ +

c*cos (theta) )/d”2))/ ((l*m*r*cos (theta) )/ (2* ((m* (r"2/2 +

(2*172*r A2*51n(theta) 2)/d"~2))/2 + (r"2*(a*sin(theta)”2 +

c*cos (theta)~2))/d"2)) - (l*m*r*cos(theta))/ (2* ((m*(r*2/2 -
(2*1"2*r AZ*Sln theta)AZ)/dAZ))/Z - (r*"2*(a*sin(theta) "2 +

c*cos (theta) )/d”2))) + ((tau_d + (m*(l*r*theta p”2*sin(theta) -

(2*1"2*r AZ*theta_p cos(theta)*sin(theta)*(Z*psi_pd - 2*psi pe))/d"2))/2 -
(r*"2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta)*sin(theta)) * (2*psi pd -
2*psi_pe))/(2*%d"2))/ ((m* (r 2/2 + (2*1A2* A2*sin(theta y/dr2)) /2 +

(r"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos (theta) ) /d”2) + (2*(tau_d + tau e +

(m* (lL*r*theta p*sin(theta)* (psi pd + p31_pe) -
(2*¥172*r~2*cos (theta) *sin (theta) * (psi pd - psi pe)”2)/d"2))/2 -

(r~2* (2*a*cos (theta) *sin(theta) - 2*c*cos(theta) *sin(theta)) * (psi pd -

psi pe)”2)/(2*d"2) - g*l*m*sin(theta) - (l*m*r*theta p*sin(theta)* (psi pd
psi pe))/2))/ (1*m*r*cos (theta)))/ ((2* (m*1"2 + b))/ (1*m*r* cos(theta)) -
(l*m*r*cos (theta) )/ (2* ((m* (r"~2/2 + (2*1A2*IA2*sin(theta y/d”~2))/2 +
(r~2* (a*sin (theta)*2 + c*cos (theta)”~2))/d"2))))/ ((((m A2/2 +
(2*172*r A2*sin(theta)A2)/dA2))/2 + (rA2*(a*sin(theta)A2 +

c*cos (theta) y/d”2)/ ((m* (x"2/2 - (2*1A2* A2*sin(theta y/d”~2))/2 -
(r~2* (a* 51n(theta) 2 + c cos(theta y/d”~2) - ((m A2/2 -
(2*17"2*r""2*sin (theta) "2) /dA y/2 - (r A2*(a 31n(theta)A2 +

c*cos (theta)~2))/d"2)/ ((m A2/2 + (2*172*r~2*sin(theta)"2)/d"2))/2 +
(r™"2* (a* sin(theta)A2 +

c*cos (theta) ) /d"2 /((l*m*r*cos(theta))/(2*((m*(rA2/2 +

(2*172*r A2*51n(theta )/d"2))/2 + (r”2* (a*sin(theta)”"2 +
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c*cos (theta) ) /d”2 - (l*m*r*cos (theta))/ (2* ((m* (r*2/2 -
(2*1"2*r A2*51n(theta 2 /d”2))/2 - (r"~2* (a*sin (theta) "2 +
c*cos (theta) ~2))/d"2))) - ((( *(r"2/2 - (2*172*r”~2*sin(theta)”2)/d"2))/2 -

(r~"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos(theta)”2))/d*2)/ ((m*(r"2/2 +
(2*172*r A2*sin(theta) 2)/d"~2))/2 + (r"2*(a*sin(theta)”2 +

c*cos (theta) y/d”2) - 1)/ ((2* (m*1"2 + b))/ (l*m*r* cos(theta)) -
(1*m*r* COS(theta))/(Z*((m*(rAZ/Z + (2*172*r"2*sin(theta) y/d”~2))/2 +
(r~"2* (a*sin(theta) 2 + c*cos (theta)”~2))/d"2))));

sequacdo da aceleracao psi ppd

psi _ppd=-(((tau_ d + tau e + (m*(l*r*theta p*sin(theta)* (psi pd + psi pe) -
(2*172*r~2*cos (theta) *sin(theta) * (psi pd - psi pe)”"2)/d"2))/2 -

(r~"2* (2*a*cos (theta) *sin (theta) - 2*c*cos (theta)* 51n(theta))*(psi_pd -

psi pe)”2)/(2*d"2) - g*l*m*sin(theta) - (l*m*r*theta p*sin(theta)* (psi pd +

psi pe))/2)/(m*172 + b) + (2*(tau d + (m*(l*r*theta p”2*sin(theta) -
(2*17~2*r~2*theta p*cos(theta) *sin(theta)* (2*psi pd - 2*psi pe))/d"2))/2 -
(r*"2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta) *sin(theta)) * (2*psi _pd -
2*psi_pe))/(Z*dAZ)))/(l*m*r cos (theta)))/ ((2* ((m* (r"2/2 -

(2*172*r~"2*sin (theta) y/d”2))/2 - (r*2*(a*sin (theta)”"2 +

c*cos (theta) *2))/d"2 ))/(l*m*r cos (theta)) - (l*m*r*cos (theta))/(2* (m*1"2 +
b))) - ((tau d + tau e + (m*(l*r*theta p*sin(theta)* (psi pd + psi pe) -
(2*172*r~2*cos (theta) *sin(theta) * (psi pd - psi pe)”"2)/d"2))/2 -

(r*2* (2*a*cos (theta) *sin(theta) - 2*c*cos(theta)*sin(theta))* (psi pd -

psi pe)”2)/(2*d"2) - g*l*m*sin(theta) - (l*m*r*theta p*sin(theta)* (psi pd +

psi pe))/2)/ (m*172 + b) + (2*(tau e + (m*(l*r*theta p”~2*sin(theta) +
(2*172*r~2*theta p*cos(theta) *sin(theta) * (2*psi pd - 2*psi pe))/d"2))/2 +
(r*"2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta)*sin(theta)) * (2*psi pd -

2*psi pe))/(2*d"2)))/ (I*m*r*cos (theta)))/ ((2* ((m* (r"2/2 +
(2%172*r~2*sin(theta)~2)/d"2))/2 + (r"2*(a*sin(theta)”"2 +

c*cos (theta) *2))/d"2))/ (l*m*r*cos (theta)) - (l*m*r*cos(theta))/ (2* (m*1"2 +
b))))/ (((2* ((m*(x"2/2 - (2*1"2*r A2*sin(theta) 2)/d”2))/2 -

(r~"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos (theta) Yy /d"2 /(l*m*r*cos(theta)) -
(lL*m*r*cos (theta) )/ (2* (m*1*2 + b)))/((2*(( r*2/2 +

(

2*%172*r~2*sin (theta)~2)/d"2))/2 + (rAZ*(a*sin(theta)A2 +

c*cos (theta) ~2))/d"2))/ (l*m*r*cos (theta)) - (l*m*r*cos(theta))/ (2* (m*1"2 +
b))) - ((2* ((m*(r"2/2 + (2*1"2*r AZ*Sin(theta) 2)/d”2))/2 +

(r~"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos (theta) y/d"2 /(l*m*r*cos(theta)) -
(lL*m*r*cos (theta) )/ (2* (m*1"2 + b)))/((2*(( r*2/2 -

(2*x172*r~2*sin (theta)~2)/d"2))/2 - (rA2*(a*sin(theta)A2 +

c*cos (theta) *2))/d"2))/ (l*m*r*cos (theta)) - (l*m*r*cos(theta))/ (2* (m*1"2 +
b))));

%equacdo da aceleracao theta pp

theta pp=(((tau_ e + (m*(l*r*theta p”2*sin(theta) +
(2%172*r~2*theta p*cos(theta) *sin(theta)* (2*psi pd - 2*psi pe))/d"2))/2 +
(r*2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta) *sin(theta)) * (2*psi pd -

2*psi pe))/(2*d"2))/ ((m* (x"2/2 + (2*1 2*r A2*sin(theta)A2)/dA2))/2 +

(r~"2* (a*sin(theta)”2 + c*cos (theta) )/d”2) + (2*(tau d + tau e +

(m* (L*r*theta p*sin(theta)* (psi_pd + p31 pe) -
(2*%172*r~2*cos (theta) *sin (theta) * (psi pd - psi pe)”"2)/d"2))/2 -

(r"2* (2*a*cos (theta) *sin (theta) - 2*c*cos(theta)* Sln(theta))*(psiipd -

psi pe)”2)/(2*d"2) - g*l*m*sin(theta) - (l*m*r*theta p*sin(theta)* (psi pd +
psi pe))/2))/ (1*m*r* cos(theta)))/(((m*(rAZ/Z -

(2*1"2*r A2*sin(theta /dA y)y/2 - (r*2*(a*sin (theta) "2 +

c*cos (theta) ) /d"2 /(( A2/2 + (2%172*r~2*sin (theta)”2)/d"2))/2 +

(r~2* (a* 51n(theta)A2 + c*cos(theta)A2))/dA2) - 1) + ((tauie +

(m* (1*r*theta p”*2*sin(theta) +



(2x172*r~2*theta p*cos(theta) *sin (theta)* (2*psi pd - 2*psi pe)
(r*2* (2*a*theta p*cos(theta)*sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta) *sin(theta)) * (2*psi _pd -

2*psi pe))/(2*d"2))/ ((m*(r"2/2 + (2*1"2*r"2*sin(theta)"2)/d"2)
(r"2* (a*sin(theta) "2 + c*cos(theta)”2))/d"2) - (tau d +

(m* (1*r*theta p”~2*sin(theta) -
(2*172*r~2*theta p*cos(theta) *sin (theta)* (2*psi pd - 2*psi pe)
(r*"2* (2*a*theta p*cos(theta) *sin(theta) -

2*c*theta p*cos (theta) *sin(theta)) * (2*psi _pd -

2*psi_pe))/(2*dA2))/((m*(rA2/2 - (2*1 2*r A2*sin(theta y/d"2
(r~"2* (a*sin(theta) "2 + c cos(theta ) /d”2))/ (((m A2/2 +
(2*172*r~2*sin (theta) )/d”2))/2 + (r A2*(a 51n(theta)A2 +

c*cos (theta) ~2)) /d"2 )/(( *(r A2/2 - (2*1"2*r"2*sin(theta)*2)/d"2

(r~"2* (a*sin(theta)*2 + c*cos (theta)”~2))/d"2) - ((m*(r"2/2 -
(2*1"2*r A2*sin(theta) 2)/d”2))/2 - (r*2* (a*sin (theta)”"2 +
c*cos (theta) )/d”2)/ ((m* (xr"~2/2 + (2*172*r”~2*sin(theta)”2)/d"2
(r~"2* (a* 51n(theta) 2 +

c*cos (theta) *2))/d"2))
(2*172*r~2*sin (theta)”

) ((l*m*r*cos (theta))/ (2* ((m* (r"~2/2 +

)
c*cos (theta)~2))/d"2))

)/\

))

)/ (

2)/d"~2))/2 + (r"2*(a*sin(theta)”2 +

(l*m*r cos (theta))/ (2* ((m* (x"2/2 -
/2 - (r"2* (a*sin(theta) "2 +
r*2/2 4+ (2*1"2*r”~2*sin(theta)

(2*1"2*r A2*sin(theta /d”2

(((

*co (theta)A2))/dA2)/((m*(rA2/2 -
/d”

(

c*cos (theta) ) /d”2
(rA2*(a*51n(theta)A2 +
(2*172*r~2*sin (theta)”
c*cos (theta)~2))/d"2) -
(r~"2* (a*sin(theta)”2 + c cos(theta ) /d”2)/ ((m* (r™2/2 +
(2*172*r~"2*sin (theta) y/d”2))/2 + (r A2*(a sin(theta) "2 +
c*cos (theta) *2))/d"2 )) - ((2*(m*lA2 + b))/ (l*m*r*cos (theta)) -

/
)
)
)/
c
2)

2))/2 - (r"2*(a*sin(theta)”2 +

(l*m*r*cos (theta))/ (2* ((m* (x"2/2 + (2*172*r"2*sin(theta)"2)/d"2

(r~"2* (a*sin(theta) 2 + c*cos (theta)”~2))/d*2)))/ (((m* (r"2/2 -
(2*1"2*r A2*sin(theta ~2) /dA y)/2 - (r*2* (a*sin (theta) "2 +
c*cos (theta) ) /d”~2)/ ((m A2/2 + (2%172*r~2*sin (theta)~2)/d"2
(r~2* (a* 51n(theta)A2 + c cos(theta)A2))/dA2) - 1)) ;

v = r*(psi pe + psi pd)/2;
xb p = v*cos(phi);

yb p = v*sin(phi);

phi p = (psi pd - psi pe)*r/d;

sreturn
psi ppe = [psi pe psi pd theta p psi ppe psi ppd theta pp xb p
phi pl]'; %precisa ser vetor coluna

) /dr2)) /2

) /2 +

) /dr2)) /2

))/2 =

)) /2 -

))/2 +

)/d”2)) /2

(m* (r"2/2 - (2*1 2*r”~2*sin(theta) "2)/d"2))/2 -

V) /2 +

Y)/2 +

vyb_p

+

+
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Apéndice D - Funcao Arduino

Projetado com um microcontrolador Atmel AVR (8-bit) com suporte de
entrada/saida embutido, o Arduino € uma plataforma de prototipagem eletrénica de
hardware livre. A linguagem de programacéo € essencialmente C/C++.

Este cadigo foi desenvolvido no software livre Arduino e tem por objetivo carregar
bibliotecas de filtro de sinal, giroscépio, encoder e thread. As threads estdo descritas
no Apéndice H.

As funcdes contidas nos Apéndices D, E, F, G e H foram utilizadas no prototipo
da Figura 8 descrito na secdo 3.5 com intuito de replicar a dinamica observada nas

simulac¢des da secao 4.

#include "I2Cdev.h"
#include "MPU6050.h"

#include <Kalman.h>

#include <Encoder.h>
#include "Wire.h"
#include "Thread.h"

#include "ThreadController.h"
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Apéndice E — Funcdo Encoder

Este cadigo foi desenvolvido no software livre Arduino e tem por objetivo ler os

sensores encoders.

//Encoder object definition
Encoder Enc_right(2,5);
Encoder Enc_left (3,4);

#define RESOLUTION 225 // ppr
#define WHEEL DIAMETER 75 //mm

double encoder left=0.0;
double encoder right=0.0;
double X=0.0; // Control variable

void encoders read()
{
encoder left=Enc left.read();
encoder right=Enc right.read();
}
float encoder 2 mm(double in)
{
float movement pulses=0;
//for (int i=0;1i<4;i++) {movement pulses+=abs (encoder pos[i]);}

//movement pulses/=4;

movement pulses=abs (in);

return { (PI*WHEEL DIAMETER*movement pulses)/RESOLUTION};

void reset encoder () //reset encoder memory

{
Enc_left.write(0);

Enc_right.write(0);



Apéndice F — Funcédo Motor

75

Este cddigo foi desenvolvido no software livre Arduino e tem por objetivo acionar

0S motores.

//motor
#define
#define
#define

//motor
#define
#define
#define

1 port definition left
IN1 7

IN2 8

ENA 9 //pwm port

2 port definition right
IN3 10

IN4 12

ENB 11 //pwm port

void MOTOR_SETUP ()

{

pinMode (IN1,OUTPUT) ;

pinMode (IN2,OUTPUT) ;

pinMode (IN3,OUTPUT) ;

pinMode (IN4,OUTPUT) ;

pinMode (ENA, OUTPUT) ;

pinMode (ENB, OUTPUT) ;

}

void motor cmd(int 1,int r)

{

if (1>255) {1=255;}
1f(r>255) {r=255;}

if (1>0) //motor forward

{

digitalWrite (IN1,HIGH) ;

digitalWrite (IN2,LOW) ;

analogWrite (ENA, abs (1))

}

if (1<0) // motor backwards

{



digitalWrite (IN1,LOW) ;
digitalWrite (IN2,HIGH) ;
analogWrite (ENA, abs (1))

if(r>0) // motor backwards

{
digitalWrite (IN3,HIGH) ;
digitalWrite (IN4,LOW) ;
analogWrite (ENB, abs (r)) ;

}

if (r<0) //motor forward

{
digitalWrite (IN3, LOW) ;
digitalWrite (IN4,HIGH) ;
analogWrite (ENB, abs (r)) ;

digitalWrite (IN3,HIGH) ;
digitalWrite (IN4,HIGH) ;
analogWrite (ENB, 0) ;

}

if (1==0)

{
digitalWrite (IN1, LOW) ;
digitalWrite (IN2,LOW) ;

analogWrite (ENA,0) ;
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Apéndice G — Funcéao IMU

Este codigo foi desenvolvido no software livre Arduino por um desenvolvedor
andnimo e adaptado. O objetivo € ler o giroscépio IMU.

/*
Arduino UNO MPU6050

A4 SDA

A5 SCL

VCC 5V

GND GND

*/

//=======libraries========

#include "I2Cdev.h"
#include "MPU6050.h"

#include <Kalman.h>

Kalman kalmanY, kalmanX, kalmanz;
double kalAngleX, kalAngleY=0, kalAngleZ;
int32 t timer;

float Theta=0.0; // control variable theta

#if I2CDEV_IMPLEMENTATION == IZCDEV_ARDUINO_WIRE
#include "Wire.h"

#endif

// ====class default I2C address is 0x68===
MPU6050 accelgyro;

//===raw values variables initialization====
intl6e t ax, ay, az;

intl6 t gx, gy, gz;
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int offset[6]={-2300,-1859,1311,71,21,-29}; // offset values for MPU6050
lax,ay,az,9%,9Y,9z]

//==filtered variables initialization==

unsigned long last read time;

float last _x angle; // These are the filtered angles

float last y angle;

float last z angle;

float last gyro x angle; // Store the gyro angles to compare
drift

float last gyro y angle;

float last gyro z angle;

/[ ======================—=============

void set last read angle data(unsigned long time, float x, float vy,
float z, float x gyro, float y gyro, float z gyro) {
last read time = time;
last x angle = x;
last _y angle = y;
last z angle = z;

last gyro x angle = x gyro;

last _gyro_ y angle Yy _gyro;

last gyro z angle = z gyro;

inline unsigned long get last time() {return last read time;}
inline float get last x angle() {return last x angle;}

inline float get last y angle() {return last y angle;}

inline float get last z angle() {return last z angle;}

inline float get last gyro x angle() {return last gyro x angle;}
inline float get last gyro y angle() {return last gyro y angle;}
inline float get last gyro z angle() {return last gyro z angle;}
i e i

void IMU SETUP ()

{
#1if IZCDEV_IMPLEMENTATION == IZCDEV_ARDUINO_WIRE
Wire.begin () ;

#elif I2CDEV_IMPLEMENTATION == I2CDEV BUILTIN FASTWIRE

Fastwire::setup (400, true);
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accelgyro.initialize();

// use the code below to change accel/gyro offset values from the

calibration sketch

accelgyro.setXAccelOffset (offset[0]);

accelgyro.setYAccelOffset (offset[1]);

accelgyro.setZAccelOffset (offset[2]);

accelgyro.setXGyroOffset (offset[3]);

accelgyro.setYGyroOffset (offset[4]);

accelgyro.setZGyroOffset (offset[5]);

set last read angle data(millis(), 0, O, 0, 0, 0, 0);

timer=millis{();

void IMU_READ ()
{

accelgyro.getMotion6 (&ax, &ay, &az, &gx, &gy, &gz);

unsigned long t now = millis(); // Get the time of reading for

rotation computations

// Convert gyro values to degrees/sec

float FS_SEL=131;

float gyro x=gx/FS_
float gyro_ y=gy/FS_
float gyro z=gz/FS_

SEL;
SEL;
SEL;

// Compute the (filtered) gyro angles

float dt =(t_now -
float gyro angle x
float gyro angle y
float gyro angle z

get last time())/1000.0;

= gyro_x*dt + get last x angle();
= gyro_y*dt + get last y angle();
= gyro_z*dt + get last z angle();

// Compute the drifting gyro angles

float unfiltered gyro angle x = gyro x*dt + get last gyro x angle();

float unfiltered gyro angle y = gyro y*dt + get last gyro y angle();

float unfiltered gyro angle z = gyro z*dt + get last gyro z angle();
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// Get angle values from accelerometer, expression taken from MPU6050
datasheet

float RADIANS TO DEGREES = 180/3.14159;

float accel angle y = atan (1*ax/sqrt (pow (ay, 2) +
pow (az,2))) *RADIANS TO DEGREES;

float accel angle x = atan (ay/sqrt (pow (ax, 2) +
pow (az,2))) *RADIANS TO DEGREES;

float accel angle z = 0;

//calculating absolute angle values

float alpha = 0.04; // parameter taken from MPU6050 datasheet

double angle x alpha*gyro angle x + (1.0 - alpha)*accel angle x;
double angle y = (alpha*gyro angle y + (1.0 - alpha)*accel angle y);

double angle z = gyro angle z; //Accelerometer doesn't give z-angle

//kalman's filer
kalmanX.setAngle (angle x);
kalmanY.setAngle (angle_vy);
kalmanZ.setAngle (angle_ z);

//calculating angles from kalman's filter

kalAngleX=(float) (kalmanX.getAngle (angle x,gyro x, (double) (micros () -
timer)/1000000)) ;

kalAngleY=(float) (kalmanY.getAngle (angle y,gyro vy, (double) (micros () -
timer) /1000000)) ;

kalAngleZ=-
(float) (kalmanZ.getAngle (angle z,gyro_z, (double) (micros () -timer)/1000000));

kalAngleZ=constrain (kalAngleZ ,-90,90);

timer=micros () ;
Theta=kalAngleY; // imu output
set last read angle data(t now, angle x, angle vy ’ angle z,

unfiltered gyro angle x, unfiltered gyro angle y, unfiltered gyro angle z);

void display () {
// read raw accel/gyro measurements from device

// display



Serial
Serial.
Serial.
Serial.
Serial.
Serial
Serial.
Serial.
Serial.
Serial.
Serial

Serial.

.print ("accelRawX:");

print (ax);

print ("\t");

print ("accelRawY:");
print (ay) ;
.print ("\t");

print ("accelRawZ:");
print (az);

print ("\t");

print ("GyroRawX:") ;

.print (gx) ;

print ("\t");

Serial.print ("GyroRawY:");

Serial.
Serial.
Serial
Serial.
Serial.
Serial.
Serial.
Serial
Serial.
Serial.
Serial.
Serial.

Serial.

print (gy) ;
print ("\t");

.print ("GyroRawZ:") ;

print (gz) ;
print ("\t");
print ("kalmanY:");

print ( kalAngleY);

.print ("\t");

print ("kalmanX:");
print ( kalAngleX);
print ("\t");

print ("kalmanz:");

println( kalAngleZ);
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Este codigo foi desenvolvido no software livre Arduino e tem por objetivo acelerar

a leitura multipla dos sensores.

Thread sensors;
Thread control;

ThreadController cpu;

float K[6]={-1252, -4.3, -1247, -4.2, -8958,

float U=0.0;

void read all sensor()

{
//reading sensors
IMU READ(); //get Theta
encoders_read(); //raw encoder data
//convert ppr to mm
float Xl=encoder 2 mm(encoder left);

float X2=encoder 2 mm(encoder right);

-30.5 };

// LOR Gains

X=(X1+X2)/2; // take the mean value of both measurements

void Control system()

{
float Space State[6]={X,0,Theta,0};

//Control

float aux=0.0; //summer

for(int i=0;1i<6;1i++) {aux+=-K[i]*Space State[i];}

U=aux;
if (U>255) {U=255;}
if (U<-255) {U=-255;}

//Motor Actuation

motor cmd (U, -U);



reset encoder () ;

void Thread setup ()

{

sensors.setInterval (3); // read all sensors every 3 ms

sensors.onRun (read all sensor);

control.setInterval (5);

control.onRun (Control system);

cpu.add(&control) ;

cpu.add(&sensors) ;
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