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Modelos Constitutivos Elasticos

A abordagem mais tradicional para a representagdio do comportamento
tensdo-deformagdo de materiais solidos, dentre estes os de origem geologica, faz
uso da teoria da elasticidade cléassica, onde os gradientes de deslocamento sdo
considerados infinitesimais, portanto resultando em deformacdes e rotagdes
também  infinitesimais. E usual definir-se material elastico como aquele que
recupera seu estado inicial depois de submetido a um ciclo completo de
carregamento e descarregamento  sem  sofrer deformagdes  permanentes
(Timoshenko, 1970), mas no contexto de modelos constitutivos ¢ mais precisa a
defini¢do cléssica de Cauchy pela qual em um material elastico o estado de tensdo
¢ fungdo apenas do estado de deformagdo, ou vice-versa, compreendendo-se,
portanto, que as trajetdrias de carregamento, descarregamento ou recarregamento
sdo todas coincidentes neste tipo de material. Ou, em outras palavras, materiais
elasticos sdo conservativos, liberando no descarregamento toda a energia interna
armazenada durante a fase de carregamento.

Embora o comportamento de solos seja fundamentalmente afetado pela
trajetoria de tensdes, modelos eldsticos podem, em principio, ser utilizados na
simulagdo de carregamentos monotonicos. Em particular, a teoria da elasticidade
linear ¢ freqlientemente empregada em grande parte dos modelos constitutivos
onde o descarregamento e/ou recarregamento sao admitidos lineares e em alguns
outros modelos constitutivos, chamados de quase-lineares, onde a lei generalizada
de Hooke ¢ empregada incrementalmente com parametros “elasticos” variaveis a

cada incremento.

2.1
Modelos Elasticos

211
Modelo Elastico Linear

Estado geral de tensdes. A relacdo constitutiva geral num modelo elastico

pode ser escrita pela expressdo s, =C,,€,,onde S, e €, sdo os tensores de
tensdo € de deformagdo respectivamente, ¢ C,, o tensor constitutivo que os

relaciona. No caso de simetria dos tensores de tensdo e de deformacdo, o niimero
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de constantes elasticas para definicdo do comportamento do material totaliza 21,
reduzindo-se para 9 na hipotese de ortotropia do meio elastico, 5 para materiais
transversalmente isotropicos € apenas 2 no caso de isotropia, situacdo na qual o
comportamento do meio é independente da direcio em estudo. E também
importante lembrar-se que no caso de materiais eldsticos lineares e isotropicos os
eixos principais de tensdo (ou dos incrementos de tensdo) coincidem com os eixos
principais de deformagao (ou dos incrementos de deformacao).

A lei constitutiva para materiais linearmente elasticos e isotropicos €
conhecida como a lei de Hooke generalizada, expressa como

s, =le,d, +2ne, (2.1)
onde | e m sdo as constantes elasticas de Lamé. No contexto de modelos
constitutivos, a relagdo (2.1) ¢ mais vantajosamente expressa em termos do

modulo de deformagdo volumétrica K (I =K-2G) e do modulo de

cisalhamento G (I = G),
e
s, =Ke,d, +2G(e, - %du} = KI,d, +2GE, (2.2a)

onde [, =€, ¢ o primeiro invariante do tensor das deformacdes e

E, =e,- 1€ «d,; o tensor das deformagdes de desvio.

Considerando que o tensor das tensdes s, =3J,d; +S, pode também ser
decomposto nas respectivas parcelas esférica §J,d,;, onde J, =s,, ¢ o primeiro

invariante do tensor das tensdes, ¢ de desvioS,, conclui-se imediatamente da
equacao (2.2a) que

pd, =5Jd, =KId, e S, =2GE; (2.2b)
ou seja, a componente esférica do tensor das tensdes causa apenas variagdo de
volume (e, =e, =1,) enquanto que o tensor das tensdes de desvio provoca

apenas distor¢do. Esta independéncia entre a resposta esférica e de desvio,
ilustrada na figura 2.1, ndo decorre apenas da linearidade da relagdo constitutiva,
mas deve-se também a hipdtese de isotropia; um comportamento acoplado entre
as respostas hidrostatica e de desvio pode ser observado em materiais linearmente
elasticos mas transversalmente anisotropicos (Gerrard & Harrison, 1970).

Na forma matricial, a relagdo constitutiva (2.1) pode ser escrita em termos

das constantes elasticas K e G como:
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s, U éK++G K-2G K-2G 0 0 ue,l
Sup K-3G K+4G K-3G 0 0 Gen
s,i_6K-2G K-2G K+4G 0 0 0 Feyt
y=é a_y
S, a O 0 0 2G 0 0 genj (2.3)
sul €0 0 0 2G 0 Ue,l
| |
Ssp & O 0 0 0 0 2G6 5%}3
Ly, =ph (@) Sy $ (b)
K 2G
=11:e » F

v iy

Figura 2.1: Modelo elastico linear e isotrépico: a) médulo de deformagédo volumétrica K;
b) médulo de cisalhamento G.

Considerando a relagdo deformagao-tensdo expressa nas equagoes (2.2b), e
utilizando a relagdo de K e G com o mddulo de Young E e coeficiente de Poisson

Nn[K=4E/(1-2n) e G=}E/1+n)], a lei de Hooke generalizada, na forma

inversa relacionando deformagdes com tensoes, € expressa de acordo com (2.4):

e J S,
e, = %dv +E, =9—[1<dij +$ ou (2.4a)
+
e, = lTns . %s wd; (2.4b)

Alternativamente, sob forma matricial

ie 0 é1/E -n/E -n/E 0 0 0 us,u
‘€ &n/E YE -n/E 0 0 0 S »f
je,i &n/E -n/E E 0 0 0 Gis,f (2.4¢)
I y=é u_y
| €, | é 0 0 0 I/ZG 0 0 l:lls 12:|:
fepl €0 0 0 0 1/2G 0 Us,!
I i é G 7l
fesh 6 0 0 0 0 0 12Ggs.,p

Estado plano de deformacgao. Idealizacdo muito utilizada para analise de
obras geotécnicas (barragens, tuneis, fundagdes corridas, etc.) envolvendo as
seguintes hipoteses sobre geometria, carregamento e parametros constitutivos:

Uma ds dimensdes do corpo ¢ muito maior do que as outras duas, permitindo
que uma secdo transversal qualquer possa ser considerada como ‘“‘secdo de

simetria” e, consequentemente, apresentando deformacdes nulas em seu plano;
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Os parametros elésticos ndo variam ao longo da maior dimensao do corpo;
O carregamento ndo varia ao longo da maior dimensdo do corpo e tampouco
apresenta componente nessa dire¢ao.
Admitindo-se a maior dimensdo do corpo ao longo do eixox;, tem-se da
primeira das hipoteses acima que €;; =€,, =€;, =0, resultando na seguinte

forma especial da equacao (2.4b),

1+n nil+n
G = San %Sggdab com a,b,g =12 2.5)
s, =n(s, +s,,) 2.6)

21.2
Modelo Elastico Nao-Linear

Uma relagdo tensdo-deformagdo eldstica mais geral, ndo restrita a hipdtese
de linearidade, pode ser escrita como S, =f; (e,d), onde f, sdo fungdes de
resposta do material. O modelo de Cauchy (Eringen, 1962) propde a seguinte
relacdo funcional para esta equagdo no caso de um material isotropico:

s, =f,d,+fe +f,e.e 2.7)

im=~ mj

ondef,, f, e f, sdo funcdes polinomiais de resposta que dependem dos trés

invariantes do tensor das deformagdes 7, =e,,, I, =7€,€,, I, = 3€,€,€, .

No modelo elastico de Cauchy de primeira ordem as fungdes de resposta
reduzem-se a f, =0, f, =a, (constante) e f, =a,+a,/,, uma fungdo linear de
I,. Adotando um estado de tensdes inicial nulo para um estado inicial de
deformacgdes nulo, obtém-se

s, =ald; +a.e, (2.8)
onde os pardmetros do modelo a, =K - 2G =1 e a, =2G =2m sdo 0s mesmos
da lei de Hooke generalizada (equagao 2.1).

No modelo eléstico de Cauchy de segunda ordem, as fun¢des de resposta do
material sao expressas na forma geral de polindmios
f,=al +a,l +al,,f =a,+al e f,=aqa, sendo a,,..a, os seis parimetros
do modelo que devem ser determinados mediante ensaios de laboratorio sob

trajetorias de tensdo adequadas. Observando-se que os parametros a, € a,
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correspondem aos pardmetros @, =K-2G e a, =2G do modelo de primeira
ordem, respectivamente, a equagao constitutiva resultante pode ser escrita como

s, =|(K- 2G)1, +a, 1} +a, L[, +(2G+a,d e, +ae,e 2.9)

im= mj

De maneira similar, podem ser obtidas as formulagdes de terceira ou mais
alta ordem do modelo elastico de Cauchy, variando-se, em cada caso, a expressao
geral dos polindmios de resposta f,, f, ef,.

O modelo nao-linear de Cauchy pode modelar a resposta acoplada de solos,
podendo simular a variagdo de volume do material sob condigdes de cisalhamento
(dilatdncia). Adicionalmente, as equagdes ndo-lineares sob forma incremental
podem introduzir uma anisotropia induzida pelo estado de tensdes, desde que o

estado inicial de tensdes ndo seja hidrostatico (Desai e Siriwardane, 1984).

21.3
Modelo Hiperelastico

Hiperelasticidade pressupde que o comportamento de um material
conservativo pode ser definido através da funcdo densidade de energia de

deformagdo U, =U,(e;) - ver figura 2.2 - ou, para materiais isotropicos
u,=U,,,1,,1,),tal que
U,

U U U
s,.j:ﬂ o T 0dU.+ﬂ “e, + €,,€,, (2.10)
Te, 1, 1, I,

SA
———————————————————— . U, =densidade de energia de deformagao
|
Ueo i U,, = densidade de energia de deformagéo
U, i complementar
|
|
— e

Figura 2.2: Curva tensdo-deformagdo de material conservativo e representagdes de Uye Uy

A relacdo constitutiva (2.10) ¢ conhecida como modelo hiperelastico
de Green e tem a mesma forma matematica geral do modelo de Cauchy (equacao

2.7). No caso do modelo ndo-linear de Cauchy, as fungdes polinomiais de resposta
f,, f, e f, sdo independentes entre si, enquanto que na formulagdo ndo-linear de

hiperelasticidade, por serem obtidas através de derivacdo da funcdo densidade de
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energia de deformacdo U, resultam interdependentes. O modelo de Green pode
ser portanto considerado um caso particular do modelo de Cauchy.

O modelo hiperelastico de Green de primeira ordem recupera a lei de Hooke
generalizada. A sua versdo de segunda ordem pode ser obtida considerando-se que

a forma geral da fungdo densidade de energia de deformagdo possa ser expressa
pelo polindmio' U, =c,I} +c,I} +c 1,1, +c,1, +c,1,, sendo c,,..c; os cinco
pardmetros do modelo a serem determinados mediante ensaios de laboratorio sob

trajetorias de tensdo adequadas. Os parametros ¢, € ¢, novamente resultam nos

parametros elasticos do modelo de primeira ordem, permitindo que a equacao do

modelo ndo-linear seja escrita como

s, =|(K - 2G)1, +3¢,17 + e, 1, [d, +(2G + .1 e, +ee, 8, @.11)
De modo similar, podem ser obtidas as formulagdes de terceira ou mais alta
ordem do modelo hiperelastico de Green, variando-se, em cada caso, a expressao
geral da fungdo polinomial que descreve a densidade de energia de deformacao
u,=0,,,1,,1,).
O modelo ndo-linear de Green pode igualmente modelar a resposta acoplada

de solos e simular a ocorréncia de anisotropia induzida pelo estado de tensdes.

Conclusdes. Com relagdo a formulagdo nao-linear de Cauchy, o modelo de
Green apresenta as seguintes caracteristicas:
a) A matriz constitutiva dos modelos ndo lineares de Green resultam simétricas,
em virtude da equagdo 2.10, enquanto que em geral sdo ndo-simétricas nos
modelos nao-lineares de Cauchy;
b) O nimero de pardmetros a serem determinados em ensaios de laboratorio ¢
menor para os modelos de Green do que para os correspondentes modelos de
Cauchy (5 parametros para o modelo de Green e 6 para o modelo de Cauchy de
segunda ordem; 9 parametros para o modelo de Green e 12 para o modelo de

Cauchy de terceira ordem, por exemplo).

! Também admitindo-se que a um estado de deformagdes inicial nulo corresponde um
estado inicial de tensdes nulo.
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2.2
Modelos Hipoelasticos

Os modelos elasticos e hiperelasticos descritos no item anterior sao
conservativos ao longo de toda a sua historia de tensdes, composta de ciclos de
carregamento e/ou de descarregamento. O comportamento eldstico de um material
pode também ser considerado sob ponto de vista incremental, como nos modelos
constitutivos denominados de hipoelasticos.

O conceito de hipoelasticidade ¢ representado através de uma lei
constitutiva incremental generalizada que simula o comportamento mecanico do
meio através de incrementos com caracteristicas elasticas (Truesdell, 1955). Os
incrementos de tensdo sdo expressos em funcdo de incrementos de deformacdo e
do estado atual de tensdo, permitindo assim uma descricdo mais adequada de solos
cujo comportamento depende fundamentalmente da trajetoria de tensoes.

Para um material isotropico, a eq. (2.12) representa a relagdo constitutiva
hipoelastica, escrita em sua forma geral por Truesdell (op. cit.) como:
ds ; =a,de,d, +a de, +a,de,s  +a;s , de, d, +a4(s mde,; tde,s m,-)+
ade,s,s, *acs,de,s tas,s de,d,. +a; (s S i dey tde,s s, )+
a,s ,de,s s, +ta,s,s de,s +a;s s ,de,s s (2.12)

onde a,a,,.a,, sdo fungdes polinomiais de resposta do material em termos dos

invariantes de tensdo. Os coeficientes destes polindmios devem ser determinados
com base nos resultados experimentais obtidos em uma adequada campanha de
ensaios de laboratdrio.

No modelo hipoelastico de grau zero assume-se que o incremento de tensao

¢ funcao apenas do incremento de deformagdo, reduzindo-se portanto a conhecida

lei de Hooke generalizada na forma incremental, ds ,; =1 de,d, +2mie,, .

No modelo hipoeléstico de primeiro grau admite-se que o incremento de
tensdo depende do incremento de deformacdo e ¢ uma funcdo linear do tensor de

tensdes atual s ;, permitindo incorporar a influéncia da trajetoria de tensdes no

comportamento do material. As fun¢des polinomiais de resposta da eq. (2.12) sdo

genericamente expressas por a, =a,+a,S,,, &,=a, +a,S,,, a,=a,, &, =da,,

a,=as; e a; =a,=..=a,, =0, sendo a,,q,,...a, sete parimetros do material

(constantes) que sao geralmente determinados através de um processo de
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minimizagdo pelo método dos minimos quadrados considerando resultados
experimentais sob diversas trajetorias de tensdo (ver Desai e Siriwardane, 1984).

Para um material hipoelastico de primeiro grau a equacdo constitutiva (2.12)
especializa-se em

ds ; =a,de,d, +ade; +as, de,d +as de,6 +ade,s  +

aS(S imdemj + elms mj) + a6S mnenmdij (213)

que resulta em uma matriz constitutiva ndo-simétrica que também considera o

acoplamento entre as respostas de deformag@o volumétrica e de cisalhamento.

23
Modelos Quase-Lineares

Viarios modelos quase-lineares (ou hipoelasticos de grau zero) foram
propostos na literatura da engenharia geotécnica, numa tentativa de simular
incrementalmente a relagdo tensdo x deformagdo observada em ensaios de solos.
Esta classe particular de modelos hipoelasticos também ¢ conhecida como
modelos de modulos varidveis, pois em cada incremento linear os parametros
elasticos K e G (ou E e n) da lei de Hooke generalizada sob forma incremental sao
revisados em fungdo do estado de tensdes. Estes modelos assumem que o solo ndo
experimenta anisotropia induzida pelo estado de tensdo ou de deformacao,
bastando apenas duas constantes elasticas para caracterizar o seu comportamento

sob ponto de vista incremental.

Caracteristicas do comportamento mecanico de solos. Os diferentes
modelos propostos tentam modelar com certas limitacdes algumas das seguintes
caracteristicas das curvas tensdo x deformagao:

a) O moédulo de deformacdo volumétrica K aumenta quando se produz uma

compressdo volumétrica do solo pela aplicac@o de tensdo esférica pd;; ;

b) O médulo de cisalhamento G cresce com a compressao volumétrica, mas

reduz-se significativamente com a distor¢ao;

c) A relacdo constitutiva deve satisfazer algum critério de ruptura (Mohr-

Coulomb, Drucker-Prager, etc.) implicando que o moddulo de cisalhamento

G tende a um valor nulo ou bastante pequeno;

d) Em descarregamento, ocorre um abrupto incremento na rigidez do solo;
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e) Solos argilosos pré-adensados experimentam abrupta redu¢do na sua

rigidez depois de atingida a pressdo de pré-adensamento;

f) Argilas pré-adensadas e areias densas manifestam comportamento

dilatante (expansdo volumétrica sob cisalhamento) enquanto que argilas

normalmente adensadas e areias fofas tendem a contrair de volume,

dependendo dos valores da tensdo de confinamento.

A seguir, alguns modelos quase-lineares sdo brevemente descritos (modelo
bi-linear, modelo K-G, modelo C-K;, e modelo hiperbolico) comentando-se as
habilidades de cada um em simular adequadamente as caracteristicas gerais do

comportamento mecanico de solos acima mencionadas.

2.31
Modelo Bi-Linear

O modelo bi-linear assume comportamento linearmente elastico (modulos K
e G) e adota um critério de escoamento em termos de tensdes, a partir do qual o
solo passa a apresentar escoamento plastico (simulacdo de material elasto-
perfeitamente plastico). Caso o estado de tensdes atinja o valor de escoamento, o
modulo G ¢ reduzido a um valor muito baixo enquanto que o moddulo de
deformagdo volumétrica K ¢ mantido constante (figura 2.3).

O modelo bi-linear ndo simula a caracteristica de modulo K crescente com a
tensdo de confinamento (a), ndo reproduz a variagdo da rigidez transversal G sob
cisalhamento (b), mas satisfaz plenamente as condi¢oes de rigidez cisalhante
tendendo a zero no escoamento (c) e de descarregamento usando os mesmos
parametros elasticos (d) , o que faz destes ultimos aspectos os pontos fortes do
modelo.

O modelo necessita do conhecimento de 4 constantes do material: duas para

a simulacdo do comportamento elastico (K, G),

pd, =Ked, ou Lud, =KId, (2.14)

S, =2GE, ou 2J,, =t =2Gg,, (2.15)
e outras duas para determinagdo da tensdo de escoamento, podendo-se utilizar o
critério de ruptura de Mohr-Coulomb ¢, f ), conforme equagdo 2.16 em termos
das tensdes principais, ou o critério de ruptura de Drucker-Prager @ , k ), de

acordo com a equacao 2.17:
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1(s,-5s;)=4(s, +s,)senf +ccosf (2.16)

J,, =aJ, +k 2.17)
E claro que o modelo bilinear pode ser adicionalmente modificado,
considerando-se que o valor de G ap6s o escoamento tende a um valor baixo,

porém nao nulo, para simular condigdes de endurecimento do material.

P4 t,. 4 escoamento

escoamento -
//

/

///

K 2G %
4
descarregamento
1 1
» e > g oct

a v b
Figura 2.3: Modelo( b)i-linear: a) Comportamento do médulo de deformagéf) 3/0Iumétrica;
b) Comportamento do modulo cisalhante.

Conclusdes. De modo geral, a aplicagdo deste modelo pode ser considerada
nos casos em que a investigagdo tem como objetivo principal localizar zonas onde
ocorrem  plastificacoes do solo e uma estimativa de extensdo das mesmas, em
uma analise preliminar antecedendo a utilizagdo de um modelo elasto-plastico de
formulacdo mais rigorosa. O niimero de pardmetros necessarios para descricdo do
modelo ¢ reduzido (4 para simulacdo de comportamento perfeitamente plastico),
facilmente determinados em ensaios de laboratério convencionais da mecéanica

dos solos.

23.2
Modelo K-G

Este modelo descrito por Nelson e Baron (1971) e Naylor et al (1981) esta
baseado na equacao constitutiva de Hooke sob forma incremental,
ds [ =K!deld, +2G"(de - Lde’d, ) 2.18)

onde m indica o numero do incremento e ¢ que sao adotados os valores

tangentes dos pardmetros elasticos (K; e Gy), calculados no inicio de cada
incremento. Estes parametros sdo fun¢do do estado de tensdes K, :Kt( Jopsd 1) e
G = Gt( Jp ,Jl), e procuram reproduzir as caracteristicas dos solos previamente

citadas no inicio deste item (ver figura 2.4).
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De forma geral, os materiais apresentam um comportamento acoplado na
sua resposta, isto ¢, tensdes cisalhantes podem produzir deformagdes volumétricas
e um estado hidrostatico de tensdo pode gerar deformacdes cisalhantes. Neste caso
admite-se que E:E( ]ZD,II) e J1/3:F2(\ IZD,II), enquanto que para a
condicdo desacoplada simplificam-se estas relagdes para .|J,, = FI(@ ) e
J, 13=F(1,).

A A
Jap 2G i K

@ “ V12 (b) -

Figura 2.4: Modelo K-G: a) Modulo cisalhante tangente Gy; b) Médulo de deformagao
volumétrica tangente K;.

As equacdes (2.19), utilizadas por Nelson e Baron (1971) e Naylor et al.
(1981), sao exemplos de fungdes F; e F> que definem G, e K; explicitamente em
termos de tensoes,

K, =K, +1ia,J, (2.19a)

G, =G, +1a,J, +b;4/J,, (2.19b)

As 3 constantes da equacao (2.19b) — G;, ag ¢ bg - sdo determinadas
considerando-se o critério de Drucker-Prager (eq. 2.17) e a condi¢do de que na
ruptura G, tende a zero, obtendo-se assim as seguintes relacdes entre os dois
parametros do critério de ruptura (& , k) e os trés parametros do modelo
(Ghag,bg),

k=G,/b, e a=a,/3b;) com b, <0 (2.20)

A determinacdo ¢ normalmente feita por tentativa e erro, selecionando-se
um valor de b, calculando-se G, e a, através das equacdes (2.20) e
comparando-se entdo as previsdes da equacdo (2.19b) com os resultados
disponiveis dos ensaios de laboratorio.

Alternativamente, o modelo pode também ser associado ao critério de

ruptura de Mohr-Coulomb (equagdo 2.16) expressando-se a variacdo de Gy através
de:
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_ 51+S3 S,-S;
Gt—G1+aGT+bGT

obtendo-se as seguintes relagcdes entre os pardmetros do modelo e os pardmetros

2.21)

de resisténcia ao cisalhamento c, f
ccosf =G, /b, e senf =a./b,. com b, <0 (2.22)
No descarregamento, ¢ comum assumir-se bg = 0, produzindo-se um

incremento abrupto no valor de G, nas equacdes (2.19b) ou (2.21).

Conclusdes. Se comparado com o modelo bi-linear, o modelo K-G
representa melhor o comportamento real do solo, especialmente com respeito as
condicdes a) e b) anteriormente listadas, além de apresentar vantagens na
aplicacdo computacional por tratar-se de uma formulacdo continua, sem a

descontinuidade do modelo bi-linear na tensdo de escoamento.

233
Modelo Hiperbdlico

Analisando-se as curvas tensdo-deformacdo de solos submetidos a ensaios
de compressdo triaxial convencional (CTC), Kondner (1963) observou que estas
poderiam ser representadas por uma funcdo hiperbdlica com assintota horizontal,
definida pelos parametros a € b [eq. (2.23)]. O parametro a esta relacionado com a
inclinagdo inicial da curva (modulo inicial E; = 1/a) enquanto b com a tensdo
assintética ou ultima (S, =1/b), conforme ilustra a figura 2.5,

e
a+be

S =

(2.23)

onde S ¢ € s3o medidas de tensio e de deformacdo, respectivamente,
normalmente a tensdo de desvio S ; =S, - S, e a deformagao axial €, .

S

§ fmmm (b) Trajetéria do ensaio CTC

u -

4 S-S,

» € ! >S ,

Figura 2.5: Modelo hiperbdlico: a) Curva tensao-deformacgao hiperbdlica; b) Trajetéria de
tensao no ensaio de compressao triaxial convencional CTC.
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Considerando S ; constante, obtém-se para expressdo do médulo tangente:

E = ds? =< _ (2.24a)
de  (a+bE)

que, combinada com a eq. (2.23), para eliminar €, da eq. (2.24a), produz entdo:

E=1(-05F o E=1[i-,-s,) (2.24b)
a a

Versdes do modelo. Na literatura, a partir do trabalho de Kondner (1963),
quatro versdoes do modelo hiperbolico foram apresentadas por Duncan & Chang

(1970), Kulhawy & Duncan (1972), Herrmann (1978) e Duncan (1980).

Versio de Duncan & Chang (1970). A razdo de ruptura
R, =(s,-s 3’)f (s,-s,), <1 e a relagdo proposta por Janbu (1963) para a
variagdo do modulo inicial com a tensdo de confinamento S ; sdo incorporadas na
formulacgao basica,

E =la=K,p,(s:p,) (2.25)
onde p, € a pressdo atmosférica, utilizada para normalizagdo das unidades, ¢ K,

e n parametros do material.
A tensdo de desvio na ruptura pode ser relacionada com a tensdo de

confinamento através do critério de ruptura de Mohr-Coulomb,

_ 2(ccosf +s;senf)
(s,- Sz)f = - sorf (2.26a)

resultando em

B 1 B R, R, (1 - senf )

= = (2.26b)
S,-S3), (,-5;), 2(ccosf +s;senf)

Substituindo-se as equagdes (2.25) e (2.26b) na equagao (2.24b) tem-se

finalmente a expressdo proposta por Duncan & Chang (1970) para o modulo

tangente
2 n
é R,.(l-senf Js,-s,)u s, 0
E =d- 2 a K,p, 25 (2.27)
a ccosf +2s  senf (j gpa &
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que necessita de cinco pardmetros Kn, n, ¢, f e R, para sua avaliagio. A
estimativa de Ry ¢ feita com base na média dos resultados experimentais
disponiveis para as diversas tensdes de confinamento S, e os valores de n e Ky

correspondem, respectivamente, ao coeficiente angular e ao valor de E;/ p, para

S,/ p, =1 naregressdo linear definida pela expressdo abaixo:

log(E,/p,) =logK, +nlog(s;/p,) (2.28)
Valores dos moédulos iniciais e das tensdes de desvio ultimas podem ser
adequadamente obtidos plotando-se os resultados de ensaios CTC no plano
€ /(S,-S;) versus €, onde a equagdo da hipérbole (2.23) se reduz a de uma
linha reta com intercepto linear @ = 1/E; e coeficiente angular b =1/(S,-S;),
(ver item 6.3.1.).

Com base em ensaios em areia, foi proposta a seguinte relacdo para

estimativa do moddulo de descarregamento-recarregamento Ey,, conforme figura

2.6:

E,=K,p,6:/p.) (2.29)
sendo em geral n o mesmo valor determinado pela equagdo (2.28) e K, maior do
que Kj. Nesta versdo do modelo hiperbolico o coeficiente de Poisson n ¢ assumido

constante.

£ -

ur

Eur: valor médio entre as inclinagdes
da curva de descarregamento elastico
e recarregamento.

»€

Figura 2.6: Ciclo de descarregamento e recarregamento com moédulo de elasticidade E,.

Versio de Kulhawy & Duncan (1972). Para levar em consideragdo a
diminuicdo no valor do angulo de atrito interno com a tensdo confinante em solos
granulares, Kulhawy et al (1969) propuseram uma relagdo linear (equacao 2.30)

para descrever a variacdo de f com base em dois parametros adicionais do

modelo f ;,Df :
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f =f,- Df logs,/p,) (2.30)
O valor do coeficiente de Poisson, admitido constante na proposta de

Duncan & Chang (1970), foi subseqiientemente modificado por Kulhawy e

Duncan (1972) que consideraram a seguinte relagdo entre as deformagdes axial €

caradial e;:

e = €
' f+de
3

2.31)

onde f representa o valor inicial do coeficiente de Poisson N, e d sua taxa de

variagao com o estado de deformacao.

Observando experimentalmente que N, geralmente decresce com o aumento
do confinamento, Kulhawy & Duncan (op. cit.) propuseram a seguinte expressao:

n,=G- Flogs,/p,)=f 232)
onde G aqui representa o valor do coeficiente de Poisson para S, =p, e F o
decréscimo de N, para um aumento de 10 vezes no valorde S ;.

Substituindo-se a equagdo (2.32) na equacdo (2.31) e considerando-se a
definigo basica do coeficiente de Poisson tangente como N, =€, /€,, vem

0= S _G-Flogs;/p,)
" (- de)’ (1- de))’

(2.33)

Da equagdo basica do modelo hiperbolico (2.23) segue-se que a deformagao

principal maior (axial) ¢ dada por

S. -S
-_46,°8) (2.34)
1-b(s,-s3)
e usando-se as equagdes (2.25) e (2.26b) resulta finalmente que
S,-S
e = (S,-S5) - (2.35)
€ R,(1-senf)s,-s;)u B, 0

&  2(ccosf +s senf nPa P. 5

A equagdo (2.33) com €, determinada por (2.35) ¢ entdo utilizada para célculo do

coeficiente de Poisson tangente.

Versao de Herrmann (1978). Uma modificagdo adicional na formulagao

hiperbolica foi sugerida por Hermann (op. cit) depois de constatar em varias


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124947/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0124947/CA

48

analises numéricas pelo método dos elementos finitos a ocorréncia de regides
onde a tensdo de confinamento era pequena para produzir baixos valores do
moédulo de elasticidade tangente, mas ndo suficientemente pequena para produzir
um alto valor do coeficiente de Poisson, uma combinacdo de pardmetros que
resultava num decréscimo violento do volume do material nestas regides
(efetivamente desaparecendo), em contradicdo ao principio de conservagdo de
massa. Para prevengdo deste problema, Herrmann (1978) propds uma nova
relacdo para célculo do coeficiente de Poisson assumindo um valor constante para

0 médulo de deformagado volumétrica K:

n, =0,5(1- E,/(3K)) com 0£n, £0,49 (2.36)

Versao de Duncan (1980). Uma quarta modificagio do formulagdo do
modelo hiperbolico foi proposta por Duncan (1980) para previsao do valor do
moédulo de variagdo volumétrica do solo com o nivel da tensdo de confinamento

S, de acordo com

K=K,p,(s,p,)" (2.37)
onde K, e m sdo definidos como parametros do material. A equagdo acima ¢

utilizada para calculo do coeficiente de Poisson tangente através da equagdo
(2.36).

Critérios de descarregamento. O modelo hiperbdlico necessita ainda da
adogdo de algum critério para distinguir situagdes de carregamento,
descarregamento e recarregamento. Alguns dos critérios publicados na literatura

sd0 0s seguintes:

a) Associacao com o critério de ruptura de Mohr-Coulomb (equagao 2.16),
F=1(s - s;)- (s, +s,)senf - ccosf (2.38)
admitindo-se que ocorre carregamento para estados de tensdo com dF >0,
descarregamento para dF <0 e condi¢do de carregamento neutro para
dF =0.

b) Defini¢do do nivel de tensdo SL (Duncan et al., 1980) por:
SL=(s,-s,)/s,-s,), (2.39)
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O solo se encontra em carregamento quando o valor atual de SL for maior
do que o valor méaximo anterior (SL,.y); caso contrario, o material se
encontra em descarregamento / recarregamento (figura 2.7a). Duncan et al

(1984) observaram que durante analises numéricas podem ocorrer
instabilidades computacionais devido ao fato de pequenas flutuagdes de
tensdo, em elementos finitos submetidos a niveis de tensdo
aproximadamente constantes, poderem resultar em bruscas variagdes do
modulo entre os valores E; e E,. Para prevenir esta instabilidade numérica
propuseram uma transicdo gradual entre os valores de E; ¢ Ey; (figura 2.7b),

de acordo com o valor do nivel de tensdo maximo:
b.1) se SL3 SL_, trata-se de estado de carregamento primario, devendo-se
utilizar £ na formulagao numérica;

SLE % SL

max

b.2) se entdo trata-se de estado de descarregamento/

recarregamento, devendo-se utilizar £\, na formulacdo numérica;

b.3) se %4SL,, <SL<SL, utlizar um modulo de elasticidade tangente

obtido através de interpolacao linear entre os valores de E; € Ey; .

Saboya Jr. & Byme (1993) sugeriram uma modificagdo adicional,
argumentando que esta transi¢do gradual de modulos somente ¢ efetiva no
caso de ecarregamento, podendo superestimar o comportamento mecanico
do material em situagdes de descarregamento. Propuseram considerar uma
varia¢do brusca de modulo entre E; e E\y no caso de descarregamento € uma
variacdo gradual de valores, conforme Duncan et o (1984), para a situagdo

de recarregamento (figura 2.7c).

modulo modulo
recarregamento A A

descarregamento -
carregamento

descarregamento

—_————f———————————

regarregamento

carregamento b__carregamento ! ario
primario I primario :
>SL ——>SL :
(a) SLmax (b) 3/4SLmaA SLmax (C) 3/4SLmaA SLmax

Figura 2.7: Critério de descarregamento do nivel de tensdes SL: a) Duncan et al (1980);
b) Duncan et al (1984); c) Saboya Jr. & Byrne (1993).
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¢) Defini¢ao do estado de tensao SS (Duncan et al. 1984) como

S SS
SS=SLsj—  com SL =-——m_ (2.40)

Pa s/ p,

O solo se encontra em carregamento primario quando o valor atual de SS
for maior do que o valor maximo anterior SS,,;.. Caso contrario, o material

se encontra no estado de descarregamento / recarregamento.

d) Definicdo da variagdo da densidade de energia complementar como

dUu, =e.ds ,onde d indica variagio e a densidade de energia

S

complementar calculada como U,,, = " €;dS ; .

Pode-se definir o estado de carregamento em funcdo da densidade de

energia complementar e de sua varia¢do de acordo com:

d1)Se U,3U." e dU, 30 entdo trata-se de estado de carregamento
primario, devendo-se utilizar £ na formulagdo numérica;

d.2)Se U, <U™ e dU, <0 entdo trata-se de estado de descarregamento,
devendo-se utilizar £\ na formulagdo numérica;

d3)Se U, <U}X" e dU, >0 entdo trata-se de estado de recarregamento,

devendo-se também utilizar £\, na formulagdo numérica.

Conclusdes. O modelo quase-linear baseado na relacdo tensdo x deformagao
hiperbdlica tem varias vantagens e algumas limitagdes. Como vantagens, citam-se
a simplicidade matematica de sua formulagdo, o sucesso de sua aplicagio em
muitos problemas praticos da engenharia geotécnica, o fato dos pardmetros do
modelo terem significado fisico e possiveis de serem determinados em laboratorio
por meio de ensaios triaxiais convencionais, a grande disponibilidade na literatura
de valores dos pardmetros para diversos tipos de solo, sob condi¢do drenada e
nao-drenada, que auxilia na interpretacdo da coeréncia dos valores determinados
em laboratério no caso de solos similares, modelos quase-lineares sao
relativamente faceis de serem incorporados em programas computacionais, etc.

Contudo, por ser baseado em uma idealizacdo do comportamento real dos

solos, apresenta significativas restri¢oes, tais como:
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a) ndo considera a influéncia da tensdo principal intermedidria S , ;

b) baseado na lei de Hooke generalizada sob forma incremental, o modelo ¢
adequado apenas para andlise de tensdes em macicos de solo estaveis. Em
macigos cujo comortamento ¢ globalmente controlado por regides que ja
apresentaram ruptura, os resultados previstos podem nao ser realistas;

c) as relagdes hiperbolicas nao conseguem simular o fendmeno de
amolecimento do solo na fase pos-pico, nem situacdes de variagdo de
volume causadas por variacdes das tensdes cisalhantes (dilatancia). O uso
do modelo ¢ portanto limitado para previsio de deformacdes em solos
dilatantes como areias densas sob baixas tensoes de confinamento;

d) consideragdes especiais devem ser tomadas de maneira a modelar o
descarregamento, necessitando-se a adocdo de algum critério para
distinguir as situacdes de carregamento e de descarregamento /

recarregamento do material.

234
Modelo EC-Kj

Este modelo proposto por Veiga Pinto (1983) baseia-se inteiramente em
resultados de ensaios de compressdo confinada (oedométricos) e pretende modelar

o comportamento de solos no estado unidimensional de deformagdo. A partir da

4

andlise das curvas de laboratdrio ¢ assumida uma relagdo S;-e; (figura 2.8a), da
qual se obtém uma expressdo para o médulo confinado E. e uma relagdo linear S -

Ky, envolvendo quatro constantes do material,
s, =4,pe’ (2.43)
onde 4. e B. sdo constantes adimensionais do material.

Derivando-se a equagdo (2.43) pode-se calcular o mddulo confinado
tangente £ (figura 2.8b) por:

E!=ds,/de = AB,p.e’" (2.44)

Considerando-se novamente a equacdo (2.43) para eliminar a dependéncia

da deformagdo axial €, na expressdo do modulo confinado tangente, vem:

ds s, 0
E.=—="=4,B,p, ﬁl T (2.45)
del Aepa ﬂ
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(a) 1 (b) ‘

Figura 2.8: Modelo EC-Ky: a) Relagdo tensao-deformagdo; b) Variagdo do mddulo
confinado E..

Por sua vez, o coeficiente de empuxo lateral K, ¢ assumido variar

linearmente com a tensdo axial S,, de acordo com

K,=s,/s,=4,+B,s,/p,) (2.46)
onde 4 e By sdo constantes adimensionais.

O valor tangencial de Ky, obtido pela derivagdo da equacao (2.46), resulta
em

Ky=(ds,/ds,)=A4,+2B,s,/p,) (2.47)

A partir das estimativas de E. e K, podem ser calculados também os

valores tangentes dos modulos de elasticidade E; e do coeficiente de Poisson N,
através das conhecidas relagdes da teoria da elasticidade linear para o estado 1D
de deformagao,

t
+ -
n = Kot . Et=(l n, )1 m’)Ef
1+K, I-n,

(2.48)

Caso seja necessario representar o descarregamento, uma nova relagdo
devera ser assumida, envolvendo pardmetros adicionais para o comportamento do

solo nesta condigao.

Conclusdes. E claro que o modelo poderd apresentar uma reproducio
aceitdvel do comportamento do solo somente para trajetorias de tensdo proximas
para a qual foi formulado (estado unidimensional de deformacdo), ndo sendo
aconselhavel sua utilizagdo para descrever o comportamento de solos sob
trajetorias que dela se afastam. Para estes casos, o emprego da formulagdo mais
geral do modelo hiperbolico parece ser a alternativa mais indicada dentre os

modelos quase-lineares apresentados nesta secao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124947/CA




