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Resumo
Goulart, José Dianarte Vieira; Sampaio, Rubens. Dinâmica de uma 
coluna de perfuração utilizando a teoria de Cosserat. Rio 
de Janeiro, 2019. 139p. Dissertação de Mestrado – Departamento de 
Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de 
Janeiro.
Uma fase crítica do processo de obtenção do petróleo é a perfuração

do solo para o acesso ao reservatório. Um dos problemas, em particular, é
compreender o comportamento dinâmico da coluna de perfuração durante
o processo de perfuração diante de diversos fatores como a interação
broca-rocha, choques da coluna de perfuração contra a parede do poço,
estratégias de controle da velocidade angular de operação e outros fatores.
Uma etapa fundamental para lidar com este problema é a representação do
sistema dinâmico para caracterizar a coluna de perfuração, isto é, o modelo
matemático que representará a resposta dinâmica da estrutura diante dos
carregamentos. Neste contexto, este trabalho abordará o problema da
dinâmica de uma coluna de perfuração através de um modelo matemático
baseado na teoria de Cosserat, que resultará em um sistema de seis equações
diferenciais parciais que descrevem a resposta dinâmica de uma estrutura
unidimensional, inserida no espaço euclidiano tridimensional, em termos das
variáveis de deslocamento linear da curva e angular das seções. O modelo
é capaz de descrever uma dinâmica não-linear, incluindo flexão, torsão,
extensão e cisalhamento. Inicialmente, o sistema de EDPs é resolvido na
forma quase estática, satisfazendo as condições de contorno, utilizando o
método de Perturbação Regular. As soluções aproximadas são utilizadas
como funções base para implementação no método de Elementos Finitos.
Estas funções base são conhecidas como elemento de Cosserat Modificado
(Modfied Cosserat Rod Element - MCRE). Verifica-se a limitação destas
funções base para problemas que não envolvam grandes deslocamentos, não
sendo adequadas para o problema proposto. Diante deste fato, o sistema
de EDPs é escrito na forma fraca e resolvido por um software comercial
de análise de Elementos Finitos considerando as condições de contorno, o
modelo de interação broca-rocha, a estratégia de controle da velocidade
angular e eventuais contatos da coluna contra a parede do poço. O modelo
proposto produziu resultados que estão de acordo com a literatura e se
mostrou capaz de lidar com grandes deslocamentos.
Palavras-chave

Coluna de perfuração; stick-slip; método de Perturbação Regular;
método de Elementos Finitos; estrutura de Cosserat; dinâmica não-linear
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Abstract
Goulart, José Dinarte Vieira; Sampaio, Rubens (Advisor). Drill 
string dynamics using the Cosserat theory . Rio de Janeiro, 
2019. 139p. Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia 
Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

A critical step in the oil exploration process is drilling the soil for
access to the petroleum reservoir. One of the problems is understanding
the dynamic behavior of the drill string during the drilling process in the
face of various factors such as drill bit-rock interaction, drill string shocks
against the well wall, angular velocity control strategies and other factors.
A key part of dealing with this problem is the representation of the dynamic
system to characterize the drill string, e.g., the mathematical model that
will represent the dynamical response of the structure when facing different
types of loads. In this context, this work will address the problem of the
dynamics of a drill string using a mathematical model based on Cosserat
theory that will result in a system of six partial differential equations that
describe the dynamic response of a one-dimensional structure, inserted
in three-dimensional Euclidean space, in terms of the linear displacement
variables of the curve and angular displacement of the cross sections. The
model is able to describe nonlinear dynamics, including flexure, torsion,
extension and shear. Initially, the system of partial differential equations
is solved in a quasi-static sense, satisfying the boundary conditions, using
the Regular Perturbation method. The approximate solutions are used as
shape functions for implementation in the Finite Element method. These
shape functions are known as Modified Cosserat Rod Element (MCRE).
It is verified that these shape functions are restricted to problems that do
not involve large displacements and for this reason they are not suitable
for the proposed problem. Given this fact, the system of partial differential
equations is written in a weak form and solved by a commercial software
based on Finite Element analysis, considering the boundary conditions, the
drill bit-rock interaction model, the angular velocity control strategy and
for any string contacts against the well wall. The proposed model produced
results that are in agreement with the literature and is capable of dealing
with large displacements.

Keywords
Drill string; stick-slip; regular Perturbation method; finite Element

method; Cosserat rod; nonlinear dynamics
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Kii – Componentes do tensor de rigidez linear
Jii – Componentes do tensor de rigidez angular
ε – Parâmetro de perturbação
ωn – Frequências naturais
κ – Fator de correção do cisalhamento
L – Lagrangeano
T – Energia cinética
U – Energia potencial
a1, . . . , a5 – Parâmetros do 1º modelo de interação broca-rocha
α1, α2, α3 – Parâmetros do 2º modelo de interação broca-rocha
e – Parâmetro da função regularização
f(.) – Forças
T(.) – Torques
ωb – Velocidade angular da broca
ωtarget – Velocidade angular de operação desejada
kp – Rigidez da parede do poço
δp – Penetração da coluna em relação a parede do poço

Índices

bha – Bottom hole assembly
col – Coluna
top – Topo da coluna (s = 0)
bit – Broca (s = L)
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Outras definições

1 – Função que vale 1 caso haja contato e zero caso contrário
r̄ – Função do raio da broca
sign(a) – Função que vale 1 se a ≥ 0 e vale 0 caso a < 0
(̇) – Derivada temporal
()′ – Derivada espacial
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1
Introdução

Estruturas unidimensionais aparecem com frequência como problemas
de interesse em diferentes áreas da indústria. Na área da biomedicina, por
exemplo, há o interesse em problemas como a simulação da inserção de
cateteres [4, 6], suturas [9], dinâmica de determinadas bactérias [8] e filamentos
de DNA [7]. Aplicações também na área de computação gráfica na simulação
do movimento de cabelo [5] ou estruturas unidimensionais em geral [49].
Outros exemplos clássicos de interesse da indústria são a dinâmica de colunas
de perfuração, podendo ser focada em perfurações horizontais [10], verticais
[3, 18, 28, 39, 44, 45, 46, 47] e perfurações direcionais [42], cabos de transmissão
de rede elétrica e sistemas micro eletromecânicos [2].

Existem diferentes abordagens para lidar com a teoria de estruturas
unidimensionais. Podem ser vistas como corpos unidimensionais que podem
se mover no espaço euclidiano tridimensional E3, como aproximações da
teoria de determinados corpos tridimensionais esbeltos ou como uma forma
restrita da teoria de corpos tridimensionais [1]. O modelo apresentado neste
trabalho utiliza a teoria de uma curva material inserida no espaço euclidiano
tridimensional, isto é, a teoria intrínseca unidimensional, conhecida como teoria
de Cosserat.

Para resolver estes problemas de corpos unidimensionais, diferentes te-
orias foram sendo desenvolvidas e aprimoradas, com Bernoulli (1694) tendo
dado o primeiro grande passo criando a teoria de vigas. Em seguida Euler
(1727) derivou a relação linear clássica entre flexão e variação da curvatura.
No ano seguinte a teoria de flexão de Euler-Bernoulli foi obtida por Bernoulli.
Kirchhoff (1859), Clebsch (1862), Thomson & Tait (1867) e Love (1893) suces-
sivamente refinaram a notação de deformação e então uma teoria completa foi
estabelecida para estruturas unidimensionais que deformam no espaço. Utili-
zando caracterização variacional das equações governamentais de equilíbrio, os
irmão Cosserat (1907, 1909) introduziram a teoria de Cosserat, como genera-
lização da teoria de Kirchhoff. Ericksen & Truesdell (1958) reviveram a teoria
de Cosserat estendendo-a para teoria com três diretores, dando uma análise
precisa e completa das deformações. Finalmente, mais aprimoramentos da te-
oria de Cosserat foram sendo desenvolvidos relaxando determinadas restrições
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em relação aos diretores, desenvolvendo modelos hiperelásticos e para teorias
termodinâmicas.

Com a popularização de métodos numéricos para se obter soluções apro-
ximadas e o acesso ao poder computacional, a formulação de problemas utili-
zando a teoria de Cosserat têm se tornado mais frequente. Trabalhos recentes
[11, 13] têm sido desenvolvidos para obter a solução aproximada de equações
diferenciais através do método de Elementos Finitos utilizando funções base
específicas. Estas funções base fornecem um campo de deslocamento elemen-
tar mais representativo pois são obtidas a partir da solução quase estática das
equações que estabelecem a dinâmica de uma estrutura unidimensional inse-
rida no espaço euclidiano tridimensional, através da teoria de Cosserat, funções
base conhecidas como MCRE. Utilizando estas funções base, as equações da
dinâmica são obtidas utilizando o Princípio de Hamilton, permitindo obter os
termos que determinam a energia potencial de deformações e a energia ciné-
tica do sistema. A rotina para obtenção destes termos, segundo a teoria de
Cosserat, encontra-se no Apêndice C. Analisando estas funções base (MCRE)
é possível verificar sua limitação para problemas que não envolvem grandes
deslocamentos, não sendo apropriada para o problema proposto, deste modo
esta estratégia não é utilizada.

Para resolver o sistema de EDPs que descreve a dinâmica de uma es-
trutura unidimensional inserida no espaço euclidiano tridimensional, segundo
a teoria de Cosserat, as equações são escritas na forma fraca e resolvidas por
um software comercial de análise de Elementos Finitos. Para verificar a perfor-
mance do modelo implementado, alguns benchmarks são realizados utilizando
exemplos da literatura e os resultados são comparados. Após analisar os resul-
tados dos benchmarks, as condições de contorno, a estratégia de controle da
velocidade angular adotada, os modelos de interação broca-rocha e o modelo
de contato são apresentados para que seja possível simular a dinâmica de uma
coluna de perfuração.

1.1
Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo matemático que des-
creva uma estrutura unidimensional inserida no espaço euclidiano tridimensi-
onal, utilizando a teoria de Cosserat, para simular a dinâmica de uma coluna
de perfuração. Este modelo deve ser capaz de descrever todos fenômenos de
vibração que podem estar presentes durante uma operação de perfuração.

Para que isto seja possível, o modelo matemático deve ser avaliado em
determinados problemas para determinar se está adequado para o problema
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proposto. Somente então, deve-se integrar as condições de contorno, estratégias
de controle da velocidade angular, modelos de interação broca-rocha e modelo
de contato ao modelo matemático para que seja realizada a simulação da
dinâmica de uma coluna de perfuração.

1.2
Organização

A presente dissertação está organizada em seis capítulos. O primeiro
capítulo consiste desta introdução.

O segundo capítulo têm o objetivo de introduzir as estruturas funda-
mentais que compõe uma sonda de perfuração, os principais equipamentos
utilizados no processo de perfuração do solo e uma descrição dos fenômenos
de vibração associados a este tipo de operação.

O terceiro capítulo inicia com uma revisão de alguns conceitos impor-
tantes que permitirão definir os parâmetros para a construção do modelo ma-
temático, baseado na teoria de Cosserat. Após a revisão destes conceitos, as
equações que definem a cinemática, as relações constitutivas, as parametriza-
ções para a matriz de rotação e o sistema de EDPs, que descrevem a dinâmica
de uma estrutura unidimensional inserida no espaço euclidiano tridimensional,
segundo a teoria de Cosserat, são apresentadas.

O quarto capítulo dedica-se a apresentar o método utilizado para cons-
trução de funções base a partir de uma solução aproximada das equações de
Cosserat, na forma quase estática, conhecidas como MCRE. Uma análise à
respeito destas funções é feita no sentido de determinar as vantagens e as
limitações na sua utilização.

O quinto capítulo inicia com uma demonstração da implementação do
sistema de EDPs no ambiente do software comercial utilizado para integrar
as equações. Em seguida, alguns exemplos da literatura são reproduzidos para
testar a performance do modelo matemático proposto. Após os benchmarks,
a caracterização do problema de uma coluna de perfuração é feita através
da apresentação das condições iniciais e de contorno, dos modelos de interação
broca-rocha, contato e da estratégia de controle da velocidade angular adotada.
Por fim, analisa-se a influência de determinados parâmetros sobre os resultados
da dinâmica da coluna de perfuração.

No sexto capítulo são feitas as considerações à respeito dos resultados
obtidos neste trabalho, incluindo a consistência, performance e aplicabilidade
do modelo matemático proposto. Por último, algumas sugestões são feitas
para trabalhos futuros que permitam modelos cada vez mais eficientes para
problemas dinâmicos, utilizando a formulação baseada na teoria de Cosserat.
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2
Revisão bibliográfica

Uma etapa bastante sensível do processo de obtenção/extração de pe-
tróleo é a operação de perfuração do solo para acesso ao poço de petróleo.
Os métodos mais utilizados na indústria para o processo de perfuração são o
método percussivo e o método rotativo. Este trabalho é dedicado a construir
um modelo matemático, através da teoria de Cosserat, para obter a dinâmica
de uma coluna de perfuração onde utiliza-se o método rotativo, portanto as
estruturas apresentadas são relativas a uma sonda projetada para o método
rotativo. Além disto, o processo de perfuração pode ser realizado perfurando-se
verticalmente ou de forma direcional, a depender do projeto. Neste trabalho
considera-se a perfuração vertical, caracterizada nas equações que estabelecem
as relações constitutivas, através da configuração de referência proposta.

Devido aos riscos, altos custos de operação e a grande complexidade
da dinâmica do processo de perfuração, compreender os diferentes fenômenos
durante o processo de perfuração é fundamental. Naturalmente, o processo
de perfuração induz diversos tipos de vibração na coluna e, por este motivo,
é fundamental construir um modelo que seja capaz de representar adequada-
mente estas vibrações para compreender como elas ocorrem e, assim, ter maior
controle durante a operação.

Devido a grande importância e a necessidade da humanidade na utiliza-
ção do petróleo e seus derivados, a indústria sempre investiu muito nos traba-
lhos de pesquisa deste processo. Os modelos que buscam simular a dinâmica
de perfuração evoluíram conforme o poder computacional aumentou, permi-
tindo que a utilização de teorias antes demasiadamente complexas pudessem
ser utilizadas, como é o caso da teoria de Cosserat. Inicialmente os modelos
mais simples eram baseados na modelagem de um pêndulo torcional [16] que,
no caso da coluna de perfuração, é representada como uma mola torcional e
o segmento de comandos de perfuração como um corpo rígido. Este modelo
é importante pois já permite analisar as vibrações torcionais e como elas se
relacionam com os parâmetros de controle como, por exemplo, o torque na
broca e a velocidade angular da broca. Mais modelos e variações do pêndulo
torcional podem ser encontrados em [18]. Os modelos foram sendo aprimorados
para incluir outras fontes de não linearidades tais como o contato da coluna
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de perfuração, não linearidades geométricas e outros.
A ideia da utilização da teoria de Cosserat aplicada a problemas de coluna

de perfuração surge da compreensão que este é um problema cuja dinâmica
é bastante complexa, acoplando diferentes modos de vibração e que demanda
modelos capazes de descrever esta dinâmica. Em casos onde a perfuração é
direcional este fato é ainda mais agravado, sendo o campo ideal para utilização
da teoria de Cosserat. Tucker e Wang [28] foram os primeiros a propor utilizar
a teoria de Cosserat no problema de colunas de perfuração, propondo também
os modelos necessários para caracterizar a coluna, como o modelo de controle
e de interação broca-rocha.

O objetivo deste capítulo é fornecer uma compreensão geral das estru-
turas e fenômenos envolvidos no processo de perfuração utilizando o método
rotativo como é conhecido hoje, apresentando primeiramente as principais es-
truturas de uma sonda de perfuração e em seguida, discutindo os fenômenos
de vibração que ocorrem na coluna de perfuração durante a operação.

2.1
Sonda de perfuração

Para a estudar a dinâmica de uma coluna de perfuração é fundamental
conhecer quais são os principais equipamentos que estão relacionados a este
processo. A figura 2.1 apresenta um esquema de uma sonda de perfuração
rotativa, apresentando os principais equipamentos que a compõe.

Uma breve descrição de alguns dos equipamentos que compõe a sonda
de perfuração será apresentado a seguir.

(2) - Catarina e gancho compõe uma parte do sistema no qual a
catarina é um conjunto de três a seis polias móveis, montadas em um eixo
que se apoia nas extremidades da própria estrutura. O gancho é responsável
por fazer a conexão entre o swivel e a catarina, deste modo compõe parte do
sistema de movimentação de cargas. Um dos parâmetros de controle utilizados
neste tipo de operação é a carga no gancho, permitindo identificar fenômenos
de vibração como, por exemplo, o bit-bouncing.

(4) - Swivel é o equipamento que separa os elementos rotativos daqueles
estacionários na sonda de perfuração e, por isto, exerce a função de uma junta
rotativa.

(8) - Kelly, também conhecido como haste quadrada ou haste hexagonal
dependendo do perfil utilizado, é o elemento que recebe o torque da mesa
rotativa, transmitindo a rotação para toda a coluna e, enfim, para a broca.

(10) - Mesa rotativa é o equipamento que transmite rotação à coluna
de perfuração e permite o deslocamento longitudinal do kelly em seu interior.
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Figura 2.1: Esquema de uma sonda de perfuração rotativa. Adaptado de [3].

(11) - Tubos de perfuração é o componente responsável por transferir
a rotação da mesa rotativa até a broca, conduzir o fluido de perfuração até a
broca, produzir peso sobre a broca para otimizar o processo de perfuração e,
em caso de perfuração direcional, fornecer o controle sobre a direção do poço.
Além dos tubos de perfuração, tubos de perfuração pesados são utilizados
próximo da região do comando de perfuração para permitir uma mudança
gradual na rigidez da coluna, diminuindo o risco de falha por fadiga além de
adicionar peso sobre a broca, que é um dos parâmetros de controle no processo
de perfuração. Uma questão importante à respeito da coluna de perfuração e,
portanto, dos tubos de perfuração, é o dimensionamento do comprimento dos
comandos. Para evitar a flambagem dos tubos de perfuração em perfurações
verticais, o comprimento dos comandos de perfuração são dimensionados de
modo que a distribuição de tensão axial seja toda de tração nos tubos de
perfuração e majoritariamente compressiva na região do BHA. A figura 2.2
ilustra a distribuição de tensão ao longo de uma coluna de perfuração. É
possível notar que o ponto neutro encontra-se dentro da região do BHA e
não exatamente na transição entre o segmento de tubos de perfuração e o
BHA. Isto ocorre devido ao fator de segurança aplicado no dimensionamento
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do comprimento do BHA.

Figura 2.2: Representação da distribuição de tensão axial típica em uma coluna
de perfuração. Adaptado de [3].

(13) - Estabilizadores são acessórios fundamentais em colunas de
perfuração pois são responsáveis por centralizar a coluna de perfuração em
relação ao buraco criado pelo processo de perfuração, fornecendo estabilidade
para o BHA e reduzindo determinadas vibrações na coluna.

(14) - Comando de perfuração têm como principal função fornecer
peso sobre a broca. Uma vez que a região do comando de perfuração está sob
compressão os tubos devem ter paredes espessas, exercendo grande importância
no BHA.

(15) - Broca é a ferramenta responsável por realizar as perfurações dos
poços de petróleo através da ruptura e a desagregação das rochas. Existem
diversos perfis de broca variando de custo, eficiência e tarefa.

Mais detalhes sobre sonda de perfuração e análise de brocas podem ser
encontradas em [14, 15, 17]
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2.2
Fenômenos de vibração

Como comentado anteriormente, o processo de perfuração induz a dife-
rentes tipos de vibração pois a estrutura está sujeita a diversos tipos de car-
regamentos. Tipicamente, os tubos de perfuração estão sob tração enquanto
todo o segmento do BHA está sob compressão. Além disto, há o torque indu-
zido pelo motor no topo do segmento dos tubos de perfuração, enquanto há a
força de reação da broca com o solo mais o torque resultante da interação da
broca com as rochas. Outras fontes de carregamentos são os choques dos tubos
de perfuração contra a parede do poço e o escoamento do fluido pressurizado,
por exemplo. Todas estas fontes de carregamentos induzem diferentes tipos
de vibrações no sistema, que podem ser classificadas como vibrações longitu-
dinais, transversais e torcionais, cada uma influenciando de uma maneira na
dinâmica. A figura 2.3 ilustra estes fenômenos de vibração.

Figura 2.3: Ilustração representando os diferentes modos de vibração em uma
coluna de perfuração. Adaptado de [10].

Compreender as diferentes vibrações é fundamental para otimizar o pro-
cesso de perfuração e prevenir possíveis falhas durante a operação, permitindo
também compreender quais parâmetros estão correlacionados aos fenômenos
de vibração e então refiná-los para um melhor controle da operação. A seguir,
uma explicação mais detalhada é feita para cada tipo de vibração e como cada
um induz a alguns fenômenos indesejáveis de vibração.
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2.2.1
Vibrações transversais

Apesar de serem as vibrações que mais causam falhas durante a opera-
ção [19, 20], as vibrações transversais foram, por muito tempo, desconsideradas
pela indústria. O motivo se dá devido ao fato de que estas vibrações ocorrem
no segmento de coluna comprimido, isto é, na região do BHA e, portanto, não
são transmitidas à superfície, dificultando sua detecção. As causas das vibra-
ções transversais vão desde o tipo de broca utilizado até as interações entre
a coluna e o poço. Devido ao BHA operar sob compressão, uma curvatura
inicial pode levar a vibrações transversais nesta região. Além disto, oscilações
transversais ocorrem por conta de forças centrífugas, induzidas pela rotação
imposta, fenômeno classificado como whirl [21]. Este fenômeno produz severas
consequências para o processo de perfuração, como fadiga das conexões, taxa
de penetração da broca (ROP) reduzida e falha completa do equipamento. Ou-
tro dano indesejável, causado pelo fenômeno de whirling, é o comprometimento
da parede do poço que, devido aos repetidos choques dos comandos e estabili-
zadores contra a parede do poço, começam a alargar e ceder, comprometendo
a operação, conforme pode ser observado na figura 2.4.

Figura 2.4: Imagens ilustrando duas situações de desmoronamento de um poço.
Retirado de [22].

Estudos mais aprofundados à respeito dos modos de vibrações trans-
versais e o fenômeno de whirling podem ser encontrados nos trabalhos
[23, 24, 25, 26].
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2.2.2
Vibrações torcionais

As vibrações torcionais em colunas de perfuração são provocadas pelas
oscilações circunferenciais que, por sua vez, são geradas por conta da imposição
de uma rotação na coluna de perfuração na superfície da plataforma, através
da mesa rotativa ou o top drive, a depender da configuração da sonda. Neste
tipo de oscilação, os modos de vibração podem ser transientes ou estacionários
a depender das condições nas quais o sistema está submetido. Os modos
transientes de oscilação ocorrem quando o sistema está sujeito a variações
locais em determinados parâmetros do processo de perfuração como, por
exemplo, mudanças nas propriedades geológicas das rochas na qual a broca
está perfurando, resultando em flutuações da velocidade angular da broca.
A fricção da broca com a parede do poço é outro fator que influencia na
flutuação dos parâmetros e quando esta fricção é grande o suficiente para
impedir por completo a broca de exercer o movimento rotatório observa-se o
modo estacionário de oscilação, fenômeno conhecido como stick-slip, estando
associado com relação não linear entre o torque induzido pela interação broca-
rocha e a velocidade angular da broca.

Durante este período estacionário da broca (stick), a frequência de
rotação da coluna imposta na superfície da plataforma permanece praticamente
a mesma, acarretando na torção da coluna e, portanto, no acúmulo de energia
potencial associado a deformação angular da estrutura. No instante em que o
torque acumulado na coluna superar o torque gerado pela fricção estática da
broca com a parede do poço, a energia potencial acumulada é convertida em
energia cinética de rotação, acelerando a broca (slip), até então estacionária,
para velocidades angulares bem superiores às velocidades normais de operação,
chegando a ser até 10 vezes maior que a velocidade regular de operação. Este
processo é periódico e pode ser intensificado ou amenizado conforme o valor
de determinados parâmetros como, por exemplo, o peso sobre a broca (WOB).
Outro fator que influencia na ocorrência de stick-slip é a escolha do tipo de
broca utilizada no processo de perfuração e seu desgaste. Para maiores detalhes
em como o tipo de broca e seu desgaste influenciam na ocorrência de stick-slip
o leitor é encorajado a consultar [27].

Esta flutuação enorme de torque ao longo da coluna, ocorrendo de forma
periódica, acarreta em danos na coluna pelo processo de fadiga, podendo até
causar o rompimento de algum segmento de coluna. Outros efeitos indesejáveis
que ocorrem por conta do fenômeno de stick-slip são a redução do ROP no solo,
aumentando o tempo necessário para alcançar o poço e, portanto, aumentando
os custos da operação. Além disto, este fenômeno acarreta em um desgaste
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prematuro da broca oque pode levar a necessidade da substituição da mesma,
acarretando mais uma vez no aumento do custo da operação devido ao tempo
em que a operação tem que estar suspensa para substituição da broca.

Outra questão importante à respeito do fenômeno de vibração stick-slip
é que existe uma determinada condição crítica para que ele seja observado.
Em princípio, o comprimento da coluna deve ser maior que o comprimento
crítico que, por sua vez, é função da velocidade angular em que a coluna esta
operando, do atrito seco e do coeficiente de amortecimento viscoso do sistema
[21]. Supondo que esteja sendo imposta uma velocidade angular constante
ao sistema, está bem estabelecido que a intensidade das vibrações torcionais
aumentam com o comprimento da coluna de perfuração.

2.2.3
Vibrações longitudinais

A vibração longitudinal é um mecanismo de oscilação na direção axial.
Em colunas de perfuração, ocorrem principalmente pela perda momentânea de
contato da broca com a rocha que, em seguida, golpe-a bruscamente. Ocorrendo
sequencialmente, este processo caracteriza um fenômeno de vibração, também
indesejável, conhecido como bit-bounce. A principal razão para que ocorra a
perda de contato da broca com a rocha se dá por irregularidades na interface
broca-rocha, gerando as vibrações ao longo da estrutura conforme a broca
é forçada contra o solo. A escolha do tipo de broca também pode influenciar
nestas vibrações. Outra possível causa associada a este fenômeno se dá quando
a oscilação axial, causada pela força harmônica induzida pela bomba de lama,
está superposta com um modo de frequência natural do sistema, entrando
em ressonância e fazendo a broca perder o contato com a rocha. Alguns dos
problemas gerados por este fenômeno de vibração são oscilações no peso sobre
a broca (WOB), diminuição da taxa de penetração da broca (ROP), fadiga de
alguns componentes e, inclusive, causar danos ao poço de perfuração, podendo
comprometer a operação.

As vibrações axiais estão diretamente relacionadas com a velocidade
angular na qual a broca esta operando e isto é um problema pois, em geral,
o aumento da velocidade angular contribui no atenuamento do fenômeno de
vibração associado às vibrações torcionais, isto é, o stick-slip. Deste modo,
é necessário cautela para ajustar os parâmetros pois uma velocidade angular
muito alta pode atenuar o stick-slip mas também pode acarretar em amplitudes
cada vez maiores e, assim, um maior potencial de causar danos nas estruturas
e, portanto, eventuais prejuízos para operação.

Por fim, apesar da grande quantidade de trabalhos focados no estudo

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA



Capítulo 2. Revisão bibliográfica 30

deste fenômeno, os modelos numéricos têm pouca capacidade de representar
bem este fenômeno pois, na prática, este tipo de oscilação está relacionada
com as frequências de ressonância da broca enquanto em contato com a rocha
e, portanto, relacionada com a rigidez equivalente deste sistema combinado,
tornando a tarefa de medição extremamente difícil.
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3
Formulação de Cosserat: equacionamento

3.1
Introdução à teoria de Cosserat

A teoria de Cosserat, também conhecida como elasticidade micropolar,
incorpora uma rotação de um ponto local juntamente com a translação
conhecida da elasticidade clássica.

Usando uma caracterização variacional das equações governamentais
de equilíbrio, os irmãos Cosserat introduziram a generalização da teoria de
Kirchhoff.

Para melhor compreender a teoria, alguns conceitos fundamentais são
apresentados nas seções a seguir para, então, apresentar a curva de Cosserat.

3.1.1
Base de Frenet

A base de Frenet é um triedro que têm o objetivo de definir propriedades
geométricas de uma curva espacial, isto é, uma curva inserida no espaço
euclidiano tridimensional. O triedro é composto de um vetor tangente (et),
um normal (en) e um binormal (eb). Uma imagem representativa pode ser
vista a seguir,

Figura 3.1: Representação de uma base de Frenet em dois pontos distintos em
uma curva espacial. Adaptado de [12].
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onde {E1,E2,E3} é uma base Cartesiana fixa, r(s) é o vetor que identifica
cada ponto da curva espacial e s é a parametrização de comprimento de arco
utilizada para descrever a curva.

3.1.1.1
Base de Frenet e parâmetros geométricos

Uma base de Frenet é definida segundos as relações:
∂et

∂s
= κen,

∂en

∂s
= −κet + τeb,

∂eb

∂s
= −τen, (3-1)

onde


τ → Torção da curva no espaço.

κ→ Curvatura da curva no espaço.

s→ Parâmetro de comprimento de arco.

Supondo que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco (s), a
posição de um ponto em uma curva pode ser definida por

r = r(s) = x1(s)E1 + x2(s)E2 + x3(s)E3. (3-2)

Deste modo, a base de Frenet pode ser expressa em relação ao vetor posição
conforme as equações

et = ∂r
∂s
, en = 1

κ

∂et
∂s

, eb = et × en. (3-3)

3.1.2
Relações Frenet-Serret

As relações Frenet-Serret são expressões compactas que permitem ex-
pressar a variação da base de Frenet, isto é, possibilitam identificar a evolução
da base de Frenet e, deste modo, identificar a curva por completo.

É possível identificar os vetores da base em uma dada posição (ei(s))
aplicando uma rotação (QSF) sobre os vetores em uma configuração de
referência (ei(0)), segundo

ei(s) = QSF(s)ei(0), (3-4)
onde QSF é o tensor de rotação e e1 = et, e2 = en, e3 = eb.

Em notação compacta ∂ei
∂s

= ωSF × ei (3-5)
onde, ωSF = τet + κeb.
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3.1.3
Curva material

Entende-se por curva material uma curva que representa, de alguma
forma, uma estrutura deformável como, por exemplo, a linha de simetria
de uma viga. Sendo assim, o tempo torna-se um parâmetro adicional. As
notações utilizadas para caracterizar uma curva material são as seguintes:
L define uma curva material inserida no espaço Euclidiano tridimensional
E3, C a configuração da curva material em um dado instante, r = r(ξ, t) a
função vetorial que define C e R = R(ξ) o campo vetorial que define a curva
material em uma configuração fixa de referência C0. Por fim, ξ é a coordenada
generalizada ao longo de C e identifica unicamente pontos materiais de L . A
figura 3.2 ilustra a utilização destas notações através da apresentação de uma
curva material em uma configuração de referência e para um dado instante de
tempo.

Figura 3.2: Configuração de referência (C0) e em um dado instante (C ) da
curva material (L ). Retirado de [12].

3.1.4
Curva de Cosserat

Uma curva de Cosserat é a curva material L à qual, para cada ponto, um
triedro é definido. Os vetores que compõem esse triedro são conhecidos como
diretores. Os diretores caracterizam e, portanto, representam as quantidades
cinemáticas relativas às seções transversais do corpo. Seguindo as notações
introduzidas anteriormente, a figura 3.3 ilustra a descrição de duas curvas de
Cosserat, uma em uma configuração de referência e outra em um dado instante
de tempo.

Tomando a parametrização de comprimento de arco (s) para descrever a
curva, um modelo simples da curva de Cosserat pode ser visto na figura 3.4
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Figura 3.3: A curva r(ξ, t) e os campos vetoriais dα(ξ, t) em um dado ponto
ao longo do comprimento. À esquerda, a configuração de referência da curva
de Cosserat. Retirado de [12].

Figura 3.4: Modelo da curva de Cosserat utilizando a parametrização de
comprimento de arco para descrever a curva material. Adaptado de [13].

Vale ressaltar a representação do vetor tangente (∂sr), definido através
da equação 3-3.

3.2
Equações da cinemática

Uma vez apresentada a definição da teoria de Cosserat e os conceitos fun-
damentais pra compreender a cinemática, este capítulo se dedicará a construir
o modelo matemático através das equações que descrevem a dinâmica de uma
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estrutura esbelta unidimensional, apresentando todas definições, conforme ne-
cessário.

Utilizando a teoria de Cosserat, as equações da dinâmica são equações
diferenciais parciais não lineares, nas quais são função do tempo e da variável
espacial adotada. Para problemas estáticos, as equações tornam-se equações
diferenciais ordinárias não lineares, podendo ser resolvidas utilizando técni-
cas padrão de aproximações, como o método de Perturbação Regular, para
satisfazer as condições de contorno. Por outro lado, para um problema dinâ-
mico, é necessário introduzir uma abordagem numérica que deverá discretizar
as equações.

Uma estrutura esbelta, inserida no espaço euclidiano tridimensional, é
um corpo com dimensões de comprimento expressivamente maiores quando
comparado às suas seções transversais. Tais estruturas, sujeitas a grandes
deslocamentos, são encontradas em diversos tipos de problemas, desde colunas
de perfuração, robótica e até em filamentos de DNA.

A utilização dos métodos de Elementos Finitos são adequados para abor-
dar este tipo de problema, porém sua aplicação prática é dificultada pelo
grande número de elementos necessários, devido aos modos de alta frequência
presentes, tornando esse método custoso computacionalmente. Outras aborda-
gens através dos métodos de Elementos Finitos, baseados na teoria de Cosserat,
têm sido introduzidas [11, 13] para fornecer um campo de deslocamentos ele-
mentar (Modified Cosserat Rod Element - MCRE) com deformações gerais,
mais representativo, incluindo cisalhamento [11]. O problema fundamental de
qualquer problema na formulação de Elementos Finitos é a escolha das fun-
ções base. Por este motivo, estas funções são construídas a partir da solução
aproximada do sistema de equações não lineares da formulação de Cosserat,
na forma quase estática. Para obter uma solução aproximada simbólica do
sistema de equações na forma quase estática, primeiramente o método de Per-
turbação Regular é aplicado ao sistema sob a suposição de que a amplitude dos
deslocamentos é pequena e, posteriormente, um método de aproximação por
expansão em série é utilizado para obter as soluções do sistema de equações
que resultam da aplicação do método de Perturbação Regular.

De modo a estabelecer um padrão para o desenvolvimento das equações,
a seguir será apresentada a convenção e a nomenclatura adotada. Em par-
ticular, vetores, que são elementos do espaço euclidiano tridimensional, serão
representados em negrito e letras minúsculas como, por exemplo, u,v; tensores
serão representados em negrito e com letras maiúsculas como, por exemplo, I,
J; matrizes serão representadas em negrito, com letras maiúsculas e em itálico
como, por exemplo, K, M. Os três vetores unitários {e1, e2, e3} formam uma
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base ortogonal fixa. A convenção de somatório para índices repetidos é utili-
zada. Os símbolos ∂s e ∂t, ou ()′ e (̇), representam a diferenciação com respeito
ao parâmetro de comprimento de arco s e ao tempo, respectivamente.

De forma análoga à equação 3-2, em uma base Cartesiana inercial
{e1, e2, e3} e um tempo Newtoniano t, podemos representar a curva de Cosserat
descrita por r(s, t), vetor espacial que define a linha de centroides das seções
transversais como

r(s, t) = ri(s, t)ei = x(s, t)e1 + y(s, t)e2 + (s+ z(s, t))e3, (3-6)

e um conjunto de vetores unitários di(s, t) (i = 1, 2, 3) (diretores), válido para
o intervalo a 6 s 6 b, dado a definição de que o comprimento da coluna é
L = b− a. A figura 3.4 ilustra esta definição.

Figura 3.5: Parametrização do problema proposto. Retirado de [2].

3.2.1
Deformações

O movimento da estrutura envolve tanto a velocidade linear da curva
(∂tr) quanto a velocidade angular (w = widi) das seções transversais. De
forma similar, as deformações em uma estrutura de Cosserat são classificadas
em vetores de deformações lineares (v− v0) e angulares (u− u0). Através da
taxa de variação local dos diretores é possível definir as deformações locais,
lineares e angulares, como será visto a seguir.

3.2.1.1
Deformação linear

O vetor tangente (v) é definido segundo a relação

v(s) = ∂r(s, t)
∂s

. (3-7)
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Escrito em termos dos diretores temos

v(s) = vi(s) · di(s) (3-8)

ou

v1(s) = v(s) · d1(s), v2(s) = v(s) · d2(s), v3(s) = v(s) · d3(s). (3-9)

A deformação linear é definida pela diferença do vetor tangente com
relação à uma configuração de referência (v− v0).

3.2.1.2
Deformação angular

O vetor de deformação angular u é dado, de forma implícita, por

∂sdi(s) = u(s)× di(s). (3-10)
Para expressar u(s) na forma explícita, é possível escrever, da equação

3-10, a seguinte relação:

di(s)× ∂sdi(s) = di(s)× (u(s)× di(s))
= u(s)(di(s) · di(s))− di(s)(di(s) · u(s))
= u(s)− uidi(s).

(3-11)

Escrevendo 3-11 como somatório de todos os três diretores, temos
3∑
i=1

(di(s)× ∂sdi(s)) = 3u(s)−
3∑
i=1

uidi(s) = 2u(s) (3-12)

que, na forma explicita, é dado por

u(s) = 1
2

3∑
i=1

di(s)× ∂sdi(s) (3-13)

e na configuração de referência

u0(s) = 1
2

3∑
i=1

d0i(s)× ∂sd0i(s), (3-14)

onde u− u0 define a deformação angular.
Expressando o vetor u em termos dos diretores, temos

u1(s) = u(s) · d1(s), u2(s) = u(s) · d2(s), u3(s) = u(s) · d3(s). (3-15)

3.2.2
Velocidades

A velocidade de translação é dada por
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∂tr(s, t), (3-16)

enquanto a velocidade angular das seções transversais são dadas por

w(s, t) = 1
2

3∑
i=1

di(s, t)× ∂tdi(s, t) (3-17)

com as seguintes componentes em termos dos diretores:

w1(s, t) = w(s, t) · d1(s, t),
w2(s, t) = w(s, t) · d2(s, t),
w3(s, t) = w(s, t) · d3(s, t).

(3-18)

3.3
Equações da dinâmica

É possível obter o modelo matemático que descreve a dinâmica de uma
curva de Cosserat a partir da construção da densidade Lagrangeana L = T −U ,
através de um princípio variacional, ou a partir das leis de Euler.

Como forma de motivação, a figura 3.6 apresenta um diagrama de corpo
livre com as forças e momentos de contato atuando na estrutura para ilustrar
o balanço da quantidade de movimento linear e angular que é feito em [1],
de modo a obter o sistema EDPs que descrevem a dinâmica de uma curva de
Cosserat. O diagrama é feito para um segmento s1 < a < b < s2 e, em um
instante t, o material de (b, s2] exerce uma força de contato resultante n+(b, t)
e um torque de contato resultante r(b, t)×n+(b, t)+m+(b, t), com respeito a o,
no material de [a, b], onde m+(b, t) é momento acoplado resultante. Supõe-se
que a resultante de todas as outras forças atuando em [a, b] vale∫ b

a
f(s, t)ds (3-19)

e que a resultante de todos outros torques vale∫ b

a
[r(s, t)× f(s, t) + l(s, t)] ds, (3-20)

onde f(s, t) e l(s, t) são as forças e torques externos por unidade de compri-
mento em (s, t). Em seguida, para completar as definições, apresenta-se as
relações constitutivas, que relacionam as forças e os momentos de contato às
deformações e as parametrizações para a matriz de rotação, sendo possível
definir os vetores diretores em termos das variáveis de deslocamento angular.

Por fim, as expressões que definem as energias potencias de deformação e
cinéticas do sistema são apresentadas no contexto da abordagem Lagrangeana.
Esta metodologia é também apresentada pois alguns trabalhos [11, 13, 18] a
utilizam para implementação no método de Elementos Finitos, metodologia
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esta que será utilizada no capítulo 4 deste trabalho.

r(b,
t)

n+(b,t
)

m
+ (b,t

)

-m
- (b,t)

-n
- (b,t)

f

l

s

e2

e3e1

d1

d3

d2

a

s1

b

a

b

s2

o

Figura 3.6: Diagrama de corpo livre de uma estrutura esbelta.

A partir do balanço da quantidade de movimento linear e angular de
[a, b], em um tempo t, é possível obter as equações da dinâmica para uma
estrutura esbelta, segundo a teoria Cosserat, que são

ρA∂ttr = ∂sn + f , (3-21)
∂th = ∂sm + v× n + l, (3-22)

onde ρ é a densidade do material, A é a área de seção transversal, h = Iw é a
quantidade de movimento angular por unidade de comprimento, I é o tensor
de inércia e n e m são as forças e momentos de contato, respectivamente.

3.3.1
Relações constitutivas

As forças n e momentos m de contato estão relacionados com as defor-
mações longitudinais e de cisalhamento v e com as deformações de flexão e
torção u, a partir de relações constitutivas, respectivamente. Como descrito
anteriormente, a quantidade de movimento angular por unidade de compri-
mento h está relacionada com um tensor de inércia I e a velocidade angular
w.
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Supondo que o módulo de elasticidade E, o módulo de cisalhamento G, a
densidade do material ρ e a área das seções transversais A dependem somente
de s, o modelo para propriedades elásticas, baseado nas relações constitutivas
de Kirchhoff, é utilizado. Sendo assim, as forças e momentos de contato e
a quantidade de movimento angular ficam definidas como n = K(v − v0),
m = J(u− u0), h = I(w).

Utilizando o sistema de coordenadas descrito na figura 3.4, considerando
o problema de uma coluna de perfuração inserida em um poço vertical e
desconsiderando configurações pré-deformadas, as relações tornam-se

n = K(v− d3),
m = J(u),
h = I(w).

(3-23)

No caso geral, as componentes das equações 3-23, em termos dos diretores, são
dadas por

n1 = K11v1 +K12v2 +K13(v3 − 1),
n2 = K21v1 +K22v2 +K13(v3 − 1),
n3 = K31v1 +K32v2 +K33(v3 − 1),
m1 = J11u1 + J12u2 + J13u3,

m2 = J21u1 + J22u2 + J23u3,

m3 = J31u1 + J32u2 + J33u3,

h1 = I11w1 + I12w2 + I13w3,

h2 = I21w1 + I22w2 + I23w3,

h3 = I31w1 + I32w2 + I33w3.

(3-24)

Para fechar as definições das relações constitutivas é necessário conhecer as
componentes dos tensores de rigidez e de inércia. Escolhendo os diretores como
os eixos principais da inércia da seção transversal em s e centrado no centro de
massa da seção transversal, então Kij = Jij = Iij = 0, i 6= j, para uma coluna
uniforme e simétrica, os elementos da diagonal de J, K e I são dados por

K =


κGA 0 0

0 κGA 0
0 0 EA

 , J =


Eγ11 0 0

0 Eγ22 0
0 0 Gγ33

 ,
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I =


ργ11 0 0

0 ργ22 0
0 0 ργ33

,

onde γij são os momentos de inércia de uma seção tubular, dados por

γ11 = π
(r4
e − r4

i )
4 ,

γ22 = π
(r4
e − r4

i )
4 ,

γ33 = γ11 + γ22,

(3-25)

e re e ri são os raios externos e internos, respectivamente, da seção tubular e
κ é o fator de correção do cisalhamento.

3.3.2
Matriz de rotação

Finalmente, para completar as definições, é necessário representar os
vetores diretores, responsáveis por caracterizar as seções transversais, em
termos das variáveis que descrevem as rotações.

As rotações das seções transversais precisam estar relacionadas às de-
formações de modo a descrever completamente a cinemática da estrutura de
Cosserat. Isto é possível utilizando os diferentes meios de parametrização de
rotações, como ângulos de Euler, vetor rotacional (vetor de Euler), quaternions
e transformação de Cayley.

A parametrização utilizando a definição de vetor rotacional é utilizada
no capítulo 4 para construção das funções base e, deste modo, na análise do
MCRE, enquanto que a parametrização utilizando Ângulos de Euler é utilizada
no capítulo 5 para realizar os benchmarks e simular a dinâmica da coluna de
perfuração.

3.3.2.1
Vetor rotacional

Para construir o MCRE, a matriz de rotação será escolhida para ser para-
metrizada pelo vetor rotacional θ = θxe1 + θye2 + θze3, com norma rotacional
dada por θ =

√
(θx2 + θy

2 + θz
2). A figura 3.7 ilustra a esquematização das

rotações. Esta parametrização se baseia no fato de que a exponencial de uma
matriz antissimétrica é ortogonal e que qualquer matriz de rotação é a expo-
nencial de alguma matriz antissimétrica [48]. A matriz de giro S está associada
à matriz de rotação R, ao vetor de rotação θ e é dada por
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S(θ) =


0 −θz θy

θz 0 −θx
−θy θx 0

 . (3-26)

A matriz de rotação R, por sua vez, é determinada a partir da equação

R(θ) = Im + sin(θ)
θ

S(θ) + 1− cos(θ)
θ2 S2(θ), (3-27)

onde Im é a matriz identidade.
Os três diretores de Cosserat, di(s, t), são obtidos de acordo com a relação

R =
(
d1(s, t)T ,d2(s, t)T ,d3(s, t)T

)
= eS(θ). (3-28)

A matriz de rotação R pode ser dada como uma expansão em série de
MacLaurin, das funções trigonométricas em 3-27, resultando em

R =
n∑
p=0

Sp

p! . (3-29)

Usando esta expansão até os termos de terceira ordem de θx, θy e θz, é possível
obter os diretores de Cosserat em termos da base referencial. O procedimento
para obtenção dos diretores foi realizado em Maple e encontra-se no Apêndice
B.

Utilizando esta parametrização, obtemos as seguintes aproximações dos
diretores, expressos na base referencial:

d1(s, t) ≈
(
−1

2 θy
2 − 1

2 θz
2 + 1

)
e1

+
(1

2 θy θx −
1
6 θz θx

2 − 1
6 θz

3 − 1
6 θz θy

2 + θz

)
e2

+
(1

2 θz θx + 1
6 θz

2θy + 1
6 θy θx

2 + 1
6 θy

3 − θy
)

e3,

(3-30)

d2(s, t) ≈
(1

2 θy θx + 1
6 θz θy

2 + 1
6 θz

3 + 1
6 θz θx

2 − θz
)

e1

+
(
−1

2 θx
2 − 1

2 θz
2 + 1

)
e2

+
(1

2 θz θy −
1
6 θz

2θx −
1
6 θx

3 − 1
6 θy

2θx + θx

)
e3,

(3-31)

d3(s, t) ≈
(1

2 θz θx −
1
6 θy

3 − 1
6 θz

2θy −
1
6 θy θx

2 + θy

)
e1

+
(1

2 θz θy + 1
6 θy

2θx + 1
6 θx

3 + 1
6 θz

2θx − θx
)

e2

+
(
−1

2 θx
2 − 1

2 θy
2 + 1

)
e3.

(3-32)

É possível expressar o vetor rotacional explicitamente segundo a equação

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA



Capítulo 3. Formulação de Cosserat: equacionamento 43

θ = cos−1
(
Tr(R)− 1

2

)
. (3-33)

A matriz de giro S é obtida tirando o logaritmo de R

S = log(R) = θ

2 sin(θ)(R−RT ). (3-34)

Comparando a matriz de giro resultante com a equação 3-26, as componentes
do vetor rotacional são dados por:

θx = −S23, θy = S13, θz = −S12. (3-35)

e1

e3

e2

θx

θz

θy

Figura 3.7: Esquema das rotações propostas para parametrização da matriz de
rotação.

É importante fazer a colocação de que a proposta de parametrização
das rotações apresentadas nesta seção é utilizada para solução das equações
na forma quase estática, uma vez que no problema dinâmico a coluna está
sob constante rotação no eixo axial e, deste modo, não é prudente fazer a
aproximação de pequenas rotações para todos eixos.

3.3.2.2
Ângulos de Euler

Diante das considerações anteriores, a parametrização adotada para as
rotações, nas simulações da dinâmica, é a de Ângulos de Euler, utilizando
a mesma sequência de rotações proposta em [2]. Desta forma, tomando a
figura 3.5 como referencia, primeiramente rotaciona-se a base {e1, e2, e3} por
um ângulo θy(s, t) em torno do eixo alinhado com e2. Depois rotaciona-se a
base {ê1, e2, ê3} por um ângulo θx(s, t) em torno do eixo alinhado com ê1.
Finalmente, rotaciona-se a base {ê1, ê2,d3} por um ângulo θz(s, t) em torno
do eixo alinhado com d3. A figura 3.8 ilustra a sequência de rotações realizada.
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e2
e3

ê3

e1
ê1

θy

θy

ê1
e2

ê2

ê3
d3

θx

θx

d3
ê1

d1

ê2
d2

θz

θz

Figura 3.8: Sequência de rotações utilizadas para parametrização da matriz de
rotação, utilizando Ângulos de Euler.

Para facilitar a computação da matriz de rotação, uma rotina foi feita em
Maple para fornecer a matriz de rotação de acordo com a sequência de rotação
desejada do usuário. A rotina encontra-se no Apêndice F.

Para esta sequência de rotações, obtemos a seguinte matriz de rotação,
com a notação reduzida de sin (.) e cos (.) para s (.) e c (.), respectivamente:
c (θz) c (θy) + s (θz) s (θx) s (θy) s (θz) c (θx) −c (θz) s (θy) + s (θz) s (θx) c (θy)
−s (θz) c (θy) + c (θz) s (θx) s (θy) c (θz) c (θx) s (θz) s (θy) + c (θz) s (θx) c (θy)

c (θx) s (θy) −s (θx) c (θx) c (θy)

 ,
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onde os diretores, nesta nova parametrização para as rotações, são dados por

d1(s, t) = (cos (θz) cos (θy) + sin (θz) sin (θx) sin (θy)) e1

+ (sin (θz) cos (θx)) e2

+ (− cos (θz) sin (θy) + sin (θz) sin (θx) cos (θy)) e3,

(3-36)

d2(s, t) = (− sin (θz) cos (θy) + cos (θz) sin (θx) sin (θy)) e1

+ (cos (θz) cos (θx)) e2

+ (sin (θz) sin (θy) + cos (θz) sin (θx) cos (θy)) e3,

(3-37)

d3(s, t) = (cos (θx) sin (θy)) e1

+ (− sin (θx)) e2

+ (cos (θx) cos (θy)) e3.

(3-38)

3.3.3
Abordagem Lagrangeana

Além das leis de Euler, também é possível obter as equações que
descrevem a dinâmica da curva de Cosserat através de um princípio variacional,
onde conhecendo as expressões que definem a energia potencial de deformações
e cinética do sistema, constrói-se a densidade Lagrangeana. A partir da
densidade Lagrangeana, obtém-se os temos que determinam a dinâmica e,
assim, as matrizes que compõe o sistema de equações no contexto de Elementos
Finitos.

A abordagem Lagrangeana é utilizada para obter as equações diferenciais
ordinárias da dinâmica para um elemento da estrutura. As condições de
contorno para um elemento e o deslocamento de um nó, nas duas extremidades
le = a e le = b, são dadas por

qa(t) =
[
εXa(t) εYa(t) εZa(t) εΘxa(t) εΘya(t) εΘza(t)

]T
,

qb(t) =
[
εXb(t) εYb(t) εZb(t) εΘxb(t) εΘyb(t) εΘzb(t)

]T
.

(3-39)

Desta forma, o vetor de deslocamento generalizado, para um elemento, é escrito
como:

qe(t) =
[
qTa (t) qTb (t)

]T
. (3-40)

Considerando a dependência temporal do vetor de deslocamento de um
nó, os deslocamentos generalizados, em um dado ponto dentro de um elemento,
estão variando com o tempo também. A dependência dos deslocamentos
generalizados que, por sua vez, dependem do tempo, são definidas como:
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x = x(s,qe(t)), y = z(s,qe(t)), z = z(s,qe(t)),
θx = θx(s,qe(t)), θy = θy(s,qe(t)), θz = θz(s,qe(t)).

(3-41)

Isto torna as funções x, y, z, θx, θy e θz dependentes do vetor de deslocamento
nodal que, por sua vez, depende do tempo e são dadas pelas funções base
construídas no capítulo 4.

Antes de derivar as equação da dinâmica para um elemento, os tipos de
carregamentos precisam ser definidos. Supõe-se que um carregamento atuando
em um elemento é composto de três partes aditivas. A primeira parte é a
interação dos elementos vizinhos, f ie. A segunda é o carregamento de um ponto
externo (concentrado) atuando sobre os nós, f ce. A última parte representa um
carregamento distribuído com uma direção fixa e de intensidade prescrita, fde.

O Lagrangeano é obtido da equação

L(qe, q̇e) =
∫ le

0
(T (s,qe, q̇e)− U(s,qe))ds, (3-42)

onde a energia cinética, dada pela translação da curva material e as rotações
das seções transversais, é descrita por

T = 1
2

{
ρA

∂r
∂t
· ∂r
∂t

+ I(w,w)
}

(3-43)

e a energia potencial, dada pelas deformações angulares e lineares, é descrita
por

U = 1
2 {J(u− u0,u− u0) + K(v− v0,v− v0)} . (3-44)

Procedendo desta forma, as equações da dinâmica generalizada, utili-
zando a teoria de Cosserat, são obtidas de

d

dt

(
∂T
∂q̇j

)
−
(
∂T
∂qj
− ∂U
∂qj

)
= f iej (t) + f cej (t) + fdej (t,qe). (3-45)

A partir da equação 3-45 é possível determinar a matriz de massa a partir
dos termos da diferenciação da energia cinética, a matriz de rigidez linear e
o vetor de rigidez não linear a partir da diferenciação da energia potencial.
Utilizando estas definições, as equações diferenciais ordinárias, da dinâmica de
um elemento, podem ser escritas na forma compacta segundo:

M eq̈e + Keqe + ge(qe) = f ie(t) + f ce(t) + fde(t,qe), (3-46)
onde M e é a matriz de massa, Ke é a matriz de rigidez, contendo os termos
lineares, ge(qe) é o vetor não linear contendo os termos quadráticos e cúbicos
de rigidez em qe.

A rotina para computar os termos relativos as energias potenciais e
cinéticas é apresentada no Apêndice C.
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4
Análise do MCRE

Como comentado anteriormente, quando utilizando a abordagem de Ele-
mentos Finitos, para buscar uma solução numérica aproximada, é fundamental
uma escolha apropriada para as funções base de modo a reduzir o número de
elementos no processo geração da malha e, portanto, diminuir o custo com-
putacional. Neste caso, as funções base serão construídas a partir da solução
das equações que descrevem uma estrutura esbelta unidimensional inserida no
espaço euclidiano tridimensional segundo a teoria de Cosserat, na forma quase
estática. Para isto, elimina-se os termos com dependência temporal e os carre-
gamentos externos do sistema de equações 3-21 e 3-22, resultando no seguinte
sistema de EDOs:

ns(s) = 0, ms(s) + v(s)× n(s) = 0. (4-1)
Para um dado elemento, o vetor de deslocamentos de um nó ( desloca-

mentos do contorno e rotações X, Y , Z, Θx, Θy, Θz ), com ε como um pequeno
parâmetro, nas duas extremidades da coluna le = a e le = b, são

qa =
[
εXa εYa εZa εΘxa εΘya εΘza

]T
,

qb =
[
εXb εYb εZb εΘxb εΘyb εΘzb

]T
,

(4-2)

onde le é o comprimento do elemento.
As condições de contorno para x, y, z, θx, θy e θz em le = a e le = b

são obtidas a partir dos vetores de deslocamentos nodais 4-2 e são dados
explicitamente segundox(a) = εXa y(a) = εYa z(a) = εZa

x(b) = εXb y(b) = εYb z(b) = s+ εZb
, (4-3)

e θx(a) = εΘxa θy(a) = εΘya θz(a) = εΘza

θx(b) = εΘxb θy(b) = εΘyb θz(b) = εΘzb

. (4-4)

Com as condições de contorno 4-3 e 4-4 conhecidas, as funções base
podem ser obtidas a partir da solução das equações 4-1 segundo estas condições
de contorno.

Devido a complexidade e não linearidade das equações 4-1, é natural
que estas equações não possuam uma solução analítica exata e, portanto, um
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método para obter uma solução analítica aproximada deve ser utilizado. Neste
caso, o método de Perturbação Regular é utilizado sob a suposição de que
a amplitude dos deslocamentos é pequena, fundamentando a utilização do
parâmetro ε como parâmetro de perturbação e a proposição das expansões

x(s) = εx1(s) + ε2x2(s) + ε3x3(s) + · · · ,
y(s) = εy1(s) + ε2y2(s) + ε3y3(s) + · · · ,
z(s) = εz1(s) + ε2z2(s) + ε3z3(s) + · · · ,
θx(s) = εθx1(s) + ε2θx2(s) + ε3θx3(s) + · · · ,
θy(s) = εθy1(s) + ε2θy2(s) + ε3θy3(s) + · · · ,
θx(s) = εθz1(s) + ε2θz2(s) + ε3θz3(s) + · · · .

(4-5)

Substituindo as expansões propostas pelas equações 4-5 no sistema de
equações 4-1 e sabendo que xi, yi, zi, θxi, θyi e θzi são independentes de
ε, os coeficientes associados aos termos de primeira em ε são coletados e
igualados a zero, compondo um sistema de equações lineares que, por sua vez,
é resolvido utilizando algum método de expansão em série. Conforme pode
ser observado em [11], o método de Frobeniu’s é utilizado. Com a solução do
sistema, relativo aos termos de primeira ordem em ε, é feita a substituição
dessa solução no sistema dos termos de segunda ordem em ε e então resolve-se
este outro sistema. Este processo é realizado até o número de termos desejado
na expansão 4-5.

Para melhor ilustrar o método de Perturbação Regular, consideremos o
seguinte exemplo, proposto por [36]:

Exemplo 1 - Perturbação Regular
Considere o problema de valor inicial

y
′′ = −e−xy, y(0) = 1, y′(0) = 1. (4-6)

Apesar desta equação diferencial poder ser resolvida em termos de funções de
Bessel, este exemplo serve para ilustrar a vantagem do método de perturbação
em casos onde soluções de expansão em série não podem fornecer uma boa
aproximação sem uma enomrme quantidade de termos. Para isto, introduzimos
o parâmetro de perturbação ε na equação 4-6, obtendo

y
′′ = −εe−xy, y(0) = 1, y′(0) = 1. (4-7)

Seguindo as etapas fundamentais para aplicar o método de perturbação regular,
supomos que a solução perturbada para y(x) têm a forma

y(x) =
N∑
n=0

εnyn(x), (4-8)
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onde y0(0) = 1, y′
0 = 1 e yn(0) = 0, y′

n(0) = 0, isto é, as condições iniciais são
aplicadas somente ao primeiro termo da perturbação e as demais são nulas. N
é o número de termos em que se deseja aproximar y(x).

Substituindo a equação que propõe a solução perturbada 4-8 na equação
perturbada 4-7 e computando os coeficientes relativos a ε0, obtemos a seguinte
equação

y
′′

0 = 0, (4-9)
cuja solução que satisfaz as condições iniciais é

y0 = 1 + x. (4-10)
Computando os coeficientes relativos a ε1, temos a seguinte equação

y
′′

1 = −y0

ex
. (4-11)

Substituindo a solução encontrada, pela equação 4-10, na equação 4-11, obte-
mos

y
′′

1 = −1 + x

ex
, (4-12)

cuja solução, para condições iniciais nulas, é

y1 = −(x+ 3)e−x − 2x+ 3. (4-13)
Este processo é então repetido até o N − ésimo termo da expansão desejado.
Pode-se observar na figura 4.1 que, com apenas 4 termos do método de
perturbação, já é possível obter uma solução aproximada satisfatória quando
comparada com a solução exata, enquanto uma aproximação propondo uma
expansão em série apresenta uma resultado ruim, mesmo utilizando 11 termos
na expansão.

Neste exemplo fica claro como que, para determinados problemas, a
utilização do método de perturbação regular aproxima melhor a solução do que
simplesmente utilizar os métodos de expansão em série, por exemplo.

A rotina para este problema, feita em Maple, encontra-se no Apêndice A.
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Figura 4.1: Comparação entre as soluções exata, por uma expansão em série e
pelo método de perturbação com diferente números de termos da equação 4-6.

Apresentado um exemplo da utilização do método de Perturbação Regu-
lar, a seguir podemos observar a solução do primeiro sistema, obtido a partir
dos coeficientes da primeira ordem em ε:

x1 (s) = 2 ((Θya/2 + Θyb/2) le +Xa −Xb)K11 s
3(

K11 le
2 + 12 J22

)
le

+
(
−2 (Θya + Θyb/2)K11 le

2 − 3K11 (Xa −Xb) le − 6 J22 (−Θyb + Θya)
)
s2(

K11 le
2 + 12 J22

)
le

+

(
K11 le

3Θya + 6 J22 (−Θyb + Θya) le − 12 J22 (Xa −Xb)
)
s(

K11 le
2 + 12 J22

)
le

+Xa,

y1 (s) = 2 ((−Θxa/2−Θxb/2) le + Ya − Yb)K22 s
3(

K22 le
2 + 12 J11

)
le

+
(
2 (Θxa + Θxb/2)K22 le

2 − 3K22 (Ya − Yb) le + 6 J11 (−Θxb + Θxa)
)
s2(

K22 le
2 + 12 J11

)
le

+

(
−K22 le

3Θxa − 6 J11 (−Θxb + Θxa) le − 12 J11 (Ya − Yb)
)
s(

K22 le
2 + 12 J11

)
le

+ Ya,
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z1 (s) = −s (Za − Zb)
le

+ Za,

θx1 (s) = (3 (Θxa + Θxb) le − 6Ya + 6Yb)K22 s
2(

K22 le
2 + 12 J11

)
le

+
((
−4 (Θxa + Θxb/2) le2 + 3 (2Ya − 2Yb) le

)
K22 − 12 J11 (−Θxb + Θxa)

)
s(

K22 le
2 + 12 J11

)
le

+ Θxa,

θy1 (s) = (3 (Θya + Θyb) le + 6Xa − 6Xb)K11 s
2(

K11le
2 + 12J22

)
le

+
((
−4 (Θya + Θyb/2) le2 + 3 (−2Xa + 2Xb) le

)
K11 − 12J22 (−Θyb + Θya)

)
s(

K11le
2 + 12J22

)
le

+ Θya,

θz1 (s) = −s (Θza −Θzb)
le

+ Θza.

É importante observar que, conforme a ordem em ε aumenta, o grau dos
polinômios, que representam a solução das variáveis, aumenta também. Por
exemplo, o grau dos polinômios que representam a solução das variáveis x2(s),
y2(s), z2(s) são de quinta ordem em s e θx2(s), θy2(s), θz2(s) são de quarta
ordem em s. Por fim, x3(s), y3(s), z3(s), θx3(s), θy3(s) são de sétima ordem em
s e θz3(s) é de sexta ordem em s. Por exemplo,

x2(s) = C1s
5 + C2s

4 + C3s
3 + C4s

2 + C5s,

onde C1 = K11 K33 (Za−Zb)(le Θya+le Θyb+2Xa−2Xb)
J22 le

2(K11 le
2+12 J22) , estando de acordo com o resul-

tado reportado em [11]. Apesar do grau dos polinômios das soluções θx3(s) e
θy3(s) serem de sétima ordem, é possível observar que para valores geométricos
e de materiais lineares elásticos típicos, o coeficiente de s7 é aproximadamente
da ordem de 10−32 e é possível que isto fundamente o fato do artigo [11] repor-
tar estas soluções, em específico, como possuindo polinômios de sexta ordem e
não de sétima. Estas informações são importantes porque é fundamental pro-
por o grau apropriado na expansão em série pois, caso contrário, a solução
irá divergir consideravelmente da solução numérica, como a figura 4.2 pode
mostrar.
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4.2(a): 4.2(b):

Figura 4.2: Comparação entre a soluções numérica e analítica de x3 quando
propondo a expansão em série até o termo de sexta ordem (a) e de sétima
ordem (b).

Com o objetivo de mostrar o processo de construção das funções base e,
portanto, de uma solução analítica aproximada para as equações 4-1, é possível
observar na figura 4.3 como a solução, através do método de perturbação,
evolui conforme aumenta-se o número de termos propostos na expansão da
perturbação.

Os resultados apresentados nas figuras 4.3 e 4.4 foram obtidos utilizando
os parâmetros descritos na tabela 4.1.

A rotina para construção das funções base e, portanto, da solução
simbólica para as equações de Cosserat na forma quase estática, é apresentada
no Apêndice B.

A curva material, para diferentes ordens em ε e inserida em uma restrição
circular de raio r = 0.156 [m], pode ser observada na figura 4.4.

É importante frisar que estes resultados foram obtidos utilizando um
tamanho de elemento satisfatório para uma grande variedade de problemas
disponíveis na literatura. Conforme diminui-se o tamanho do elemento, teori-
camente a solução se aproxima da exata porém aumenta-se o custo computaci-
onal. Na contra mão, conforme aumenta-se o tamanho do elemento diminui-se
o custo computacional porém a solução irá divergir significativamente da exata.

A experiência adquirida no desenvolvimento deste trabalho pelo autor
mostrou que utilizando o MCRE até a expansão de terceira ordem em ε produz
soluções com amplitudes demasiadamente grandes, ratificando a colocação
à respeito da variação da solução em função do comprimento do elemento
utilizado ou dos deslocamentos nas condições de contorno. De fato, este tipo
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Variável Valor Unidade Descrição

ν 0.29 - Coeficiente de Poisson
κ 6/7 - Fator de correção do cisalhamento
E 2.1e11 Pa Módulo de elasticidade
le 2 m Comprimento do elemento
re 0.0635 m Raio externo
ri 0.0475 m Raio interno
Xa 0 m Deslocamento linear de X no contorno A.
Ya 0 m Deslocamento linear de Y no contorno A.
Za 0 m Deslocamento linear de Z no contorno A.
Θxa 0.04 rad Deslocamento angular de Θx no contorno A.
Θya -0.05 rad Deslocamento angular de Θy no contorno A.
Θza 0.08 rad Deslocamento angular de Θz no contorno A.
Xb 0 m Deslocamento linear de X no contorno B.
Yb 0 m Deslocamento linear de Y no contorno B.
Zb -0.1 m Deslocamento linear de Z no contorno B.
Θxb 0.06 rad Deslocamento angular de Θx no contorno B.
Θyb -0.02 rad Deslocamento angular de Θy no contorno B.
Θzb 0 rad Deslocamento angular de Θz no contorno B.

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros utilizados em uma solução, na análise do
MCRE.

de resultado faz sentido já que a utilização do método de perturbação parte da
suposição de que a amplitude dos deslocamentos é pequena. Isto se soma ao
fato de que os diretores são parametrizados com uma expansão de MacLaurin
até a terceira ordem, supondo pequenos deslocamentos para as rotações. Outro
fator, que também soma, é que mesmo o sistema de equações resultante
da aplicação do método de perturbação não têm solução analítica exata,
necessitando um método de expansão em série para aproximá-lo. Diante destes
fatos, a conclusão que pode ser feita é que deve-se ter precaução na utilização
de funções base, baseadas no MCRE, sendo mais indicada para problemas
que não envolvam grandes deslocamentos de qualquer natureza. Para ajudar
a embasar estas afirmações, a figura 4.5 mostra a solução do MCRE, para o
mesmo problema apresentado na figura 4.4, aumentando o comprimento do
elemento de le = 2 [m] para le = 10 [m]:
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4.5(a): 4.5(b):

Figura 4.5: Deslocamento x(s) (a) e vista superior da curva material (b)
utilizando a solução até a terceira ordem em ε, para le = 10 [m].

Claramente é possível observar como a amplitude dos deslocamentos aumenta
significativamente quando aumenta-se o tamanho do elemento, embasando a
colocação de que o MCRE não é adequado para problemas que envolvam
grandes deslocamentos. Nota-se o mesmo fenômeno quando aumenta-se os
deslocamentos nas condições de contorno em vez do comprimento do elemento.

4.1
Resultados Numéricos

Utilizando o MCRE proposto, alguns resultados são apresentados para
mostrar as vantagens da utilização destas funções base. Os termos que permi-
tem construir as matrizes e vetores que compõe o sistema de equações foram
obtidos a partir das expressões que definem as energias cinéticas e potencias
de deformação do sistema, tendo sido implementado em Maple, podendo ser
acessado no Apêndice C.

É possível verificar a eficiência das funções base pelo modelo MCRE,
analisando a convergência do sexto modo de flexão, quando comparado com
funções base genéricas lineares hermitianas [34, 35] e a solução analítica de uma
viga, baseada na teoria de Euler-Bernoulli. Esta comparação é aceitável pois
os efeitos de cisalhamentos são desprezíveis quando se trata de uma estrutura
esbelta.

É possível computar analiticamente os modos de vibração de uma viga
engastada-livre, segundo a teoria de Euler-Bernoulli, obtendo as soluções da
equação

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA



Capítulo 4. Análise do MCRE 55

cosh(βnL) cos(βnL) + 1 = 0 (4-14)
e obtendo as frequências naturais segundo

ωn = β2
n

√
EI

ρA
. (4-15)

O programa, feito em Maple, para computação das frequências naturais,
encontra-se no Apêndice D.

Para comparar com a solução analítica, a obtenção dos modos de frequên-
cia são obtidos a partir da abordagem em Elementos Finitos utilizando a for-
mulação Lagrangeana, explicada no capítulo 3, para construir as matrizes e
vetores que compõe o sistema de equações. Vale ressaltar que os códigos bá-
sicos de Elementos Finitos foram escritos em Maple utilizando as referências
[34, 35] para computar as matrizes elementares e globais do sistema, enquanto
os modos de vibração foram obtidos com rotinas feitas em MATLAB, impor-
tando as matrizes geradas na rotina em Maple, para diferentes números de
elementos. As rotinas, em Maple, para formulação através da abordagem La-
grangeana e da computação das matrizes elementares e globais, encontram-se
no Apêndice C.

Os cálculos foram realizados para uma viga engastada-livre com os
seguintes parâmetros: κ = 5/6, E = 2.1 · 1011 [Pa], ν = 0.29, re = 0.1 [m],
ri = 0.0945 [m], L = 1000 [m].
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Figura 4.6: Comparação da convergência do sexto modo de vibração entre
funções base lineares e MCRE.

É possível observar que para uma estrutura grande, com comprimento
de 1000 metros, existe uma demanda significativa de elementos, no caso de
se utilizar funções base lineares, para que se alcance um valor próximo do
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previsto pela solução analítica, enquanto que o MCRE converge com apenas
10 elementos.

Para testar as funções base em problemas estáticos, na figura 4.7 pode-se
observar a solução de uma viga engastada-livre, submetida ao peso próprio
como carregamento distribuído, cuja solução analítica pode ser consultada
em [34]. A obtenção dos termos que compõe o sistema é feita através da
rotina apresentada no Apêndice C. Neste exemplo é realizada a comparação
da solução utilizando diferentes funções base, são elas: MCRE até a primeira
ordem em ε, funções base lineares e funções base geradas a partir da solução das
equações lineares de Timoshenko na forma estática, baseadas em [37]. A rotina
para a construção das funções base, baseadas em [37], foram feitas seguindo o
mesmo princípio das de Cosserat, apresentadas no Apêndice B. Consiste em
propor uma solução analítica aproximada, utilizando o método de Perturbação
Regular, para as equações de Timoshenko na forma estática.

Utilizando os parâmetros κ = 5/6, E = 2.1 · 1011 [Pa], ν = 0.29, re = 0.1
[m], ri = 0.0945 [m], L = 20 [m] e o carregamento como peso próprio, é possível
observar como as funções base, baseadas na solução estática das equações de
Cosserat e Timoshenko, já se aproximam da solução analítica mesmo com
somente 5 elementos, enquanto que as funções base lineares demandam mais
de 300 elementos para se aproximar da solução analítica.

Figura 4.7: Comparação da deflexão de uma viga engastada-livre, utilizando 5
elementos e submetida ao peso próprio, entre funções base lineares, MCRE e
funções base baseadas nas equações estáticas de Timoshenko.
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Figura 4.8: Comparação da deflexão de uma viga engastada-livre, utilizando
300 elementos e submetida ao peso próprio, entre funções base lineares, MCRE
e funções base baseadas nas equações estáticas de Timoshenko

É importante observar que estes resultados indicam que as funções
baseadas no MCRE, truncadas na primeira ordem em ε, são basicamente
idênticas as funções base construídas a partir das equações de Timoshenko
na forma estática. Em outras palavras, a primeira ordem do Método de
Perturbação, aplicado as equações de Cosserat, representam uma linearização
das equações que, neste caso, representam a particularização da formulação de
Cosserat para a formulação de Timoshenko.

Além disto, a utilização dos termos de segunda e terceira ordem em ε

resultam em funções base que geram termos não lineares e isto adiciona um
custo computacional. Por este exemplo tratar somente do modo de flexão isto
não é um problema, porém caso realize-se a implementação para todos os
graus de liberdade é importante utilizar a solução completa, tendo precaução
na discretização da malha para não gerar elementos muito grandes.

A rotina para obter a solução estática utilizando a formulação de Cosse-
rat, através do método de Elementos Finitos, encontra-se no Apêndice E.
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4.3(a): 4.3(b):

4.3(c): 4.3(d):

4.3(e): 4.3(f):

Figura 4.3: Soluções de x (a), y (b), z (c), θx (d), θy (e), θz (f), considerando
diferentes números de termos no método de Perturbação Regular.
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4.4(a): 4.4(b):

Figura 4.4: Vista isométrica (a) e superior (b) da configuração da curva
material para diferentes ordens em ε.
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5
Simulações da Dinâmica

De modo a testar o modelo matemático desenvolvido no Capítulo 3,
descrito na forma do sistema de EDPs, realiza-se a simulação da dinâmica
através de alguns exemplos que podem ser encontrados na literatura e, deste
modo, é possível comparar e analisar a razoabilidade dos resultados.

Pelo fato das funções base desenvolvidas no Capítulo 4 não serem adequa-
das para o problema proposto e por conta da complexidade de implementar
e integrar todas rotinas do método de Elementos Finitos para lidar com a
simulação da dinâmica de uma coluna de perfuração, utiliza-se um software
comercial baseado na análise de Elementos Finitos para integrar o sistema de
EDPs. Portanto, os resultados apresentados neste capítulo foram obtidos atra-
vés da implementação da formulação apresentada no Capítulo 3 no software
comercial COMSOL. Por este motivo, a seguir é apresentada uma breve ex-
plicação do procedimento para implementação das equações no ambiente de
formulação fraca do software utilizado.

Diante do sistema de EDPs, composto pelas equações 3-21 e 3-22, deve-se
escrevê-las na forma fraca para implementação no software utilizado. Existe
uma vasta literatura explicando com mais detalhes este procedimento, sendo
a referência [34] uma delas, apresentando o método dos Resíduos Ponderados
no Capítulo 2 da referência. Uma vantagem do software utilizado é que não
é necessário escrever a formulação explicitando as variáveis do problema,
bastando declarar quem são as variáveis de interesse e escrever a definição
de cada um dos termos no ambiente de variáveis.

O processo de escrever as equações na forma fraca consiste, em outras
palavras, em admitir uma solução aproximada para as variáveis de interesse,
isto é, x(s, t), y(s, t), z(s, t), θx(s, t), θy(s, t) e θz(s, t). Este processo é feito,
resumidamente, buscando a solução destas variáveis em um espaço vetorial (de
funções) de dimensão, agora finita. Portanto escreve-se as variáveis de interesse
como uma combinação linear das funções base que geram o espaço de dimensão
agora finito. Utilizando a notação (.)aprox, para caracterizar que se trata de uma
solução aproximada, temos
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xaprox(s, t) =
N∑
i=1

cxiφxi, (5-1)

yaprox(s, t) =
N∑
i=1

cyiφyi, (5-2)

zaprox(s, t) =
N∑
i=1

cziφzi, (5-3)

θxaprox(s, t) =
N∑
i=1

ctxiφθx i, (5-4)

θyaprox(s, t) =
N∑
i=1

ctyiφθy i
, (5-5)

θzaprox(s, t) =
N∑
i=1

ctziφθz i, (5-6)

onde N é a dimensão do espaço vetorial em que se deseja buscar a solução
aproximada e φ(.)i são as funções base que geram o espaço vetorial, respectivas
de cada variável.

Para exemplificar, a primeira equação, do sistema de equações 3-21, é
considerada. Passando todos os termos para um só lado do sinal de igualdade
e supondo que buscamos a solução aproximada, temos

∂sn1aprox(s, t) + f1(s, t)− ρA∂ttr1(s, t) = 0, (5-7)
onde n1, f1 e r1 são a primeira componente dos vetores n, f e r, definidas neste
capítulo. Como buscamos uma aproximação para a variável x(s, t) e, portanto,
de n1(s, t) que é definida em termos de x(s, t), chamamos a equação 5-7 de
resíduo (R), sendo assim, ocultando a terminologia das variáveis independentes
(s, t) e adotando a notação (∗)′ e ˙(∗) para as derivadas espacias e temporais,
respectivamente, temos

R = n′1 + f1 − ρAr̈1. (5-8)
O método dos Resíduos Ponderados são obtidos através da seguinte integral:∫ L

0
w(.)iR ds = 0, (5-9)

onde a w(.)i é conhecida como a função peso e, neste exemplo, pode ser escrita
como wxi. A ideia é que integrando o resíduo (R) com a função peso (w(.)i),
impõe-se que a média ponderada seja zero. Daí a condição é dita fraca, pois
não estamos impondo que n1 = n1aprox e sim que isto ocorra na média. É
válido fazer a colocação de que o método dos Resíduos Ponderados recebe
diferentes denominações de acordo com a escolha das funções base φ(.)i e peso
w(.)i adotadas no problema. Por exemplo, denomina-se método de Galerkin a
escolha de que o espaço das funções peso é idêntico ao espaço das funções base
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(φ(.)i = w(.)i).
Voltando ao exemplo, substituindo a equação 5-8 em 5-9 temos∫ L

0
wxi (n′1 + f1 − ρAr̈1) ds = 0. (5-10)

Para facilitar a compreensão do leitor para os procedimentos seguintes, expan-
dimos a equação 5-10 obtendo∫ L

0
wxin

′
1 ds+

∫ L

0
wxif1 ds−

∫ L

0
wxiρAr̈1 ds = 0. (5-11)

Nesta etapa é de praxe escrever a integral que contém a variável com
a derivada espacial utilizando integral por partes pois alivia as restrições
impostas à função aproximada, neste caso, n′1. É importante ressaltar que
a variável de interesse x(s, t), se colocada de forma explícita, se apresenta na
segunda derivada. A vantagem do software COMSOL é que basta lidarmos
com n′1 e incluirmos as demais definições, sendo assim escreveremos a integral
que contém n′1 por partes.

Da definição de integral por partes, dada por∫
u dv = uv −

∫
v du, (5-12)

chamamos dv = n′1 e u = wxi, deste modo re-escrevemos a integral que contém
n′1 da equação 5-11 como

∫ L

0
wxin

′
1 ds = wxin1

∣∣∣∣∣
L

0
−
∫ L

0
n1wxi

′ ds. (5-13)

Substituindo a equação 5-13 em 5-11, temos

wxin1

∣∣∣∣∣
L

0
−
∫ L

0
n1wxi

′ ds+
∫ L

0
wxif1 ds−

∫ L

0
wxiρAr̈1 ds = 0, (5-14)

que pode ser escrito na forma compacta como

wxin1

∣∣∣∣∣
L

0
−
∫ L

0
n1wxi

′ ds+
∫ L

0
wxi (f1 − ρAr̈1) ds = 0. (5-15)

O termo que não contém integral (wxin1) é o fluxo e por definição a
função peso deve valer zero no contorno onde a condição é essencial, isto é,
para o contorno onde uma condição de Dirichlet é imposta.

Como o programa é feito para tratar o fluxo e as condições de contorno
separadamente, deve-se inserir apenas os termos que contém a integral. A
parametrização da variável espacial que o software utiliza, por padrão, é x
e não s como aqui apresentado, portanto a notação apresentada a seguir,
para simular a inserção da equação 5-15 no ambiente do COMSOL, leva este
fato em consideração. Outra notação importante é que as funções peso, aqui
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apresentadas com o símbolo w, são declaradas no programa como test(.), onde
(.) simboliza a variável de interesse que o usuário declarou.

Supondo que o usuário tenha declarado as variáveis do problema como
r1, r2, r3 (representando as componentes do vetor posição, isto é, x, y, z, o
análogo a função peso, associada a variável x, apresentada aqui como wxi,
seria escrita como test(r1) no ambiente do COMSOL, isto é, wxi ≡ test(r1),
wyi ≡ test(r2), . . . . Por fim, a notação da derivada espacial é feita adicionando
o símbolo que representa a variável espacial independente que, por padrão, é
x no software. Sendo assim, wxi′ ≡ test(r1x). Outra notação possível para
derivada é wxi

′ ≡ test( d(r1, x) ). Considerando a notação apresentada, a
equação 5-15, inserida no ambiente de formulação fraca do software, torna-
se

−n1 ∗ test(r1x) + test(r1) ∗ (f1− rho ∗ A ∗ r1tt) , (5-16)
onde n1, f1, rho e A devem estar definidos no ambiente de variáveis/parâmetros
do programa. Vale ressaltar que não é necessário a utilização de alguma notação
para definir as integrais já que isto já está subentendido para o software. O
mesmo procedimento é feito para as outras variáveis do problema, seguindo a
formulação e equações apresentadas neste capitulo.

Como já mencionado anteriormente, deve-se tomar um cuidado maior
com a parametrização das rotações para implementação em problemas dinâ-
micos e/ou problemas sujeitos a grandes deslocamentos. O trabalho [38] auxilia
bastante na compreensão das diferentes formas de parametrizar a matriz de ro-
tação e as vantagens e desvantagens de cada uma delas. Duas parametrizações
bastante exploradas são ângulos de Euler e quaternions. Em geral, Ângulos
de Euler são mais utilizadas por conta da simplicidade da implementação e
da interpretação física dos parâmetros. Em contrapartida têm a desvantagem
de possuir singularidades, que irão variar de acordo com a sequência de ro-
tações adotada, como mostrado em [38]. O mesmo trabalho mostra que, por
um fundamento topológico, é fato que singularidades não podem ser elimina-
das em qualquer tipo de representação de orientação tridimensional. Diante
deste fato, a parametrização utilizando quaternions são uma ótima opção para
aplicação em problemas que tenham grandes deslocamentos, já que não apre-
sentam nenhum tipo de singularidade. Por outro lado, adicionam uma equação
ao problema por necessitar de quatro parâmetros para representar as orienta-
ções das rotações.

É possível encontrar diferentes trabalhos sobre colunas de perfuração
que utilizam diferentes parametrizações como, por exemplo, quaternions [42],
Ângulos de Euler [3, 10] e vetor rotacional [18]. O trabalho [39] propôs fazer a
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investigação da dinâmica da coluna de perfuração utilizando o software Abaqus
pois verificou que o modelo proposto em [18] apresentava singularidade quando
o parâmetro de rotação, relacionado a flexão, atingia valores de±π. De fato isto
pode ocorrer, porém só é um impedimento para problemas sujeitos a grandes
deslocamentos no sentido transversal, isto é, em um plano de flexão. No caso de
uma coluna de perfuração vertical, restringida por um poço, para a sequência
de rotação [θy,θx,θz], segundo [38], a configuração que ela têm que assumir
para que isto ocorra é improvável, necessitando que θy = ±π/2 que, outras
palavras, significa que em algum segmento do domínio a coluna deve estar
horizontal. A reprodução do problema sugerido em [39], que será apresentada
como exemplo dos benchmarks neste trabalho, utilizando a parametrização
de rotações com Ângulos de Euler, para a sequência de rotações [θy,θx,θz],
mostrará que nenhuma singularidade é encontrada.

5.1
Benchmarks

Explicada a implementação do modelo matemático, no software COM-
SOL, é necessário testá-lo para obter a segurança de que a formulação está
adequada e correta. Para isto, o modelo matemático é testado em diferentes
problemas dinâmicos retirados da literatura e os resultados são comparados.

5.1.1
Viga engastada-livre: teste estático para grandes deslocamentos

Para testar a capacidade do modelo de lidar com grandes deslocamentos
e verificar eventuais ocorrências de singularidades, o mesmo exemplo proposto
em [39] é realizado.

O exemplo consiste em um problema de flambagem, onde realiza-se uma
varredura paramétrica aumentado os carregamentos compressivo axial Fz e o
momento My = eFz no final da viga até a carga crítica de flambagem, onde e
representa uma excentricidade na força aplicada. A proposta deste problema é
feita pois as soluções numéricas podem ser comparadas com a solução analítica
de uma viga engastada-livre submetida a um carregamento axial com uma
excentricidade, apresentado em [43], que prevê a deflexão no final da viga pela
equação

δ = My

Fz

sec
L

√
Fz
EI

− 1
 . (5-17)

Uma imagem ilustrativa do problema pode ser observada na figura 5.1.
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Figura 5.1: Ilustração de uma viga engastada-livre submetida a um carrega-
mento axial e um momento na extremidade livre. Retirada de [39].

A simulação foi realizada para os seguintes parâmetros: L = 20 [m],
r = 0.1 [m], ρ = 7850 [kg/m3], E = 2.1 × 1011 [Pa], ν = 0.365, κ = 0.833
e I é o momento de inércia da seção transversal. A excentricidade considerada
vale e = L

100 e a força ηFz, onde Fz = π2EI
4L2 , sendo aplicada incrementalmente

através de η ∈ <0,1>.
A seguir podemos observar o resultado da deflexão de x em função de η,

quando comparada com a solução analítica.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0
x Vs 

Cosserat
Analítica

Figura 5.2: Deflexão de x em função de η para comparação com solução
analítica.

Como pode-se observar da figura 5.2, a simulação não encontrou nenhum
problema em computar a deflexão até η = 1 que, analiticamente, representa
o carregamento crítico de flambagem da viga. Além disto, este resultado está
de acordo com o modelo de Cosserat, utilizando parametrização das rotações
com quaternions, desenvolvido em [42]. Os resultados de deflexão máxima
são ligeiramente diferentes da solução analítica. É possível que a causa desta
diferença esteja na proposta feita para as relações constitutivas, visto que
supõe-se que as seções deformam rigidamente e assim subestimam as tensões.
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Outros resultados interessantes, que podem ser observados nas figuras
5.3 e 5.4, são a configuração final da viga e a variação do ângulo θy em função
de η. É possível ver que, para o modelo proposto, o deslocamento angular θy
não chegou a −π/2, mesmo em η = 1.
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Figura 5.3: Deslocamento angular θy para diferentes valores de η.
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Figura 5.4: Deflexão de x para η = 1.

Diante destes resultados é possível compreender a influência da forma
de parametrizar a matriz de rotação na ocorrência, ou não, de singularidades.
O trabalho [18] propõe utilizar a expansão de MacLaurin quando descreve os
diretores, podendo ser esta a causa da singularidade encontrada em [39].
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5.1.2
Viga engastada-livre sob carregamentos harmônicos

Seguindo com a série de benchmarks, as mesmas condições descritas em
[2] são aplicadas no ambiente do software. O problema consiste em uma viga
engastada-livre submetida a carregamentos harmônicos em duas direções, da-
dos por fx(t) = 2 sin(πs) sin(8ω0t) [kN ·m−1] e fy(t) = 2 sin(πs) sin(8ω0t) [kN ·
m−1], onde ω0 é uma frequência de referência com valor de ω0 = 207.0236 [rad ·
s−1]. Os parâmetros geométricos e de materiais são: L = 1 [m], b = 0.06 [m],
a = 0.04 [m], ρ = 2.73× 103 [kg/m3], E = 7.1× 1010 [Pa], ν = 0.32, κ = 0.833,
onde L é o comprimento da viga, b é a largura e a a altura que caracterizam
a seção transversal retangular, κ é o fator de correção do cisalhamento.

Os resultados da resposta dinâmica da viga, avaliada em s = L, podem
ser observados na figura 5.5.
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Figura 5.5: Respostas dinâmicas de uma viga engastada-livre a partir de
excitações harmônicas. Simulações realizadas em COMSOL.

As variáveis θ(s, t), ψ(s, t) e φ(s, t) são equivalentes a θx(s, t), θy(s, t) e
θz(s, t), respectivamente.
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A evolução dos deslocamentos de x(s, t) e y(s, t) ao longo do tempo,
diante do problema proposto, são apresentados nas figuras 5.6 e 5.7.

Figura 5.6: Evolução dos deslocamentos de x(s, t), para uma viga engastada-
livre, ao longo do tempo e submetida a excitações harmônicas.

Figura 5.7: Evolução dos deslocamentos de y(s, t), para uma viga engastada-
livre, ao longo do tempo e submetida a excitações harmônicas.

Comparando os resultados obtidos com o trabalho de referência proposto
em [2], o modelo aqui desenvolvido produziu resultados muito semelhantes com
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uma pequena diferença na amplitude dos deslocamentos, estando um pouco
maior, sendo a diferença na ordem de 10−4, oque pode ser atribuído ao tipo
de integrador numérico utilizado, parâmetros de tolerância, tamanho máximo
de passo de tempo permitido, etc.

5.1.3
Pêndulo flexível

Um problema bastante interessante e explorado da literatura é o pro-
blema de um pêndulo flexível. O problema consiste na utilização de uma teoria
de viga ou de uma estrutura unidimensional para submetê-la às condições de
contorno que irão caracterizar o movimento pendular característico, isto é, em
uma extremidade com os deslocamentos lineares restritos e estando livre para
rotacionar e a outra extremidade completamente livre. Tipicamente, o único
carregamento presente deve ser o peso próprio, portanto deve estar na forma
de um carregamento distribuído que irá caracterizar a força peso da estrutura.
O interessante neste problema é analisar como a configuração da estrutura
muda para diferentes instantes de tempo, parâmetros geométricos e de mate-
riais, isto é, como que, conforme a estrutura passa a ser mais esbelta e/ou têm
modo de elasticidade menor, as deformações passam a ser mais acentuadas,
dando aspecto do movimento de um macarrão cozido, por exemplo.

Como o propósito desta seção é testar o modelo para um determinado
problema para então validá-lo, os resultados apresentados aqui serão restritos
aos parâmetros de materiais que demandam mais do modelo, em outras
palavras, aos parâmetros que irão proporcionar maiores deformações, sendo
assim, menor módulo de elasticidade proposto pelo trabalho [33], que será
utilizado como referência para comparação dos resultados. Os parâmetros
geométricos e de materiais são: L = 1 [m], r = 0.005 [m], ρ = 1500 [kg/m3],
E = 0.05 [GPa], ν = 0.25, κ = 0.833, onde L é o comprimento da viga, r é o
raio que caracteriza a seção transversal circular da viga, κ é o fator de correção
do cisalhamento. O valor da aceleração gravitacional utilizado na simulação foi
de g = 9.8 [m/s2].

A seguir são apresentados os resultados da simulação. É possível observar
na figura 5.8 como a velocidade longitudinal (v2), avaliada na extremidade livre
da viga (s = L), variou com o tempo e, na figura 5.9, a configuração do pêndulo
em diferentes instantes de tempo.
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Figura 5.8: Velocidade longitudinal, na base material, avaliada em s = L.
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Figura 5.9: Configuração do pêndulo flexível para diferentes instantes de
tempo.
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Os resultados obtidos da simulação estão consistentes com a literatura
de referência.

5.2
Caracterização do problema proposto

Uma vez tendo testado o modelo matemático que irá descrever a dinâmica
da curva de Cosserat, é necessário caracterizar o problema de uma coluna de
perfuração. Para isto alguns elementos são fundamentais, tais como adotar uma
estratégia de controle para velocidade angular na parte superior da coluna, um
modelo de contato para descrever os choques da coluna contra a parede do poço
e um modelo de interação broca-rocha. Esta seção se dedica a caracterizar o
problema de uma coluna de perfuração, apresentando os métodos e abordagens
utilizadas para simular algumas condições nas quais uma coluna de perfuração
está sujeita.

Para introduzir estes diferentes fenômenos a figura 5.2 ilustra, de forma
geral, a caracterização do problema de perfuração, apresentando de forma
esquemática as forças, torques e condições nas quais a coluna está sujeita.
Na figura 5.2 é possível observar um torque aplicado no topo da coluna de
perfuração (Ttop), tipicamente pela mesa giratória ou top drive, a força no
gancho (ftop), que sustenta uma parte do peso sistema, o sentido de ação
da gravidade, a força de reação da rocha contra a broca (fbr), decorrente
de parte da força peso, o torque gerado por conta da interação broca-rocha
(Tbr), a restrição da parede do poço, modelada como elástica, e o sistema de
coordenadas adotado.

A seguir, as condições nas quais uma coluna de perfuração está sujeita
serão discutidas com mais detalhes e os modelos que permitirão descrevê-las
serão formulados.
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Figura 5.10: Ilustração do problema de uma coluna de perfuração esquema-
tizada com as forças, torques, restrições e condições nas quais a simulação é
realizada.

5.2.1
Modelos de interação broca-rocha

Um dos fatores que influenciam na dinâmica de uma coluna de perfura-
ção, durante a operação, é a presença de forças e torques atuando na broca.
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Estes carregamentos surgem como uma reação frente a interação entre a broca
e a rocha.

Para caracterizar as forças e torques, resultantes da interação entre broca
e rocha, este trabalho apresentará dois modelos, um utilizado em [28] e outro
em [47]. A adoção destes modelos se dá pelo fato deles representarem bem a
maneira como a broca penetra a rocha.

5.2.1.1
Modelo 1

O modelo [28] foi baseado em medidas reais, sob condições estáveis, de
uma operação de perfuração. Baseado nestas medidas, o modelo propõe uma
correlação entre o torque na broca (TOB), a velocidade angular da broca (Ω),
o peso sobre a broca (WOB), a profundidade do corte (DOC) e a taxa de
penetração (ROP), da seguinte maneira:

ROP = −a1 + a2 ·WOB + a3Ω, (5-18)
TOB = a4 ·DOC + a5, (5-19)

DOC = ROP
Ω . (5-20)

É importante notar que alguns destes parâmetros estão relacionados com as
variáveis de interesse do problema, isto é, a taxa de penetração (ROP) está
relacionada com o avanço na direção longitudinal (ż) avaliada no ultimo nó da
malha (representando a broca) e que terá a notação de żb. O torque na broca
(TOB) descreve o torque resultante da interação broca-rocha que, seguindo a
notação utilizada na figura 5.2, é dado por Tbr. Ainda seguindo a notação
da figura 5.2, o peso sobre a broca (WOB) é representado pela força de
reação da rocha contra a broca fbr. Além disto, a velocidade angular da broca
(Ω) é a velocidade angular em torno do eixo z (θ̇z), avaliada ultimo nó, que
será representada por ωb. Por último, a profundidade do corte (DOC) será
representada por D(t). Reescrevendo os parâmetros temos

żb(t) = −a1 + a2 · fbr(t) + a3ωb(t), (5-21)

D(t) = żb(t)
ωb(t)

, (5-22)

Tbr(t) = a4 · D(t) + a5. (5-23)

Para descrever os efeitos de fricção, uma função de regularização deve
ser introduzida nas equações 5-23, dada por
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Z(ωb(t)) = ωb(t)√
ωb(t)2 + e2

, (5-24)

resultando nas equações

DZ(t) = Z(ωb(t))2(−a1 + a2fbr(t))
ωb(t)

+ a3Z(ωb(t)), (5-25)

TbrZ(t) = −a4Z(ωb(t))2DZ(t)− a5Z(ωb(t)), (5-26)

onde e é o parâmetro de regularização. O gráfico da função de regularização,
para diferentes valores de e, pode ser observado na figura 5.11.
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Figura 5.11: Função de regularização para diferentes valores do parâmetro de
regularização e.

5.2.1.2
Modelo 2

Como os parâmetros (a1, a2, . . . ), que compõe o modelo anterior, foram
propostos diante de uma operação de perfuração controlada, para um domínio
de operação particular (Ω ≈ 100 RPM e WOB ≈ 100kN), é interessante apre-
sentar outros modelos para caracterizar a interação broca-rocha, permitindo
uma maior liberdade na escolha dos parâmetros de operação.

O modelo alternativo, para descrever a interação broca-rocha, é retirado
de [47], que descreve o torque (Tbr(t)), gerado por conta desta interação, a
partir da equação
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Tbr(t) = r̄µfbfbr

[
tanh(α1ωb(t)) + α2ωb(t)

1 + α3ωb(t)2

]
, (5-27)

onde µfb é um coeficiente de fricção (equivalente ao coeficiente cinético de
fricção), α1, α2 e α3 são constantes que dependem das propriedades das rochas
que estão sendo penetradas e r̄ ' 0.6667rbit é uma função que depende do raio
da broca (rbit). O gráfico do modelo de interação broca-rocha, para diferentes
valores de fbr, pode ser observado na figura 5.12.
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Figura 5.12: Modelo que descreve a torque gerado pela interação broca-rocha
para diferentes valores de peso sobre a broca.

Os dados utilizados neste modelo de interação broca-rocha, que se
equivalem a simulação do modelo anterior, são apresentados na tabela 5.1.

Variável Valor Unidade Descrição

µfb 0.06 - Coeficiente de fricção
rbit 1 m Raio equivalente da broca

α1 1 s Primeira constante do modelo de interação
broca-rocha

α2 2 s Segunda constante do modelo de interação
broca-rocha

α3 1 s2 Terceira constante do modelo de interação
broca-rocha

Tabela 5.1: Valores do modelo de interação broca-rocha, descrito pela equação
5-27, que se equivalem ao modelo descrito pela equação 5-26.

Os resultados apresentados neste capítulo comparam os dois modelos de
interação broca-rocha apresentados.
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5.2.2
Modelo de contato da coluna com a parede do poço

Como apresentado no Capítulo 2, a coluna de perfuração pode vibrar
lateralmente e, desta maneira, eventualmente colidir com a parede do poço na
qual está confinada. Estas colisões representam um contato mecânico entre a
coluna de perfuração e a parede do poço, gerando efeitos de choque e fricção.

A modelagem do choque deve partir de ummodelo que permita identificar
se, em um dado instante de tempo, a condição de contato está presente ou não.
Deste modo, é necessário compreender geometricamente que configuração deve
ocorrer para que haja contato e, então, propor um modelo para descrever esta
condição.

Se tratando de um poço vertical, que é o caso do modelo proposto, o
contato irá ocorrer caso a distância radial da linha neutra (r =

√
x2 + y2),

em relação à origem, somada ao raio externo do segmento de coluna (re)
for igual ao raio do poço (rpoço). Deste modo, a função que descreve a
condição de contato (1c(r)) será uma função que deve retornar o valor 1
caso

√
x2 + y2 + re > rpoço e 0, caso contrário. É importante notar que o

sinal de maior é utilizado pois a força de reação devido ao contato é baseada
na penetração da coluna em relação à parede do poço, portanto a condição
de igualdade não adiciona nenhuma força ao sistema. A figura 5.13 ilustra a
condição de contato.

r

re

δp

rpoço
x

y

Figura 5.13: Ilustração da condição de contato no sistema.

Uma vez tendo a função que identifica a condição de contato, é preciso
propor o modelo que descreverá a força de reação na condição de contato. Este
trabalho irá considerar que a força de reação é uma força elástica, portanto
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dependerá do parâmetro de rigidez atribuído à parede do poço (kp) e o quanto
a coluna irá penetrar em relação à parede do poço, isto é, δp = r + re − rpoço.
Finalmente, a direção normal deve ser computada, isto é, −x

r e −y
r . Sendo

assim, as forças de reação, relativas ao impacto da coluna de perfuração contra
parede do poço, são

Fxc =− 1c(r)kpδp
x

r ,

Fyc =− 1c(r)kpδp
y

r .
(5-28)

Além de transladar, a coluna também está girando, portanto no momento
do contato irá surgir uma fricção entre a coluna e a parede do poço, gerando
um torque cujo modelo para descrevê-lo é dado por

Tzc = −µcFnresign(θ̇z), (5-29)
onde Fn =

√
Fxc

2 + Fyc
2, µc é o coeficiente de fricção e sign(a) é uma função

que retorna 1 se a > 0 e retorna -1 se a < 0.

5.2.3
Equação do controlador

Para simular o motor que impõe a rotação na mesa rotativa e, portanto,
na coluna de perfuração, supõe-se que este motor utiliza os mecanismos típicos
de controle. Existem diversas abordagens que podem ser utilizadas para propor
um modelo de controle, sendo uma das mais simples a do modelo de controlador
proporcional-integral (PI).

O modelo proposto neste trabalho é o mesmo apresentado por Tucker
e Wang em [28]. O controlador PI busca manter uma velocidade angular
constante ωtarget através da imposição de um torque da forma

Ttop(t) = cp∆̇ω(t) + ci∆ω(t), (5-30)
onde

∆̇ω(t) = ωtarget − θ̇z(0, t). (5-31)
Os parâmetros cp e ci são o ganho proporcional e o ganho integral,

respectivamente. A velocidade angular de operação desejada (ωtarget) é imposta
pelo usuário e, evidentemente, θ̇z(0, t) é a velocidade angular do sistema
avaliada no primeiro nó (s = 0).

A escolha dos parâmetros de ganho proporcional e integral afetam signi-
ficativamente a estabilidade torcional do sistema, principalmente na condição
onde ocorre stick-slip. Tucker e Wang propõe modelos de controle mais sofis-
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ticados [28] com objetivo de melhorar a absorção de ondas torcionais no topo,
dentro de um domínio espectral.

5.3
Resultados

Um vez tendo analisado que o modelo está de acordo com outras teorias
e que as soluções apresentadas na seção anterior são compatíveis com a teoria
de Cosserat, o modelo é aplicado ao problema da coluna de perfuração, que
é o objeto de interesse deste trabalho. Para caracterizar o problema de uma
coluna de perfuração, as condições iniciais, de contorno e a condição de contato
são impostas nas equações. Deste modo, as equações estão sujeitas a um
torque aplicado no topo (s = 0), que é regulado a partir da estratégia de
controle proposta, a um torque na broca (s = L) que, por sua vez, é descrito
pelo modelo de interação broca-rocha, aos carregamentos que caracterizam a
condição inicial, isto é, as forças axiais no topo e na broca que configuram o
equilíbrio e, por fim, as eventuais forças e torques que devem ser introduzidas
no sistema quando a condição de impacto estiver ativa.

Por se tratar de um problema bastante complexo, as primeiras simulações
serão realizadas com o objetivo de reproduzir os resultados reportados em [28].
Neste caso, a coluna está acoplada a dois corpos rígidos de massas Mtop e Mb e
com momentos de inércia Jtop e Jb, caracterizando o conjunto de equipamentos
no topo do sistema (s = 0) e, na outra extremidade (s = L), o segmento
do BHA mais a broca. Como condição inicial, a parte superior da coluna é
engastada e apenas o peso do sistema e a força de reação da rocha contra a
broca (fbr) são aplicados. Uma vez conhecida a configuração de equilíbrio, a
condição de engaste é retirada e os torques e a força no topo são introduzidos.
A figura 5.14 ilustra estas condições. Deste modo, a simulação é realizada de
acordo com as seguintes condições de contorno:

Mtop · z̈(0, t) = n3(0, t) +Mtop · g − ftop, (5-32)
Jtop · θ̈z(0, t) = m3(0, t)− Ttop, (5-33)

no topo e

Mb · z̈(L, t) = n3(L, t) +Mb · g − fbr, (5-34)
Jb · θ̈z(L, t) = m3(L, t) + Tfb, (5-35)

na broca. As condições de contorno são implementadas no software aplicando
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as forças e torques descritos nas equações 5-32, 5-33, 5-34 e 5-35, nas respectivas
extremidades. A força peso por unidade de comprimento, dos segmentos de

g
ra
v
id
a
d
e

fbr

Mtop

Mb

5.14(a):

g
ra
v
id
a
d
e

ftop

fbr

Tfb

Ttop

Mb

Mtop

5.14(b):

Figura 5.14: Configuração inicial do sistema (a) e de simulação do problema
(b).

coluna, é dada pela componente do vetor de força distribuída (f), apresentada
na equação 3-21, segundo f3 = ρAg. O peso de todo sistema é dado por
fsis = (ρAL+Mtop +Mb) g e, portanto, a força no topo (ftop) será a força
peso de todo sistema menos o peso sobre a broca (fbr), isto é, ftop = fsis− fbr.
Conhecida as forças e torques que caracterizam o problema, as simulações são
realizadas com os valores de parâmetros descritos na tabela 5.2.

Na figura 5.15, pode-se observar o resultado da simulação que define a
configuração de equilíbrio. É possível notar que houve um deslocamento axial
de aproximadamente 1.4 metros.
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Variável Valor Unidade Descrição

L 3.00 · 10+03 m Comprimento total da coluna
re 6.35 · 10−02 m Raio externo da coluna
ri 5.43 · 10−02 m Raio interno da coluna
ρ 8.01 · 10+03 kg.m−3 Densidade da coluna
E 2.07 · 10+11 Pa Módulo de elasticidade
G 7.96 · 10+10 Pa Módulo de cisalhamento
Mtop 5.08 · 10+04 kg Massa concentrada em s = 0
Mb 5.00 · 10+03 kg Massa concentrada em s = L
Jtop 5.00 · 10+02 kg.m2 Momento de inércia em s = 0
Jb 3.94 · 10+02 kg.m2 Momento de inércia em s = L
g 9.81 · 10+00 m.s−2 Aceleração gravitacional

ωtarget 1.00 · 10+02 RPM Velocidade angular de operação
desejada

fbr 1.20 · 10+02 kN Peso sobre a broca
cp 2.00 · 10+02 N.m.s.rad−1 Parâmetro de ganho proporcional
ci 1.00 · 10+02 N.m.rad−1 Parâmetro de ganho integral

a1 3.429 · 10−03 m.s−1 1º parâmetro do modelo 1 de
interação broca-rocha

a2 5.672 · 10−08 m.N−1.s−1 2º parâmetro do modelo 1 de
interação broca-rocha

a3 1.374 · 10−04 m.rad−1 3º parâmetro do modelo 1 de
interação broca-rocha

a4 9.537 · 10+06 N.rad 4º parâmetro do modelo 1 de
interação broca-rocha

a5 1.475 · 10+03 N.m 5º parâmetro do modelo 1 de
interação broca-rocha

Tabela 5.2: Valores dos parâmetros utilizados nas simulações que reproduzem
o trabalho de Tucker e Wang.
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Figura 5.15: Simulação para determinar a configuração de equilíbrio do sistema.
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Conhecida a configuração de equilíbrio, deseja-se comparar os resultados
da simulação realizada neste trabalho com o de referência [28]. Na figura 5.16,
é possível comparar os resultados relativos aos torques no topo e na broca.
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Figura 5.16: Comparação do torque, no topo e na broca, entre a simulação
realizada com o modelo 1 de interação broca-rocha (a) e o trabalho de referência
(b) (Retirado de [28]).

A diferença no início da simulação se dá pelo fato de que o trabalho
de referência utiliza como velocidade angular inicial do sistema 70 RPM.
Além disto, nota-se uma pequena diferença na amplitude dos torques, porém
a frequência das oscilações está de acordo. Com a diferença na amplitude
dos torques, sendo pouco menor na simulação realizada, é possível notar que a
amplitude das velocidades angulares também apresenta uma pequena diferença
na simulação realizada, como é possível observar na figura 5.17.
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Figura 5.17: Comparação da velocidade angular, no topo e na broca, entre a
simulação realizada com o modelo 1 de interação broca-rocha (a) e o trabalho
de referência (b) (Retirado de [28]).
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Outro parâmetro interessante de ser observado é a taxa de penetração
da broca (ROP). Uma vez definido o valor de ωtarget, podemos determinar o
valor do ROPtarget a partir da equação 5-18. Como a amplitude do torque,
obtido na simulação, é um pouco menor, isto afetou os demais parâmetros. Na
figura 5.18 é possível observar como a taxa de penetração obtida na simulação
foi afetada, sendo a amplitude pouco menor. Por último, a figura 5.19 mostra
a variação do deslocamento axial, avaliado em s = L, em função do tempo.
Contabilizando a variação do deslocamento axial sobre a variação do tempo
chega-se em uma velocidade média de aproximadamente 14.4 [m/hr], valor
próximo ao ROPtarget = 17 [m/hr]. A diferença dos valores é esperada uma
vez que constatou-se uma diferença na amplitude dos torques, sendo menor na
simulação realizada em comparação com o trabalho de referência.
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5.18(a): 5.18(b):

Figura 5.18: Comparação da taxa de penetração entre a simulação realizada
com o modelo 1 de interação broca-rocha (a) e o trabalho de referência (b)
(Retirado de [28]).

Como já comentado, é importante utilizar outros modelos de interação
broca-rocha, portanto o modelo 2, dado pela equação 5-27, é implementado
no trabalho de referência e os resultados comparados. Os dados utilizados no
modelo 2 são os mesmos descritos na tabela 5.1. Conforme pode ser observado
na figura 5.22, é possível notar que, para os valores de parâmetros propostos
para o modelo 2 de interação broca-rocha, o torque na broca apresenta
maior intensidade, afetando os demais parâmetros. Um exemplo de como a
maior intensidade do torque na broca afeta os demais parâmetros pode ser
observado na figura 5.23, onde nota-se um aumento significativo na amplitude
das velocidades angulares. Apesar de aumentar o pico máximo da velocidade
angular, o pico mínimo também diminuiu, em comparação com o modelo 1,
afetando o deslocamento axial e, portanto, a velocidade média em que a coluna
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Figura 5.19: Variação do deslocamento axial, avaliado em s = L, ao longo do
tempo, da simulação realizada com o modelo 1 de interação broca-rocha.

avança, diminuindo para, aproximadamente, 12.6 [m/hr] em comparação com
a velocidade média de, aproximadamente, 14.4 [m/hr] encontrada utilizando
o modelo 1. Na figura 5.24 fica claro como a taxa de penetração é afetada
com o modelo 2, oscilando de forma mais acentuada, fazendo a taxa variar
entre valores mais baixos, afetando negativamente a velocidade média em que
a coluna avança.
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Figura 5.20: Variação do torque (a) e da velocidade angular (b), no topo e na
broca, utilizando o modelo 2 de interação broca-rocha.
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5.21(a):
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Figura 5.21: Variação da taxa de penetração (ROP) (a) e do deslocamento
axial z(L, t) (b), ao longo do tempo, utilizando o modelo 2 de interação broca-
rocha.
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Figura 5.22: Comparação do torque, na broca (a) e no topo (b), entre os
modelos 1 e 2 de interação broca-rocha.
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Figura 5.23: Comparação da velocidade angular, na broca (a) e no topo (b),
utilizando os modelos 1 e 2 de interação broca-rocha.
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5.24(a):
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5.24(b):

Figura 5.24: Comparação da taxa de penetração (ROP) (a) e do deslocamento
axial z(L, t) (b) entre os modelos 1 e 2 de interação broca-rocha.

Uma vez tendo analisado ambos modelos de interação broca-rocha no
problema proposto por Tucker e Wang, confirmando que estão compatíveis
com a literatura de referência, outro modelo de coluna de perfuração é gerado.
Retira-se as massas das extremidades do domínio e gera-se um novo com
seção transversal variável, caracterizando uma região composta de tubos de
perfuração e outra com comandos, caracterizando o BHA. A figura 5.25 ilustra
a nova geometria da estrutura sendo analisada, tendo amplificado os raios
externos em um fator de 200, para ficar mais evidente. Os resultados das
simulações apresentadas a seguir têm os valores dos parâmetros apresentados
na tabela 5.3. Os parâmetros materiais são os mesmos tanto no segmento
composto de tubos de perfuração quanto no BHA. As condições de contorno
são similares as que foram propostas no trabalho de Tucker e Wang, porém
há uma restrição dos deslocamentos transversais nas extremidades da região
do BHA. Deste modo as simulações são realizadas com as seguintes restrições:
x(0, t) = y(0, t) = θx(0, t) = θy(0, t) = x(1400, t) = y(1400, t) = x(1600, t) =
y(1600, t) = 0.
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Variável Valor Unidade Descrição

Lcol 1.40 · 10+03 m Comprimento da região composta
de tubos de perfuração

Lbha 2.00 · 10+02 m Comprimento da região composta
de comandos de perfuração

recol 6.35 · 10−02 m Raio externo dos tubos de perfuração
ricol 5.43 · 10−02 m Raio interno dos tubos de perfuração

rebha 1.143 · 10−01 m Raio externo dos comandos de
perfuração

ribha 3.81 · 10−02 m Raio interno dos comandos de
perfuração

ρ 7.85 · 10+03 kg.m−3 Densidade da coluna
E 2.10 · 10+11 Pa Módulo de elasticidade
G 8.14 · 10+10 Pa Módulo de cisalhamento
g 9.81 · 10+00 m.s−2 Aceleração gravitacional

ωtarget 0.50 · 10+02 RPM Velocidade angular de operação
desejada

fbr 1.20 · 10+02 kN Peso sobre a broca
κ 6/7 - Fator de correção do cisalhamento

Tabela 5.3: Valores dos parâmetros utilizados nas simulações com o modelo de
coluna proposto.
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Figura 5.25: Representação da coluna de perfuração, inserida em um poco,
implementada em COMSOL.

Inicialmente utiliza-se o modelo 1 de interação broca-rocha, proposto por
Tucker e Wang, e realiza-se as simulações retirando a equação de controle e
impondo uma rotação no topo como condição de contorno, segundo o valor da
tabela 5.3. Na figura 5.26, pode-se observar o resultado da simulação para a
velocidade angular no topo (s = 0) e na broca (s = L) e o respectivo plano de
fases.
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5.26(a):
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5.26(b):

Figura 5.26: Velocidade angular, no topo e na broca, sem modelo de controle
(a) e plano de fases (b), impondo uma velocidade angular constante no topo
de 50 RPM.

Ainda nos resultados da simulação com uma rotação sendo imposta incondi-
cionalmente no topo, é possível observar na figura 5.27 como o deslocamento
angular, no topo e na broca, variam com o tempo. Nota-se a oscilação do des-
locamento angular na região da broca, gerado pelo torque que origina-se da
interação broca-rocha.
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Figura 5.27: Deslocamento angular, no topo e na broca da coluna de perfura-
ção, impondo uma velocidade angular constante de 50 RPM no topo.

Outro parâmetro de interesse é visualizar como o torque, gerado pela interação
da broca com a rocha, varia com o tempo. O gráfico da variação do torque, no
topo e na broca, pode ser observado na figura 5.28. Como o modelo de controle
está desativado, o torque imposto pela equação de controle (Ttop) vale zero. Na
broca podemos observar uma natureza periódica, típica de um problema de
coluna de perfuração.
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Figura 5.28: Variação do torque, no topo e na broca de uma coluna de
perfuração, impondo uma velocidade angular constante no topo.

Apesar de ser possível realizar as simulações com a imposição de uma
determinada velocidade angular no topo, é razoável considerar que esta estra-
tégia não é muito adequada nem do ponto de vista numérico e nem da prática
da indústria, que utiliza uma estratégia de controle da velocidade angular no
topo. Do ponto de vista numérico, impor um deslocamento angular de forma
invariável no topo é uma condição que demanda mais do integrador numérico
durante a simulação, por diferentes motivos. Dentre eles está a ocorrência de
torques e forças que restringem localmente o movimento da coluna como, por
exemplo, eventos de impacto que, na condição invariável da imposição de um
deslocamento angular no topo, leva a um acúmulo de energia potencial (por
conta das deformações torcionais) muito grande no sistema.

Diante destes fatos, os resultados a seguir foram gerados utilizando a
estratégia de controle proposta pela equação 5-30. É importante realizar um
ajuste nos parâmetros de ganho pois eles influenciam na dinâmica do sistema.
Para melhor ajustar os parâmetros, a simulação da dinâmica foi realizada para
diferentes valores de ganhos. A seguir, é possível observar como a dinâmica é
afetada quando se introduz o modelo de controle no topo para o conjunto de
parâmetros de cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad], para os parâmetros
de ganho proporcional e integral, respectivamente.
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Figura 5.29: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)
para o conjunto de parâmetros cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.30: Deslocamento angular, no topo e na broca, para o conjunto de
parâmetros cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.31: Variação do torque, no topo e na broca, para o conjunto de
parâmetros cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].

Claramente é possível notar a atuação do controlador no sentido de
diminuir a frequência das oscilações da velocidade angular avaliada na broca,
ajudando a diminuir o processo de fadiga. De modo a investigar a influência dos
parâmetros de controle, aumenta-se o parâmetro do ganho proporcional (cp)
de 200 [N.m.s/rad] para 700 [N.m.s/rad], mantendo o mesmo valor no ganho
integral. Os resultados são apresentados nas figuras 5.32, 5.33, 5.34, 5.35.
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Figura 5.32: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)
para o conjunto de parâmetros cp = 700 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.33: Deslocamento angular, no topo e na broca, para o conjunto de
parâmetros cp = 700 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.34: Variação do torque, no topo e na broca, para o conjunto de
parâmetros cp = 700 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].

Seguindo a tendência anterior, o incremento no ganho proporcional de cp =
200 [N.m.s/rad] para cp = 700 [N.m.s/rad] estabilizou completamente o sis-
tema, fazendo com que não ocorresse oscilações na velocidade angular, tanto
na broca quanto no topo. Para confirmar esta constatação, o tempo de simu-
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lação foi estendido para 200 segundos. Os resultados podem ser observados na
figura 5.35.
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5.35(b):

Figura 5.35: Velocidade (a) e deslocamento angular (b), no topo e na broca,
para o conjunto de parâmetros cp = 700 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad] para
200 segundos de simulação.

Diante destes resultados é possível afirmar que, de fato, houve uma esta-
bilização do sistema para os valores de ganho proporcional e integral de
cp = 700 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad], respectivamente.

Tendo analisado de que maneira os parâmetros na equação de controle
5-30 afetam a dinâmica do sistema, é interessante analisar como o modelo 1
de interação broca-rocha, dado pela equação 5-26, se compara com o modelo
2, dado pela equação 5-27. Para comparação, as simulações foram realizadas
utilizando o conjunto de parâmetros de ganho proporcional e integral valendo
cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad], respectivamente e os parâmetros
dados na tabela 5.1, no modelo 2 de interação broca-rocha. Alguns resultados
da simulação podem ser observados a seguir.
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Figura 5.36: Comparação do torque na broca (a) e do deslocamento angular
(b), no topo e na broca, entre modelos de interação broca-rocha.

É possível concluir, da figura 5.36(b), que o modelo 2, de interação
broca-rocha, apresenta uma frequência um pouco maior nas oscilações entre
os deslocamentos angulares, no topo e na broca, quando comparado com o
modelo 1.

Para continuar comparando os modelos de interação broca-rocha, uma
redução do peso sobre a broca é feita para analisar a influência deste parâmetro
no modelo de interação broca-rocha. A redução é feita de WOB = 120 [kN]
para WOB = 100 [kN].
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Figura 5.37: Comparação do torque na broca (a) e do deslocamento angular
(b), no topo e na broca, entre modelos de interação broca-rocha para WOB =
100 [kN].
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Figura 5.38: Comparação da velocidade angular, no topo e na broca, entre os
modelos de interação broca-rocha, para WOB = 100 [kN].

A partir destes resultados, pode-se observar que a amplitude das oscila-
ções do modelo 1, proposto por Tucker e Wang, são significativamente menores
em comparação com o modelo 2, de modo que os resultados passam a diver-
gir daqueles reportados em [28]. Isto se deve ao fato de que os parâmetros de
operação utilizados não são exatamente iguais aos utilizados na literatura de
referência, justificando a proposta de um modelo alternativo. Neste sentido, o
modelo 2, de interação broca-rocha, apresentou uma resposta mais compatível
com trabalhos similares da literatura, com a vantagem de não ter uma grande
limitação na escolha dos parâmetros de operação.

Diante destas considerações, o modelo 2, de interação broca-rocha, é
utilizado para as simulações seguintes. Além disto, os parâmetros de controle,
utilizados para simular a dinâmica considerando todos graus de liberdade,
são cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad]. Para considerar todos graus
de liberdade, uma configuração pré-tensionada é gerada de modo que haja
uma excitação para os deslocamentos transversais. Em geral, bastaria colocar
um deslocamento inicial transversal em algum nó do sistema, porém não fica
claro se isso é possível dentro do ambiente do COMSOL. Para lidar com este
problema, a condição inicial das simulações é a solução do sistema em equilíbrio
com a gravidade atuando transversalmente. A partir daí, um novo estudo é feito
com a orientação da gravidade atuando de forma longitudinal em relação ao
sistema, como deve ser para um problema de coluna de perfuração vertical.
Este novo estudo apenas utiliza como solução inicial a configuração do estudo
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anterior. A figura 5.3 mostra a configuração em que o sistema se encontra para
que ao estudo dinâmico seja iniciado. Os raios, da coluna e do BHA, estão
multiplicados por um fator de 100 para que fique mais evidente a visualização
das seções transversais.

5.39(a): 5.39(b):

Figura 5.39: Visão lateral (a) e superior (b), da condição inicial do sistema, na
configuração pré-tensionada.

Outra consideração importante é a introdução de amortecimento para
descrever o atrito interno do material. Isto é feito através da adição de um
termo de velocidade nas relações constitutivas descritas pelas equações 3-23
como, por exemplo, m = J(u + u̇). Isto é importante pois, de fato, o atrito
interno é uma fonte de dissipação de energia do sistema. A última consideração
é que todas simulações partem da mesma condição inicial.

A seguir são comparados alguns resultados da simulação da dinâmica de
uma coluna de perfuração, para o valor de WOB = 100 [kN], com e sem a
abordagem de um controle no topo. As figuras 5.40, 5.41 e 5.42 apresentam
alguns resultados da simulação sem a abordagem de controle no topo.
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Figura 5.40: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)
partindo de uma configuração inicial pré-tensionada e sem modelo de controle
no topo.
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Figura 5.41: Deslocamento angular, no topo e na broca, sem modelo de controle
no topo, partindo de uma configuração inicial pré-tensionada.
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Figura 5.42: Evolução do torque na broca, sem modelo de controle no topo,
partindo de uma configuração inicial pré-tensionada.

É possível observar que a amplitude da velocidade angular na broca
aumentou em comparação com a simulação limitada no acoplamento torcional-
axial. Isto decorre do fato do sistema partir de uma configuração pré-tensionada
e é provável que a interferência decorrente dos eventos de contato possa
influenciar também. De forma consistente, a amplitude do torque também
aumentou.

A seguir, estão os resultados para a simulação utilizando o modelo de
controle:
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5.43(b):

Figura 5.43: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)
para o conjunto de parâmetros cp = 200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad],
partindo de uma configuração inicial pré-tensionada.
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Figura 5.44: Deslocamento angular, no topo e na broca, partindo de uma
configuração inicial pré-tensionada e para o conjunto de parâmetros cp =
200 [N.m.s/rad] e ci = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.45: Deslocamento transversal em uma simulação sem controle no topo,
avaliado em x(s = 800, t).

Não é possível encontrar nenhuma diferença significativa nos resultados
entre esta simulação partindo de uma configuração inicial pré-tensionada e a
simulação limitada ao acoplamento torcional-axial. O fato do sistema partir de
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uma configuração pré-tensionada não refletir na amplitude dos deslocamentos
pode ser atribuída a atuação do controlador.

Por último, a figura 5.46 compara como o deslocamento transversal x,
avaliado em s = L/2 = 800 [m], variou com o tempo:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

Figura 5.46: Comparação do deslocamento transversal em uma simulação com
controle e outra sem, avaliado em x(s = 800, t).

É possível notar que no início da simulação a coluna se choca contra a
parede do poço com maior frequência e com o passar do tempo estes eventos
passam a se estabilizar. Também é possível observar como o modelo de controle
atua no sentido de diminuir a frequência das oscilações ao longo do tempo,
caracterizado pela translação horizontal da curva vermelha.

Para ilustrar a dinâmica simulada, a seguir pode-se observar a configu-
ração do sistema no instante t = 64.5 [s].
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5.47(a): 5.47(b):

Figura 5.47: Visão lateral (a) e superior (b), da configuração do sistema
proposto, no tempo t = 64.5 [s].

A partir dos resultados apresentados neste capítulo é possível afirmar
que o modelo desenvolvido neste trabalho é inteiramente adequado para
colunas de perfuração verticais. O modelo permitiu a análise da dinâmica
envolvendo todos graus de liberdade, utilizando diferentes modelos de interação
broca-rocha, utilizando uma estratégia de controle e também impondo uma
rotação constante no topo, se mostrando completamente estável durante todo
o processo de integração numérica, não havendo nenhum tipo de problema.
Desta forma, o objetivo deste trabalho foi alcançado e a utilização do modelo
para realizar maiores investigações na dinâmica de uma coluna de perfuração
fica como recomendações para trabalhos futuros. Uma simulação utilizando os
modelos de interação broca-rocha e controle propostos por Tucker e Wang,
para WOB = 100 [kN] e operando a 100 [RPM], pode ser acessado em:
https://youtu.be/VOaNLY0dGuo.

As simulações apresentadas neste trabalho foram realizadas em um com-
putador de mesa com sistema operacional Windows 7 Ultimate, processador
Intel i7-2700k e 8Gb de memória RAM. Para simular um tempo de t = 100 [s],
este mesmo computador levou de 10 a 15 minutos nas simulações limitadas ao
acoplamento torcional-axial e de 15 a 30 minutos para as simulações conside-
rando todos graus de liberdade.

https://youtu.be/VOaNLY0dGuo
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6
Conclusão e trabalhos sugeridos

A teoria de Cosserat e suas equações foram apresentadas pela abordagem
do equilíbrio de forças e também pela abordagem variacional, sendo verificadas
e validadas de ambas formas através de diferentes exemplos e implementações.

Como parte complementar deste trabalho, foram desenvolvidas funções
base a partir da solução das equações de Cosserat na forma quase estática, mo-
delo conhecido como MCRE. Estas funções base foram testadas em problemas
estáticos e através da convergência de um determinado modo de vibração para
verificar sua performance. A utilização de funções base baseadas no MCRE foi
considerada inapropriada para problemas que envolvem grandes deslocamen-
tos.

As EDPs apresentadas foram implementadas dentro do ambiente de um
software comercial baseado em Elementos Finitos para que as simulações
de problemas dinâmicos pudessem ser realizadas. Discussões à respeito de
diferentes parametrizações para as rotações foram trazidas e consideradas.
Uma vez tendo validado a teoria, os modelos que caracterizam a interação
da broca com a rocha, o controle da velocidade angular no topo e o modelo de
contato foram apresentados e integrados ao problema.

As simulações do problema da coluna de perfuração foram realizadas
inicialmente limitadas no acoplamento torcional-axial, permitindo fazer a in-
vestigação de como a dinâmica é afetada para diferentes valores nos parâmetros
de controle e do modelo de interação broca-rocha. Os resultados da dinâmica
para os dois tipos de modelos de interação broca-rocha foram comparados e
discutidos.

Utilizando todos graus de liberdade, o modelo se mostrou igualmente
estável, permitindo uma análise completa da dinâmica de uma coluna de
perfuração para diferentes condições de contorno, sendo possível visualizar
diferentes fenômenos de vibração no modelo, dentre eles o stick-slip e o
fenômeno de whirling. Desta forma, conclui-se que o objetivo deste trabalho
foi alcançado com êxito, tendo esclarecido alguns pontos menos abordados
em trabalhos que utilizam a teoria de Cosserat como, por exemplo, cuidados
e singularidades que determinadas parametrizações para as rotações podem
trazer.
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É válido deixar registrado que houve um esforço por parte do autor
em trazer o conteúdo de maneira mais didática e apresentando as formas de
implementação para o modelo proposto, de modo que sirva de motivação para
os leitores interessados neste tipo de conteúdo.

Como sugestão de novos trabalhos, é totalmente válido explorar o modelo
para realizar investigações mais específicas como, por exemplo, como determi-
nados parâmetros influenciam no ROP, parâmetro de interesse da indústria.
Outro problema a ser explorado é o problema de colunas de perfuração dire-
cionais, de modo que este é um problema bastante interessante para explorar
os limites da parametrização de rotações proposta, analisando se singulari-
dades inerentes a este tipo de parametrização são encontradas. Além disto,
existem diversos aprimoramentos que podem ser implementados para tornar o
problema menos restitivo do ponto de vista numérico, permitindo simulações
que consumam cada vez menos tempo. Linearizações locais, malhas dinâmicas,
diferentes parametrizações das rotações e outras fontes de amortecimento são
algumas das sugestões. Para quem deseja trabalhar com as próprias rotinas
de Elementos Finitos, existe um campo a ser explorado em torno da aplicação
das funções base aqui apresentadas e da implementação de integradores nu-
méricos baseados nas equações de Cosserat, como trabalhos recentes [40, 41]
demonstraram.
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A
Programa em álgebra simbólica para o exemplo do método
de Perturbação Regular

Rotina para demonstração da implementação do método de perturbação
regular.

(1)(1)

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(2)(2)

> > 

> > 

restart;
with plots :
with PDETools :

declare y x , prime= x, quiet

EDOd diff y x , x$2 =Kepsilon$exp Kx $y x

EDO := y'' =Ke e
Kx

 y

CIsd y 0 = Y0, D y 0 = V0 :

Y0d 1 :

V0d 1 :

an_sold dsolve eval EDO, epsilon = 1 , CIs :
plotAd plot rhs an_sol , x = 0 ..10, legend= "Exata" :

Nd 3 :

y_pertd y x = add e
i
$y i x , i = 0 ..N :

EDO_pertd expand subs y_pert, EDO

EDO_pert := y0
''Ce y1

''Ce
2
 y2
''Ce

3
 y3
'' =K

e y0

ex
K

e
2
 y1

ex
K

e
3
 y2

ex
K

e
4
 y3

ex

Orderd 11 :
for i from 0 to N do
 
 eq i d coeff lhs EDO_pert , epsilon, i = coeff rhs EDO_pert , epsilon, i :

  if i = 0 then 
 # Soluciona apenas a primeira equação com a condição inicial:
 sol_pert i d dsolve eq 0 , y i 0 = Y0, D y i 0 = V0  

 else
 # Faz a retrosubstituição das soluções anteriores na atual equação a ser resolvida:  

 eq_subs i d eval subs seq sol_pert k , k = 0 ..iK1 , eq i :
 # Soluciona as demais equações com condições iniciais nulas
 sol_pert i d dsolve eq_subs i , y i 0 = 0, D y i 0 = 0
 end if
 
 od:

# Gera soluções aproximadas para diferentes termos de 0..N

for i from 0 to N do
 

y_o i d eval add e
i
$rhs sol_pert i , i = 0 ..i , epsilon = 1
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

 od:

coloroptsd blue, green, black, red :
lineoptsd dashdot, longdash, spacedash, spacedot :
symboloptsd asterisk, box, circle, diamond :
for i from 0 to N do

 plotPert i d plot y_o i , x = 0 ..10, y =K2 ..2, color = coloropts iC1 , style= point, symbol
= symbolopts iC1 , symbolsize= 20, legend= typeset "Perturbação: %1 termos", iC1 ,
numpoints = 13 :

 
 od:

solSd eval convert dsolve EDO, CIs , y x , series , polynom , epsilon = 1 :

plotSd plot rhs solS , x = 0 ..10, y =K2 ..2, linestyle= dash, color =magenta, legend
= typeset "Série: %1 termos", 11 , legendstyle= location = top :

display seq plotPert k , k = 1 ..N , plotS, plotA

Perturbação: 2 termos Perturbação: 3 termos
Perturbação: 4 termos Série: 11 termos
Exata

x
2 4 6 8 10

y

K2

K1

0

1

2

> > 

(3)(3)

(4)(4)

> > 

> > 

eq 1

y1
'' =K

y0

ex

sol_pert 1

y1 =K xC3  eKxK2 xC3
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B
Programa em álgebra simbólica para o equacionamento e o
método de Perturbação Regular

Rotina para o desenvolvimento das equações, segundo a teoria de Cos-
serat na forma quase estática, e sua solução analítica através do método de
Perturbação regular.

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(1)(1)

> > 

> > 

> > 

> > 
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 
> > 

#- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - #
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> > 

> > 

(2.1)(2.1)

>>

>>

>>

>>

>>

>>
>>

> > 

> > 

>>

> > 

>>

>>

> > 

>>

(2.2)(2.2)

>>

> > 

>>

>>

>>

> > 

>>

>>
>>

>>

> > 

> > 

> > 

>>

>>

EDOS

Confirmação EDOs

true

true
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(2.5)(2.5)

(2.6)(2.6)

(2.4)(2.4)

> > 

(2.10)(2.10)

(2.9)(2.9)

(2.3)(2.3)

> > 

(2.8)(2.8)
> > 

>>

(2.7)(2.7)

(2.11)(2.11)

>>

> > 

>>

> > 

> > 

>>

>>

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

(2.12)(2.12)

>>

true

true

true

true

true

true

true

true

true

true

Perturbação Regular
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> > 

>>

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(4.1.1)(4.1.1)

> > 

>>

>>

Solução sistema de epsilon 1

Solução simbólica
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>>

>>
>>

> > 

> > 

>>

>>

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

>>

> > 

>>

> > 

> > 

(4.1.2)(4.1.2)

> > 

> > 

>>

> > 

>>

>>

> > 

> > 

Solução numérica

Gráficos

Solução sistema de epsilon 2

#ans2_bc1 é r esol vi da segundo às mesmas condi ções de cont or no
da sol ução do si st ema 1 soment e par a vi sual i zar mos como as 
sol uções "evol uem" conf or me a or dem, i e,  eps1, eps2,  eps3:
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> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

>>

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

>>

>>

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

#Aqui anul amos t odas condi ções de cont or no poi s aqui no mét odo
de per t ur bação r esol vemos as c. c. soment e par a o si st ema de
pr i mei r a or dem. As c. c. das or dens segui nt es são t odas nul as
poi s i r emos somar as sol uções, ex. : x( s) = x_1( s) + x_2( s) +
x_3( s) , onde x_2 e x_3 são as sol uções de x par a os t er mos de
segunda e t er cei r a or dem, e soment e x1 deve ser r esol vi do
consi der ando as condi ções de cont or no!
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> > 

> > 

> > 

(5.1)(5.1)

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

>>

>>

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

>>
>>

#

Ref er enci a

Gráficos

Solução sistema de epsilon 3
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>>

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

>>

> > 

> > 

>>

> > 

>>

> > 

>>

> > 

>>

>>

> > 

> > 

> > 

>>

>>

>>

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 

> > 

>>

> > 

# Sol uções si mból i cas at é t er cei r a or dem em epsi l on:
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C
Programa em álgebra simbólica para geração dos termos
lineares e não lineares da formulação de Cosserat

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 
> > 

> > 

>>
>>

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

(1)(1)

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

true
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(2)(2)

(6)(6)

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(4)(4)

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

(5)(5)

> > 

>>

> > 

(3)(3)

>>

>>

(7)(7)

> > 

> > 

> > 

> > 

true

true

true

true

true

true
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>>

>>

> > 

> > 

>>

(8)(8)

> > 

>>

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 
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> > 

>>

> > 

>>

> > 

>>

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

(9)(9)

> > 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA



Apêndice C. Programa em álgebra simbólica para geração dos termos lineares
e não lineares da formulação de Cosserat 121

>>

(11)(11)

> > 

(10)(10)

> > 

> > 

(13)(13)

(12)(12)
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Programa em álgebra simbólica para computação das
frequências naturais

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

(1)(1)
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

0.01690706612

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA



E
Programa para solução de uma viga de Cosserat estática em
elementos finitos

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

Parâmetros geométricos, materiais, etc
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> > 

> > 

>>

(1.1)(1.1)

> > 

>>

> > 

>>

258.80390918

Funções base Cosserat
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

> > 

> > 

> > 
> > 

>>

> > 

> > 

> > 

Funções base lineares
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

Funções base Timoshenko
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

>>

>>

> > 

>>

> > 

> > 

> > 
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>>

> > 

> > 
> > 
> > 

> > 

> > 

> > 

> > 
> > 

> > 

>>

> > 

Vetores de deslocamento transversal
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(6.2)(6.2)

> > 

> > 
> > 

> > 

(1)(1)

> > 
(6.3)(6.3)

> > 

>>

> > 

(6.1)(6.1)

> > 

> > 

> > 

Pós-processamento

E.1
Sub-Rotinas

Aqui encontram-se as sub rotinas implementadas no ambiente de inicia-
lização do Maple para auxílio no problema de elementos finitos.
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eqsLag realiza a formulação Lagrangeana utilizando como parâmetros
de entrada os termos potenciais, cinéticos, as funções base e o vetor de
deslocamento generalizado elementar.
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(1)(1)

> > 

> > 
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(4)(4)
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(5)(5)

(3)(3)

> > 

> > 

(2)(2)

> > 
> > 

> > 

(6)(6)

> > 
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F.1
Sub-Rotinas
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