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Resumo

Goulart, José Dianarte Vieira; Sampaio, Rubens. Dindmica de uma
coluna de perfuragao utilizando a teoria de Cosserat. Rio
de Janeiro, 2019. 139p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Engenharia Mecéanica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

Uma fase critica do processo de obtencao do petréleo é a perfuracao
do solo para o acesso ao reservatorio. Um dos problemas, em particular, é
compreender o comportamento dinamico da coluna de perfuracao durante
o processo de perfuracao diante de diversos fatores como a interagao
broca-rocha, choques da coluna de perfuracao contra a parede do poco,
estratégias de controle da velocidade angular de operagao e outros fatores.
Uma etapa fundamental para lidar com este problema é a representacao do
sistema dindmico para caracterizar a coluna de perfuracao, isto é, o modelo
matematico que representara a resposta dinamica da estrutura diante dos
carregamentos. Neste contexto, este trabalho abordard o problema da
dindmica de uma coluna de perfuragao através de um modelo matematico
baseado na teoria de Cosserat, que resultarda em um sistema de seis equagoes
diferenciais parciais que descrevem a resposta dindmica de uma estrutura
unidimensional, inserida no espaco euclidiano tridimensional, em termos das
variaveis de deslocamento linear da curva e angular das se¢oes. O modelo
é capaz de descrever uma dindmica nao-linear, incluindo flexdo, torsao,
extensao e cisalhamento. Inicialmente, o sistema de EDPs é resolvido na
forma quase estatica, satisfazendo as condig¢oes de contorno, utilizando o
método de Perturbagdo Regular. As solugbes aproximadas sdo utilizadas
como fungoes base para implementagao no método de Elementos Finitos.
Estas fung¢odes base sao conhecidas como elemento de Cosserat Modificado
(Modfied Cosserat Rod Element - MCRE). Verifica-se a limitagao destas
fungoes base para problemas que nao envolvam grandes deslocamentos, nao
sendo adequadas para o problema proposto. Diante deste fato, o sistema
de EDPs é escrito na forma fraca e resolvido por um software comercial
de analise de Elementos Finitos considerando as condig¢oes de contorno, o
modelo de interagao broca-rocha, a estratégia de controle da velocidade
angular e eventuais contatos da coluna contra a parede do pogo. O modelo
proposto produziu resultados que estdao de acordo com a literatura e se
mostrou capaz de lidar com grandes deslocamentos.
Palavras-chave

Coluna de perfuracao;  stick-slip; método de Perturbagdo Regular;

método de Elementos Finitos;  estrutura de Cosserat; dindmica nao-linear
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Abstract

Goulart, José Dinarte Vieira; Sampaio, Rubens (Advisor). Drill
string dynamics using the Cosserat theory . Rio de Janeiro,
2019. 139p. Dissertagao de Mestrado — Departamento de Engenharia
Mecanica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

A critical step in the oil exploration process is drilling the soil for
access to the petroleum reservoir. One of the problems is understanding
the dynamic behavior of the drill string during the drilling process in the
face of various factors such as drill bit-rock interaction, drill string shocks
against the well wall, angular velocity control strategies and other factors.
A key part of dealing with this problem is the representation of the dynamic
system to characterize the drill string, e.g., the mathematical model that
will represent the dynamical response of the structure when facing different
types of loads. In this context, this work will address the problem of the
dynamics of a drill string using a mathematical model based on Cosserat
theory that will result in a system of six partial differential equations that
describe the dynamic response of a one-dimensional structure, inserted
in three-dimensional Euclidean space, in terms of the linear displacement
variables of the curve and angular displacement of the cross sections. The
model is able to describe nonlinear dynamics, including flexure, torsion,
extension and shear. Initially, the system of partial differential equations
is solved in a quasi-static sense, satisfying the boundary conditions, using
the Regular Perturbation method. The approximate solutions are used as
shape functions for implementation in the Finite Element method. These
shape functions are known as Modified Cosserat Rod Element (MCRE).
It is verified that these shape functions are restricted to problems that do
not involve large displacements and for this reason they are not suitable
for the proposed problem. Given this fact, the system of partial differential
equations is written in a weak form and solved by a commercial software
based on Finite Element analysis, considering the boundary conditions, the
drill bit-rock interaction model, the angular velocity control strategy and
for any string contacts against the well wall. The proposed model produced
results that are in agreement with the literature and is capable of dealing

with large displacements.

Keywords

Drill string;  stick-slip; regular Perturbation method; finite Element

method;  Cosserat rod; nonlinear dynamics


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Sumario

1 Introducdo
1.1  Objetivo
1.2 Organizacdo

2  Revisdo bibliografica

2.1 Sonda de perfuraciao
2.2 Fendmenos de vibracao
2.2.1 VibracGes transversais
2.2.2 Vibracoes torcionais
2.2.3 Vibracdes longitudinais

3 Formulacdo de Cosserat: equacionamento
3.1 Introducdo a teoria de Cosserat

3.1.1 Base de Frenet

3.1.1.1 Base de Frenet e parametros geométricos
3.1.2 Relacbes Frenet-Serret

3.1.3 Curva material

3.1.4 Curva de Cosserat

3.2 Equacdes da cinematica

3.2.1 Deformacdes

3.2.1.1 Deformacdo linear

3.2.1.2 Deformacao angular

3.2.2 Velocidades

3.3 Equacdes da dindmica

3.3.1 Relacdes constitutivas

3.3.2 Matriz de rotacao

3.3.2.1 Vetor rotacional

3.3.2.2 Angulos de Euler

3.3.3 Abordagem Lagrangeana

4 Andlise do MCRE
4.1 Resultados Numéricos

5 Simula¢bes da Dinamica
5.1 Benchmarks

5.1.1 Viga engastada-livre: teste estatico para grandes deslocamentos
5.1.2 Viga engastada-livre sob carregamentos harmonicos

5.1.3 Péndulo flexivel

5.2 Caracterizacdo do problema proposto
5.2.1 Modelos de interacao broca-rocha
5.2.1.1 Modelo 1

5.2.1.2 Modelo 2

5.2.2 Modelo de contato da coluna com a parede do poco

5.2.3 Equacdo do controlador

19
20
21

22
23
26
27
28
29

31
31
31
32
32
33
33
34
36
36
37
37
38
39
41
41
43
45

47
54

60
64
64
67
69
71
72
73
74
76
7


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

53

E.l

F.1

Resultados
Conclusao e trabalhos sugeridos

Programa em algebra simbdlica para o exemplo do método de Pertur-
bacdo Regular

Programa em algebra simbdlica para o equacionamento e o método de
Perturbacao Regular

Programa em algebra simbdlica para geracdo dos termos lineares e nao
lineares da formulacao de Cosserat

Programa em algebra simbdlica para computacdo das frequéncias natu-
rais

Programa para solucdo de uma viga de Cosserat estatica em elementos
finitos
Sub-Rotinas

Programa para solucdo de uma viga de Cosserat estatica em elementos
finitos
Sub-Rotinas

Referéncias bibliograficas

78

102

104

106

115

122

123
129

133
134

135


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Lista de figuras

Figura 2.1 Esquema de uma sonda de perfuracao rotativa. Adap-
tado de [3].

Figura 2.2 Representagao da distribuicao de tensao axial tipica em
uma coluna de perfuracao. Adaptado de [3].

Figura 2.3 Tlustragao representando os diferentes modos de vibragao
em uma coluna de perfuragao. Adaptado de [10].

Figura 2.4 Imagens ilustrando duas situacoes de desmoronamento
de um pogo. Retirado de [22].

Figura 3.1 Representagdo de uma base de Frenet em dois pontos
distintos em uma curva espacial. Adaptado de [12].

Figura 3.2 Configuracao de referéncia (%5) e em um dado instante
(¥¢) da curva material (.%). Retirado de [12].

Figura 3.3 A curvar(&,t) e os campos vetoriais d, (&, t) em um dado
ponto ao longo do comprimento. A esquerda, a configuracio de
referéncia da curva de Cosserat. Retirado de [12].

Figura 3.4 Modelo da curva de Cosserat utilizando a parametriza-
cao de comprimento de arco para descrever a curva material.
Adaptado de [13].

Figura 3.5 Parametrizagdo do problema proposto. Retirado de [2].

Figura 3.6 Diagrama de corpo livre de uma estrutura esbelta.

Figura 3.7 Esquema das rotacoes propostas para parametrizagao da
matriz de rotacao.

Figura 3.8 Sequéncia de rotagoes utilizadas para parametrizagao da
matriz de rotacdo, utilizando Angulos de Euler.

Figura 4.1 Comparagao entre as solugoes exata, por uma expansao
em série e pelo método de perturbacao com diferente ntimeros
de termos da equagao 4-6.

Figura 4.2 Comparacao entre a solugdes numérica e analitica de
x3 quando propondo a expansao em série até o termo de sexta
ordem (a) e de sétima ordem (b).

4.2(a)
4.2(b)

Figura 4.5 Deslocamento z(s) (a) e vista superior da curva material

(b) utilizando a solugao até a terceira ordem em ¢, para [, = 10 [m)].

Figura 4.6 Comparacao da convergéncia do sexto modo de vibracao
entre fungdes base lineares e MCRE.

Figura 4.7 Comparacao da deflexdo de uma viga engastada-livre,
utilizando 5 elementos e submetida ao peso proprio, entre fun-
¢oes base lineares, MCRE e fun¢oes base baseadas nas equagoes
estaticas de Timoshenko.

24

25

26

27

31

33

34

34
36
39
43

44

50

52
52
52

55

56


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Figura 4.8 Comparacao da deflexdo de uma viga engastada-livre,
utilizando 300 elementos e submetida ao peso préprio, entre fun-
¢oes base lineares, MCRE e fun¢oes base baseadas nas equagoes
estaticas de Timoshenko

Figura 4.3 Solucdes de = (a), y (b), z (c), 6, (d), 6, (e), 0,
(f), considerando diferentes ntimeros de termos no método de
Perturbacao Regular.

Figura 4.4 Vista isométrica (a) e superior (b) da configuracao da
curva material para diferentes ordens em &.
4.4(a)
4.4(b)

Figura 5.1 TIlustracao de uma viga engastada-livre submetida a
um carregamento axial e um momento na extremidade livre.
Retirada de [39].

Figura 5.2 Deflexdo de x em funcao de n para comparacao com
solugao analitica.

Figura 5.3 Deslocamento angular 6, para diferentes valores de 7.

Figura 5.4 Deflexao de x paran = 1.

Figura 5.5 Respostas dindmicas de uma viga engastada-livre a par-
tir de excitagdes harmonicas. Simulagoes realizadas em COM-
SOL.

Figura 5.6 Evolugao dos deslocamentos de z(s,t), para uma viga
engastada-livre, ao longo do tempo e submetida a excitagoes
harmonicas.

4.5(a)
4.5(b)

Figura 5.7 Evolugao dos deslocamentos de y(s,t), para uma viga
engastada-livre, ao longo do tempo e submetida a excitagoes
harmonicas.

Figura 5.8 Velocidade longitudinal, na base material, avaliada em
s=L.

Figura 5.9 Configuracao do péndulo flexivel para diferentes instan-
tes de tempo.

Figura 5.10 Tlustracdo do problema de uma coluna de perfuragao
esquematizada com as forcas, torques, restri¢oes e condigoes nas
quais a simulagao é realizada.

Figura 5.11 Funcao de regularizagao para diferentes valores do para-
metro de regularizagao e.

Figura 5.12 Modelo que descreve a torque gerado pela interacao
broca-rocha para diferentes valores de peso sobre a broca.

Figura 5.13 Tlustracao da condi¢do de contato no sistema.

o7

o8
58
58
58
58
58
58

99

59
59

65
65

66
66

67

68
68
68
68

70

70

72

74

75
76


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Figura 5.14 Configuracao inicial do sistema (a) e de simulagdao do
problema (b).

5.14(a)
5.14(Db)

Figura 5.15 Simulagao para determinar a configuragdo de equilibrio
do sistema.

Figura 5.16 Comparagao do torque, no topo e na broca, entre a
simulacao realizada com o modelo 1 de interacao broca-rocha
(a) e o trabalho de referéncia (b) (Retirado de [28]).

Figura 5.17 Comparacao da velocidade angular, no topo e na broca,
entre a simulacao realizada com o modelo 1 de interacao broca-
rocha (a) e o trabalho de referéncia (b) (Retirado de [28]).

Figura 5.18 Comparagao da taxa de penetragdo entre a simulacao
realizada com o modelo 1 de interagdo broca-rocha (a) e o
trabalho de referéncia (b) (Retirado de [28]).

Figura 5.19 Variacao do deslocamento axial, avaliado em s = L,
ao longo do tempo, da simulacao realizada com o modelo 1 de
interagao broca-rocha.

Figura 5.20 Variacdo do torque (a) e da velocidade angular (b), no

topo e na broca, utilizando o modelo 2 de interacao broca-rocha.

Figura 5.21 Variagao da taxa de penetracao (ROP) (a) e do desloca-
mento axial z(L,t) (b), ao longo do tempo, utilizando o modelo

2 de interacao broca-rocha.
5.20(a)
5.20(b)
(a)
)

5.21
5.21(b

Figura 5.22 Comparagao do torque, na broca (a) e no topo (b), entre
os modelos 1 e 2 de interagao broca-rocha.
5.22(a)
5.22(Db)

Figura 5.23 Comparacao da velocidade angular, na broca (a) e no
topo (b), utilizando os modelos 1 e 2 de interacao broca-rocha.

Figura 5.24 Comparacdo da taxa de penetracao (ROP) (a) e do
deslocamento axial z(L, t) (b) entre os modelos 1 e 2 de interagao
broca-rocha.

Figura 5.25 Representacao da coluna de perfuracao, inserida em um
poco, implementada em COMSOL.

Figura 5.26 Velocidade angular, no topo e na broca, sem modelo
de controle (a) e plano de fases (b), impondo uma velocidade
angular constante no topo de 50 RPM.

79
79
79

80

81

81

82

83
83
83
83
83
83
83

83
84
84
84
84
84
84
84
84

84

85

87

88


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Figura 5.27 Deslocamento angular, no topo e na broca da coluna de
perfuragao, impondo uma velocidade angular constante de 50
RPM no topo.

Figura 5.28 Variacao do torque, no topo e na broca de uma coluna
de perfuracao, impondo uma velocidade angular constante no
topo.

Figura 5.29 Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de
fases (b) para o conjunto de parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e
¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.30 Deslocamento angular, no topo e na broca, para o con-
junto de parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.31 Variacao do torque, no topo e na broca, para o conjunto
de pardmetros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.32 Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de
fases (b) para o conjunto de parametros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e
¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.33 Deslocamento angular, no topo e na broca, para o con-
junto de parametros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.34 Variagao do torque, no topo e na broca, para o conjunto
de pardmetros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.35 Velocidade (a) e deslocamento angular (b), no topo e na
broca, para o conjunto de pardmetros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e
¢; = 60 [N.m/rad| para 200 segundos de simulagao.

Figura 5.36 Comparagao do torque na broca (a) e do deslocamento
angular (b), no topo e na broca, entre modelos de interagao
broca-rocha.

Figura 5.37 Comparagao do torque na broca (a) e do deslocamento
angular (b), no topo e na broca, entre modelos de interagao
broca-rocha para WOB = 100 [kN].

Figura 5.38 Comparacao da velocidade angular, no topo e na broca,
entre os modelos de interagao broca-rocha, para WOB = 100
[kN].

Figura 5.39 Visao lateral (a) e superior (b), da condigdo inicial do
sistema, na configuragdo pré-tensionada.

Figura 5.40 Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de
fases (b) partindo de uma configuragao inicial pré-tensionada e
sem modelo de controle no topo.

Figura 5.41 Deslocamento angular, no topo e na broca, sem modelo
de controle no topo, partindo de uma configuracao inicial pré-
tensionada.

Figura 5.42 Evolugao do torque na broca, sem modelo de controle no
topo, partindo de uma configuracao inicial pré-tensionada.
Figura 5.43 Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de
fases (b) para o conjunto de pardmetros ¢, = 200 [N.m.s/rad]
e ¢; = 60 [N.m/rad], partindo de uma configuragao inicial pré-

tensionada.

88

89

90

90

91

91

92

92

93

94

94

95

96

97

97

98

98


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Figura 5.44 Deslocamento angular, no topo e na broca, partindo de
uma configuragdo inicial pré-tensionada e para o conjunto de
parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Figura 5.45 Deslocamento transversal em uma simulacao sem con-
trole no topo, avaliado em x(s = 800, t).

Figura 5.46 Comparagao do deslocamento transversal em uma simu-
lagdo com controle e outra sem, avaliado em z(s = 800, ).
Figura 5.47 Visao lateral (a) e superior (b), da configuragdo do

sistema proposto, no tempo t = 64.5 [s].

99

99

100

101


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Lista de tabelas

Tabela 4.1 Valores dos parametros utilizados em uma solugdo, na

andlise do MCRE.

Tabela 5.1 Valores do modelo de interacao broca-rocha, descrito
pela equacao 5-27, que se equivalem ao modelo descrito pela
equacao 5-26.

Tabela 5.2 Valores dos parametros utilizados nas simulagoes que
reproduzem o trabalho de Tucker e Wang.

Tabela 5.3 Valores dos parametros utilizados nas simulagoes com o
modelo de coluna proposto.

53

75

80

86


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Lista de Abreviaturas

MCRE — Modified Cosserat Rod Element
EDOs — Equagoes diferenciais ordinarias
EDPs — Equacoes diferenciais parciais
BHA — Bottom hole assembly

TOB — Torque on bit

ROP — Rate of penetration

DOC — Depth of cut

Lista dos principais simbolos

Matrizes

R — Matriz de rotacao
S — Matriz de giro

M — Matriz de massa
K — Matriz de rigidez
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J — Tensor de rigidez angular

I — Tensor de inércia
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Vetores

r — Vetor posicao

v — Vetor tangente

vy — Vetor tangente de referéncia

u — Vetor de deformacao angular

uy — Vetor de deformagao angular de referéncia

r — Vetor de velocidade linear

w — Vetor de velocidade angular

e; — Vetores unitarios da base inercial

d; — Vetores diretores da base material

n — Vetor de forca de contato

m — Vetor de momento de contato

h — Vetor da quantidade de movimento angular por unidade de comprimento
f — Vetor de forca externa por unidade de comprimento

1 — Vetor de torque externo por unidade de comprimento

Escalares

t — Variavel independente do tempo

s — Variavel independente do espago

x — Deslocamento na direcao x

y — Deslocamento na dire¢ao y

z — Deslocamento na direcao z

0, — Deslocamento angular em torno do eixo x
6, — Deslocamento angular em torno do eixo y
0. — Deslocamento angular em torno do eixo z
r — Raio

r — Deslocamento na direcao radial

L — Comprimento

l. — Comprimento de um elemento

A — Area da secdo transversal

p — Densidade do material

v — Coeficiente de Poisson

E — Médulo de elasticidade

G — Médulo de cisalhamento

i — Momento de inércia da se¢ao transversal
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Escalares - continuagao

Z — Funcao regularizacao

g — Aceleragao da gravidade

¢, — Parametro de ganho proporcional

¢; — Parametro de ganho integral

n; — Componentes da forga de contato

m; — Componentes do momento de contato

h; — Componentes da quantidade de movimento angular por unidade de comprimento
fi — Componentes da forca externa por unidade de comprimento
l; — Componentes do torque externo por unidade de comprimento
K;; — Componentes do tensor de rigidez linear

Ji; — Componentes do tensor de rigidez angular

¢ — Parametro de perturbacao

w, — Frequéncias naturais

k — Fator de correcao do cisalhamento

L — Lagrangeano

T — Energia cinética

U — Energia potencial

ai,...,as — Parametros do 12 modelo de interagao broca-rocha
a1, (o, iz — Parametros do 22 modelo de interagao broca-rocha

e — Parametro da funcao regularizacao

fe) — Forcas

Ty — Torques

wp — Velocidade angular da broca

Wiarget — Velocidade angular de operagao desejada

k, — Rigidez da parede do pogo

0, — Penetragao da coluna em relacdo a parede do poco

Indices

bha — Bottom hole assembly
col — Coluna

top — Topo da coluna (s = 0)
bit — Broca (s = L)
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Outras definicoes

1 — Funcao que vale 1 caso haja contato e zero caso contrario
r — Funcao do raio da broca
sign(a) — Fungdo que vale 1 se a > 0 e vale 0 caso a < 0

() — Derivada temporal

() — Derivada espacial
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1
Introducao

Estruturas unidimensionais aparecem com frequéncia como problemas
de interesse em diferentes areas da industria. Na area da biomedicina, por
exemplo, h&d o interesse em problemas como a simulacao da insercao de
cateteres [4, 6], suturas [9], dindmica de determinadas bactérias [8] e filamentos
de DNA [7]. Aplicagoes também na érea de computagao grafica na simulagao
do movimento de cabelo [5] ou estruturas unidimensionais em geral [49].
Outros exemplos cléssicos de interesse da industria sdo a dindmica de colunas
de perfuragao, podendo ser focada em perfuragoes horizontais [10], verticais
(3, 18, 28, 39, 44, 45, 46, 47] e perfuragoes direcionais [42], cabos de transmissao
de rede elétrica e sistemas micro eletromecénicos [2].

Existem diferentes abordagens para lidar com a teoria de estruturas
unidimensionais. Podem ser vistas como corpos unidimensionais que podem
se mover no espaco euclidiano tridimensional E*, como aproximacoes da
teoria de determinados corpos tridimensionais esbeltos ou como uma forma
restrita da teoria de corpos tridimensionais [1]. O modelo apresentado neste
trabalho utiliza a teoria de uma curva material inserida no espaco euclidiano
tridimensional, isto é, a teoria intrinseca unidimensional, conhecida como teoria
de Cosserat.

Para resolver estes problemas de corpos unidimensionais, diferentes te-
orias foram sendo desenvolvidas e aprimoradas, com Bernoulli (1694) tendo
dado o primeiro grande passo criando a teoria de vigas. Em seguida Euler
(1727) derivou a relagao linear classica entre flexdo e variagdo da curvatura.
No ano seguinte a teoria de flexdo de Euler-Bernoulli foi obtida por Bernoulli.
Kirchhoff (1859), Clebsch (1862), Thomson & Tait (1867) e Love (1893) suces-
sivamente refinaram a notacao de deformagao e entdo uma teoria completa foi
estabelecida para estruturas unidimensionais que deformam no espacgo. Utili-
zando caracterizacao variacional das equacoes governamentais de equilibrio, os
irmao Cosserat (1907, 1909) introduziram a teoria de Cosserat, como genera-
lizagao da teoria de Kirchhoff. Ericksen & Truesdell (1958) reviveram a teoria
de Cosserat estendendo-a para teoria com trés diretores, dando uma analise
precisa e completa das deformacgoes. Finalmente, mais aprimoramentos da te-

oria de Cosserat foram sendo desenvolvidos relaxando determinadas restri¢oes
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em relacao aos diretores, desenvolvendo modelos hiperelasticos e para teorias
termodinamicas.

Com a popularizacao de métodos numéricos para se obter solugoes apro-
ximadas e o0 acesso ao poder computacional, a formulacao de problemas utili-
zando a teoria de Cosserat tém se tornado mais frequente. Trabalhos recentes
[11, 13] tém sido desenvolvidos para obter a solugdo aproximada de equagoes
diferenciais através do método de Elementos Finitos utilizando fungoes base
especificas. Estas fungoes base fornecem um campo de deslocamento elemen-
tar mais representativo pois sdo obtidas a partir da solucdo quase estatica das
equagoes que estabelecem a dinamica de uma estrutura unidimensional inse-
rida no espago euclidiano tridimensional, através da teoria de Cosserat, fungoes
base conhecidas como MCRE. Utilizando estas fungoes base, as equacoes da
dindmica sao obtidas utilizando o Principio de Hamilton, permitindo obter os
termos que determinam a energia potencial de deformagoes e a energia ciné-
tica do sistema. A rotina para obtencdo destes termos, segundo a teoria de
Cosserat, encontra-se no Apéndice C. Analisando estas fungdes base (MCRE)
¢é possivel verificar sua limitagdo para problemas que nao envolvem grandes
deslocamentos, nao sendo apropriada para o problema proposto, deste modo
esta estratégia nao é utilizada.

Para resolver o sistema de EDPs que descreve a dinamica de uma es-
trutura unidimensional inserida no espago euclidiano tridimensional, segundo
a teoria de Cosserat, as equagoes sao escritas na forma fraca e resolvidas por
um software comercial de andlise de Elementos Finitos. Para verificar a perfor-
mance do modelo implementado, alguns benchmarks sao realizados utilizando
exemplos da literatura e os resultados sdo comparados. Apds analisar os resul-
tados dos benchmarks, as condigoes de contorno, a estratégia de controle da
velocidade angular adotada, os modelos de interacao broca-rocha e o modelo
de contato sao apresentados para que seja possivel simular a dinamica de uma

coluna de perfuragao.

1.1
Objetivo
O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo matematico que des-
creva uma estrutura unidimensional inserida no espaco euclidiano tridimensi-
onal, utilizando a teoria de Cosserat, para simular a dinamica de uma coluna
de perfuracio. Este modelo deve ser capaz de descrever todos fendémenos de
vibragao que podem estar presentes durante uma operagao de perfuracao.
Para que isto seja possivel, o modelo matematico deve ser avaliado em

determinados problemas para determinar se esta adequado para o problema
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proposto. Somente entao, deve-se integrar as condigoes de contorno, estratégias
de controle da velocidade angular, modelos de interacao broca-rocha e modelo
de contato ao modelo matematico para que seja realizada a simulagao da

dindmica de uma coluna de perfuragao.

1.2
Organizacao

A presente dissertacdo esta organizada em seis capitulos. O primeiro
capitulo consiste desta introducao.

O segundo capitulo tém o objetivo de introduzir as estruturas funda-
mentais que compde uma sonda de perfuragdo, os principais equipamentos
utilizados no processo de perfuracao do solo e uma descricao dos fenémenos
de vibragao associados a este tipo de operagao.

O terceiro capitulo inicia com uma revisao de alguns conceitos impor-
tantes que permitirao definir os parametros para a constru¢ao do modelo ma-
tematico, baseado na teoria de Cosserat. Apds a revisao destes conceitos, as
equacgoes que definem a cinematica, as relagoes constitutivas, as parametriza-
¢Oes para a matriz de rotacao e o sistema de EDPs, que descrevem a dinamica
de uma estrutura unidimensional inserida no espaco euclidiano tridimensional,
segundo a teoria de Cosserat, sao apresentadas.

O quarto capitulo dedica-se a apresentar o método utilizado para cons-
trucao de fungoes base a partir de uma solugdo aproximada das equagoes de
Cosserat, na forma quase estatica, conhecidas como MCRE. Uma analise a
respeito destas funcdes é feita no sentido de determinar as vantagens e as
limitagoes na sua utilizagao.

O quinto capitulo inicia com uma demonstragdo da implementagao do
sistema de EDPs no ambiente do software comercial utilizado para integrar
as equagoes. Em seguida, alguns exemplos da literatura sao reproduzidos para
testar a performance do modelo matemético proposto. Apds os benchmarks,
a caracterizagdo do problema de uma coluna de perfuragao é feita através
da apresentacao das condi¢oes iniciais e de contorno, dos modelos de interagao
broca-rocha, contato e da estratégia de controle da velocidade angular adotada.
Por fim, analisa-se a influéncia de determinados parametros sobre os resultados
da dindmica da coluna de perfuracao.

No sexto capitulo sao feitas as consideragoes a respeito dos resultados
obtidos neste trabalho, incluindo a consisténcia, performance e aplicabilidade
do modelo matematico proposto. Por ultimo, algumas sugestoes sao feitas
para trabalhos futuros que permitam modelos cada vez mais eficientes para

problemas dindmicos, utilizando a formulagao baseada na teoria de Cosserat.
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Uma etapa bastante sensivel do processo de obtengao/extragao de pe-
tréleo é a operacao de perfuracdo do solo para acesso ao pogo de petroéleo.
Os métodos mais utilizados na industria para o processo de perfuragao sao o
método percussivo e o método rotativo. Este trabalho é dedicado a construir
um modelo matematico, através da teoria de Cosserat, para obter a dindmica
de uma coluna de perfuragao onde utiliza-se o método rotativo, portanto as
estruturas apresentadas sao relativas a uma sonda projetada para o método
rotativo. Além disto, o processo de perfuracao pode ser realizado perfurando-se
verticalmente ou de forma direcional, a depender do projeto. Neste trabalho
considera-se a perfuracao vertical, caracterizada nas equagoes que estabelecem
as relagOes constitutivas, através da configuragdo de referéncia proposta.

Devido aos riscos, altos custos de operacao e a grande complexidade
da dindmica do processo de perfuracao, compreender os diferentes fenémenos
durante o processo de perfuracdo é fundamental. Naturalmente, o processo
de perfuracao induz diversos tipos de vibrag¢ao na coluna e, por este motivo,
¢ fundamental construir um modelo que seja capaz de representar adequada-
mente estas vibragoes para compreender como elas ocorrem e, assim, ter maior
controle durante a operacao.

Devido a grande importancia e a necessidade da humanidade na utiliza-
¢ao do petroéleo e seus derivados, a industria sempre investiu muito nos traba-
lhos de pesquisa deste processo. Os modelos que buscam simular a dindmica
de perfuracao evoluiram conforme o poder computacional aumentou, permi-
tindo que a utilizacao de teorias antes demasiadamente complexas pudessem
ser utilizadas, como é o caso da teoria de Cosserat. Inicialmente os modelos
mais simples eram baseados na modelagem de um péndulo torcional [16] que,
no caso da coluna de perfuracao, é representada como uma mola torcional e
o segmento de comandos de perfuragdo como um corpo rigido. Este modelo
¢ importante pois ja permite analisar as vibragoes torcionais e como elas se
relacionam com os parametros de controle como, por exemplo, o torque na
broca e a velocidade angular da broca. Mais modelos e variagoes do péndulo
torcional podem ser encontrados em [18]. Os modelos foram sendo aprimorados

para incluir outras fontes de nao linearidades tais como o contato da coluna
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de perfuracao, nao linearidades geométricas e outros.

A ideia da utilizacao da teoria de Cosserat aplicada a problemas de coluna
de perfuracao surge da compreensao que este ¢ um problema cuja dinamica
é bastante complexa, acoplando diferentes modos de vibracao e que demanda
modelos capazes de descrever esta dinamica. Em casos onde a perfuracao é
direcional este fato é ainda mais agravado, sendo o campo ideal para utilizacao
da teoria de Cosserat. Tucker e Wang [28] foram os primeiros a propor utilizar
a teoria de Cosserat no problema de colunas de perfuracao, propondo também
os modelos necessarios para caracterizar a coluna, como o modelo de controle
e de interagao broca-rocha.

O objetivo deste capitulo é fornecer uma compreensao geral das estru-
turas e fenomenos envolvidos no processo de perfuracao utilizando o método
rotativo como ¢ conhecido hoje, apresentando primeiramente as principais es-
truturas de uma sonda de perfuragao e em seguida, discutindo os fenémenos

de vibracao que ocorrem na coluna de perfuracdo durante a operacao.

2.1
Sonda de perfuracao

Para a estudar a dindmica de uma coluna de perfuracao é fundamental
conhecer quais sao os principais equipamentos que estao relacionados a este
processo. A figura 2.1 apresenta um esquema de uma sonda de perfuracao
rotativa, apresentando os principais equipamentos que a compoe.

Uma breve descricao de alguns dos equipamentos que compoe a sonda
de perfuracao sera apresentado a seguir.

(2) - Catarina e gancho compde uma parte do sistema no qual a
catarina ¢ um conjunto de trés a seis polias moéveis, montadas em um eixo
que se apoia nas extremidades da propria estrutura. O gancho é responsavel
por fazer a conexao entre o swivel e a catarina, deste modo compoe parte do
sistema de movimentagao de cargas. Um dos parametros de controle utilizados
neste tipo de operacao é a carga no gancho, permitindo identificar fenémenos
de vibragao como, por exemplo, o bit-bouncing.

(4) - Swivel é o equipamento que separa os elementos rotativos daqueles
estacionarios na sonda de perfuragao e, por isto, exerce a funcao de uma junta
rotativa.

(8) - Kelly, também conhecido como haste quadrada ou haste hexagonal
dependendo do perfil utilizado, é o elemento que recebe o torque da mesa
rotativa, transmitindo a rotagdo para toda a coluna e, enfim, para a broca.

(10) - Mesa rotativa é o equipamento que transmite rotagao a coluna

de perfuracao e permite o deslocamento longitudinal do kelly em seu interior.
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9. Acionador rotativo
10. Mesa rotativa
11. Tubos de perfuragio
12. Conexdo do tubo de perfuragdo
13. Estabilizadores

14. Comando de perfuragdo
15. Broca

16. Revestimento

Bortom Hole Assembly (BHA)

17. Preventor de erupgdo

18. Torre de perfuracido
Figura 2.1: Esquema de uma sonda de perfuragao rotativa. Adaptado de [3].

(11) - Tubos de perfuragao ¢ o componente responsavel por transferir
a rotagdo da mesa rotativa até a broca, conduzir o fluido de perfuracao até a
broca, produzir peso sobre a broca para otimizar o processo de perfuracio e,
em caso de perfuracao direcional, fornecer o controle sobre a direcdo do pogo.
Além dos tubos de perfuragao, tubos de perfuragdo pesados sao utilizados
proximo da regiao do comando de perfuragdo para permitir uma mudanga
gradual na rigidez da coluna, diminuindo o risco de falha por fadiga além de
adicionar peso sobre a broca, que é um dos parametros de controle no processo
de perfuracao. Uma questao importante a respeito da coluna de perfuracao e,
portanto, dos tubos de perfuracdo, é o dimensionamento do comprimento dos
comandos. Para evitar a flambagem dos tubos de perfuracdo em perfuragoes
verticais, o comprimento dos comandos de perfuracao sao dimensionados de
modo que a distribuicao de tensdao axial seja toda de tracao nos tubos de
perfuracdo e majoritariamente compressiva na regiao do BHA. A figura 2.2
ilustra a distribuicdo de tensdo ao longo de uma coluna de perfuracio. E
possivel notar que o ponto neutro encontra-se dentro da regiao do BHA e
nao exatamente na transicdo entre o segmento de tubos de perfuracdo e o

BHA. Isto ocorre devido ao fator de seguranca aplicado no dimensionamento
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do comprimento do BHA.

o

Forca axial
Tensio Compressio

Tubos de
perfuracio

Fonto neutro

Comandos de’|
perfuracdo

Broc

WOB

Figura 2.2: Representacao da distribuicao de tensao axial tipica em uma coluna

de perfuragao. Adaptado de [3].

(13) - Estabilizadores sdo acessorios fundamentais em colunas de
perfuracdo pois sao responsaveis por centralizar a coluna de perfuracdo em
relacdo ao buraco criado pelo processo de perfuragao, fornecendo estabilidade
para o BHA e reduzindo determinadas vibra¢des na coluna.

(14) - Comando de perfuragao tém como principal fungao fornecer
peso sobre a broca. Uma vez que a regiao do comando de perfuragao esta sob
compressao os tubos devem ter paredes espessas, exercendo grande importancia
no BHA.

(15) - Broca ¢ a ferramenta responsavel por realizar as perfuracoes dos
pocos de petréleo através da ruptura e a desagregacao das rochas. Existem
diversos perfis de broca variando de custo, eficiéncia e tarefa.

Mais detalhes sobre sonda de perfuracao e analise de brocas podem ser
encontradas em [14, 15, 17]
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2.2
Fenomenos de vibracao

Como comentado anteriormente, o processo de perfuragao induz a dife-
rentes tipos de vibracao pois a estrutura esta sujeita a diversos tipos de car-
regamentos. Tipicamente, os tubos de perfuracao estao sob tracao enquanto
todo o segmento do BHA esta sob compressao. Além disto, ha o torque indu-
zido pelo motor no topo do segmento dos tubos de perfuracao, enquanto ha a
forca de reagdo da broca com o solo mais o torque resultante da interacao da
broca com as rochas. Outras fontes de carregamentos sao os choques dos tubos
de perfuracao contra a parede do pogo e o escoamento do fluido pressurizado,
por exemplo. Todas estas fontes de carregamentos induzem diferentes tipos
de vibragoes no sistema, que podem ser classificadas como vibragoes longitu-
dinais, transversais e torcionais, cada uma influenciando de uma maneira na

dindmica. A figura 2.3 ilustra estes fenémenos de vibragao.

. _ Vibracio Vibracio
Vibracao axial transversal torcional
- > e
qd D qd D g p

(0D

Figura 2.3: Tlustragao representando os diferentes modos de vibragdo em uma

coluna de perfuracao. Adaptado de [10].

Compreender as diferentes vibragoes é fundamental para otimizar o pro-
cesso de perfuracao e prevenir possiveis falhas durante a operacgao, permitindo
também compreender quais parametros estao correlacionados aos fendomenos
de vibracao e entao refind-los para um melhor controle da operacao. A seguir,
uma explicacdo mais detalhada é feita para cada tipo de vibragao e como cada

um induz a alguns fenémenos indesejaveis de vibragao.
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2.2.1
Vibracoes transversais

Apesar de serem as vibragoes que mais causam falhas durante a opera-
¢ao [19, 20], as vibragoes transversais foram, por muito tempo, desconsideradas
pela industria. O motivo se da devido ao fato de que estas vibrac¢des ocorrem
no segmento de coluna comprimido, isto é, na regiao do BHA e, portanto, nao
sao transmitidas a superficie, dificultando sua deteccdo. As causas das vibra-
¢oOes transversais vao desde o tipo de broca utilizado até as interacoes entre
a coluna e o poco. Devido ao BHA operar sob compressao, uma curvatura
inicial pode levar a vibragoes transversais nesta regiao. Além disto, oscilac¢oes
transversais ocorrem por conta de forcas centrifugas, induzidas pela rotagao
imposta, fendmeno classificado como whirl [21]. Este fendmeno produz severas
consequéncias para o processo de perfuragao, como fadiga das conexoes, taxa
de penetragao da broca (ROP) reduzida e falha completa do equipamento. Ou-
tro dano indesejavel, causado pelo fenémeno de whirling, ¢ o comprometimento
da parede do poco que, devido aos repetidos choques dos comandos e estabili-
zadores contra a parede do poco, comecam a alargar e ceder, comprometendo

a operacao, conforme pode ser observado na figura 2.4.

Figura 2.4: Imagens ilustrando duas situagoes de desmoronamento de um pogo.
Retirado de [22].

Estudos mais aprofundados a respeito dos modos de vibragoes trans-
versais e o fenomeno de whirling podem ser encontrados nos trabalhos
(23, 24, 25, 26].
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2.2.2
Vibracoes torcionais

As vibragoes torcionais em colunas de perfuracao sdo provocadas pelas
oscilagdes circunferenciais que, por sua vez, sdo geradas por conta da imposi¢ao
de uma rotacao na coluna de perfuracao na superficie da plataforma, através
da mesa rotativa ou o top drive, a depender da configuracao da sonda. Neste
tipo de oscilagao, os modos de vibracao podem ser transientes ou estacionarios
a depender das condigbes nas quais o sistema estd submetido. Os modos
transientes de oscilagdo ocorrem quando o sistema estd sujeito a variagoes
locais em determinados parametros do processo de perfuragao como, por
exemplo, mudancas nas propriedades geoldgicas das rochas na qual a broca
estda perfurando, resultando em flutuacoes da velocidade angular da broca.
A friccao da broca com a parede do pogo é outro fator que influencia na
flutuacao dos parametros e quando esta friccdo é grande o suficiente para
impedir por completo a broca de exercer o movimento rotatério observa-se o
modo estacionario de oscilagao, fendmeno conhecido como stick-slip, estando
associado com relagao nao linear entre o torque induzido pela interagao broca-
rocha e a velocidade angular da broca.

Durante este periodo estaciondrio da broca (stick), a frequéncia de
rotacao da coluna imposta na superficie da plataforma permanece praticamente
a mesma, acarretando na tor¢ao da coluna e, portanto, no acimulo de energia
potencial associado a deformacao angular da estrutura. No instante em que o
torque acumulado na coluna superar o torque gerado pela friccao estatica da
broca com a parede do poco, a energia potencial acumulada é convertida em
energia cinética de rotagao, acelerando a broca (slip), até entao estacionaria,
para velocidades angulares bem superiores as velocidades normais de operacao,
chegando a ser até 10 vezes maior que a velocidade regular de operacao. Este
processo € periddico e pode ser intensificado ou amenizado conforme o valor
de determinados pardmetros como, por exemplo, o peso sobre a broca (WOB).
Outro fator que influencia na ocorréncia de stick-slip é a escolha do tipo de
broca utilizada no processo de perfuracao e seu desgaste. Para maiores detalhes
em como o tipo de broca e seu desgaste influenciam na ocorréncia de stick-slip
o leitor é encorajado a consultar [27].

Esta flutuagdo enorme de torque ao longo da coluna, ocorrendo de forma
periddica, acarreta em danos na coluna pelo processo de fadiga, podendo até
causar o rompimento de algum segmento de coluna. Outros efeitos indesejaveis
que ocorrem por conta do fendmeno de stick-slip sao a reducao do ROP no solo,
aumentando o tempo necessario para alcancar o poco e, portanto, aumentando

os custos da operacao. Além disto, este fendOmeno acarreta em um desgaste
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prematuro da broca oque pode levar a necessidade da substituicao da mesma,
acarretando mais uma vez no aumento do custo da operacao devido ao tempo
em que a operacao tem que estar suspensa para substituicdo da broca.

Outra questao importante a respeito do fendmeno de vibracao stick-slip
¢ que existe uma determinada condicao critica para que ele seja observado.
Em principio, o comprimento da coluna deve ser maior que o comprimento
critico que, por sua vez, é funcao da velocidade angular em que a coluna esta
operando, do atrito seco e do coeficiente de amortecimento viscoso do sistema
[21]. Supondo que esteja sendo imposta uma velocidade angular constante
ao sistema, estd bem estabelecido que a intensidade das vibragoes torcionais

aumentam com o comprimento da coluna de perfuracao.

2.2.3
Vibracoes longitudinais

A vibracao longitudinal é um mecanismo de oscilagdo na direcao axial.
Em colunas de perfuracio, ocorrem principalmente pela perda momentanea de
contato da broca com a rocha que, em seguida, golpe-a bruscamente. Ocorrendo
sequencialmente, este processo caracteriza um fenémeno de vibracao, também
indesejavel, conhecido como bit-bounce. A principal razdo para que ocorra a
perda de contato da broca com a rocha se da por irregularidades na interface
broca-rocha, gerando as vibragoes ao longo da estrutura conforme a broca
é forcada contra o solo. A escolha do tipo de broca também pode influenciar
nestas vibragoes. Outra possivel causa associada a este fendmeno se da quando
a oscilagao axial, causada pela for¢a harmonica induzida pela bomba de lama,
estd superposta com um modo de frequéncia natural do sistema, entrando
em ressonancia e fazendo a broca perder o contato com a rocha. Alguns dos
problemas gerados por este fendmeno de vibracao sao oscilagoes no peso sobre
a broca (WOB), diminuicdo da taxa de penetragdo da broca (ROP), fadiga de
alguns componentes e, inclusive, causar danos ao poco de perfuragao, podendo
comprometer a operacao.

As vibragoes axiais estdo diretamente relacionadas com a velocidade
angular na qual a broca esta operando e isto ¢ um problema pois, em geral,
o aumento da velocidade angular contribui no atenuamento do fenémeno de
vibracao associado as vibracgdes torcionais, isto é, o stick-slip. Deste modo,
é necessario cautela para ajustar os parametros pois uma velocidade angular
muito alta pode atenuar o stick-slip mas também pode acarretar em amplitudes
cada vez maiores e, assim, um maior potencial de causar danos nas estruturas
e, portanto, eventuais prejuizos para operagao.

Por fim, apesar da grande quantidade de trabalhos focados no estudo
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deste fenomeno, os modelos numéricos tém pouca capacidade de representar
bem este fendmeno pois, na pratica, este tipo de oscilagdo estd relacionada
com as frequéncias de ressonancia da broca enquanto em contato com a rocha
e, portanto, relacionada com a rigidez equivalente deste sistema combinado,

tornando a tarefa de medicao extremamente dificil.
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Formulacao de Cosserat: equacionamento

3.1
Introducao a teoria de Cosserat

A teoria de Cosserat, também conhecida como elasticidade micropolar,
incorpora uma rotacao de um ponto local juntamente com a translacgao
conhecida da elasticidade classica.

Usando uma caracterizacao variacional das equagdes governamentais
de equilibrio, os irmaos Cosserat introduziram a generalizacao da teoria de
Kirchhoff.

Para melhor compreender a teoria, alguns conceitos fundamentais sao

apresentados nas segoes a seguir para, entao, apresentar a curva de Cosserat.

3.1.1
Base de Frenet

A base de Frenet é um triedro que tém o objetivo de definir propriedades
geométricas de uma curva espacial, isto é, uma curva inserida no espaco
euclidiano tridimensional. O triedro é composto de um vetor tangente (e;),
um normal (e,) e um binormal (e;). Uma imagem representativa pode ser

vista a seguir,

E;

<

Curva Espacial

Figura 3.1: Representacao de uma base de Frenet em dois pontos distintos em

uma curva espacial. Adaptado de [12].
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onde {Ei,Ey, E3} é uma base Cartesiana fixa, r(s) é o vetor que identifica
cada ponto da curva espacial e s é a parametrizacao de comprimento de arco

utilizada para descrever a curva.

3.1.1.1
Base de Frenet e parametros geométricos

Uma base de Frenet é definida segundos as relagoes:

e ey oey,
= Kep, = —Ke€t + Tep, 8—
S

s bs =Ten (3

onde

7 — Torcao da curva no espaco.
k — Curvatura da curva no espago.

s — Parametro de comprimento de arco.

Supondo que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco (s), a

posicao de um ponto em uma curva pode ser definida por
r =r(s) = x1(s)E; + 22(s)Es + x3(s)Es. (3-2)

Deste modo, a base de Frenet pode ser expressa em relagao ao vetor posicao
conforme as equagoes
or 1 8et

%7 €, = ; 95’ €, = €; X €. (3‘3>

e; =

3.1.2
Relacoes Frenet-Serret

As relacoes Frenet-Serret sdo expressoes compactas que permitem ex-
pressar a variacao da base de Frenet, isto é, possibilitam identificar a evolugao
da base de Frenet e, deste modo, identificar a curva por completo.

E possivel identificar os vetores da base em uma dada posicao (e;(s))
aplicando uma rotagdo (Qgsg) sobre os vetores em uma configuragdo de

referéncia (e;(0)), segundo

ei(s) = QSF(S)ei(O)7 (3-4)

onde Qgr ¢ o tensor de rotacao e e; = e, €3 = e, €3 = €.

Em notagao compacta Je.
(3
Os

onde, wgpr = T€; + K€
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3.1.3
Curva material

Entende-se por curva material uma curva que representa, de alguma
forma, uma estrutura deforméavel como, por exemplo, a linha de simetria
de uma viga. Sendo assim, o tempo torna-se um parametro adicional. As
notagoes utilizadas para caracterizar uma curva material sdo as seguintes:
Z define uma curva material inserida no espaco Euclidiano tridimensional
3, ¢ a configuracio da curva material em um dado instante, r = r(&,t) a
funcao vetorial que define ¢ e R = R(&) o campo vetorial que define a curva
material em uma configuragao fixa de referéncia 4. Por fim, £ é a coordenada
generalizada ao longo de % e identifica unicamente pontos materiais de .Z. A
figura 3.2 ilustra a utilizacao destas notagoes através da apresentacao de uma
curva material em uma configuracao de referéncia e para um dado instante de

tempo.

o

Figura 3.2: Configuracao de referéncia (45) e em um dado instante (%) da
curva material (.Z). Retirado de [12].

3.1.4
Curva de Cosserat

Uma curva de Cosserat é a curva material . a qual, para cada ponto, um
triedro é definido. Os vetores que compoem esse triedro sao conhecidos como
diretores. Os diretores caracterizam e, portanto, representam as quantidades
cinematicas relativas as secOes transversais do corpo. Seguindo as notagoes
introduzidas anteriormente, a figura 3.3 ilustra a descrigdo de duas curvas de
Cosserat, uma em uma configuragio de referéncia e outra em um dado instante
de tempo.

Tomando a parametriza¢ao de comprimento de arco (s) para descrever a

curva, um modelo simples da curva de Cosserat pode ser visto na figura 3.4
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Figura 3.3: A curva r(§,t) e os campos vetoriais d,(£,¢) em um dado ponto
ao longo do comprimento. A esquerda, a configuragao de referéncia da curva
de Cosserat. Retirado de [12].

Figura 3.4: Modelo da curva de Cosserat utilizando a parametrizacao de

comprimento de arco para descrever a curva material. Adaptado de [13].

Vale ressaltar a representagao do vetor tangente (dsr), definido através

da equacao 3-3.

3.2
Equacoes da cinematica

Uma vez apresentada a definigdo da teoria de Cosserat e os conceitos fun-
damentais pra compreender a cinematica, este capitulo se dedicara a construir

o modelo matemaético através das equagoes que descrevem a dindmica de uma
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estrutura esbelta unidimensional, apresentando todas defini¢des, conforme ne-
cessario.

Utilizando a teoria de Cosserat, as equagoes da dindmica sdo equacoes
diferenciais parciais nao lineares, nas quais sao funcao do tempo e da variavel
espacial adotada. Para problemas estaticos, as equagoes tornam-se equagoes
diferenciais ordinarias nao lineares, podendo ser resolvidas utilizando técni-
cas padrao de aproximacgoes, como o método de Perturbacao Regular, para
satisfazer as condi¢oes de contorno. Por outro lado, para um problema dina-
mico, é necessario introduzir uma abordagem numérica que devera discretizar
as equacoes.

Uma estrutura esbelta, inserida no espaco euclidiano tridimensional, é
um corpo com dimensodes de comprimento expressivamente maiores quando
comparado as suas secgOes transversais. Tais estruturas, sujeitas a grandes
deslocamentos, sao encontradas em diversos tipos de problemas, desde colunas
de perfuracao, robédtica e até em filamentos de DNA.

A utilizacao dos métodos de Elementos Finitos sao adequados para abor-
dar este tipo de problema, porém sua aplicacao pratica ¢ dificultada pelo
grande nimero de elementos necessarios, devido aos modos de alta frequéncia
presentes, tornando esse método custoso computacionalmente. Outras aborda-
gens através dos métodos de Elementos Finitos, baseados na teoria de Cosserat,
tém sido introduzidas [11, 13] para fornecer um campo de deslocamentos ele-
mentar (Modified Cosserat Rod Element - MCRE) com deformagoes gerais,
mais representativo, incluindo cisalhamento [11]. O problema fundamental de
qualquer problema na formulacao de Elementos Finitos ¢ a escolha das fun-
¢oes base. Por este motivo, estas func¢oes sdo construidas a partir da solugao
aproximada do sistema de equagdes nao lineares da formulacao de Cosserat,
na forma quase estatica. Para obter uma solugdo aproximada simbodlica do
sistema de equacoes na forma quase estatica, primeiramente o método de Per-
turbacao Regular é aplicado ao sistema sob a suposicao de que a amplitude dos
deslocamentos é pequena e, posteriormente, um método de aproximacao por
expansao em série ¢ utilizado para obter as solugoes do sistema de equagoes
que resultam da aplicacao do método de Perturbacao Regular.

De modo a estabelecer um padrao para o desenvolvimento das equacoes,
a seguir sera apresentada a conven¢ao e a nomenclatura adotada. Em par-
ticular, vetores, que sao elementos do espaco euclidiano tridimensional, serao
representados em negrito e letras mintsculas como, por exemplo, u, v; tensores
serao representados em negrito e com letras maitisculas como, por exemplo, I,
J; matrizes serao representadas em negrito, com letras maitsculas e em itélico

como, por exemplo, K, M. Os trés vetores unitarios {ej, ez, e3} formam uma
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base ortogonal fixa. A convencao de somatério para indices repetidos é utili-
zada. Os simbolos 0; e 0;, ou () e (), representam a diferenciacao com respeito
ao parametro de comprimento de arco s e ao tempo, respectivamente.

De forma andloga a equacao 3-2, em uma base Cartesiana inercial
{e1, e2, e3} e um tempo Newtoniano ¢, podemos representar a curva de Cosserat
descrita por r(s,t), vetor espacial que define a linha de centroides das segoes

transversais como
r(s,t) =ri(s,t)e; = x(s,t)er + y(s,t)es + (s + z(s,t))es, (3-6)

e um conjunto de vetores unitarios d;(s,t) (i = 1, 2, 3) (diretores), valido para
o intervalo a < s < b, dado a definicao de que o comprimento da coluna é

L =0b—a. A figura 3.4 ilustra esta definicao.

Figura 3.5: Parametrizagao do problema proposto. Retirado de [2].

3.2.1
Deformacdes

O movimento da estrutura envolve tanto a velocidade linear da curva
(Opr) quanto a velocidade angular (w = w;d;) das segbes transversais. De
forma similar, as deformagoes em uma estrutura de Cosserat sao classificadas
em vetores de deformacoes lineares (v — vg) e angulares (u — ug). Através da
taxa de variacao local dos diretores é possivel definir as deformagoes locais,

lineares e angulares, como sera visto a seguir.

3.2.1.1
Deformacao linear

O vetor tangente (v) é definido segundo a relacao

v(s) = ar(ai’t) (3-7)
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Escrito em termos dos diretores temos
v(s) = wvi(s) - di(s) (3-8)

ou

vi(s) =v(s)-di(s), va(s)=v(s)- da(s), wvs(s)=v(s)-ds(s). (3-9)

A deformacao linear é definida pela diferenca do vetor tangente com

relagdo a uma configuragio de referéncia (v — vy).

3.2.1.2
Deformacao angular

O vetor de deformagao angular u é dado, de forma implicita, por

0sd;(s) = u(s) x d;(s). (3-10)
Para expressar u(s) na forma explicita, é possivel escrever, da equagao

3-10, a seguinte relacao:

d;(s) x 0sd;(s) = d;(s) x (u(s) x d;(s))
u(s)(di(s) - di(s)) — di(s)(di(s) - u(s)) (3-11)
u(s) — udi(s).

Escrevendo 3-11 como somatorio de todos os trés diretores, temos

> (di((s) x 9sdy(s)) Zul ; 2u(s) (3-12)

=1

que, na forma explicita, ¢ dado por

1 3
=Y " dy(s) x 95ds(s) (3-13)
2 =1
e na configuracao de referéncia
1
5zdm < .oy (9) (314)

onde u — uy define a deformacao angular.

Expressando o vetor u em termos dos diretores, temos

ui(s) = u(s)-di(s), us(s) =u(s)-ds(s), us(s)=u(s)-ds(s). (3-15)

3.2.2
Velocidades

A velocidade de translacao é dada por
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dr(s, 1), (3-16)

enquanto a velocidade angular das se¢oes transversais sao dadas por

;i (5,) x Budi(s, ) (3-17)

com as seguintes componentes em termos dos diretores:

(s,
way(s,t) = w(s,t) - da(s, 1), (3-18)

3.3
Equacoes da dinamica

E possivel obter o modelo matemdtico que descreve a diniAmica de uma
curva de Cosserat a partir da construcao da densidade Lagrangeana £ = T —U,
através de um principio variacional, ou a partir das leis de Euler.

Como forma de motivagao, a figura 3.6 apresenta um diagrama de corpo
livre com as forcas e momentos de contato atuando na estrutura para ilustrar
o balango da quantidade de movimento linear e angular que é feito em [1],
de modo a obter o sistema EDPs que descrevem a dinamica de uma curva de
Cosserat. O diagrama é feito para um segmento s; < a < b < sg e, em um
instante ¢, o material de (b, s5] exerce uma for¢a de contato resultante n™ (b, t)
e um torque de contato resultante r(b,t) x n* (b, t)+m™ (b, t), com respeito a o,
no material de [a,b], onde m™ (b, t) é momento acoplado resultante. Supde-se

que a resultante de todas as outras forgas atuando em [a, b] vale

/bf(s,t)ds (3-19)

e que a resultante de todos outros torques vale

/ "e(s, 1) x £(s,1) + 1(s, £)] ds. (3-20)

onde f(s,t) e 1(s,t) sao as forcas e torques externos por unidade de compri-
mento em (s,t). Em seguida, para completar as defini¢oes, apresenta-se as
relacdes constitutivas, que relacionam as forcas e os momentos de contato as
deformagoes e as parametrizacoes para a matriz de rotagdo, sendo possivel
definir os vetores diretores em termos das varidveis de deslocamento angular.

Por fim, as expressoes que definem as energias potencias de deformacao e
cinéticas do sistema sao apresentadas no contexto da abordagem Lagrangeana.
Esta metodologia é também apresentada pois alguns trabalhos [11, 13, 18] a

utilizam para implementagdo no método de Elementos Finitos, metodologia
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esta que sera utilizada no capitulo 4 deste trabalho.

Figura 3.6: Diagrama de corpo livre de uma estrutura esbelta.

A partir do balango da quantidade de movimento linear e angular de
[a,b], em um tempo ¢, é possivel obter as equagoes da dindmica para uma

estrutura esbelta, segundo a teoria Cosserat, que sao

pAdyr = On+f, (3-21)
oh = Om+vxn+l] (3-22)

onde p é a densidade do material, A é a area de se¢do transversal, h = Iw ¢é a
quantidade de movimento angular por unidade de comprimento, I é o tensor

de inércia e n e m sao as forcas e momentos de contato, respectivamente.

3.3.1
Relacoes constitutivas

As forcas n e momentos m de contato estao relacionados com as defor-
magoes longitudinais e de cisalhamento v e com as deformagoes de flexdo e
tor¢do u, a partir de relagoes constitutivas, respectivamente. Como descrito
anteriormente, a quantidade de movimento angular por unidade de compri-
mento h esta relacionada com um tensor de inércia I e a velocidade angular

W.
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Supondo que o médulo de elasticidade E, o médulo de cisalhamento G, a
densidade do material p e a area das secoes transversais A dependem somente
de s, o modelo para propriedades elasticas, baseado nas relagées constitutivas
de Kirchhoff, é utilizado. Sendo assim, as forcas e momentos de contato e
a quantidade de movimento angular ficam definidas como n = K(v — vy),
m = J(u—u), h =I(w).

Utilizando o sistema de coordenadas descrito na figura 3.4, considerando
o problema de uma coluna de perfuracdo inserida em um poco vertical e

desconsiderando configuracoes pré-deformadas, as relacoes tornam-se

n =K(v —dj),
m = J(u), (3-23)
h =I(w).

No caso geral, as componentes das equagoes 3-23, em termos dos diretores, sao

dadas por

n1 = Kjvy + Kiovg + Kiz(vs — 1),

ng = Ko1v1 + Kaovy + Ki3(v3 — 1),

n3 = Kz 1v1 + Kzovg + Kzz(vs — 1),

my = Jiug + Jiguz + Jizug,

my = Jauy + Jaguz + Jasug, (3-24)
m3 = Ja1u1 + Jauz + Jazug,

hy = Iiywy + hawe + lzws,

hy = Inywy + Ippws + Iozws,

hs = Isywy + Is9wy + I33ws.

Para fechar as definicbes das relagdes constitutivas é necessario conhecer as
componentes dos tensores de rigidez e de inércia. Escolhendo os diretores como
os eixos principais da inércia da secao transversal em s e centrado no centro de
massa da secao transversal, entao K;; = J;; = I;; =0, 7 # j, para uma coluna

uniforme e simétrica, os elementos da diagonal de J, K e I sdao dados por

kGA 0 0 Evin 0O 0
K= 0 kGA O , J= 0 FEvyy O )
0 0 FA 0 0 G733
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pyin 0 0
I = O P22 O )
0 0 pyss

onde 7;; sao os momentos de inércia de uma secao tubular, dados por

G

4 _ .
g = e =7 )7 (3-25)

Y33 = Y11 + Yoo,

e r. e r; sao 0s raios externos e internos, respectivamente, da secao tubular e

k é o fator de corre¢do do cisalhamento.

3.3.2
Matriz de rotacao

Finalmente, para completar as definigbes, é necessario representar os
vetores diretores, responsaveis por caracterizar as segoes transversais, em
termos das variaveis que descrevem as rotagoes.

As rotagoes das secgOes transversais precisam estar relacionadas as de-
formacgoes de modo a descrever completamente a cineméatica da estrutura de
Cosserat. Isto é possivel utilizando os diferentes meios de parametrizacao de
rotagoes, como angulos de Euler, vetor rotacional (vetor de Euler), quaternions
e transformagao de Cayley.

A parametrizagao utilizando a definicdo de vetor rotacional é utilizada
no capitulo 4 para construcao das funcoes base e, deste modo, na analise do
MCRE, enquanto que a parametrizacao utilizando Angulos de Euler ¢ utilizada
no capitulo 5 para realizar os benchmarks e simular a dindmica da coluna de

perfuracao.

3.3.2.1
Vetor rotacional

Para construir o MCRE, a matriz de rotacao sera escolhida para ser para-
metrizada pelo vetor rotacional 8 = 6,e; + 6,e; + 0.e3, com norma rotacional

dada por 6§ = \/ (0. +0,> +0.%). A figura 3.7 ilustra a esquematizacio das

rotacoes. Esta parametrizacao se baseia no fato de que a exponencial de uma

matriz antissimétrica é ortogonal e que qualquer matriz de rotacao é a expo-
nencial de alguma matriz antissimétrica [48]. A matriz de giro S estd associada

a matriz de rotacao R, ao vetor de rotacao © e é dada por
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0 -0, 90,
SO)=10, 0 —6,|. (3-26)
-0, 0, 0
A matriz de rotacao R, por sua vez, é determinada a partir da equagao
0 1— 0
R(0) = I, + Smg ) s(0) + ;OS()S?( 0), (3-27)

onde I,,, é a matriz identidade.

Os trés diretores de Cosserat, d;(s, t), sdo obtidos de acordo com a relacao

R = (di(s,8)7, da(s, )7, dy(s, 1)) = e5©), (3-28)
A matriz de rotacdo R pode ser dada como uma expansdo em série de

MacLaurin, das fungoes trigonométricas em 3-27, resultando em

p=0 £~

Usando esta expansao até os termos de terceira ordem de 6,, 6, e 0, é possivel
obter os diretores de Cosserat em termos da base referencial. O procedimento
para obtencao dos diretores foi realizado em Maple e encontra-se no Apéndice
B.

Utilizando esta parametrizacao, obtemos as seguintes aproximacgoes dos

diretores, expressos na base referencial:

1 1
”(2 —29+)

+<;9y9m (15 eﬁ—éeﬁ—éezeuez)ez (3-30)
1 1, 1 , )
+<29Ze+699+699 +69 —0,) es.
%(;QyQ +éee = Lys, 1 992 9)e1
PR
+( S0 - 02+ ) (3-31)
+<;9Z9y (13 2, (1393 (1591/2933—1—993)&3,
%(ié)z@m é , —19220 —10 eﬁ+9)e1
+(;eze +1929 - Lys + Ly 2, 9>e2 (3-32)

1

E possivel expressar o vetor rotacional explicitamente segundo a equacao
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0 = cos (TT(IZH> . (3-33)

A matriz de giro S é obtida tirando o logaritmo de R

S = log(R) R-R"). (3-34)

T2 sin(0) (
Comparando a matriz de giro resultante com a equacgao 3-26, as componentes

do vetor rotacional sao dados por:

01’ = _SQBa ey = 513, Qz = _512- (3‘35)
N Aex )
o, P=— V ‘
0N '
/ i
. 2
i
€3
=1 S

Figura 3.7: Esquema das rotagoes propostas para parametrizacao da matriz de

rotacao.

E importante fazer a colocacdo de que a proposta de parametrizagao
das rotagoes apresentadas nesta se¢ao é utilizada para solugdo das equagoes
na forma quase estatica, uma vez que no problema dindmico a coluna esta
sob constante rotacdo no eixo axial e, deste modo, nao é prudente fazer a

aproximacao de pequenas rotagoes para todos eixos.

3.3.2.2
Angulos de Euler

Diante das consideracoes anteriores, a parametrizacao adotada para as
rotacoes, nas simulacoes da dindmica, é a de Angulos de Euler, utilizando
a mesma sequéncia de rotagdes proposta em [2]. Desta forma, tomando a
figura 3.5 como referencia, primeiramente rotaciona-se a base {e;, ey, e3} por
um angulo ,(s,t) em torno do eixo alinhado com ey. Depois rotaciona-se a
base {&i, ez, €3} por um angulo #,(s,t) em torno do eixo alinhado com &;.
Finalmente, rotaciona-se a base {€;,€&,,d3} por um angulo 6,(s,t) em torno

do eixo alinhado com ds. A figura 3.8 ilustra a sequéncia de rotagoes realizada.
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» €3

C

» €,

d;

Figura 3.8: Sequéncia de rotagoes utilizadas para parametrizacao da matriz de

rotacao, utilizando Angulos de Euler.

Para facilitar a computacao da matriz de rotagdo, uma rotina foi feita em

Maple para fornecer a matriz de rotacao de acordo com a sequéncia de rotagao

desejada do usuario. A rotina encontra-se no Apéndice F.

Para esta sequéncia de rotagoes, obtemos a seguinte matriz de rotacao,

com a notagao reduzida de sin (.) e cos (.) para s (.) e ¢ (.), respectivamente:

c(62)c(6y) +5(6:)s (6:) s (6y)

s(0.)c(0z)

—s(0:) ¢ (8y) +c(6:2)s(02)5(6,) c(6:)c(be)

c(0:)s (6y)

—s(0:)

—c(62)s(6,) +

¢ (0:)c(6,)

s(0.)s(0.)c(0,)
s(0:2)s(6y) +c(62)s(6:)c(6,)

)
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onde os diretores, nesta nova parametrizacao para as rotacoes, sao dados por

d;(s,t) = (cos () cos (6,) + sin (0,) sin (0,) sin (6,)) e
+ (sin (6,) cos (0,)) €3 (3-36)
+ (— cos (6,) sin (0,) + sin (6,) sin (0,) cos (6,)) es,

ds(s,t) = (—sin (6,) cos (6,) + cos (0,) sin (6,,) sin (6,)) e1
+ (cos () cos (0..)) ez (3-37)
+ (sin (6,) sin (0,) + cos (6,) sin (6,,) cos (0,)) es,

ds(s,t) = (cos (0,)sin (6,)) e
+ (—sin (6,)) ez (3-38)
+ (cos (6,,) cos (6y)) es.

3.3.3
Abordagem Lagrangeana

Além das leis de Euler, também é possivel obter as equagoes que
descrevem a dinamica da curva de Cosserat através de um principio variacional,
onde conhecendo as expressoes que definem a energia potencial de deformagoes
e cinética do sistema, constrbi-se a densidade Lagrangeana. A partir da
densidade Lagrangeana, obtém-se os temos que determinam a dinamica e,
assim, as matrizes que compoe o sistema de equagoes no contexto de Elementos
Finitos.

A abordagem Lagrangeana é utilizada para obter as equagoes diferenciais
ordinarias da dindmica para um elemento da estrutura. As condicoes de
contorno para um elemento e o deslocamento de um no, nas duas extremidades

le=ael, =0b, sao dadas por
Qult) = [eXa(t) Yalt) cZu(t) eOualt) £0,u(t) O.(1)] .

) (3-39)
Qp(t) = {5Xb(t) eYy(t) €Zy(t) €Ou(t) €O4(1) 8921)@)}

Desta forma, o vetor de deslocamento generalizado, para um elemento, ¢ escrito
como: .

a‘(t) = [al(t) af ()] - (3-40)
Considerando a dependéncia temporal do vetor de deslocamento de um
no, os deslocamentos generalizados, em um dado ponto dentro de um elemento,
estdo variando com o tempo também. A dependéncia dos deslocamentos

generalizados que, por sua vez, dependem do tempo, sao definidas como:
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r=1(s,9°()), y==2(s590)), z=2z(s90)),
0, = 0.(s,9°(t)), 0, =0,(s,9°1)), 0,=0.(s,q(t)).

Isto torna as funcoes x, y, z, 05, 0, e 0, dependentes do vetor de deslocamento

(3-41)

nodal que, por sua vez, depende do tempo e sao dadas pelas fungoes base
construidas no capitulo 4.

Antes de derivar as equacao da dindmica para um elemento, os tipos de
carregamentos precisam ser definidos. Supoe-se que um carregamento atuando
em um elemento é composto de trés partes aditivas. A primeira parte é a
interacao dos elementos vizinhos, f*. A segunda é o carregamento de um ponto
externo (concentrado) atuando sobre os nés, £, A tltima parte representa um
carregamento distribuido com uma direcdo fixa e de intensidade prescrita, fe.

O Lagrangeano ¢ obtido da equagao

le . .

£l ) = [ (Tls.ad9) ~ Uls.a)ds. (3-42)
onde a energia cinética, dada pela translacao da curva material e as rotagoes
das segoes transversais, é descrita por

81" or
T_ { a a—FI(W W)} (3—43)

e a energia potencial, dada pelas deformacoes angulares e lineares, é descrita
por 1

U= §{J(u—u0,u—u0)—I—K(V—VQ,V—VO)}. (3-44)
Procedendo desta forma, as equagoes da dinamica generalizada, utili-
zando a teoria de Cosserat, sdo obtidas de

d (0T oT ouU . . ] .
t(@) (wye%> ORSFHORNACEDE (3-45)

A partir da equacao 3-45 é possivel determinar a matriz de massa a partir
dos termos da diferenciacdo da energia cinética, a matriz de rigidez linear e
o vetor de rigidez nao linear a partir da diferenciacdo da energia potencial.
Utilizando estas defini¢oes, as equacoes diferenciais ordinarias, da dinamica de

um elemento, podem ser escritas na forma compacta segundo:

Meaq° + K°q° +g°(q°) = £°(t) + £(t) + £°(t, "), (3-46)
onde M€ é a matriz de massa, K¢ é a matriz de rigidez, contendo os termos
lineares, g°(q®) ¢ o vetor nao linear contendo os termos quadraticos e cibicos
de rigidez em q°.

A rotina para computar os termos relativos as energias potenciais e

cinéticas é apresentada no Apéndice C.
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Como comentado anteriormente, quando utilizando a abordagem de Ele-
mentos Finitos, para buscar uma solu¢ao numérica aproximada, é fundamental
uma escolha apropriada para as fungoes base de modo a reduzir o nimero de
elementos no processo geragao da malha e, portanto, diminuir o custo com-
putacional. Neste caso, as fungoes base serao construidas a partir da solugao
das equacoes que descrevem uma estrutura esbelta unidimensional inserida no
espaco euclidiano tridimensional segundo a teoria de Cosserat, na forma quase
estatica. Para isto, elimina-se os termos com dependéncia temporal e os carre-
gamentos externos do sistema de equagoes 3-21 e 3-22, resultando no seguinte
sistema de EDOs:

ng(s) =0, m,(s) + v(s) x n(s) = 0. (4-1)
Para um dado elemento, o vetor de deslocamentos de um né ( desloca-
mentos do contorno e rotagdes X, Y, Z, ©,, ©,, ©, ), com € como um pequeno
parametro, nas duas extremidades da coluna I, = a e [, = b, s@o

T

qu = [5Xa eY, €2, €0, €Oy, s@za] )
T (4-2)
qy = [5Xb eYy, €2y €Oy €Oy 5921)} ,

onde [, é o comprimento do elemento.

As condigbes de contorno para z, y, 2, 6,, 0, e 0, em [ =ael. =D
sao obtidas a partir dos vetores de deslocamentos nodais 4-2 e sao dados

explicitamente segundo

z(a) =eX, yla)=¢Y, z(a)=¢Z,

: (4-3)
x(b) =X, yb) =¢Y, z(b)=s+¢cZ,

0.(a) =€0,, 0Oy(a) =0y, 0.(a) =c0O,,
Hx(b) = EG):cb Qy(b) = 5@yb Hz(b) = E@Zb

Com as condigoes de contorno 4-3 e 4-4 conhecidas, as fungdes base

(4-4)

podem ser obtidas a partir da solugao das equagoes 4-1 segundo estas condigoes
de contorno.
Devido a complexidade e nao linearidade das equacoes 4-1, é natural

que estas equacoes nao possuam uma solugao analitica exata e, portanto, um
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método para obter uma solugao analitica aproximada deve ser utilizado. Neste
caso, o método de Perturbacao Regular ¢ utilizado sob a suposicao de que
a amplitude dos deslocamentos é pequena, fundamentando a utilizacao do

parametro € como parametro de perturbacgao e a proposi¢ao das expansoes

2(s) = ex1(s) + e*wy(s) + S ws(s) + -+,
y(s) = (5) + %ya(s) + %ys(s) + - -,
2(s) = e21(8) + €229(5) +223(s) + -+ -, (4.5)
0,(5) = €0,1(8) + 20,0(5) + 30,3(8) + - - -,
y(S) = €9y1( ) + 629y2( ) + 539y3(s) —+ s
)

0,(5) = €0,1(5) + £20.9(s) + £30.5(s) +

Substituindo as expansoes propostas pelas equacoes 4-5 no sistema de
equacoes 4-1 e sabendo que z;, y;, 2, 0, 0, e 0. sao independentes de
e, os coeficientes associados aos termos de primeira em e sdo coletados e
igualados a zero, compondo um sistema de equagoes lineares que, por sua vez,
é resolvido utilizando algum método de expansao em série. Conforme pode
ser observado em [11], o método de Frobeniu’s é utilizado. Com a solucdo do
sistema, relativo aos termos de primeira ordem em ¢, é feita a substituicao
dessa solucao no sistema dos termos de segunda ordem em ¢ e entao resolve-se
este outro sistema. Este processo é realizado até o nimero de termos desejado
na expansao 4-5.

Para melhor ilustrar o método de Perturbagao Regular, consideremos o

seguinte exemplo, proposto por [36]:

Exemplo 1 - Perturbagcdo Regular

Considere o problema de valor inicial

y =—e "y, y(0)=1y(0)=1. (4-6)
Apesar desta equagao diferencial poder ser resolvida em termos de fungoes de
Bessel, este exemplo serve para ilustrar a vantagem do método de perturbacao
em casos onde solucoes de expansdio em série nao podem fornecer uma boa
aproximacao sem uma enomrme quantidade de termos. Para isto, introduzimos

o parametro de perturbacao € na equacao 4-6, obtendo

12

y =—ce®y, y(0)=1,9(0)=1. (4-7)
Sequindo as etapas fundamentais para aplicar o método de perturbacao regular,

supomos que a solu¢io perturbada para y(x) tém a forma

= ;) "y (), (4-8)
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onde yo(0) =1, yg = 1 e y,(0) = 0, 4., (0) = 0, isto é, as condigdes iniciais sdo
aplicadas somente ao primeiro termo da perturbacdo e as demais sio nulas. N
¢ o numero de termos em que se deseja aproximar y(x).

Substituindo a equagdo que propoe a solucao perturbada 4-8 na equagdo
perturbada 4-7 e computando os coeficientes relativos a €°, obtemos a sequinte

equacao

yg = 07 (4_9)

cuja solucao que satisfaz as condigoes iniciais €

Yo =1+ x. (4-10)

Computando os coeficientes relativos a ', temos a sequinte equagdo
"o _@
er’

Y1 = (4-11)
Substituindo a solug¢ao encontrada, pela equacao 4-10, na equacao 4-11, obte-

mos
" 14z
yl = - e ) (4—12)
cuja solucao, para condigoes iniciais nulas, €
y1=—(r+3)e* —2x+ 3. (4-13)

Este processo € entdo repetido até o N — ésimo termo da expansao desejado.
Pode-se observar na figura 4.1 que, com apenas 4 termos do método de
perturbagdo, jd € possivel obter uma solucao aproximada satisfatoria quando
comparada com a solugcdo exata, enquanto uma aproximagdo propondo uma
expansao em série apresenta uma resultado ruim, mesmo utilizando 11 termos
na expansao.

Neste exemplo fica claro como que, para determinados problemas, a
utilizacao do método de perturbacdo reqular aproxima melhor a solugdo do que
simplesmente utilizar os métodos de expansao em série, por exemplo.

A rotina para este problema, feita em Maple, encontra-se no Apéndice A.
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O  Perturbagéo: 2 termos Perturbagdo: 3 termos

,  Perturbagdo: 4 termos — — Série: 11 termos
Exata

2,

©)

_2,

Figura 4.1: Comparagao entre as solugdes exata, por uma expansao em série e
pelo método de perturbacao com diferente niimeros de termos da equagao 4-6.

Apresentado um exemplo da utilizacdo do método de Perturbagdo Regu-
lar; a seguir podemos observar a solu¢ao do primeiro sistema, obtido a partir

dos coeficientes da primeira ordem em &:

((611@/2 + @yb/2) le + X4 — Xb) K 53+
(Kll > +12 J22) le

(<2 (Bya +©4/2) K11 1> = 3 K1y (Xa = Xp)le = 6.J2 (—Oy + ©y0) ) 2

x1(s) =2

(Kn 1>+ 12 J22> le
(Kll leg@ya + 6 J22 (_@yb + @ya) le — 12 JQQ (Xa — Xb)) S

i (Kll 1> +12 J22) le

+ Xa7

((=O4a/2 = Ow/2) lc + Yo — V3) K»o S3+
(Ko l” +12.J11) Lo
(2 (O + Ou/2) Koo > — 3 Kao (Yo —Yy)le + 611 (—Ou + @za)> s°
(K22 > +12 Jn) le
(K210 — 6. 11 (—Oup + Opa) le — 1211 (Yo = V3)) s
(KQQ 1> +12 J11> le

yi(s) =2

+ Ya,
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(3 (Oua + Om) le — 6Y, +6Y;) Koy 5

(Kale® +12.01) L
((—4(Oza + Ou/2) I° +3 (2o = 2Y3) I ) Koo — 1211 (—Op + Oa) ) 5
(Kale® +12.11) Lo

03:1 (S) =

+ B0,

(3 <@ya + Gyb) le + 6Xa — 6Xb) Kll 52
(Kllle2 + 12J22) le
((—4(Oya + Oy/2) 1” + 3 (—2X4 + 2X,) L) Ki — 1225 (—Oy + ©,0)) s

6)yl (5) =

(—Knle2 + 12J22> le
+ O,

@za - @z
b (s) = — 2100 =0a) o

E importante observar que, conforme a ordem em e aumenta, o grau dos
polinémios, que representam a solucdo das variaveis, aumenta também. Por
exemplo, o grau dos polinémios que representam a solugao das variaveis zo(s),
Y2($), #2(s) sdo de quinta ordem em s e G,2(s), Oy2(s), O.2(s) sdo de quarta
ordem em s. Por fim, x3(s), y3(s), 23(5), Ox3(s), Oy3(s) sdo de sétima ordem em

s e 0,3(s) é de sexta ordem em s. Por exemplo,

Ty(s) = C15° + Cos* + C35% + Cys? + Css,

Ki1 K33 (Za—Zb) le Oyatle ©p+2 Xa—2 Xy

onde C = 2( e )
J2zle (Kule +12J22)

tado reportado em [11]. Apesar do grau dos polindmios das solugdes 0,3(s) e

, estando de acordo com o resul-

6,3(s) serem de sétima ordem, é possivel observar que para valores geométricos
e de materiais lineares eldsticos tipicos, o coeficiente de s” é aproximadamente
da ordem de 10732 e é possivel que isto fundamente o fato do artigo [11] repor-
tar estas solugoes, em especifico, como possuindo polinémios de sexta ordem e
nao de sétima. Estas informagoes sao importantes porque é fundamental pro-
por o grau apropriado na expansao em série pois, caso contrario, a solugao
ird divergir consideravelmente da solu¢ao numérica, como a figura 4.2 pode

mostrar.
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0 oo I s 0 PEES
0000000000070 3 05 1 L5 2
-0.2- s s
-0.02
0.4
-0.61 -0.04
-0.81
-0.061
] ]
- l -
124 -0.08
141
-0.104
-1.6
184 -0.121
o xysolnumérica x, perturbagdo o  xysolnumérica x, perturbagdo
4.2(a): 4.2(b):

Figura 4.2: Comparagao entre a solugoes numérica e analitica de x3 quando
propondo a expansao em série até o termo de sexta ordem (a) e de sétima

ordem (b).

Com o objetivo de mostrar o processo de construcao das fungoes base e,
portanto, de uma solucao analitica aproximada para as equacoes 4-1, é possivel
observar na figura 4.3 como a solugao, através do método de perturbacao,
evolui conforme aumenta-se o nimero de termos propostos na expansao da
perturbagao.

Os resultados apresentados nas figuras 4.3 e 4.4 foram obtidos utilizando
os parametros descritos na tabela 4.1.

A rotina para construcao das fungoes base e, portanto, da solucao
simbdlica para as equagoes de Cosserat na forma quase estatica, é apresentada
no Apéndice B.

A curva material, para diferentes ordens em ¢ e inserida em uma restricao
circular de raio = 0.156 [m], pode ser observada na figura 4.4.

E importante frisar que estes resultados foram obtidos utilizando um
tamanho de elemento satisfatério para uma grande variedade de problemas
disponiveis na literatura. Conforme diminui-se o tamanho do elemento, teori-
camente a solucao se aproxima da exata porém aumenta-se o custo computaci-
onal. Na contra mao, conforme aumenta-se o tamanho do elemento diminui-se
o custo computacional porém a solucao ira divergir significativamente da exata.

A experiéncia adquirida no desenvolvimento deste trabalho pelo autor
mostrou que utilizando o MCRE até a expansao de terceira ordem em € produz
solugoes com amplitudes demasiadamente grandes, ratificando a colocagao
a respeito da variacdo da solugdo em funcao do comprimento do elemento

utilizado ou dos deslocamentos nas condi¢ées de contorno. De fato, este tipo
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Variavel Valor Unidade Descricao

0.29 - Coeficiente de Poisson

v
K 6/7 - Fator de correcao do cisalhamento
E 2.1ell Pa Moédulo de elasticidade

le 2 m Comprimento do elemento

Te 0.0635 m Raio externo

T 0.0475 m Raio interno

X, 0 m Deslocamento linear de X no contorno A.
Y, 0 m Deslocamento linear de Y no contorno A.
Zg 0 m Deslocamento linear de Z no contorno A.
O, 0.04 rad Deslocamento angular de ©, no contorno A.
Oya -0.05 rad Deslocamento angular de ©, no contorno A.
O.. 0.08 rad Deslocamento angular de ©, no contorno A.
Xy 0 m Deslocamento linear de X no contorno B.

Y, 0 m Deslocamento linear de Y no contorno B.
Zy, -0.1 m Deslocamento linear de Z no contorno B.
O, 0.06 rad Deslocamento angular de ©, no contorno B.
Oy -0.02 rad Deslocamento angular de ©, no contorno B.
O, 0 rad Deslocamento angular de ©, no contorno B.

Tabela 4.1: Valores dos parametros utilizados em uma solugao, na analise do
MCRE.

de resultado faz sentido ja que a utilizacao do método de perturbacao parte da
suposicao de que a amplitude dos deslocamentos é pequena. Isto se soma ao
fato de que os diretores sao parametrizados com uma expansao de MacLaurin
até a terceira ordem, supondo pequenos deslocamentos para as rotagoes. Outro
fator, que também soma, é que mesmo o sistema de equacOes resultante
da aplicagdo do método de perturbagdo nao tém solugdo analitica exata,
necessitando um método de expansao em série para aproxima-lo. Diante destes
fatos, a conclusao que pode ser feita é que deve-se ter precaugao na utilizacao
de fungoes base, baseadas no MCRE, sendo mais indicada para problemas
que nao envolvam grandes deslocamentos de qualquer natureza. Para ajudar
a embasar estas afirmacodes, a figura 4.5 mostra a solucao do MCRE, para o
mesmo problema apresentado na figura 4.4, aumentando o comprimento do

elemento de [, = 2 [m] para [, = 10 [m]:
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( \
M)

L A B
B -1-2-3-4-5-6-7-8-9
x(5)

v
M
Lhoda b b —

x1 série X(s) série x3 série x2 série

4.5(a): 4.5(b):

Figura 4.5: Deslocamento z(s) (a) e vista superior da curva material (b)

utilizando a solucao até a terceira ordem em ¢, para [, = 10 [m].

Claramente ¢é possivel observar como a amplitude dos deslocamentos aumenta
significativamente quando aumenta-se o tamanho do elemento, embasando a
colocacao de que o MCRE nao ¢ adequado para problemas que envolvam
grandes deslocamentos. Nota-se o mesmo fenémeno quando aumenta-se os

deslocamentos nas condi¢oes de contorno em vez do comprimento do elemento.

4.1
Resultados Numeéricos

Utilizando o MCRE proposto, alguns resultados sdo apresentados para
mostrar as vantagens da utilizacao destas func¢oes base. Os termos que permi-
tem construir as matrizes e vetores que compoe o sistema de equagoes foram
obtidos a partir das expressoes que definem as energias cinéticas e potencias
de deformacao do sistema, tendo sido implementado em Maple, podendo ser
acessado no Apéndice C.

E possivel verificar a eficiéncia das funcoes base pelo modelo MCRE,
analisando a convergéncia do sexto modo de flexdo, quando comparado com
fungoes base genéricas lineares hermitianas [34, 35] e a solucao analitica de uma
viga, baseada na teoria de Euler-Bernoulli. Esta comparacao ¢ aceitavel pois
os efeitos de cisalhamentos sao despreziveis quando se trata de uma estrutura
esbelta.

E possivel computar analiticamente os modos de vibracdo de uma viga
engastada-livre, segundo a teoria de Euler-Bernoulli, obtendo as solugoes da

equacao
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cosh(f,L) cos(B,L) +1=0 (4-14)

e obtendo as frequéncias naturais segundo

wp = B2 Zi. (4-15)

O programa, feito em Maple, para computacao das frequéncias naturais,
encontra-se no Apéndice D.

Para comparar com a solu¢ao analitica, a obtencao dos modos de frequén-
cia sao obtidos a partir da abordagem em Elementos Finitos utilizando a for-
mulacao Lagrangeana, explicada no capitulo 3, para construir as matrizes e
vetores que compoe o sistema de equacoes. Vale ressaltar que os cédigos bé-
sicos de Elementos Finitos foram escritos em Maple utilizando as referéncias
[34, 35] para computar as matrizes elementares e globais do sistema, enquanto
os modos de vibracao foram obtidos com rotinas feitas em MATLAB, impor-
tando as matrizes geradas na rotina em Maple, para diferentes nimeros de
elementos. As rotinas, em Maple, para formulacao através da abordagem La-
grangeana e da computacao das matrizes elementares e globais, encontram-se
no Apéndice C.

Os célculos foram realizados para uma viga engastada-livre com os
seguintes parametros: k = 5/6, E = 2.1 - 10" [Pa], v = 0.29, r. = 0.1 [m],
r; = 0.0945 [m], L = 1000 [m].

Convergéncia do sexto modo de vibragao
T T T T

T
— © —MCRE
Linear —
Analitica

0 oo o b o o oo b oo oo b oo oo P W W W WY W o WY o WY WY o Wi

0 50 100 150 200 250 300 350
n? de elementos

Figura 4.6: Comparacao da convergéncia do sexto modo de vibracao entre

fungdes base lineares e MCRE.

-

E possivel observar que para uma estrutura grande, com comprimento
de 1000 metros, existe uma demanda significativa de elementos, no caso de

se utilizar func¢oes base lineares, para que se alcance um valor préximo do
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previsto pela solucao analitica, enquanto que o MCRE converge com apenas
10 elementos.

Para testar as fungoes base em problemas estaticos, na figura 4.7 pode-se
observar a solucao de uma viga engastada-livre, submetida ao peso préprio
como carregamento distribuido, cuja solucao analitica pode ser consultada

m [34]. A obtengao dos termos que compode o sistema ¢ feita através da
rotina apresentada no Apéndice C. Neste exemplo é realizada a comparacao
da solucao utilizando diferentes fungoes base, sdo elas: MCRE até a primeira
ordem em ¢, funcoes base lineares e funcoes base geradas a partir da solucao das
equagoes lineares de Timoshenko na forma estética, baseadas em [37]. A rotina
para a construcao das fungoes base, baseadas em [37], foram feitas seguindo o
mesmo principio das de Cosserat, apresentadas no Apéndice B. Consiste em
propor uma solucao analitica aproximada, utilizando o método de Perturbacao
Regular, para as equagoes de Timoshenko na forma estatica.

Utilizando os parametros k = 5/6, E = 2.1-10" [Pa], v = 0.29, r, = 0.1
[m], r; = 0.0945 [m], L = 20 [m] e o carregamento como peso préprio, é possivel
observar como as func¢oes base, baseadas na solugao estatica das equagoes de
Cosserat e Timoshenko, ja se aproximam da solu¢ao analitica mesmo com
somente 5 elementos, enquanto que as func¢oes base lineares demandam mais

de 300 elementos para se aproximar da solugao analitica.

-0.51

-1.51

(<]

| [Cosserat] * [Linear] © [Timoshenko]l

Figura 4.7: Comparacao da deflexdo de uma viga engastada-livre, utilizando 5
elementos e submetida ao peso proprio, entre funcoes base lineares, MCRE e

funcoes base baseadas nas equagoes estaticas de Timoshenko.
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_1_5.

| [Cosserat] * [Linear] © [Timoshenko]l

Figura 4.8: Comparacao da deflexdo de uma viga engastada-livre, utilizando
300 elementos e submetida ao peso proprio, entre funcoes base lineares, MCRE

e fungoes base baseadas nas equacoes estaticas de Timoshenko

E importante observar que estes resultados indicam que as funcoes
baseadas no MCRE, truncadas na primeira ordem em &, sdo basicamente
idénticas as fungoes base construidas a partir das equagoes de Timoshenko
na forma estatica. Em outras palavras, a primeira ordem do Método de
Perturbacao, aplicado as equacoes de Cosserat, representam uma linearizagao
das equagoes que, neste caso, representam a particularizacao da formulagao de
Cosserat para a formulacao de Timoshenko.

Além disto, a utilizacao dos termos de segunda e terceira ordem em ¢
resultam em fungoes base que geram termos nao lineares e isto adiciona um
custo computacional. Por este exemplo tratar somente do modo de flexao isto
nao ¢ um problema, porém caso realize-se a implementacao para todos os
graus de liberdade é importante utilizar a solucao completa, tendo precaugao
na discretizacao da malha para nao gerar elementos muito grandes.

A rotina para obter a solucao estatica utilizando a formulacao de Cosse-

rat, através do método de Elementos Finitos, encontra-se no Apéndice E.
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0
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0.06
-0.044 0.05
y
0.04
-0.061
X
0.03 1
-0.08 1 0.02-
0.01
-0.104 0
o7 s ;
- 4 s
0121 0.01
X, perturbagdo x; perturbagdo —— yyperturbagdo yperturbagdo — 3 termos
x perturbagdo — 3 termos x, pertubagdo », perturbagdo », perturbagdo
4.3(a): 4.3(b):
1.84
0.15
1.6
0.10
1.4+ 0
12 0.05
1
z
0381 0 T
061 -0.05 ]
0.4
-0.104
0.2
0 T T T ~0.15
0 0.5 1 1.5
s ~
= — —— 0_perturbagio — 3 termos 0 _perturbagdo
zy perturbagdo z, perturbagdo x 2
z, perturbagdo zperturbagdo — 3 termos exlp erturbagdo — ex3 perturbagdo
4.3(c): 4.3(d):
0.08 1
0.074
o, 01 0.06
0.05
’1/
0 7 T T J 0.04
0.5 1 1.5 )
s 0.031
~0.14 0.02 1
0.014
0 T T T
-0.2 0 0.5 1 1.5
s
—— 0 perturbagdo 0 perturbacio — 3 termos 0_ perturbagdo 0_ perturbagdo
73 v k) 7
0 perturbagdo 0  perturbagao —— 0_perturbagdo — 3 termos 0_ perturbagdo
Rl N z z
4.3(e): 4.3(f):

Figura 4.3: Solu¢oes de z (a), y (b), z (¢), 8, (d), 8, (e), 6. (f), considerando
diferentes ntimeros de termos no método de Perturbagao Regular.
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5

Simulacdes da Dinamica

De modo a testar o modelo matematico desenvolvido no Capitulo 3,
descrito na forma do sistema de EDPs, realiza-se a simulagdo da dinamica
através de alguns exemplos que podem ser encontrados na literatura e, deste
modo, é possivel comparar e analisar a razoabilidade dos resultados.

Pelo fato das fungoes base desenvolvidas no Capitulo 4 nao serem adequa-
das para o problema proposto e por conta da complexidade de implementar
e integrar todas rotinas do método de Elementos Finitos para lidar com a
simulagao da dindmica de uma coluna de perfuracgao, utiliza-se um software
comercial baseado na analise de Elementos Finitos para integrar o sistema de
EDPs. Portanto, os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos atra-
vés da implementacao da formulagao apresentada no Capitulo 3 no software
comercial COMSOL. Por este motivo, a seguir é apresentada uma breve ex-
plicacao do procedimento para implementagao das equagoes no ambiente de
formulagao fraca do software utilizado.

Diante do sistema de EDPs, composto pelas equagoes 3-21 e 3-22, deve-se
escrevé-las na forma fraca para implementagdo no software utilizado. Existe
uma vasta literatura explicando com mais detalhes este procedimento, sendo
a referéncia [34] uma delas, apresentando o método dos Residuos Ponderados
no Capitulo 2 da referéncia. Uma vantagem do software utilizado é que nao
¢ necessario escrever a formulagao explicitando as varidaveis do problema,
bastando declarar quem sao as variaveis de interesse e escrever a defini¢ao
de cada um dos termos no ambiente de variaveis.

O processo de escrever as equagoes na forma fraca consiste, em outras
palavras, em admitir uma solug¢ao aproximada para as variaveis de interesse,
isto ¢é, z(s,t), y(s,t), z(s,t), O:(s,t), 0,(s,t) e 0.(s,t). Este processo ¢é feito,
resumidamente, buscando a solugdo destas variaveis em um espago vetorial (de
fungoes) de dimensao, agora finita. Portanto escreve-se as varidveis de interesse
como uma combinacao linear das func¢oes base que geram o espago de dimensao
agora finito. Utilizando a notagao (.)pros, para caracterizar que se trata de uma

solugao aproximada, temos
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N

xaprox(sa t) = Z C:m'¢xz’7 (5_1)
=1
N

yaprox(sa t) = Z Cyi(byia (5'2>
=1
N

Zaprox(su t) - Z CZZ'¢Z'£7 (5_3>
=1
N

emap'r'ox(sv t) - Z Ct$i¢91i7 (5_4)
=1
N

gyaprox(sa t) = Z Ctyi¢9yi7 (5_5)
i=1
N

HZaprox(Sa t) = Z Ct2i¢9zi7 (5_6)
=1

onde N é a dimensao do espaco vetorial em que se deseja buscar a solugao
aproximada e ¢(,), sao as fungoes base que geram o espago vetorial, respectivas
de cada variavel.

Para exemplificar, a primeira equagao, do sistema de equagoes 3-21, é
considerada. Passando todos os termos para um sé lado do sinal de igualdade

e supondo que buscamos a solugao aproximada, temos

OsN1aprox (8, 1) + f1(s,t) — pAduri(s,t) = 0, (5-7)
onde ny, f1 e ry sdo a primeira componente dos vetores n, f e r, definidas neste
capitulo. Como buscamos uma aproximagao para a variavel z(s, t) e, portanto,
de ny(s,t) que é definida em termos de x(s,t), chamamos a equagao 5-7 de
residuo (R), sendo assim, ocultando a terminologia das varidveis independentes
(s,t) e adotando a notagao (%) e (*) para as derivadas espacias e temporais,
respectivamente, temos

R =nl+ fi — pAr. (5-8)

O método dos Residuos Ponderados sdo obtidos através da seguinte integral:
L
| woRds=o, (5-9)
0

onde a w(,), ¢ conhecida como a fungao peso e, neste exemplo, pode ser escrita
como w;. A ideia é que integrando o residuo (R) com a funcio peso (wy.),),
impoe-se que a média ponderada seja zero. Dai a condicao é dita fraca, pois
nao estamos impondo que n; = N4y, € Sim que isto ocorra na média. E
valido fazer a colocacdo de que o método dos Residuos Ponderados recebe
diferentes denominagoes de acordo com a escolha das fungoes base ¢(,), e peso
w(,), adotadas no problema. Por exemplo, denomina-se método de Galerkin a

escolha de que o espaco das fungoes peso é idéntico ao espaco das fungoes base
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(@0); = wey,)-

Voltando ao exemplo, substituindo a equacao 5-8 em 5-9 temos

L
/ way (01 + f1 — pAri) ds = 0. (5-10)

0
Para facilitar a compreensao do leitor para os procedimentos seguintes, expan-

dimos a equacao 5-10 obtendo

L L L
/ wy;ny ds + / Wy, f1ds — / Wy pAr ds = 0. (5-11)
0 0 0

Nesta etapa ¢ de praxe escrever a integral que contém a varidavel com
a derivada espacial utilizando integral por partes pois alivia as restrigoes
impostas a funcdo aproximada, neste caso, nj. E importante ressaltar que
a variavel de interesse x(s,t), se colocada de forma explicita, se apresenta na
segunda derivada. A vantagem do software COMSOL é que basta lidarmos
com n e incluirmos as demais defini¢oes, sendo assim escreveremos a integral
que contém n) por partes.

Da defini¢ao de integral por partes, dada por

/udv:uv—/v du, (5-12)
chamamos dv = n} e u = w,,;, deste modo re-escrevemos a integral que contém

n} da equacao 5-11 como

L L

— / niwy; ds. (5-13)
0 0
Substituindo a equacao 5-13 em 5-11, temos

L
/ Weny ds = weng
0

WyiM

L L L
— / niw,; ds +/ Wy f1 ds — / Wy pAr; ds = 0, (5-14)
0 0 0

0
que pode ser escrito na forma compacta como

L
Wy ;M

L L
— / niw,,; ds +/ we; (f1 — pAry) ds = 0. (5-15)
0 0

0

O termo que nao contém integral (w,;n;) é o fluxo e por definigdo a
funcao peso deve valer zero no contorno onde a condi¢do é essencial, isto é,
para o contorno onde uma condi¢ao de Dirichlet é imposta.

Como o programa ¢ feito para tratar o fluxo e as condicoes de contorno
separadamente, deve-se inserir apenas os termos que contém a integral. A
parametrizacao da variavel espacial que o software utiliza, por padrao, é x
e nao s como aqui apresentado, portanto a notagao apresentada a seguir,
para simular a insercao da equagdo 5-15 no ambiente do COMSOL, leva este

fato em consideragao. Outra notacao importante é que as fungoes peso, aqui
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apresentadas com o simbolo w, sdo declaradas no programa como test(.), onde
(.) simboliza a variavel de interesse que o usudrio declarou.

Supondo que o usuario tenha declarado as variaveis do problema como
rl, r2, r3 (representando as componentes do vetor posicao, isto é, x, y, 2, 0
andlogo a fungdo peso, associada a varidavel x, apresentada aqui como w,;,
seria escrita como test(rl) no ambiente do COMSOL, isto é, w,; = test(rl),
wy, = test(r2), .... Por fim, a notacdo da derivada espacial ¢ feita adicionando
o simbolo que representa a variavel espacial independente que, por padrao, é
x no software. Sendo assim, w,;/ = test(rlx). Outra notagdo possivel para
derivada é w,;” = test( d(rl, x) ). Considerando a notacao apresentada, a
equacgao H-15, inserida no ambiente de formulacao fraca do software, torna-

se

—nl x test(rlx) 4 test(rl) * (f1 — rho * A x rltt), (5-16)

onde nl, f1, rho e A devem estar definidos no ambiente de varidveis/parametros
do programa. Vale ressaltar que nao é necessario a utilizacao de alguma notacao
para definir as integrais ja que isto ja estd subentendido para o software. O
mesmo procedimento é feito para as outras variaveis do problema, seguindo a
formulacao e equagoes apresentadas neste capitulo.

Como ja mencionado anteriormente, deve-se tomar um cuidado maior
com a parametrizagao das rotacoes para implementacao em problemas dina-
micos e/ou problemas sujeitos a grandes deslocamentos. O trabalho [38] auxilia
bastante na compreensao das diferentes formas de parametrizar a matriz de ro-
tagdo e as vantagens e desvantagens de cada uma delas. Duas parametrizacoes
bastante exploradas sao angulos de Euler e quaternions. Em geral, Angulos
de Euler sao mais utilizadas por conta da simplicidade da implementacao e
da interpretacao fisica dos parametros. Em contrapartida tém a desvantagem
de possuir singularidades, que irao variar de acordo com a sequéncia de ro-
tagoes adotada, como mostrado em [38]. O mesmo trabalho mostra que, por
um fundamento topoldgico, é fato que singularidades nao podem ser elimina-
das em qualquer tipo de representacao de orientagao tridimensional. Diante
deste fato, a parametrizagao utilizando quaternions sdo uma 6tima opcao para
aplicagao em problemas que tenham grandes deslocamentos, ja que nao apre-
sentam nenhum tipo de singularidade. Por outro lado, adicionam uma equacgao
ao problema por necessitar de quatro parametros para representar as orienta-
¢oOes das rotagoes.

E possivel encontrar diferentes trabalhos sobre colunas de perfuracio
que utilizam diferentes parametrizagoes como, por exemplo, quaternions [42],

Angulos de Euler [3, 10] e vetor rotacional [18]. O trabalho [39] propds fazer a
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investigacao da dindmica da coluna de perfuragao utilizando o software Abaqus
pois verificou que o modelo proposto em [18] apresentava singularidade quando
o parametro de rotacao, relacionado a flexao, atingia valores de 7. De fato isto
pode ocorrer, porém s6 é um impedimento para problemas sujeitos a grandes
deslocamentos no sentido transversal, isto é, em um plano de flexdo. No caso de
uma coluna de perfuragao vertical, restringida por um pocgo, para a sequéncia
de rotagao [6,,0,,0.], segundo [38], a configuracdo que ela tém que assumir
para que isto ocorra é improvavel, necessitando que 6, = £m/2 que, outras
palavras, significa que em algum segmento do dominio a coluna deve estar
horizontal. A reproducao do problema sugerido em [39], que serd apresentada
como exemplo dos benchmarks neste trabalho, utilizando a parametrizacao
de rotacoes com Angulos de Euler, para a sequéncia de rotacoes 0,,0:,8-],

mostrara que nenhuma singularidade ¢ encontrada.

5.1
Benchmarks

Explicada a implementacao do modelo matematico, no software COM-
SOL, é necessario testa-lo para obter a seguranca de que a formulagao esta
adequada e correta. Para isto, o modelo matematico é testado em diferentes

problemas dinamicos retirados da literatura e os resultados sao comparados.

5.1.1
Viga engastada-livre: teste estatico para grandes deslocamentos

Para testar a capacidade do modelo de lidar com grandes deslocamentos
e verificar eventuais ocorréncias de singularidades, o mesmo exemplo proposto
em [39] é realizado.

O exemplo consiste em um problema de flambagem, onde realiza-se uma
varredura paramétrica aumentado os carregamentos compressivo axial F, e o
momento M, = eF, no final da viga até a carga critica de flambagem, onde e
representa uma excentricidade na forca aplicada. A proposta deste problema é
feita pois as solugoes numéricas podem ser comparadas com a solucao analitica
de uma viga engastada-livre submetida a um carregamento axial com uma

excentricidade, apresentado em [43], que prevé a deflexdo no final da viga pela

equacao \
y s _
0= ] (sec (L [> 1) . (5-17)

Uma imagem ilustrativa do problema pode ser observada na figura 5.1.
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Figura 5.1: Ilustracao de uma viga engastada-livre submetida a um carrega-

mento axial e um momento na extremidade livre. Retirada de [39].

A simulagao foi realizada para os seguintes parametros: L = 20 [m],

r = 0.1[m], p = 7850 [kg/m3], E = 2.1 x 10! [Pa], v = 0.365, k = 0.833

e I ¢ o momento de inércia da secao transversal. A excentricidade considerada
m2El

_ L _ . .
vale e = 355 € a forga nF,, onde F, = %75, sendo aplicada incrementalmente

através de n € <0,1>.
A seguir podemos observar o resultado da deflexdo de x em fungao de 7,

quando comparada com a solugao analitica.

X Vs g
T

Cosserat
Analitica

 [m]

Figura 5.2: Deflexdo de = em funcao de n para comparagdo com solugao

analitica.

Como pode-se observar da figura 5.2, a simulagao nao encontrou nenhum
problema em computar a deflexdo até n = 1 que, analiticamente, representa
o carregamento critico de flambagem da viga. Além disto, este resultado esta
de acordo com o modelo de Cosserat, utilizando parametrizagdo das rotagoes
com quaternions, desenvolvido em [42]. Os resultados de deflexdo méaxima
sao ligeiramente diferentes da solucdo analitica. E possivel que a causa desta
diferenca esteja na proposta feita para as relagoes constitutivas, visto que

supoe-se que as secoes deformam rigidamente e assim subestimam as tensoes.
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Outros resultados interessantes, que podem ser observados nas figuras
5.3 e 5.4, sao a configuragao final da viga e a variacao do angulo ¢, em fungao
de 7. E possivel ver que, para o modelo proposto, o deslocamento angular 0,

nao chegou a —7/2, mesmo em n = 1.

0,(s)

0.6 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

s [m]

Figura 5.3: Deslocamento angular 6, para diferentes valores de 7.

« [m]

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
s [m]

Figura 5.4: Deflexdo de x para n = 1.

Diante destes resultados é possivel compreender a influéncia da forma
de parametrizar a matriz de rotacao na ocorréncia, ou nao, de singularidades.
O trabalho [18] propde utilizar a expansao de MacLaurin quando descreve os

diretores, podendo ser esta a causa da singularidade encontrada em [39].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721510/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721510/CA

Capitulo 5. Simulagcdes da Dindmica 67

5.1.2
Viga engastada-livre sob carregamentos harmonicos

Seguindo com a série de benchmarks, as mesmas condi¢oes descritas em
[2] sao aplicadas no ambiente do software. O problema consiste em uma viga
engastada-livre submetida a carregamentos harmoénicos em duas direcoes, da-
dos por f,(t) = 2sin(ms) sin(8wpt) [kN-m™ ' e f,(¢) = 2sin(ms) sin(8wpt) [kN -
m~ '], onde wy é uma frequéncia de referéncia com valor de wy = 207.0236 [rad -
s7!. Os pardmetros geométricos e de materiais sdo: L = 1 [m], b = 0.06 [m],
a=0.04 [m], p=2.73 x 10® [kg/m?|, E = 7.1 x 10'° [Pa], v = 0.32, k = 0.833,
onde L é o comprimento da viga, b é a largura e a a altura que caracterizam
a se¢ao transversal retangular, x é o fator de correcdo do cisalhamento.

Os resultados da resposta dindmica da viga, avaliada em s = L, podem

ser observados na figura 5.5.

5 x10°° ' ' s %103
— v
£ 8
=0 = 0
\a) =
X \a)
-2 ' ' ® .5 ' '
0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
t[s] t[s]
-3 -3
5 x 10 5 x 10
—_ R
E 8
=0 = 0
— bl
= \a)
2 ' ' 5 ' '
0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
t[s] t[s]
-6 -5
2 ><10 . ; — 2 ><10 T T
—_ R
EO Bo
=-2f =
T4t ] a2
-6 S 4
0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06

t[s] t[s]

Figura 5.5: Respostas dinamicas de uma viga engastada-livre a partir de

excitagoes harmoénicas. Simulacoes realizadas em COMSOL.

As varidveis 6(s,t), ¢(s,t) e ¢(s,t) sdo equivalentes a 6,(s,t), O,(s,t) e

0.(s,t), respectivamente.
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A evolugdo dos deslocamentos de z(s,t) e y(s,t) ao longo do tempo,

diante do problema proposto, sao apresentados nas figuras 5.6 e 5.7.

x(s,t) [m]

06

0.02 04

0.2
tis] 00 s [m]

Figura 5.6: Evolucao dos deslocamentos de z(s,t), para uma viga engastada-
livre, ao longo do tempo e submetida a excitagoes harmonicas.

%1072

y(s.t) [m]

0.6

0.4
t[s] 0 0 C sml

Figura 5.7: Evolugao dos deslocamentos de y(s,t), para uma viga engastada-

livre, ao longo do tempo e submetida a excitagoes harmonicas.

Comparando os resultados obtidos com o trabalho de referéncia proposto

em [2], o modelo aqui desenvolvido produziu resultados muito semelhantes com
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uma pequena diferenca na amplitude dos deslocamentos, estando um pouco
maior, sendo a diferenca na ordem de 10~*, oque pode ser atribuido ao tipo
de integrador numérico utilizado, parametros de tolerancia, tamanho maximo

de passo de tempo permitido, etc.

5.1.3
Péndulo flexivel

Um problema bastante interessante e explorado da literatura é o pro-
blema de um péndulo flexivel. O problema consiste na utilizacao de uma teoria
de viga ou de uma estrutura unidimensional para submeté-la as condigoes de
contorno que irdao caracterizar o movimento pendular caracteristico, isto é, em
uma extremidade com os deslocamentos lineares restritos e estando livre para
rotacionar e a outra extremidade completamente livre. Tipicamente, o tnico
carregamento presente deve ser o peso préprio, portanto deve estar na forma
de um carregamento distribuido que ira caracterizar a forca peso da estrutura.
O interessante neste problema é analisar como a configuracao da estrutura
muda para diferentes instantes de tempo, pardmetros geométricos e de mate-
riais, isto é, como que, conforme a estrutura passa a ser mais esbelta e/ou tém
modo de elasticidade menor, as deformagdes passam a ser mais acentuadas,
dando aspecto do movimento de um macarrao cozido, por exemplo.

Como o propésito desta secao é testar o modelo para um determinado
problema para entao valida-lo, os resultados apresentados aqui serao restritos
aos parametros de materiais que demandam mais do modelo, em outras
palavras, aos parametros que irdo proporcionar maiores deformagoes, sendo
assim, menor médulo de elasticidade proposto pelo trabalho [33], que sera
utilizado como referéncia para comparacao dos resultados. Os parametros
geométricos e de materiais sao: L = 1 [m], r = 0.005 [m], p = 1500 [kg/m?],
E =0.05[GPa], v = 0.25, k = 0.833, onde L é o comprimento da viga, r é o
raio que caracteriza a se¢ao transversal circular da viga, x € o fator de correcao
do cisalhamento. O valor da aceleragao gravitacional utilizado na simulagao foi
de g = 9.8 [m/s?].

A seguir sdo apresentados os resultados da simulagao. E possivel observar
na figura 5.8 como a velocidade longitudinal (vy), avaliada na extremidade livre
da viga (s = L), variou com o tempo e, na figura 5.9, a configuracao do péndulo

em diferentes instantes de tempo.
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v, [m/s]
o

Figura 5.8:

ts]

Velocidade longitudinal, na base material, avaliada em s = L.

Figura 5.9:

tempo.

Configuragdo do péndulo flexivel para diferentes instantes de
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Os resultados obtidos da simulagdo estdo consistentes com a literatura

de referéncia.

5.2
Caracterizacao do problema proposto

Uma vez tendo testado o modelo matematico que ira descrever a dinamica
da curva de Cosserat, é necessario caracterizar o problema de uma coluna de
perfuracao. Para isto alguns elementos sao fundamentais, tais como adotar uma
estratégia de controle para velocidade angular na parte superior da coluna, um
modelo de contato para descrever os choques da coluna contra a parede do pogo
e um modelo de interacao broca-rocha. Esta se¢do se dedica a caracterizar o
problema de uma coluna de perfuragao, apresentando os métodos e abordagens
utilizadas para simular algumas condigdes nas quais uma coluna de perfuracao
esta sujeita.

Para introduzir estes diferentes fenémenos a figura 5.2 ilustra, de forma
geral, a caracterizacdo do problema de perfuracao, apresentando de forma
esquematica as forgas, torques e condi¢bes nas quais a coluna estd sujeita.
Na figura 5.2 é possivel observar um torque aplicado no topo da coluna de
perfuragao (Tiep), tipicamente pela mesa giratéria ou top drive, a for¢a no
gancho (fiop), que sustenta uma parte do peso sistema, o sentido de acao
da gravidade, a for¢a de reacdo da rocha contra a broca (fy,), decorrente
de parte da forga peso, o torque gerado por conta da interagado broca-rocha
(Thy), a restricio da parede do pogo, modelada como eléstica, e o sistema de
coordenadas adotado.

A seguir, as condigoes nas quais uma coluna de perfuracao estd sujeita
serao discutidas com mais detalhes e os modelos que permitirao descreve-las

serdo formulados.
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Figura 5.10: Ilustracao do problema de uma coluna de perfuracdo esquema-

tizada com as forgas, torques, restricoes e condi¢oes nas quais a simulacao é

realizada.

5.2.1
Modelos de interacao broca-rocha

Um dos fatores que influenciam na dindmica de uma coluna de perfura-

¢ao, durante a operacgao, ¢ a presenca de forcas e torques atuando na broca.
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Estes carregamentos surgem como uma reacao frente a interacao entre a broca
e a rocha.

Para caracterizar as forcas e torques, resultantes da interagao entre broca
e rocha, este trabalho apresentard dois modelos, um utilizado em [28] e outro
em [47]. A adogao destes modelos se da pelo fato deles representarem bem a

maneira como a broca penetra a rocha.

5.2.1.1
Modelo 1

O modelo [28] foi baseado em medidas reais, sob condigoes estéveis, de
uma operacao de perfuracao. Baseado nestas medidas, o modelo propde uma
correlagdo entre o torque na broca (TOB), a velocidade angular da broca (£2),
o peso sobre a broca (WOB), a profundidade do corte (DOC) e a taxa de

penetragao (ROP), da seguinte maneira:

ROP = —aq + as- WOB + a3, (5-18)

TOB = a,-DOC + as, (5-19)
P

DOC = Rg. (5-20)

E importante notar que alguns destes pardmetros estdo relacionados com as
varidveis de interesse do problema, isto é, a taxa de penetragao (ROP) esta
relacionada com o avanco na diregao longitudinal (2) avaliada no ultimo né da
malha (representando a broca) e que terd a notacao de Z,. O torque na broca
(TOB) descreve o torque resultante da intera¢ao broca-rocha que, seguindo a
notacao utilizada na figura 5.2, é dado por Tj,. Ainda seguindo a notacao
da figura 5.2, o peso sobre a broca (WOB) é representado pela forca de
reacao da rocha contra a broca f;.. Além disto, a velocidade angular da broca
(Q) é a velocidade angular em torno do eixo z (6.), avaliada ultimo né, que
serd representada por wy. Por ltimo, a profundidade do corte (DOC) sera

representada por D(t). Reescrevendo os pardmetros temos

Zb(t) = —aj+as- fbr(t) + a3wb(t), (5—21)
_ A

D(t) = D)’ (5-22)

Tbr(t) = Q4 - D(t) + as. (5—23)

Para descrever os efeitos de friccao, uma fungao de regularizacao deve

ser introduzida nas equagoes 5-23, dada por
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V() te?

resultando nas equagoes

Dz(t) — Z(wb<t>> (;baé;' a2fbr(t))+a32(wb<t>>’ (5_25>

Toy(t) = —asZ(wp(t))’Dz(t) — asZ(wy(t)), (5-26)

onde e é o parametro de regularizagao. O grafico da fun¢ao de regularizacao,

para diferentes valores de e, pode ser observado na figura 5.11.

Funcao de regularizagao

0.8 .

0.6 1
e =2 [rad/s]
e =4[rad/s]|
e =6 [rad/s]
0.2 1

04r

Z(w,)

-0.6 .

-0.8 .

_1 1 1 1 1
-150 -100 -50 0 50 100 150

w, [RPM]

Figura 5.11: Funcao de regularizacao para diferentes valores do parametro de

regularizacao e.

5.2.1.2
Modelo 2

Como os parametros (aq, as, ...), que compoe o modelo anterior, foram
propostos diante de uma operagao de perfuragao controlada, para um dominio
de operacao particular (€2 ~ 100 RPM e WOB ~ 100kN), é interessante apre-
sentar outros modelos para caracterizar a interacao broca-rocha, permitindo
uma maior liberdade na escolha dos parametros de operagao.

O modelo alternativo, para descrever a interacao broca-rocha, é retirado
de [47], que descreve o torque (7}.(t)), gerado por conta desta interacdo, a

partir da equagao
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aowy(t)

1+ Oégwb(t)2
onde /i, é um coeficiente de fricgdo (equivalente ao coeficiente cinético de

Tbr(t) = fufbfbr tanh(alwb(t)) + 5 (5—27)

friccao), i, as e a3 sdo constantes que dependem das propriedades das rochas
que estao sendo penetradas e 7 >~ 0.6667r;; ¢ uma funcao que depende do raio
da broca (r;;). O grafico do modelo de interagao broca-rocha, para diferentes
valores de f,, pode ser observado na figura 5.12.

0 Modelo de interag&o broca-rocha
1 T T T T

o =8O NI | |
f,, = -100 [kN]

6 J\ f,, = -120 [kN] | 1
4k J

T, [kN.m]
o

-10 1 1 1 1 1
-150 -100 -50 0 50 100 150

w, [RPM]

Figura 5.12: Modelo que descreve a torque gerado pela interacdo broca-rocha

para diferentes valores de peso sobre a broca.

Os dados utilizados neste modelo de interagao broca-rocha, que se

equivalem a simulacao do modelo anterior, sao apresentados na tabela 5.1.

Variavel Valor Unidade Descrigao
I fb 0.06 - Coeficiente de fricgao
Thit 1 m Raio equivalente da broca

Primeira constante do modelo de interagao

1
a > broca-rocha
Segunda constante do modelo de interacao
Q9 2 S
broca-rocha
9 Terceira constante do modelo de interagao
Q3 1 S

broca-rocha

Tabela 5.1: Valores do modelo de interacao broca-rocha, descrito pela equagao
5-27, que se equivalem ao modelo descrito pela equacao 5-26.

Os resultados apresentados neste capitulo comparam os dois modelos de

interacao broca-rocha apresentados.
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5.2.2
Modelo de contato da coluna com a parede do poco

Como apresentado no Capitulo 2, a coluna de perfuragao pode vibrar
lateralmente e, desta maneira, eventualmente colidir com a parede do poco na
qual esta confinada. Estas colisdes representam um contato mecanico entre a
coluna de perfuracao e a parede do pogo, gerando efeitos de choque e fricgao.

A modelagem do choque deve partir de um modelo que permita identificar
se, em um dado instante de tempo, a condi¢ao de contato estd presente ou nao.
Deste modo, é necessario compreender geometricamente que configuragao deve
ocorrer para que haja contato e, entao, propor um modelo para descrever esta
condicao.

Se tratando de um poco vertical, que é o caso do modelo proposto, o
contato ird ocorrer caso a distdncia radial da linha neutra (r = /22 + 42),
em relagdo a origem, somada ao raio externo do segmento de coluna (r.)
for igual ao raio do pogo (rpee). Deste modo, a funcdo que descreve a
condi¢ao de contato (1.(r)) serd uma fun¢do que deve retornar o valor 1
caso Va2 +y? + 1, > Tpoco € 0, caso contrario. E importante notar que o
sinal de maior é utilizado pois a for¢a de reacao devido ao contato é baseada
na penetracao da coluna em relagao a parede do pocgo, portanto a condicao
de igualdade nao adiciona nenhuma forca ao sistema. A figura 5.13 ilustra a

condicao de contato.

Figura 5.13: Ilustragao da condigao de contato no sistema.

Uma vez tendo a funcao que identifica a condi¢do de contato, é preciso
propor o modelo que descrevera a forca de reagao na condi¢ao de contato. Este

trabalho ird considerar que a forga de reagao é uma forca elastica, portanto
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dependerd do parametro de rigidez atribuido a parede do poco (k,) e o quanto
a coluna ird penetrar em relagao a parede do poco, isto é, d, =1 + ¢ — Tpoco-
Finalmente, a direcdo normal deve ser computada, isto é, —% e —%. Sendo
assim, as forcas de reacao, relativas ao impacto da coluna de perfuragao contra

parede do poco, sao

(5-28)

Além de transladar, a coluna também esta girando, portanto no momento
do contato ira surgir uma friccao entre a coluna e a parede do pocgo, gerando

um torque cujo modelo para descrevé-lo é dado por

T.. = —pcFyresign(6,), (5-29)
onde F,, = \/F,.2 + FyCQ, e € o coeficiente de fricgao e sign(a) é uma fungao

que retorna 1 se a > 0 e retorna -1 se a < 0.

5.2.3
Equacao do controlador

Para simular o motor que impoe a rotagao na mesa rotativa e, portanto,
na coluna de perfuragao, supoe-se que este motor utiliza os mecanismos tipicos
de controle. Existem diversas abordagens que podem ser utilizadas para propor
um modelo de controle, sendo uma das mais simples a do modelo de controlador
proporcional-integral (PI).

O modelo proposto neste trabalho é o mesmo apresentado por Tucker
e Wang em [28]. O controlador PI busca manter uma velocidade angular

constante wygrger através da imposi¢ao de um torque da forma

Tiop(t) = cpAu(t) + ciAy(?), (5-30)

onde

Ay (t) = Wiarger — 0-(0,1). (5-31)

Os parametros ¢, e ¢; sao o ganho proporcional e o ganho integral,

respectivamente. A velocidade angular de operacao desejada (wiarget) € iImposta

pelo usuario e, evidentemente, 92(0, t) é a velocidade angular do sistema
avaliada no primeiro né (s = 0).

A escolha dos parametros de ganho proporcional e integral afetam signi-

ficativamente a estabilidade torcional do sistema, principalmente na condigao

onde ocorre stick-slip. Tucker e Wang propoe modelos de controle mais sofis-
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ticados [28] com objetivo de melhorar a absor¢ao de ondas torcionais no topo,

dentro de um dominio espectral.

5.3
Resultados

Um vez tendo analisado que o modelo esta de acordo com outras teorias
e que as solugoes apresentadas na se¢ao anterior sdo compativeis com a teoria
de Cosserat, o modelo ¢ aplicado ao problema da coluna de perfuracao, que
¢ o objeto de interesse deste trabalho. Para caracterizar o problema de uma
coluna de perfuracao, as condigoes iniciais, de contorno e a condigdo de contato
sao impostas nas equagoes. Deste modo, as equagoes estdo sujeitas a um
torque aplicado no topo (s = 0), que é regulado a partir da estratégia de
controle proposta, a um torque na broca (s = L) que, por sua vez, é descrito
pelo modelo de interagao broca-rocha, aos carregamentos que caracterizam a
condicao inicial, isto é, as forcas axiais no topo e na broca que configuram o
equilibrio e, por fim, as eventuais forgas e torques que devem ser introduzidas
no sistema quando a condi¢ao de impacto estiver ativa.

Por se tratar de um problema bastante complexo, as primeiras simulacoes
serdo realizadas com o objetivo de reproduzir os resultados reportados em [28].
Neste caso, a coluna esta acoplada a dois corpos rigidos de massas M,,, e M, e
com momentos de inércia J,, e Jp, caracterizando o conjunto de equipamentos
no topo do sistema (s = 0) e, na outra extremidade (s = L), o segmento
do BHA mais a broca. Como condi¢ao inicial, a parte superior da coluna é
engastada e apenas o peso do sistema e a forca de reacao da rocha contra a
broca (f.) sdo aplicados. Uma vez conhecida a configuracao de equilibrio, a
condicao de engaste é retirada e os torques e a forca no topo sao introduzidos.
A figura 5.14 ilustra estas condigoes. Deste modo, a simulacao é realizada de

acordo com as seguintes condigoes de contorno:

Miop - 2(0,8) = n3(0,¢) + Myop - g — frops (5-32)
Jiop - 02(0,8) = m3(0,t) — Thop, (5-33)
no topo e
Mb . Z(L,t) = ng(L, t) + Mb g — fbr, (5—34)
Jy-0.(L,t) = ms(L,t)+Th, (5-35)

na broca. As condigbes de contorno sao implementadas no software aplicando
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as forcas e torques descritos nas equagoes 5-32, 5-33, 5-34 e 5-35, nas respectivas

extremidades. A for¢a peso por unidade de comprimento, dos segmentos de

ﬁop

sy i

top

top top

apepinelb
apepinelb

MY Ty

Jor Jor

5.14(a): 5.14(b):

Figura 5.14: Configuracao inicial do sistema (a) e de simula¢ao do problema

(b).

coluna, é dada pela componente do vetor de forga distribuida (f), apresentada
na equacao 3-21, segundo f3 = pAg. O peso de todo sistema é dado por
fsis = (pPAL + My,, + M) g €, portanto, a forga no topo (fip) sera a forca
peso de todo sistema menos o peso sobre a broca (fi,), isto é, fiop = fsis — for-
Conhecida as forcas e torques que caracterizam o problema, as simulagoes sao
realizadas com os valores de parametros descritos na tabela 5.2.

Na figura 5.15, pode-se observar o resultado da simulagao que define a
configuracio de equilibrio. E possivel notar que houve um deslocamento axial

de aproximadamente 1.4 metros.
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Variavel Valor Unidade Descrigao
L 3.00-10%93 m Comprimento total da coluna
Te 6.35- 10702 m Raio externo da coluna
T 5.43.107°2 m Raio interno da coluna
p 8.01-1070 kg.m™3 Densidade da coluna
E 2.07 - 10+t Pa Moédulo de elasticidade
G 7.96 - 10110 Pa Moédulo de cisalhamento
Mo 5.08 - 10104 kg Massa concentrada em s = 0
M, 5.00 - 10793 kg Massa concentrada em s = L
Jtop 5.00 - 10102 kg.m? Momento de inércia em s =0
T 3.94 - 10192 kg.m? Momento de inércia em s = L
g 9.81 - 10190 m.s~ 2 Aceleracao gravitacional
Crarget 1.00 - 10+02 RPM Xelqcidade angular de operacgao
esejada
Jor 1.20 - 10192 kN Peso sobre a broca
p 2.00- 1012  N.m.srad™' Pardmetro de ganho proporcional
c; 1.00-10%°2  N.m.rad™' Parametro de ganho integral
a 3499 . 10-03 S 1° parametro do modelo 1 de

interagao broca-rocha
29 parametro do modelo 1 de
interagao broca-rocha
3° parametro do modelo 1 de
interagao broca-rocha
4° parametro do modelo 1 de
interagao broca-rocha
5° parametro do modelo 1 de
interacao broca-rocha

as 5.672-107% mNlgt
as 1.374-107%  m.rad™!
a4 9.537 - 10106 N.rad

as 1.475 - 10703 N.m

Tabela 5.2: Valores dos parametros utilizados nas simulacoes que reproduzem
o trabalho de Tucker e Wang.

1.6

141

121

=
T

z(L,t) [m]

0 2 4 6 8 10 12
t [sec]

Figura 5.15: Simulacao para determinar a configuracao de equilibrio do sistema.
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Conhecida a configuracao de equilibrio, deseja-se comparar os resultados
da simulagao realizada neste trabalho com o de referéncia [28]. Na figura 5.16,

é possivel comparar os resultados relativos aos torques no topo e na broca.

T [kN.m]

—— Ty, - Modelo 1 . AU

0 10 20 30 40 5 60 70 8 9 100
20 40 60 80 100
t [sec] t(sec)

5.16(a): 5.16(b):

Figura 5.16: Comparacao do torque, no topo e na broca, entre a simulagao
realizada com o modelo 1 de interacao broca-rocha (a) e o trabalho de referéncia

(b) (Retirado de [28]).

A diferenca no inicio da simulacao se da pelo fato de que o trabalho
de referéncia utiliza como velocidade angular inicial do sistema 70 RPM.
Além disto, nota-se uma pequena diferenca na amplitude dos torques, porém
a frequéncia das oscilagoes estd de acordo. Com a diferenca na amplitude
dos torques, sendo pouco menor na simulacao realizada, é possivel notar que a
amplitude das velocidades angulares também apresenta uma pequena diferenca

na simulacao realizada, como é possivel observar na figura 5.17.

> 220
200 F |~ 010p

80F |7 ez broca
180

Wtarget

140

RPM

100 |

60

20

20 40 60 80 100
t [sec] t(se0)

5.17(a): 5.17(b):

Figura 5.17: Comparacao da velocidade angular, no topo e na broca, entre a
simulagao realizada com o modelo 1 de interagao broca-rocha (a) e o trabalho
de referéncia (b) (Retirado de [28]).
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Outro parametro interessante de ser observado é a taxa de penetracao
da broca (ROP). Uma vez definido o valor de wiyger, podemos determinar o
valor do ROPy4r4er a partir da equacao 5-18. Como a amplitude do torque,
obtido na simulac¢ao, é um pouco menor, isto afetou os demais parametros. Na
figura 5.18 é possivel observar como a taxa de penetragao obtida na simulagao
foi afetada, sendo a amplitude pouco menor. Por tltimo, a figura 5.19 mostra
a variacao do deslocamento axial, avaliado em s = L, em funcao do tempo.
Contabilizando a variacao do deslocamento axial sobre a variacdo do tempo
chega-se em uma velocidade média de aproximadamente 14.4 [m/hr], valor
préoximo ao ROPygrger = 17 [m/hr]. A diferenca dos valores é esperada uma
vez que constatou-se uma diferenca na amplitude dos torques, sendo menor na

simulagao realizada em comparacao com o trabalho de referéncia.

24

20 40 60 80 100
t (sec)

5.18(a): 5.18(b):

Figura 5.18: Comparacao da taxa de penetragdo entre a simulagao realizada
com o modelo 1 de interagdo broca-rocha (a) e o trabalho de referéncia (b)
(Retirado de [28]).

Como ja comentado, é importante utilizar outros modelos de interagao
broca-rocha, portanto o modelo 2, dado pela equacao 5-27, é implementado
no trabalho de referéncia e os resultados comparados. Os dados utilizados no
modelo 2 sao os mesmos descritos na tabela 5.1. Conforme pode ser observado
na figura 5.22, é possivel notar que, para os valores de parametros propostos
para o modelo 2 de interacao broca-rocha, o torque na broca apresenta
maior intensidade, afetando os demais parametros. Um exemplo de como a
maior intensidade do torque na broca afeta os demais parametros pode ser
observado na figura 5.23, onde nota-se um aumento significativo na amplitude
das velocidades angulares. Apesar de aumentar o pico maximo da velocidade
angular, o pico minimo também diminuiu, em comparag¢ao com o modelo 1,

afetando o deslocamento axial e, portanto, a velocidade média em que a coluna
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18

1.7

1.65

z(L,t) [m]

1551

1.4 ! ! !
0 10 20 30

40 50 60 70 80 90 100
t [sec]

Figura 5.19: Variacao do deslocamento axial, avaliado em s = L, ao longo do

tempo, da simulacao realizada com

o modelo 1 de interacao broca-rocha.

avanga, diminuindo para, aproximadamente, 12.6 [m/hr| em comparagdo com

a velocidade média de, aproximada

mente, 14.4 [m/hr] encontrada utilizando

o modelo 1. Na figura 5.24 fica claro como a taxa de penetracao ¢ afetada

com o modelo 2, oscilando de forma mais acentuada, fazendo a taxa variar

entre valores mais baixos, afetando negativamente a velocidade média em que

a coluna avanca.

11

10

T [kN.m]

R Tiop - Modelo 2 1

g — T}y, - Modelo 2 |]
O0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0
t [sec]
5.20(a):

Figura 5.20: Variagao do torque (a)

220
200 F |-~ 0t0p
1180 | szroca
160 | Wtarget
T I
T
= 140 7
\‘,‘ &
120 F fo
B
== 100 ! R
N Ji h
‘D gof [ it
Ji !
60 - i {1
no i \
P AT i
YT Ui
200 %) i)
I / W/
o | | f
100 0 10 20 30
t [sec]

e da velocidade angular (b), no topo e na

broca, utilizando o modelo 2 de interagao broca-rocha.
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10 20 30 40 50 60 70 80
t [s]

5.21(a):

20 30 40 50 60
t [sec]

5.21(b):

70 80 920

100

Figura 5.21: Variacdo da taxa de penetragao (ROP) (a) e do deslocamento
axial z(L,t) (b), ao longo do tempo, utilizando o modelo 2 de interacao broca-

rocha.
11 11
10 h 10
9r q 9r A
/]
8 8 i
1
— 7r — 7r I
E E
z ° 7 6 i
2, st M o5t I
SIS S ‘V"/
oS
3 3r \‘\,’/J
2 Ty, - Modelo 1 | S Tyop - Modelo 1] |
t ——Tp - Modelo 2| ol S Top - Modelo 2|]
0 0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 100 0 0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0
t [sec] t [sec]
5.22(a): 5.22(b)

Figura 5.22:

Comparagao do torque, na broca (a) e no topo (b), entre
modelos 1 e 2 de interagao broca-rocha.
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5.23(a):

20 30 40 50 60 70 80

t [sec]

5.23(b):

Figura 5.23: Comparacao da velocidade angular, na broca (a) e no topo (b),

utilizando os modelos 1 e 2 de interacao broca-rocha.
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1.85

——2z(L,t) - Modelo 1
18+ —~—-z(L,t) - Modelo 2

175

2 I |——ROP - Modelo 1
20|~ —~ROP - Modelo 2 P

~ 16 171

E —_
~ 14 é
g 165
=gy -
& g L6f
S ®

155

151

1451

70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
t [sec]

5.24(b):

Figura 5.24: Comparagao da taxa de penetragao (ROP) (a) e do deslocamento

axial z(L,t) (b) entre os modelos 1 e 2 de interagao broca-rocha.

Uma vez tendo analisado ambos modelos de interagao broca-rocha no
problema proposto por Tucker e Wang, confirmando que estdo compativeis
com a literatura de referéncia, outro modelo de coluna de perfuragao é gerado.
Retira-se as massas das extremidades do dominio e gera-se um novo com
secao transversal variavel, caracterizando uma regiao composta de tubos de
perfuracdo e outra com comandos, caracterizando o BHA. A figura 5.25 ilustra
a nova geometria da estrutura sendo analisada, tendo amplificado os raios
externos em um fator de 200, para ficar mais evidente. Os resultados das
simulagoes apresentadas a seguir tém os valores dos parametros apresentados
na tabela 5.3. Os pardmetros materiais sdo os mesmos tanto no segmento
composto de tubos de perfuragdo quanto no BHA. As condigoes de contorno
sao similares as que foram propostas no trabalho de Tucker e Wang, porém
ha uma restricao dos deslocamentos transversais nas extremidades da regiao
do BHA. Deste modo as simulagoes sao realizadas com as seguintes restri¢oes:
z(0,t) = y(0,t) = 6,(0,t) = 6,(0,t) = 2(1400,¢) = y(1400,¢) = z(1600,t) =
y(1600,t) = 0.
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Variavel Valor Unidade Descricao
Lo 140 - 1003 m Comprimento da regiao composta
de tubos de perfuragao
Ly 500 - 10+2 m Comprimento da regido composta
de comandos de perfuragao
Tecol 6.35 - 10792 m Raio externo dos tubos de perfuracao
Ticol 5.43 - 10792 m Raio interno dos tubos de perfuracao
o1 Raio externo dos comandos de
Tebha 1.143 - 10 m B
perfuracao
02 Raio interno dos comandos de
Tibha 3.81-10 m B
perfuracao
P 7.85-107%  kgm™3  Densidade da coluna
E 2.10- 104 Pa Médulo de elasticidade
G 8.14-10*10 Pa Moédulo de cisalhamento
g 9.81 - 101 m.s~2  Aceleracdo gravitacional
Velocidade angular de operagao
Warger  0.50-10%2  RPM _ s perag
desejada
Jor 1.20 - 10192 kN Peso sobre a broca
K 6/7 - Fator de correcao do cisalhamento

Tabela 5.3: Valores dos parametros utilizados nas simulacoes com o modelo de

coluna proposto.
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Figura 5.25: Representacao da coluna de perfuracao, inserida em um poco,
implementada em COMSOL.

Inicialmente utiliza-se o modelo 1 de interacao broca-rocha, proposto por
Tucker e Wang, e realiza-se as simulagoes retirando a equacao de controle e
impondo uma rotagao no topo como condicao de contorno, segundo o valor da
tabela 5.3. Na figura 5.26, pode-se observar o resultado da simulagdao para a
velocidade angular no topo (s = 0) e na broca (s = L) e o respectivo plano de

fases.
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t [s] 6.(0) — 6.(L) [rad]
5.26(a): 5.26(b):

Figura 5.26: Velocidade angular, no topo e na broca, sem modelo de controle
(a) e plano de fases (b), impondo uma velocidade angular constante no topo
de 50 RPM.

Ainda nos resultados da simula¢ao com uma rotagdo sendo imposta incondi-
cionalmente no topo, é possivel observar na figura 5.27 como o deslocamento
angular, no topo e na broca, variam com o tempo. Nota-se a oscilagao do des-
locamento angular na regiao da broca, gerado pelo torque que origina-se da

interacao broca-rocha.

Deslocamento angular - s/controle
600 T : T T T T T

0. [rad]

-100 I I I I I I I I I

Figura 5.27: Deslocamento angular, no topo e na broca da coluna de perfura-

¢ao, impondo uma velocidade angular constante de 50 RPM no topo.

Outro parametro de interesse é visualizar como o torque, gerado pela interagao
da broca com a rocha, varia com o tempo. O grafico da variacao do torque, no
topo e na broca, pode ser observado na figura 5.28. Como o modelo de controle
esta desativado, o torque imposto pela equagao de controle (7},,) vale zero. Na
broca podemos observar uma natureza periddica, tipica de um problema de

coluna de perfuragao.
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Torques - s/controle
8000 T T T

7000 [ ;.

6000 [

5000 .

4000 f1 4

3000 1

T [N.m]
H
3

2000 .

1000 .

-1000 .

_2000 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t [s]

Figura 5.28: Variagdo do torque, no topo e na broca de uma coluna de

perfuracao, impondo uma velocidade angular constante no topo.

Apesar de ser possivel realizar as simulagoes com a imposicao de uma
determinada velocidade angular no topo, é razoavel considerar que esta estra-
tégia nao ¢ muito adequada nem do ponto de vista numérico e nem da pratica
da industria, que utiliza uma estratégia de controle da velocidade angular no
topo. Do ponto de vista numérico, impor um deslocamento angular de forma
invariavel no topo é uma condi¢cdo que demanda mais do integrador numérico
durante a simulagdo, por diferentes motivos. Dentre eles esta a ocorréncia de
torques e forgas que restringem localmente o movimento da coluna como, por
exemplo, eventos de impacto que, na condigao invariavel da imposicao de um
deslocamento angular no topo, leva a um actimulo de energia potencial (por
conta das deformagdes torcionais) muito grande no sistema.

Diante destes fatos, os resultados a seguir foram gerados utilizando a
estratégia de controle proposta pela equagao 5-30. E importante realizar um
ajuste nos parametros de ganho pois eles influenciam na dindmica do sistema.
Para melhor ajustar os parametros, a simulacao da dinamica foi realizada para
diferentes valores de ganhos. A seguir, é possivel observar como a dinamica é
afetada quando se introduz o modelo de controle no topo para o conjunto de
pardmetros de ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad], para os pardmetros

de ganho proporcional e integral, respectivamente.
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Figura 5.29: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)

para o conjunto de parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Deslocamento
- Oz (O)
——0.(L)

angular - c/controle 200/60

T T T
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T

400

350
300
— 250
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N
D 150
100

50

_50 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t [s]

Figura 5.30: Deslocamento angular, no topo e na broca, para o conjunto de
parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.31: Variacao do torque, no topo e na broca, para o conjunto de
pardmetros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Claramente é possivel notar a atuagdo do controlador no sentido de

diminuir a frequéncia das oscilagoes da velocidade angular avaliada na broca,

ajudando a diminuir o processo de fadiga. De modo a investigar a influéncia dos

pardmetros de controle, aumenta-se o pardmetro do ganho proporcional (c,)

de 200 [N.m.s/rad] para 700 [N.m.s/rad], mantendo o mesmo valor no ganho

integral. Os resultados sao apresentados nas figuras 5.32, 5.33, 5.34, 5.35.

6. [rad/s]

Velocidade angular - c/controle 700/60

Plano de fases - c/controle 700/60

6
//"”_ — 5
/ o
/ <z
-~ / 70.2(0) ';% 3r
V% 6.(L) N
.‘ 5 7 Wiarget ) 5 2r
le g .6*
1k
o
1 !
20 40 60 80 100 0 1
t[s]
5.32(a):

6-(0) — 6-(L) [rad]

5.32(b):

Figura 5.32: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)

para o conjunto de parametros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].
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Figura 5.33: Deslocamento angular, no topo e na broca, para o conjunto de
pardmetros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Torques - c/controle 700/60
8000 T T T T T

7000 f .

6000 f 1
— 5000 f 1
Z, 4000 | 1
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2000 | — Tp |-
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Figura 5.34: Variacao do torque, no topo e na broca, para o conjunto de
parametros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Seguindo a tendéncia anterior, o incremento no ganho proporcional de ¢, =
200 [N.m.s/rad] para ¢, = 700 [N.m.s/rad| estabilizou completamente o sis-
tema, fazendo com que nao ocorresse oscilagdes na velocidade angular, tanto

na broca quanto no topo. Para confirmar esta constatagao, o tempo de simu-
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lagao foi estendido para 200 segundos. Os resultados podem ser observados na
figura 5.35.

Velocidade angular - c/controle 700/60 Deslocamento angular - c/controle 700/60

ol —02(0)

) 7 , e

4r ] 700 F

1000

600

500

6, [rad]

400

[r///', 7
1 —youl 300
o{ ——6.(L) | |

Wtarget

6. [rad/s]

200

100

L 0 L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t [s] t [s]

5.35(a): 5.35(b):

Figura 5.35: Velocidade (a) e deslocamento angular (b), no topo e na broca,
para o conjunto de parametros ¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad] para

200 segundos de simulacao.

Diante destes resultados é possivel afirmar que, de fato, houve uma esta-
bilizacao do sistema para os valores de ganho proporcional e integral de
¢, = 700 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad], respectivamente.

Tendo analisado de que maneira os parametros na equacao de controle
5-30 afetam a dindmica do sistema, é interessante analisar como o modelo 1
de interagao broca-rocha, dado pela equacao 5-26, se compara com o modelo
2, dado pela equacao 5-27. Para comparacao, as simulagoes foram realizadas
utilizando o conjunto de parametros de ganho proporcional e integral valendo
¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad|, respectivamente e os parametros
dados na tabela 5.1, no modelo 2 de interagdo broca-rocha. Alguns resultados

da simulac¢ao podem ser observados a seguir.
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Torques - 120WOB Deslocamento angular - 1220WOB
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5.36(a): 5.36(b):

Figura 5.36: Comparacao do torque na broca (a) e do deslocamento angular

(b), no topo e na broca, entre modelos de interagao broca-rocha.

E possivel concluir, da figura 5.36(b), que o modelo 2, de interacio
broca-rocha, apresenta uma frequéncia um pouco maior nas oscilagoes entre
os deslocamentos angulares, no topo e na broca, quando comparado com o
modelo 1.

Para continuar comparando os modelos de interacao broca-rocha, uma
reducao do peso sobre a broca é feita para analisar a influéncia deste parametro
no modelo de interagdo broca-rocha. A redugao é feita de WOB = 120 [kN]
para WOB = 100 [kN].

Torques - 100WOB

\" o
I |
|

Vo

Deslocamento angular - 100WOB
8000 T T T T T T T
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7000 - 400
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350 [|——@, (L) - Modelo 1
300 6.(0) - Modelo 2
——6.(L) - Modelo 2

6000

5000 [

= — 250 [
& a000] ——Typ, - Modelo 1|1 —‘g a0
£ 3000 | —— Ty, - Modelo 2| | -
~ 150
2000 1
100
1000 g sl
0 ] 0
-1000 e -50 U I A
0 10 20 30 40 5 60 70 8 90 100 0O 10 20 30 4 5 60 70 8 90 100
t [s] t[s]
5.37(a): 5.37(b):

Figura 5.37: Comparagao do torque na broca (a) e do deslocamento angular
(b), no topo e na broca, entre modelos de interagao broca-rocha para WOB =
100 [kN].
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Velocidade Angular - 100WOB
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Figura 5.38: Comparagao da velocidade angular, no topo e na broca, entre os

modelos de interagdo broca-rocha, para WOB = 100 [kN].

A partir destes resultados, pode-se observar que a amplitude das oscila-
¢oes do modelo 1, proposto por Tucker e Wang, sao significativamente menores
em comparacao com o modelo 2, de modo que os resultados passam a diver-
gir daqueles reportados em [28]. Isto se deve ao fato de que os pardmetros de
operacao utilizados nao sao exatamente iguais aos utilizados na literatura de
referéncia, justificando a proposta de um modelo alternativo. Neste sentido, o
modelo 2, de interagao broca-rocha, apresentou uma resposta mais compativel
com trabalhos similares da literatura, com a vantagem de nao ter uma grande
limitacao na escolha dos parametros de operacao.

Diante destas consideracoes, o modelo 2, de interagdo broca-rocha, é
utilizado para as simulacoes seguintes. Além disto, os parametros de controle,
utilizados para simular a dindmica considerando todos graus de liberdade,
sdo ¢, = 200 [N.m.s/rad| e ¢; = 60 [N.m/rad]. Para considerar todos graus
de liberdade, uma configuracao pré-tensionada é gerada de modo que haja
uma excitagado para os deslocamentos transversais. Em geral, bastaria colocar
um deslocamento inicial transversal em algum né do sistema, porém nao fica
claro se isso é possivel dentro do ambiente do COMSOL. Para lidar com este
problema, a condicao inicial das simulagoes é a solugao do sistema em equilibrio
com a gravidade atuando transversalmente. A partir dai, um novo estudo é feito
com a orientagao da gravidade atuando de forma longitudinal em relagao ao
sistema, como deve ser para um problema de coluna de perfuracao vertical.

Este novo estudo apenas utiliza como solugao inicial a configuracao do estudo
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anterior. A figura 5.3 mostra a configuracdo em que o sistema se encontra para
que ao estudo dindmico seja iniciado. Os raios, da coluna e do BHA, estao
multiplicados por um fator de 100 para que fique mais evidente a visualizacao

das seg¢Oes transversais.

5.39(a): 5.39(b):

Figura 5.39: Visao lateral (a) e superior (b), da condigao inicial do sistema, na

configuracao pré-tensionada.

Outra consideracao importante é a introdugdo de amortecimento para
descrever o atrito interno do material. Isto é feito através da adicao de um
termo de velocidade nas relagoes constitutivas descritas pelas equagoes 3-23
como, por exemplo, m = J(u + u). Isto é importante pois, de fato, o atrito
interno é uma fonte de dissipacao de energia do sistema. A tltima consideracao
é que todas simulacoes partem da mesma condigao inicial.

A seguir sao comparados alguns resultados da simulacao da dindmica de
uma coluna de perfuracdo, para o valor de WOB = 100 [kN], com e sem a
abordagem de um controle no topo. As figuras 5.40, 5.41 e 5.42 apresentam

alguns resultados da simulacao sem a abordagem de controle no topo.
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1 Velomdade angular s/controle 1 Plano de fases - s/controle
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NN ‘\* T
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i 0 10 20 30 40 : S[OS] 60 70 80 90 100 0 1 2 63z (0)4_ 95; (L)G [ra(;] 8 9 10
5.40(a): 5.40(b):

Figura 5.40: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)
partindo de uma configuragao inicial pré-tensionada e sem modelo de controle

no topo.

Deslocamento angular s/controle

600 : o
—6.(0)

soof [ 0=(L)

400 1

0. [rad]

200 .

100 .

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t [s]

Figura 5.41: Deslocamento angular, no topo e na broca, sem modelo de controle

no topo, partindo de uma configuracao inicial pré-tensionada.
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Torque - s/controle
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Figura 5.42: Evolugao do torque na broca, sem modelo de controle no topo,

partindo de uma configuracao inicial pré-tensionada.

E possivel observar que a amplitude da velocidade angular na broca
aumentou em comparacao com a simulagao limitada no acoplamento torcional-
axial. Isto decorre do fato do sistema partir de uma configuragao pré-tensionada
e é provavel que a interferéncia decorrente dos eventos de contato possa
influenciar também. De forma consistente, a amplitude do torque também
aumentou.

A seguir, estdao os resultados para a simulacao utilizando o modelo de

controle:
14 Velocidade angular - c/controle 200/60 10 Plano de fases - c/controle 200/60
Ll 6.(0) |, :
y I I / 12r
6D | [ \
10 Wtarget| | | | ol
| | [ ) | o
= 8f | | | i ~
o : :‘ ‘ < T o
7 | ‘ f ~' A
£ 61 I Py
6
<4t | | | 5.:
| | | | ‘D
| ‘ ar
2r | 7 | ) 7 | )
or V( - k \ 2r
2 . . . 0 —
20 40 60 80 100 0 3 4 5 6 7 8
t [s] 0-(0) — 6-(L) [rad]
5.43(a): 5.43(b):

Figura 5.43: Velocidade angular (a), no topo e na broca, e plano de fases (b)

para o conjunto de parametros ¢, = 200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad],

partindo de uma configuracao inicial pré-tensionada.
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Figura 5.44: Deslocamento angular, no topo e na broca, partindo de uma

configuragao inicial pré-tensionada e para o conjunto de pardmetros c, =
200 [N.m.s/rad] e ¢; = 60 [N.m/rad].

Deslocamento radial x - s/controle
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-0.04 4
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t [s]

Figura 5.45: Deslocamento transversal em uma simulagdo sem controle no topo,

avaliado em z(s = 800, ).

Nao ¢ possivel encontrar nenhuma diferenca significativa nos resultados
entre esta simulagdo partindo de uma configuracao inicial pré-tensionada e a

simulagao limitada ao acoplamento torcional-axial. O fato do sistema partir de
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uma configuracao pré-tensionada nao refletir na amplitude dos deslocamentos
pode ser atribuida a atuagao do controlador.
Por dltimo, a figura 5.46 compara como o deslocamento transversal x,

avaliado em s = L/2 = 800 [m], variou com o tempo:

0.08 T T T T T T T T T

0.06
0.04 |
0.02

of |
0.02 |
-0.04 1
oosl | ——x - s/controle| |

——x - ¢/controle

_0‘08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t [s]

x [m]

Figura 5.46: Comparacao do deslocamento transversal em uma simulagao com

controle e outra sem, avaliado em x(s = 800, t).

E possivel notar que no inicio da simulacio a coluna se choca contra a
parede do poco com maior frequéncia e com o passar do tempo estes eventos
passam a se estabilizar. Também é possivel observar como o modelo de controle
atua no sentido de diminuir a frequéncia das oscila¢oes ao longo do tempo,
caracterizado pela translagao horizontal da curva vermelha.

Para ilustrar a dinamica simulada, a seguir pode-se observar a configu-

racao do sistema no instante ¢ = 64.5 [s].
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5.47(a): 5.47(b):

Figura 5.47: Visao lateral (a) e superior (b), da configuragdo do sistema

proposto, no tempo t = 64.5 [s].

A partir dos resultados apresentados neste capitulo é possivel afirmar
que o modelo desenvolvido neste trabalho é inteiramente adequado para
colunas de perfuracao verticais. O modelo permitiu a analise da dinamica
envolvendo todos graus de liberdade, utilizando diferentes modelos de interacao
broca-rocha, utilizando uma estratégia de controle e também impondo uma
rotacao constante no topo, se mostrando completamente estavel durante todo
o processo de integracao numérica, nao havendo nenhum tipo de problema.
Desta forma, o objetivo deste trabalho foi alcancado e a utilizacado do modelo
para realizar maiores investigagoes na dinamica de uma coluna de perfuragao
fica como recomendagoes para trabalhos futuros. Uma simulagao utilizando os
modelos de interacao broca-rocha e controle propostos por Tucker e Wang,
para WOB = 100 [kN] e operando a 100 [RPM], pode ser acessado em:
https://youtu.be/VOaNLY0dGuo.

As simulagoes apresentadas neste trabalho foram realizadas em um com-
putador de mesa com sistema operacional Windows 7 Ultimate, processador
Intel i7-2700k e 8Gb de meméria RAM. Para simular um tempo de ¢t = 100 [s],
este mesmo computador levou de 10 a 15 minutos nas simulacoes limitadas ao
acoplamento torcional-axial e de 15 a 30 minutos para as simulacoes conside-

rando todos graus de liberdade.


https://youtu.be/VOaNLY0dGuo
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Conclusao e trabalhos sugeridos

A teoria de Cosserat e suas equagoes foram apresentadas pela abordagem
do equilibrio de forcas e também pela abordagem variacional, sendo verificadas
e validadas de ambas formas através de diferentes exemplos e implementacoes.

Como parte complementar deste trabalho, foram desenvolvidas fungoes
base a partir da solucao das equagoes de Cosserat na forma quase estatica, mo-
delo conhecido como MCRE. Estas fungoes base foram testadas em problemas
estaticos e através da convergéncia de um determinado modo de vibracao para
verificar sua performance. A utilizacao de fungoes base baseadas no MCRE foi
considerada inapropriada para problemas que envolvem grandes deslocamen-
tos.

As EDPs apresentadas foram implementadas dentro do ambiente de um
software comercial baseado em Elementos Finitos para que as simulagoes
de problemas dindmicos pudessem ser realizadas. Discussdes a respeito de
diferentes parametrizagoes para as rotagoes foram trazidas e consideradas.
Uma vez tendo validado a teoria, os modelos que caracterizam a interacao
da broca com a rocha, o controle da velocidade angular no topo e o modelo de
contato foram apresentados e integrados ao problema.

As simulagbes do problema da coluna de perfuracao foram realizadas
inicialmente limitadas no acoplamento torcional-axial, permitindo fazer a in-
vestigacao de como a dinamica ¢ afetada para diferentes valores nos parametros
de controle e do modelo de interacao broca-rocha. Os resultados da dinamica
para os dois tipos de modelos de interagao broca-rocha foram comparados e
discutidos.

Utilizando todos graus de liberdade, o modelo se mostrou igualmente
estavel, permitindo uma analise completa da dindmica de uma coluna de
perfuracdo para diferentes condi¢des de contorno, sendo possivel visualizar
diferentes fendmenos de vibracdo no modelo, dentre eles o stick-slip e o
fenomeno de whirling. Desta forma, conclui-se que o objetivo deste trabalho
foi alcancado com éxito, tendo esclarecido alguns pontos menos abordados
em trabalhos que utilizam a teoria de Cosserat como, por exemplo, cuidados
e singularidades que determinadas parametrizacoes para as rotagoes podem

trazer.
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E valido deixar registrado que houve um esforco por parte do autor
em trazer o conteudo de maneira mais didatica e apresentando as formas de
implementacao para o modelo proposto, de modo que sirva de motivagao para
os leitores interessados neste tipo de contetdo.

Como sugestao de novos trabalhos, é totalmente valido explorar o modelo
para realizar investigagbes mais especificas como, por exemplo, como determi-
nados parametros influenciam no ROP, parametro de interesse da industria.
Outro problema a ser explorado é o problema de colunas de perfuracao dire-
cionais, de modo que este é um problema bastante interessante para explorar
os limites da parametrizagao de rotagoes proposta, analisando se singulari-
dades inerentes a este tipo de parametrizacao sao encontradas. Além disto,
existem diversos aprimoramentos que podem ser implementados para tornar o
problema menos restitivo do ponto de vista numérico, permitindo simulagoes
que consumam cada vez menos tempo. Linearizagoes locais, malhas dinamicas,
diferentes parametrizacoes das rotacoes e outras fontes de amortecimento sao
algumas das sugestoes. Para quem deseja trabalhar com as préprias rotinas
de Elementos Finitos, existe um campo a ser explorado em torno da aplicacao
das fungoes base aqui apresentadas e da implementacao de integradores nu-
méricos baseados nas equagoes de Cosserat, como trabalhos recentes [40, 41]

demonstraram.
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A
Programa em algebra simbdlica para o exemplo do método
de Perturbacao Regular

Rotina para demonstracao da implementacao do método de perturbacao

regular.
;> restart,
> with(plots) :
L> with(PDETools) :
>
> declare(y(x), prime=x, quiet)
| >
> EDO = diff (y(x), x$2) =-epsilon-exp(-x) -y(x)
L EDO:=y"=-ge"y @
| > CIs = y(0) =Y, D(y) (0) = Vj:
>
> Y,=1:
B Vy=1:
[>
L> an_sol := dsolve({eval(EDO, epsilon=1), Cis}) :
> plotd == plot(rhs(an_sol), x=0..10, legend = [ "Exata"]) :
>
> N:=3:
> y_pert = y(x) =add(£l-y[i](x), i=0..N) :
| >
> EDO pert == expand(subs(y_pert, EDO))
2 3 4
W w 2w 3. By Ey €y E)
EDO pert:=y,+ey, +& y,+& y3=-—— ——— — —— — —— )
L ¢ ¢ ¢ ¢
> Order =11

> for i from 0 to N do
eqli] = coeff (Ihs(EDO_pert), epsilon, i) = coeff (rhs(EDO_pert), epsilon, i) :

if i =0 then

# Soluciona apenas a primeira equacio com a condigio inicial:

sol_pert[i] == dsolve( {eq[O],y[i](O) =Y, D(y[i])(0) = Vo})

else

# Faz a retrosubstituiciio das solucdes anteriores na atual equaciio a ser resolvida:
eq subs[i] == eval(subs( {seq(sol pert[k],k=0.i—1)},eqli])):

# Soluciona as demais equacdes com condigdes iniciais nulas

sol_pert[i] == dsolve({eq_subs[i],y[i](0) =0,D(y[i])(0) =0})

end if

od:

> # Gera solucdes aproximadas para diferentes termos de 0..N
> for i from 0 to N do

y oli] = eval(add(si-rhs(soljert[i]), i=0..i>, epsilon = 1)
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Apéndice A. Programa em algebra simbdlica para o exemplo do método de

Perturbacao Regular

v

v "V Ilv

v

>
| >
>

>

v

>

od:

coloropts = {blue, green, black, red} :

lineopts = {dashdot, longdash, spacedash, spacedot} :
symbolopts := {asterisk, box, circle, diamond} :

for i from O to N do

plotPert[i] :== plot(y o[i],x=0..10, y=-2..2, color = coloropts[i + 1], style= point, symbol
=symbolopts[i + 1], symbolsize =20, legend = [ typeset("Perturbacdo: %1 termos", i + 1) ],
numpoints =13) :

od:

solS := eval(convert(dsolve( { EDO, Cls}, y(x), series), polynom), epsilon=1) :

plotS == plot(rhs(solS), x=0..10, y=-2..2, linestyle= dash, color = magenta, legend
= [typeset("Série: %1 termos", 11) 1, legendstyle = [ location = top]) :

display(seq( plotPert[k], k=1..N), plotS, plotA)

O Perturbagéo: 2 termos Perturbacdo: 3 termos

% Perturbagdo: 4 termos — — Série: 11 termos
Exata

2

> eq[1]

|:> sol_pert[1]

B3

3

(O]

105
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B
Programa em algebra simbdlica para o equacionamento e o
método de Perturbacao Regular

Rotina para o desenvolvimento das equagoes, segundo a teoria de Cos-
serat na forma quase estatica, e sua solucao analitica através do método de

Perturbacao regular.
|:> restart,

> SaveAll := proc( fileName :: string )
subs(_NAMES = anames(":-user"),
proc( ) save _NAMES, fileName end proc) ( )
end proc:

> with(LinearAlgebra, | Transpose, MatrixVectorMultiply, GenerateMatrix, Multiply,
MatrixInverse]) :
with(VectorCalculus, [ DotProduct, CrossProduct]) :
with(PDEtools, [declare, dchange]) :
with( plots, [odeplot, display, spacecurve, pointplot]) :
with(LargeExpressions) :
interface(displayprecision =8) :

Digits :== 30 :
read "coeffs_limpo_dissertacao.m"
#SaveAll("coeffs_limpo_dissertacao.m")

VVVVVVVVYV

> macro(pl =x,p2 =y, p3 =z, p4= =0,p6=0_,Pl=x,P2=y, P3=z, P4= =0,
pl=x,p2=y,p3=z,p4=0,p5=0,p6=0, Pl =x, P2=y, P3=z,P4=0,P5=0_ P6

= ez)
L pl,p2, p3, p4, p5, p6, P1, P2, P3, P4, P5, P6 (1)
> declare((pl, p2, p3, p4, p5, p6) (s), prime=s, quiet)
L> ON:
> k:=3:
L> Order :=k+5:

> prms_vals = (K, =1.6:10", K,,=1.6-10°, K;;=43-10", ,=2,J,, =7.862-10°, J,, =6.862
-10°,J;,=5.896-10% X, =0, X, =0, Y,=0, %,=0,2,=0,2,=-0.1 ,©_ =0.04, 0, =0.06,
©,,=-0.05,0, =-0.02,0,,=0.08,0,, =0}:
vb za zb

L ya
6 0.127 . _ 0.095

> prmsl == {kappa: E=2.1ell,nu=0.29, rext= 'T, rint y - q,=-100, h=0.06,

7 5
P,=- 100} :
> prms2 = subs (prms] {G= S A=evalf(Pi)- (rext2 - rim‘2) Y,
’ 2-(1 +nu)’ et

_ evalf(Pi)- (rext4 — rinl4) _ evalf(Pi)- (rext4 - rint4) -9
= 4 212 T 4 T
_evalf (Pi) - (rext4 - rinl4) ]) .

L 4 '

>
L> prms := prmsl union prms2 :
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>

'Y33}:

prms_vals2 = eval( prms_valsl, prms) :

r = Vector[column]([pl(s), p2(s),p3(s)]) :
ve := VectorCalculus[diff ] (r, s)

Viviviviv T

[> S = Matrix([[0,-p6(s) s)1, [p6(s),0,-p4(s)], [-p5(s), p4(s),0]]) :

dl = Vector| L(Jlumn] Transpose (R (

> R:= simpll}ﬁ/[ J
(
(

> 1.3,1

> d2 = Vector[ column](Transpose(R(1. 3,2)))
> d3 = Vector[ column](Transpose(R(1..3, 3

> vl := DotProduct(ve, dl) :

> v2 := DotProduct(ve, d2) :

> v3 := DotProduct(ve, d3) :

>

v := Vector[ column]([vl, v2,v3]) :

ue = %ﬂdd( CrossProduct(d||i, VectorCalculus[diff 1 (d|i,s)),i=1.3) :

>

> ul := DotProduct(ue, dl) :

> u2 := DotProduct(ue, d2) :

> u3 = DotProduct(ue, d3) :

> u = simplify(Vector[ column]([ul, u2, u3l), size) :

0
>K=| 0 K, 0
K

Jy 00
>J=|0 J, 0
0 0

> nl =K[1,1]-v]:

> n2 = K[2,2]v2:

> n3 =K[3,3]-(v3—1):

> n = MatrixVectorMultiply (K, Vector[ column]([vI, v2,v3 —1]))
> nd = add(nlil-d|i,i=1.3):

> prms valsl = {K” =kappa G-4, K,, =kappa:G-A, K;3 =E-A,J; =E*Y, . Jp; =E Y, J33=
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L> ml=J[1,1]ul :
[> m2:=J12,21u2:
[> m3:=J[3,3]u3:

|:> m = MatrixVectorMultiply (J, Vector[ column]([ul, u2,u3])) :
[> md = add(m[i]-d||i,i=1.3):

|:> vxn = CrossProduct(v, n) :

|:> uxm = CrossProduct(u, m) :

|:> sist] == VectorCalculus[diff ] (nd, s) :

|:> sist2 = VectorCalculus[dl]j’ ) +uxm +vxn:
|:> VectorCalculus| diff ] ( + uxm + vXn :

Y EDOS

EDOI = simplify(diff (nd[1], s), size) :
EDO?2 = simplify(diff (nd[2], s), size) :
EDO3 = simplify(diff (nd[3], s), size) :
EDO4 == simplify((diff (m[1],s) +uxm[1] +vxn[1]), size) :
EDOS = simplify( (diff (m[2], s) +uxm[2] +vxn[2]), size) :
EDOG = simplify( (diff (m[3],s) +uxm[3] +vxn[3]), size) :
I
I

viv iy v IV IV IV IV T T T T T T Ty Ty Ty Ty Ty T

mEDOI = diff (d1[1]-K[1,1]-v] +d2[1]-K[2,2]-v2 +d3[1]-K[3,
mEDO?2 = diff (d1[2]-K[1, 1]-vI +d2[2]-K[2,2]-v2 +d3[2]-K[3,
mEDO3 = diff (d1[3]-K[1,1]-vI +d2[3]-K[2,2]-v2 +d3[3]-K[3,
mEDO4 = diff (ml, s) —m2-u3 + m3-u2 +v2-n3 —v3-n2:
(
(

mEDQOS = diff (m2,s) —m3-ul +ml-u3 +v3-nl —vl-n3:
mEDOG = diff (m3,s) —ml-u2 + m2-ul +vl-n2 —v2-nl:

nEDOI = evalf (subs(prms_vals, EDOI)
nEDO?2 := evalf (subs(prms_vals, EDO2)
nEDQO3 := evalf (subs(prms_vals, EDO3)
nEDO4 = evalf (subs(prms_vals, EDO4)
( ( )
(subs( )

nEDOS = evalf (subs(prms_vals, EDOS5
nEDOG = evalf (subs(prms_vals, EDO6

)
)
):
) :
)
)

Y Confirmagao EDOs

true
|:> Testzero(EDO2 — simplify(mEDO?2, size) );

|:> Testzero( EDOI - simplify(mEDOI, size) );

true

(21)

(22)
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> Testzero(EDO3 — simplify(mEDQO3, size) )
L true
> Testzero(EDO4 — simplify(mEDOA4, size) )
i true
> Testzero(EDOS — simplify(mEDQOS, size) )
L true
> Testzero(EDOG6 — simplify(mEDOG, size) )
i true
> Testzero(sistl[1] — EDOI);
i true
> Testzero(sistl[2] — EDO2);
i true
> Testzero(sistl[3] — EDO3);
L true
> Testzero(sist2[1] — EDO4);
i true
> Testzero(sist2[2] — EDOS);
i true
> Testzero(sist2[3] — EDOG),
L true
Y Perturbacao Regular
[>
| > 11 = pl(s) =add(PI[i](s)-€,i=1.k) :
| > 2 = p2(s) =add(P2[i1(s) 1—1 k)
[ > 3 :=p3(s) =s +add(P3[z](3 =1.k)
| > 1r4 = p4(s) =add(P4[i1(s) 171 k)
| > 5 == p5(s) =add(P5[i1(s) €, i=1.k) :
| > 16 = p6(s) =add(P6[i1(s) €, i=1.k) :
| >
| > negs := 6 :# n. de equagoes
> for i from 1 to negs do
EDO||i|| pr == subs({seq(tr||n,n=1.neqs)}, EDO||i) :
L od:
| >
> for i from 1 tok do

eql[i] == coeff (EDOlpr, epsilon, i) =0 :

eq2[i] = coeff (EDO2pr, epsilon, i) =0 :
eq3[i] = coeff (EDO3pr, epsilon, i) =0 :
eq4[i] == coeff (EDO4pr, epsilon, i) =0 :
eq5[i] = coeff (EDOS5pr, epsilon, i) =0 :
eq6[i] = coeff (EDOGpr, epsilon, i) =0 :

(2.3)
(24
(2.5)
(2.6)
27
(2.8)
(29)
(2.10)
(211)

(212)
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L od
>
Y Solugao sistema de epsilon 1

VY Solucao simbdlica

_> besl = {P][l](O) =X, P2[1](0) =Y, P3[1](0) =Z, P4[1](0) =©_, P5[1](0)
:(E) . P6[1](0) =©, ,P1[1](l ) =X, PZ[l](l ) =Y,P3[1](le) =1+,
P4[1]( .) =6y, P5[1]1(1,) =6, P6[1](1,) = @_b}

> besld = {P][l] (0) =X, P2[1](0) =Y, P3[1](0) =Z, P4[1](0) =©_, P5[1](0)
=O ., P6[1](0) =©, P1[1](l)=X PZ[l](le) =Yb,P3[1](le) =Zb,P4[1](le)

i vb’PS[l](lt) ©,; POL1I(1) =6}

| >
> sisl —stmpltﬁ/ {seq(eql|i[1],i=1..6)}, size)
sisl = {Jﬁe =0,K,, (xl )) 0,K,, (y +6, ) 0.Ky32,=0,7,,0 —K, (e}_ 4.11)
1 bl 1
=) =0.6, 7, =Ky (8, +y1 0}

:> varsl == {PI[1](s), P2[1](s), P. [ 1(s), P4[1](s), P5[1](s), P6[1](s)}

| > ansl = dsolve(sisl, varsl, series) :

| > ansld = dsolve(sis] union bcsid) :

| >

| > ansl_bcl = subs(s=0, ansl) :

| > bel 1= rhs(ansi_bcl[1]) =X,

[> bel 2= rhs(ansl_bel[2]) =7, :

[> bel_3 = rhs(ansl_bcl[3)) =2,

> bel 4 = rhs(ansl_bcl[4]) =O :
> bcl 5 = rhs(ansl_bcl[5]) = Ja.
> bel_6 = rhs(ansi_bcl[6]) =0,

[>

> ansl bc2 = subs(s:l ansl) :

:> bc2 1 := rhs(ansl_bc2[1]) =X,:

[> be2_2 = rhs(ansl_bc2[2]) =Y, :

> bc2 3 :=rhs(ansl_bc2[3]) = Zb:
> bc2 4 :=rhs(ansl _bc2[4]) =

> bc2 5 :=rhs(ansl_bc2[5]) =

> bc2 6 := rhs(ansl_bc2[6]) :@zb
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>
> bc_soll = simplify(solve({seq(bcl_||i,i=1..6), seq( ch ||1 i=1.6) } {P][l] (0),
P2[1]1(0), P3[1](0), P4[1](0), P5[1](0), P6[1](0), D(PI[1])( P2[1])(
D(P3[1])(0), D(P4[1])(0), D(P5[1])(0), D(PG[1 ]) (0)3}), size) 1
>
| > sol_sis] = collect(simplify(subs(seq(bc_soll[i],i=1..12), ansl), size), s) :
> collect(simplify(sol_sis1[6], size), s)
(_Ozu +®zb) S
ezl =®za + 17

e

412

Solucdo numérica

I:> nsisl := subs(prms _vals, sisl) :

|:> nbcsl == subs(prms_vals, besl) :

|:> nsoll := dsolve(nsis] union nbcs 1, varsl, numeric) :

Griéficos

¥ Solugao sistema de epsilon 2

bes2 = {P][Z](O) =X, P2[2](0) =Y, P3[2](0) =Z, P4[2](0) =©, , P5[2](0) =0,

va

P6[2](0):O o PI21(1) =X, P2[2](1,) =¥, P3[2](L) =1, + Z, P42](L,) =0,
P5[2](1,) =©,,, P6[2](L,) =0, }

dsis2 == {seq(eq||i[2],i=1..6)}:
sis2 == eval(subs(seq(sol_sisl[i],i=1..6), dsis2)) :
csis2 = eval(subs(seq(soll_compact[i],i=1..6), dsis2)) :

vars2 == {PI[2](s), P2[2](s), P3[2](s), P4[2](s), P5[2](s), P6[2](s) } :
ans2 := convert(dsolve(sis2, vars2, series), polynom) :
cans2 = convert(dsolve(csis2, vars2, series), polynom) :

#ans2 bcl é resol vida segundo as nesmas condi coes de contorno
da solucdo do sistema 1 sonente para visualizarnes cono as
sol ugcées "evol uemt conforne a ordem ie, epsl, eps2, eps3:

ans2_bcl == subs(s=0, ans2) :

s2_bcl 1= rhs(ans2_bcl[1]) =X,
s2_bcl_2 = rhs(ans2_bcl[2]) =Y :
s2_bcl_3:=rhs(ans2_bcl[3]) =Z,:
s2_bcl_4 = rhs(ans2_bcl[4]) =06
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_> s2_bcl 5 := rhs(ans2_bcl[5]) = ya
[ > 52 bel_6= rhs(ans2_bel[61) =0, :
[>
| > ans2 bc2 = subs(s:l@ ansZ)
> 52 bc2 1:=rhs(ans2_bc2[1]) =X, :
=> s2_bc2_2 = rhs(ans2_bc2[2]) =Y, :
[> 52 be2 3= rhs(ans2_be2[3]) =2,
[ > 52_be2 4= rhs(ans2_be2(4)) =0,
:> s2_bc2 5= rhs(ans2_bc2[5]) :(9) b
[ > 52_be2_6:= rhs(ans2_be2(61) =0,
[>
> #Aqui anul anos todas condi ¢des de contorno pois aqui no ngétodo

>
>
>
>
>
>
>
=>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

>

de perturbacdo resol venos as c.c. sonente para_o sistema de
prineira ordem As c.c. das ordens segui ntes sao todas nul as
pois irenmos somar as sol ucdes, ex.: x(s) =x_1(s) + x_2(s) +
x_3(s), onde x_ 2 e x_3 sao as sol ugoes de x para os ternos de
segunda e terceira ordem e sonente x1 deve ser resolvido
consi derando as condi ¢cées de contorno!
ans2c_bcl = subs(s=0, cans2) :
cs2 bel 1 rhs(ans2c_bcl[1]) =
cs2_bcl_2 = rhs(ans2c_bcl[2]
cs2 bel 3 = rhs(ans2c_bcl[3]
cs2_bcl 4 = rhs(ans2c_bcl[4]
( (5]
( [61) =

cs2 _bel 5 == rhs(ans2c_bcl
cs2_bel 6 = rhs(ans2c_bcl

ans2c_bc2 = mbs‘( s=1, cans2

¢s2_bc2 1 := rhs(ans2c_bc2|
cs2 _be2 2 = rhs(ans2c_bc2[
cs2 bc2 3= rhv(an92c - be2[
cs2_bc2 4 := rhs(ans2c_bc2|
cs2 be2 5= rhs(ans2c - be2[
¢s2_bc2 6 := rhs(ans2c_bc2|

bc_sol2 = solve( {seq(sZ_bcI_Ili, i=1..6),seq(s2_bc2_||i,i=1..6)}, {PI[2](0),
P2[2]( )P3[2]( P4[2]( ), P5[2](0), P6[2](0), D(P1[2]) (0), D(P2[2])(0),
D(P3[2])(0 P4[2] D(P5[2])(0),D(P6[2])(0)}) :
che_sol2 —solve( {seq( cs2_bcl_||i, i:1..6),seq(cs2_b02 lli,i=1..6)}, {PI1[2](0),
P2[2](0), P3[2](0), P4[2](0), P5[2](0), P6[2] 0), (P1[2])(0),D(P2[2])(0),
D(P3[2])(0), D(P4[2])(0), D(P5[2])(0), D(P6[2])(0)}) :
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[

>

sol_sis2 == subs(seq(bc_sol2[i],i=1..12), ans2) :
sol_csis2 = subs(seq(cbc_sol2[i],i=1.12), cans2) :

>

>

>

> 50l2_compact == {seq(P||i[2](s) =collect(rhs(sol_sis2[i]), s, Veil[C]),i=1..6)}:
> csol2_compact == {seq(P||i[2](s) =collect(rhs(sol_csis2[i]), s, Veil[C]),i=1..6)}:
>

3 a o

1 KasKyy (741 2) (O +9p) L +2X,-2%;)

20 1 (K, I' + 12, 7,

Ref erenci a

> simplify(coeff (rhs(sol_sis2[1]),s,5), size)
e Ky, (leew +1,6,+2X, —2Xb> K, (Z,—2,)

2 2
20 Iy I (K“le +12J22)

nsis2 = subs(prms_vals, sis2) :
nbes2 == subs(prms_vals, bes2) .
nsol2 = dsolve(nsis2 union nbcs2, vars2, numeric) :

[>
[>
[>
>

» Gréficos

Y Solucao sistema de epsilon 3

>

_> bes3 = {P1[3](0) =X, P2[3](0) =Y, P3[3](0) =Z, P4[3](0) =6, P5[3](0) =© ,

P6[31(0) :Om, P][3](le) =X, P2[3](le) =Y, P3[3](le) =l,+Z, P4[3](le) :@.Xh,
| P5[3](Ze):G)yb,P6[3](le):®Zb}:
[>
| > dsis3 = {seq(eq||i[3],i=1.6)}:

L> sis3 = eval(subs(seq(soll_compact[i],i=1..6), seq(sol2_compact[i],i=1..6), dsis3)) :

> csis3 = eval(subs(seq(soll_compact[i],i=1..6), seq(csol2_compact[i],i=1..6),
dsis3)) :

| >
| > vars3 = {seq(P|i[3](s),i=1.6)}:
L> ans3 := convert(dsolve(sis3, vars3, series), polynom) :
> cans3 := convert(dsolve(csis3, vars3, series), polynom) :
| >
| > ans3_bcl = subs(s=0, ans3) :
> 53 bcl _1:=rhs(ans3_bcI[1]) =X,:
[~ s3_bcl_2:=rhs(ans3_bcl[2]) =Y,:
(> s3 bel 3:=rhs(ans3_bcl[3])=Z, :

a

(5.1)
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VVVVVVVVYV VVVVVVVVVVV V V V VVVVV YV V V

>
[>
B
[>
ANES

> pl
BS p3_.

>p4

>

> p5 sol == collect(rhs(soll _compact[5]) + rhs(csol2_compact[5]) + rhs(csol3 _compact[5]),

> pb6_sol := collect(rhs(soll_compact[6]) + rhs(csol2_compact[6]) + rhs(csol3_compact[6]),

s3_bcl 4 := rhs(ans3_bcl[4]) :Gm :
s3_bcl 5= rhs(ans3_bcl[5]) =®ya :
s3_bcl_6 = rhs(ans3_bcl[6]) :G)m
ans3_bc2 == subs(s= l, ans3 )
§3_bc2_I = rhs(ans3_bc2[1]) =X, :
$3_bc2 2= rhs(ans3_bc2[2]) =Y,:
§3_bc2 3 :=rhs(ans3_bc2[3]) =Z,:
s3_be2_4:=rhs(ans3_bc2[4]) =0O,,
s3_bc2_5 == rhs(ans3_bc2[5]) :Gyb:
s3_bc2_6 = rhs(ans3_bc2[6]) =0, :

cans3_bcl = subs(s=0, cans3) :
cs3_bel 1 = rhs(cans3_bcl[1]) =0
cs3_bcl_2 = rhs(cans3_bcl[2]) =0
cs3_bcl_3 := rhs(cans3_bcl[3]) =0:
cs3_bel 4 = rhs(cans3_bcl[4]) =0
( [5])=0
( [6])=0

cs3_bcl 5 = rhs(cans3_bcl
cs3_bel 6 = rhs(cans3_bcl

cans3_bc2 == subs(s =1, cans3 )
cs3_bc2 1 = rhs(cans3_bc2[1]) =0
cs3_bc2 2 := rhs(cans3_bc2[2]) =0
cs3_bc2 3 := rhs(cans3_bc2[3]) =0:
cs3_bc2 4 := rhs(cans3_bc2[4]) =0:
cs3_bc2 5 := rhs(cans3_bc2[5]) =0
cs3 be2 6 = rhs(cans3_bc2[6]) =0

bc_sol3 = solve({seq(s3_bcl ||i,i=1..6), seq(sS bc2 ||i i=1.6) } {P1[3]

P2[3](0), P3[3](0), P4[3](0), P5[3](0 P6[3] P1[3] P2[3])(0),
D(P3[3])(0),D(P4[31)(0), D(P5[3])( P6[3]

cbe_sol3 == solve({seq(cs3_bc]_||i,i=1..6) seq(cs3 ch ||l 1—1 6 } {P1[3] (0),
P2[3](0), P3[3](0), P4[3](0), P5[3](0 P6[3] P1[3] P2[31)(0),
D(P3[3])(0), D(P4[31)(0), D(P5[3])( (P6[3])( )}):

dsol_sis3 := subs(seq(bc_sol3[il],i=1..12), ans3) :
sol_csis3 = subs(seq(cbc_sol3[il,i=1..12), cans3) :

csol3_compact == {seq(P||i[3](s) =collect(rhs(sol_csis3[i]), s, Veil[C]),i=1.6)}:

sol_sis3 = Unveil[ C](Unveil[ C(dsol_sis3)) :

nsis3 == subs(prms_vals, Unveil[ C](sis3)) :
nbcs3 == subs(prms_vals, bes3) .
nsol3 := dsolve(nsis3 union nbcs3, vars3, numeric) :

:> # Sol ucdes sinbdlicas até terceira ordememepsilon:
_sol == collect(rhs(soll_compact[1]) + rhs(csol2_compact[1]) + rhs(csol3_compact[1]),

s)

s)
sol == collect(s + rhs(soll compact[S]) + rhs(csol2_compact[3])
+ rhs(csol3_compact[3]), s
sol = collect(rhs(soll compact[4]) + rhs(csol2_compact[4]) + rhs(csol3_compact[4]),
s) :

s)

s)

> p2_sol = collect(rhs(soll_compact[2]) + rhs(csol2_compact[2]) + rhs(csol3_compact[2]),

114
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L> restart,
>
> N:=3:
L> Order :=N+5:
>
>

=> declare( (x, »,2%0,0 67) (s, 1), prime=s, quiet)

> X := diff table(x(s,t)) :

I
\

Y := diff table(y(s, 1)) :

> 7= diff table(z(s, 1)) :

> Thx = difj‘;tahle( 0 (s,1) ) :

> Thy == diff_table( Gy(s, t)) :

> Thz = diﬁ’_table( GZ(AV, t)) :
>
L> el := UnitVector(1, 3) :
L> e2 := UnitVector(2,3) :
L> e3 := UnitVector(3, 3) :
>
L> r:= Vector{column]([X[ ], Y[ ],s+Z[ ]]) :
L>
L> rel := DotProduct(r, el) :
L> re2 := DotProduct(r, e2) :
L> re3 := DotProduct(r, e3) :
> re:= Vector{ column]([rel, re2, re3]) :
=>
> # #
L> § = Matrix([[0,-Thz[ ], Thy[ 1], [Thz[ 1, 0,-Thx[ 1], [-Thy[ I, Thx[ 1, 0]]) :

3
D
R:= simplgﬂ[ Z j‘] :

p=0£"

I
\
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VVVVVVV V VVVVVVV V VVVVVVVVVVYVYVYV

U
=
Il

Vector| column](Transpose(R(1 .
d2 := Vector{ column](Transpose(R(1 ..
Vector| column](Transpose(R(1 ..

3,1 :
3,2))):
3,3 :

S
i

=

ve := VectorCalculus[diff 1 (r,s) :
vl = DotProduct(ve, dl) :
v2 := DotProduct(ve, d2) :
v3 = DotProduct(ve, d3) :

v = simplify(expand(Vector[ column]([vl, v2,v3])), size) :

F*

=

ue = simplijj/( % -add( CrossProduct(d|| i, VectorCalculus[diff 1 (d||i,s)),i=1.3), size) :

ul = DotProduct(ue, dl) :
u2 = DotProduct(ue, d2) :
u3 = DotProduct(ue, d3) :

u = simplify(expand(Vector[ column]([ul, u2,u3])), size) :
#H# #
# #

we = simpl[jj’(% -add( CrossProduct(d|| i, VectorCalculus[diff ] (d||i, t)),i=1 ..3)) :

wl = DotProduct(we, dl) :
w2 = DotProduct(we, d2) :
w3 = DotProduct(we, d3) :

w = simplify(expand(Vector| column]([wl, w2, w3])), size) :

#

# #
K, 0 0
K = K,, 0
0 0 K
Jy, 00
Ji=| 0 J, 0
0 0 Jy
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0 0 I

H*
=

K[1,1]-vI:

K[2,2]-v2:

K([3,3]-(v3—1):

n = MatrixVectorMultiply (K, Vector[ column]([vl,v2,v3 —1])) :
nd = simplify(expand(add (n[i]-d||i,i=1.3)), size) :

nl :
n2 :
n3 :

1, 1]-ul:
[2,2]-u2:
[3,3]u3:
= simplify(expand(MatrixVectorMultiply (J, Vector[ column]([ul, u2,u3]))), size) :

(V)

Il
S S S

ml
m2 :
m3:

hl ==11,1]1-wl :
h2:=11[2,2]-w2:
h3 :=1I3,3]1-w3:
h == simplify(expand(MatrixVectorMultiply (1I, Vector[ column]([wl, w2, w3]))), size) :

=

#
f

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

#. #
7 f

vxn = simplify(simplify(expand(CrossProduct(v, n)), trig), size) :
uxm = simplify(simplify(expand(CrossProduct(u, m) ), trig), size) :
wxh = simplify(simplify(expand( CrossProduct(w, h) ), trig), size) :

wxhl = simplify(simplify(expand(h3-w2 — h2-w3), trig), size) :
evalb(wxh[1]=wxhl)
true (1)

#.
7

#. #
1 f

EDOI = tho-A-diff (r[1], 1$2) = simplify(simplify(expand(diff (nd[ 11, s) ), trig), size) :
EDO?2 = tho-A-diff (r[2], 82) =simplify( simplify(expand(diff (nd[2], s) ), trig), size) :
(
hl

viviviv vy

EDO3 = rho-A-diff (r[3], 182) = simplify(combine(expand(diff (nd[3 ], s) ), trig), size) :

> EDO4 := simplify(simplify(expand (diff (
+vxn[1]), trig), size) :

> EDOS = simplify(simplify(expand(diff (h[2], t) +wxh[2]=diff (m[2],5) +uxm[2]
+vxn[2]), trig), size) :

> EDOG = simplify(simplify(expand(diff (h[3], t) +wxh[3]=diff (m[3],5) +uxm[3]

+vxn[3]), trig), size) :

11, ¢) +wxh[1]1=diff (m[1],s) +uxm[1]

>
> mEDOI = simplify(simplify(expand(tho-A-diff ({11, 182) =diff (d1[1]-K[1,1]-v] +d2[1]
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K[2,2]-v2+d3[1]-K[3,3]-(v3 —1),s)), trig), size) :

> mEDO2 = simplify(simplify(expand(rho-A-diff (r[2], 1$2) =diff (d1[2]-K[1, 1]-vI +d2[2]

K([2,2]-v2+d3[2]-K[3,3]-(v3 —1),s)), trig), size) :

=> mEDO3 = simplify(simplify(expand(rho-A-diff (r[3], 1$2) =diff (d1[3]-K[1, 1]-vI +d2[3]

‘K[2,2]-v2+d3[3]-K[3,3]- (v3—1),s)), trig), size) :

=> mEDO4 = simplify(simplify(expand(diff (hl, t) — h2-w3 + h3-w2 =diff (ml, s) —m2-u3 +m3

-u2 +v2-n3 —v3-n2), trig), size) :

| > mEDOS = simplify(simplify(expand(diff (h2,t) — h3-wl + hl-w3 =diff (m2,s) —m3-ul +ml

‘u3 +v3-nl —vi-n3), trig), size) :

B mEDOG = simplify(simplify(expand(diff (h3, t) — hl-w2 + h2-wl =diff (m3,s) —ml-u2 +m2

‘ul +vi-n2 —v2-nl), trig), size) :

# i
# #
evalb(EDOI =mEDOI)

true
evalb(EDO2 =mEDQ?2)

true
evalb(expand(EDO3) = expand(mEDO3) )

true
evalb(EDO4=mEDO4)

true
evalb(EDOS5 =mEDOS)

true
evalb(EDO6 =mEDQOG)

true
# i
# #

V_ang 3d == eval( % - ( expand(Multiply(Multiply( Transpose(u), J), u)) )) :

o 0 0 0
V_ang 3d 30 = Szmplzfy(select(p —degr ee(p, [& 0.(s, 1), & Oy(s, t), = 0_(s, 1), 0 (s, 1),
Gv(s, 1), Gz(s, t) ) <3, V_ang_3d], sz'ze) :
V_ang 2d = eval(subs( {y(s, t) =0, ex(s, t) =0, ez(s, t) = 0}, %

- ( expand (simplify( Multiply( Multiply( Transpose(u), J ), u), trig))) ) ) :

0 0 j 0 0
(5.), 5o 0050, 8,(s.1),

]
V _ang 2d 30 = Simplify(select (p —degree (p, [ & ex(s, t)

Oy(s, 1), Gz(s, 1)

) <3, V_ang_ZdJ,size) :
V lin 3d == eval[% - ( expand(simplify( Multiply( Multiply( Transpose (v

— Vector[column]([0,0, 1])), K), v — Vector[ column]([0, 0, 1])), trig) ) )) :

@3
(@)
(5)

(6)
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0 0 0 0
>V lin_3d 30 = simplifj/(select(p—>degree(p, [a x(s,t), % y(s, 1), & z(s,t), & SX(S, 1),

& Gy(s, 1), m ez(s, t),x(s,t),y(s,1),z(s, t), GX(S, 1), Gy(s, 1), Gz(s, 1) D <3, Vilin73dj,
sizej :
>V lin 2d = eval[subs( 25,0 =0.p(5.1) =0.6,(5.1) =0.6 (s, 1) =0}, %

- (expand(Multiply(Multiply( Transpose (v — Vector[ column]([0,0,11)), K), v
L — Vector[column]([0,0,11)))))) :#z=0 pois modo axial nao interessa nesse momento

>V lin_2d 30:= expand(simplz_’ﬁ/(select(p—>degree(p, % x(s, 1), % y(s, t), % z(s, 1),
ai Gx(s, 1), m ey(s, 1), ® 9:(3, t),x(s,t),y(s,t),z(s, t), Ox(s, 1), By(s, 1), Gz(s, t) D <3,
V_lin_Zd) s size) j :
=> V_2d 3o := simplify(V_lin_2d_30+V_ang_2d_3o, size)
GL,Z K, K, xS2 J5s eyxz
V_2d 30 := — > > —K;; x 6}_ + 2 (8
:> V_3d 3o = simplify(V _lin 3d 30+ V _ang 3d 3o, size) :

=>
> T ang 3d == eval(% - ( expand(Multiply( Multiply( Transpose (w), II), w) ) ) ) :

0 0
0.(s,1), = 0 (s,7),0 (s, 1),

- 0
> T ang 3d 30 := s:mplzﬁz(select(p—>degiee(p, [E 0.(s, 1), o o o X

(-)y(s, 1), Gz(s, 1) D <3, T_ang_3d), size) :
> T ang 2d == eval( T ang 3d, {z(s, 1) =0,y(s,1)=0,8 (s,1) =0,0_(s,7) =0}) :
# z=0 pois modo axial nao interessa nesse momento

0 0 0
> T ang 2d 30 = simplzjjz(select(p—>degree(p, [5 GX(S, 1), o Gy(s, 1), m OZ(S, 1), Gx(s, 1),

Gy(s, 1),0,(s,1)

) <3, T_ang_Zd), size) :

> T lin 3d == eval(expand( - (rho-A4- (DotProduct( VectorCalculus[diff ] (r, t),

1
2
VectorCalculus[diff 1 (r,t)))) ) ) :

0 t 0 t 0 0 (s, ¢
2 Y Y
s V(S 1) 2 1), 5o B8 1),

a a .
o 005 00, 2 005 10, x(s 1), 15,1, 2(50),6,(5, 1), 8,(5,1), 6.(5,) ]) <3.Tin_3d).

size ) :

> T lin_2d = eval(T lin_3d, {z(s,t) =0, y(s, t) =0, theta(s, r) =0, phi(s, ) =0}) :
# z=0 pois modo axial nao interessa nesse momento

a
> T lin_3d 30 = simpliﬁ/(select(pﬁdegree(p, [a x(s, t)
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> T lin 2d 30 = simplifj/(select(p—>degree(p, [% x(s, 1), %y(s, 1), o z(s, t), % 0 (s, 1),
o Gy(s, 1), o Gz(s, t),x(s,t),y(st),z(s, t), ex(s, 1), ey(s, 1), GZ(S, t) D <3, TJZ’and),
sizej :
=> T 2d 30:=T lin_2d 30+ T ang 2d 3o
ax? b 9}-[2
T 2d 30 := +— 9

;> T 3d 30:=T lin_3d 30+ T ang 3d 3o0:

o 4 P I F 9

> V_lma.— szmplyﬁz(aselect(p%degiee(p, [ a x(s, 1), as y(s, t), a z(s, 1), a 0 (s,1),
— — <
O, 0 0 0,05 ).x(8 00050, 25.0),0,(5.0).8,(5.1.6,(5.1) || <2

expand(V_3d 30) ), size) :

i 9
as “as Y as as
0,05, 1), x(s. 1), y(5, 1), 2(5, 1), 8,(s, 1), B, t>,ez<s,z)]) <2,

0 0 0
>V _nlin == simpliﬁ/(remove(p—>degree(p, [7 x(s, t) (s, 1), 7— z(s, 1), — Gx(s, 1),

o 0 (s,1), —
ds Os
expand(V_3d 30) ), sizej :
> T lin = simpl{fj/(select(p—>degree(p, [i x(s, 1), o y(s, 1), o z(s, 1), o 0 (s, 1),

ot ot ot o
% Gy(s, 1), % Qz(s, 1), x(s, 1), (s, 1),z(s, t), Gx(s, 1), ey(s, 1), Gz(s, t) D <2,

expand(T 3d 30) ), size) :
_>Tl"l' d atatataet
= » — " — — v _ —
lin = simplify{ remove( p—degree( . [ & M50, 5 V(s 0, 2 250, (50,
o Gy(s, 1), o 0,(s,1),x(s, 1), y(s, 1), z(s, 1), 0 (s, 1), Gy(s, 1), 6,(s, t)D <2,

expand(T 3d 30) ), size) R

L linear e aos que levardo ao vetor de termos ndo lineares :
il 9
>V 2d lin= simpliﬁ/(select(p—>degree(p, [& x(s, 1), & y(s, 1)
0

& 8 (s, 1), &

expand(V_2d_3o0) ) , size )

0
(1), 0,(5.1),

0_(s, 1), x(s, 1), (s, 1), 2(s, 1), 8 (s, 1), Gy(s, 1),0,(s,1) D <2,
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LIPO )
a ) (5, 1), as
expand(V_2d_3o0) ), sizej

0.5, 1), x(5, 1), (s, 1), 2(5, 1), 0,5, 1), 0, (5, 1, 0_(5, 1) ]) <2,

V 2d nlin:=0

D S0 (s 1), 2 5,1, — 0 (5,1
o X80, (s 1), 2o zsh), 2o 8.(s. 1),

m Gy(s, t), o 0,(s, 1), x(s, 1), y(s, 1), 2(s, 1), 0.(s, 1), ey(s, 1),8_(s, 1) D <2,

expand(T _2d _30) ), size)

> T 2d lin = simplijj/(select ( p—degree ( P,

2
pA xtz n 122 ett

T 2d lin ==
" 2d lin >

K N IO )
o x(s, 1), o (s, 1), o z(s, 1), o

0
m Gy(s, 1), o Gz(s, 1), x(s,1),y(s,1),z(s, 1), Ox(s, 1), Gy(s, 1),0 (s, 1) D <2,

expand(T_2d_30) ) s size)

> T 2d nlin == simplify ( remove ( p—degree ( j2

T 2d nlin =0

. eyz Ky Ky, x.vz 22 eJ'Ivz
V_2d lin = T + 2 —K;; x By+ 2
>V 2d nlin = simplzﬁ/(remove(p—m’egree(p [i x(s, ) iy(s t) i z(s, t) i 0 (s, 1)
. | & >0 s 20, g 281, 5o Os 1),

S
) (5,1),

121
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Programa em algebra simbdlica para computacao das
frequéncias naturais

> restart:

>

> re:=10.1:
> ri:=0.0945:
> L =1000:

v

._ {5 (1‘24—1‘1'4) .
Iy == evalf Pl.f :

> 4= eva[f(Pi- (re‘2 71‘1'2)) :
> rho := 7850 :
> E:=2.lell:
>
> nm:=6:
>
> f:= beta—cosh(beta)-cos(beta) + 1 :
|> Nm:=3-nm:
> j=1:
> i=1:
>
> whilej < Nmdo

sol[i] = fsolve( f(beta), beta=;.j +3) :

ji=j+3:
i=i+1:
end do:

> for k from 1 to nm do

_ [ sollk]1\* Ely .
wnlk] = (7L ) S rt( ho A )
fulk] = evalf( WZ"—gf]) :
od:
> ful6]
0.01690706612 0

>
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Programa para solucao de uma viga de Cosserat estatica em

elementos finitos

v iviviviv v v v iy iy iy

restart,

with(LinearAlgebra) :

with(VectorCalculus, [ DotProduct, CrossProduct]) :
with(PDEtools, [ declare, dchange, diff table]) :

with( plots, [ odeplot, display, spacecurve, pointplot]) :
with(LargeExpressions) :

with(ArrayTools) :

Digits == 32 :

interface(displayprecision =8) :

>Ta

=Y,(1,2,=2,(0),0,=6,,(1),0,=6,,(1),0,=6,,(1),8 (s 1) =tr(s,1)) :

alias (X, =X,(0), Y,=Y,(1),Z,=Z,(1),0,,=0©,_(1),0, =06, (1,0, =0, (1),X,=X,(1), Y,

vb vb
2
0(s0) Ky K, diff (x(s,1),5)°
V_imp = — ) + ) — K, diff (x(s, 1), 5) G}.(S, t)
2
Jggdiﬁ(e),(s,t),S) X .
+ -, . # Termos retirados do apéndice C
o, 2
o DA (s 0,07 | B2l (8,50.1)

2
vars = [x(s, 1), G}_(s, t) ] :

= [%.0,,%,0,]:
gepp = VectorCalculus| diff ] (qe, 1$2) :

Parametros geométricos, materiais, etc
> prmsl = [rh0:7850, kappa:% E=2.1ell,nu=0.29, g,=-260, P,=-260, re=0.1, ri

=0.0945 ] :

> prms2 = subs (prmvl {Gf 7eval/( (re2 — riz) ), Y

+h‘1

2-(1+nu)’
Pi-(re’ —ri") re —rit (re —ri4)
=evalf 3 Y, =evalf 2 Y3=2

| w(memny

>
L> prms := prmsl union prms2 :
>

> prms_valsl = {K” =kappa-G-4, K,,=kappa-G-4,K3; =E-A,J;; =E-Y,;, J,, =EY,,, J3;
=Gy I =1hory, |, b, =tho-y,,, I;; =rtho-y,, } :

:> prms_vals2 == eval(prms_vals1, prms) :
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> eval(tho-A4-9.81, prms) # peso proprio
2

58.80390918

¥ Fungdes base Cosserat

1 1 3
2K, ((39 +10 )16+X[,—Xb)s

va 2 b

> xs =

(K12 +120,) 1,
1

ya 2 b ya

2 2
(-21(” (e +10 )16—3K”(Xa—Xb)le—6J22(® —@)_b))s

+

(Kll le3

0,+6/,(0,-0,)—12J, (X"—Xb))s

(K 12 +1205) 1,

vb

+X :

a

(K12 +120,) 1,

1 1 3
2 ((-7 Q\-a_je\-b) le+Ya—Yb) Ky s

> s =

+

(K5, 12+ 127,,) 1,

xa

1 2
(2852 (@ 5 @) L2 =3Kan (1, = 1y) L6, (0, 0,,) |

2

(-K»» ’e, —6J, (0,—©,) =127, (Y,—Y,))s

(Kp 12 +12,) 1,

> zs ==Za+

(Kpy 12 +12J,) 1, ‘

e

(—Za-i-Zb) 5

l

e

(3 (0 +©y) =6, +67,) Ky, s

> ixs =

(Kpp 12 +120,) 1,

+7Y

1 2
(4 (0t 3 0) 243 27,2 1) L) Kur =12, (0,-0,,) )

+

+06

xa’

(Kp 12 +12,,) 1,

(3(©,,+0,) L+6X,—6X,) K, s

> tys ==

+

(K 12 +120,) 1,

1 2
((—4 (@yﬁ;@ )le +3 (-2X,+2X,) le) Ky =125 (

vb

(€]

ya

_ 9}1})

))s

+0

va

> fzs = @_a +

(K12 +120,) 1,

(-@m + @__b) s .

l

e

(L1)

124
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> Nex = simpl()ﬁ/( Vector| row]( [coeﬁ’(xs, Z,), coeff (x5, X,), coeff(xs, G)ya), coeff (x5, 1),
coeff (xs, @xa) , coeff (xs, o )  coeff (x5, Z,), coeff (x5, X,,), coeff (xs, Gyb) , coeff (xs,
%), coqﬁ(xs, Oxh>’ coeﬁ"(xs, G)Zb) ]), size) :
> Ney = simpltﬁ/( Vector[row]( [coejj’(ys, Z,), coeff (¥, X,) coeﬁ’(ys, @ya), coeff (¥5, ¥,)s
coeff’ ( Vs, @xa) , coeff ( 5,0 )  coeff (vs, Z,), coeff (s, X,), coeff ( ¥s, Gyb) . coeff (¥s,
%), coeﬁ"(ys, ch)’ coeﬁ"(ys, @Zb) ]), size) :
> Nez = simpll'fy( Vector[row]( [coeff(zs, Z,), coeff (25, X,) coeff(zs, @ya), coeff (25, ¥,).
cneff(zs, @xa) , coeﬂ(zs, o ) s coeff (25, Zy), coeff (25, Xy, coejf(zs, G)yb) , coeff (zs,
Y,), coeff(zs, va)’ coeff(zs, @zb) ]), size) :
> Ncetx == simpllj‘y( Vector[row]( [coeff(txs, Za), coejj"(txs, Xa), coeﬁ'( s, Oya>’ coejf(txs,
), coeﬁ'( 1xs, @m) R coeff( s, @ ) , coeff (txs, Z,)), coeff (1xs, X,,), coeﬁ( 1xs, @yb) R
coeff (txs, Y,), coeﬁ"(txs, @xb)’ coeff(txs, @zb) ]), size) :
> Ncty = simplify( Vector{ row]( [coeff( tys, Za), caejf( tys, Xa), C()ejj"(tys, @’m) s coeff( tys,
), coeﬁ'( tys, G)m), coeff(lys, G)m), coeff(tys, Z), coeff (tys, X,). coefj"(tys, Oyb)’
coeff (tvs, 1), coe_‘ff(lys, G)xb)’ coeﬁ(tys, G)zb) ]), size) :
> Netz = simpliﬁ/( Vector| row]( [coejj’ (125, Z,), coeff (tzs, X,) coeff ( tzs, @ya) , coeff ( 1z,
Ya), coeﬁ'( tzs, G)xa), coefj"( tzs, @m), coeﬁ"( tzs, Zb), coejf( tzs, Xb)= coeﬁ'( tzs, ®yb> N
coeff (1zs, Y,), coeff ( tzs, G)Xb) , coeff’ (tzs, @zb) ]), Size) :
>
:> fes_base_coss == [xs, tys]:
| > sisC := [egsLag(T, V_imp, vars, fcs_base_coss, ge) ] :
L> (Kc, gKc) = GenerateMatrix(sisC, ge) :

L> (Mc, gMc) = GenerateMatrix(sisC, qepp) :
> Fed = map(int, qy Transpose(Ncx([2,3,8,9])),s=0 ..le) :

¥ Funcoes baselineares

NI := FunBase(2) :

xl :== LinearAlgebra[ Multiply](NI[ 1], convert(ge, Vector[ column])) :
tl :== LinearAlgebra| Multiply](NI[2], convert(qe, Vector[ column])) :
fes_base lins == [xI, tl]:

sisL == [egsLag(T, V_imp, vars, fcs_base lins, ge) ] :
(K1, gKl) = GenerateMatrix(sisL, ge) :

(M1, gMl) = GenerateMatrix(sisL, gepp) :

Fld := map(int, qy Transpose(NI[1]),s=0 ..le) :

VVVVVVVVYV
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Y Fungoes base Timoshenko

>
| > Nt := FunBase(3) :
L> xt := LinearAlgebra[ Multiply](Nt[ 1], convert(ge, Vector{ column])) :
| > tt := LinearAlgebra[ Multiply](Nt[2], convert(qe, Vector| column])) :
| > fes base timo == [xt, tt]:
[>

| > sisT = [egsLag(T, V_imp, vars, fcs_base_timo, ge) | :

L> (Kt, qKt) = GenerateMatrix(sisT, qe) :

L> (Mt, gMt) = GenerateMatrix(sisT, gepp) :

| > Ftd == map(int, qy Transpose (Nt[ 1]),s=0 .Ale) :

rho := 7850 :

L:=20:

nele :=5:

nnos = nele + 1 : # unidimensional

nnele == 2 :

nGDLn =2 :

nGDLele = nnele-nGDLn :

nGDL = nGDLn-nnos : # Numero de graus de liberdade total

Mi == GeraMatrizincid(nele) :
(ex, dx) = GeraMalhalD(L, nele, Mi) :

Kcini == Matrix(nGDL, nGDL) :
Mcini == Matrix(nGDL, nGDL) :
Fcini = Vector(nGDL) :

Fce == Vector(nGDL) :

Fee[nGDL — 1] == eval(P(,, prms) :

Klini == Matrix(nGDL, nGDL) :
Mlini == Matrix(nGDL, nGDL)
Flini :== Vector(nGDL) :

Flc == Vector(nGDL) :

Fle[nGDL — 1] == eval(PO,prms) :

Ktini == Matrix(nGDL, nGDL) :
Mtini == Matrix(nGDL, nGDL) :
Ftini :== Vector(nGDL) :

Ftc == Vector(nGDL) :

Ftc[nGDL —1] = eval(PU,prms) :

VV VVVVVV VVVVVV VVVVVVVVVVVVVVVYVYVVI

Kcele = eval(Kc, prms_vals2 union {le: dx[1 ]}) :
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kg Mecele = eval(Mc, prms union prms_vals2 union {1€=dx[ 1 ]}) :
| > Fcele == eval(ch, prms_vals2 union prms union {le:dx[ 1 ]}) :
| >

:> Klele = eval(Kl,prms_vals2 union {l‘,:dx[ 1 ]}) :

> Miele == eval(ML prms union prms_vals2 union {le=dx[1 ]}) :
| > Flele == eval(Fld, prms_vals2 union prms union {le:dx[ 1 ]}) :

| >

> Ktele := eval(Kt, prms union prms_vals2 union {le:dx[ 1 ]} union {l},:rhs(prm52[4]) }) :
> Mtele == eval(ML prms union prms_vals2 union {le=dx[1 ]} union {lv=rhs(prmsZ[4]) }) :
(> Frele == eval(Ftd, prms_vals2 union prms union {le:dx[ 1 ]} union {IV:rhs(prm32[4]) }) :

L>
> for iele from 1 to nele do

indice == DetGdlEle(iele, nnele, nGDLn) :

Mecg = MontaMatrizGlob(Mcini, Mcele, indice) :
Kcg = MontaMatrizGlob(Kcini, Kcele, indice) :
Fecg == MontaForcaGlob(Fcini, Fcele, indice) :

Mig = MontaMatrizGlob(Mlini, Mlele, indice) :
Klg := MontaMatrizGlob(Klini, Klele, indice) :
Flg := MontaForcaGlob(Flini, Flele, indice) :

Mtg := MontaMatrizGlob( Mtini, Mtele, indice) :
Ktg = MontaMatrizGlob(Ktini, Ktele, indice) :
Ftg == MontaForcaGlob(Ftini, Ftele, indice) :

L od:

>

> v_GDL = {seq(igdl, igdl=1.nGDL)} :

L> v_GDLc := {seql(igdl, igdl=1 ..nnos-3)}:

| > # Bi-apoiada (CC=1):

| > GDLrestl :== {1,nGDL — 1} :

>

| > # Engastada-Engastada (CC=2):

L> GDLrest2 := {1,2,nGDL —1,nGDL} :

>

| > # Engastada-Livre (CC=3):

L> GDLrest3 := {1,2}:

| >

|> CC:=3:

>

> if CC=1 thenv_GDL_ativ :== v_GDIL\GDLrestl elif
CC=2thenv_GDL_ ativ = v_GDL\GDLrest2 elif
CC=3thenv GDL ativ:=v_GDL\GDLrest3 end if:
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>

L >

>

> # a fungao \ ira pegar todos valores que estao em v_GDL que NAO estio em GDLrest, portanto,
L somente os valores de GDL ativos (sem restri¢do).
L> # Agora basta achar a solugdo somente nos GDL ativos:
> GDL_ativos == convert(v_GDL_ativ, list) :
# convertendo em lista para poder entrar como indice na matrix global

;> Uc :== Multiply(MatrixInverse(Kcg[ GDL_ativos, GDL_ativos]), Fcg[ GDL_ativos]) :
> Ul := Multiply(MatrixInverse(KIg[ GDL_ativos, GDL_ativos]), Fig[ GDL_ativos]) :
> Ut := Multiply(MatrixInverse(Ktg[ GDL_ativos, GDL_ativos]), Ftg[ GDL_ativos]) :

;> Uvc := Vector[ column](nnos) :
L> Uvl := Vector[column](nnos) :
| > Uvt := Vector[column](nnos) :

VY Veores de deslocamento transversal
> if CC=1 then

j=2:
for i from 2 to nnos — 1 do

Uvcli] == Uclj]:
Wvlli] == Ul[j]:
Uvt[i] == Ut[j]:

Jj=j+2:

od:

elif CC =2 then

j=1:
for i from 2 to nnos — 1 do

Uvcli] = Uc[j]:
Wl[i] == Ul[j]:
Uvt[i] == Ut[j]:

Ji=j+2:

od:

elif CC =3 then

Jj=1:
for i from 2 to nnos do

Uvcli] == Uclj]:
Wlli] == Ul[j]:
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Uvt[i] == Ut[j]:
Jji=j+2:
od:

end if:

Y Pés-processamento

;> Pc := pointplot([seq([cx[i], Uvc[ill, i=1 ..nnos) 1, color = green, legend= [ Cosserat]) :

> min(Uvc)
L —1.55710949 (6.1)
> Pl := pointplot([seq([cx[i], Uvi[i]], i=1..nnos) 1, symbol = asterisk, color = blue, legend
L = [Linear]) :
> min(Uv/)
B —0.01715074 (6.2)
>

> pri= pointplot([seq([cx[i], Uvt[i]], i =1 ..nnos) 1, symbol = circle, symbolsize =15, color
L =magenta, legend = [ Timoshenko]) :
> min(Uvt)

| —1.55620695 (63)

L_L> display(Pc, Pl, Pt, labels = ["z[m]", "x[m]"]) :
[>

. qo'L4
> UthinCC3q = eval , prms
£
UthinCC3q == —1.55688137 (1)

[>

E.1
Sub-Rotinas

Aqui encontram-se as sub rotinas implementadas no ambiente de inicia-

lizagao do Maple para auxilio no problema de elementos finitos.

DetGdlEle:=proc(iele: :integer, nnele::integer, nGDLn::integer)
A func3o tém o objetivo de computar o grau de liberdade do sistema associado
a cada elemento para um problema unidimensional.
PARAMETROS DE ENTRADA:
iele -» i-ésimo elemento a se computar o GDL do sistema associado a ele.
nnele -» Nimero de nds por elemento ( poderiamos dispensar pois o problema &
unidimensional portanto sempre serd 2 ).
nGDLn  -» Nimero de GDL de um nd
local nGDLele, start, index, i;
nGDLele:=nnele*nGDLn;
index:=Vector(nGDLele);
start:=(iele-1)*(nnele-1)*nGDLn;
for i from 1 to nGDLele do
index[i]:=start+i;
od:

return index;

end proc:
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GeraMalhalD:=proc(L::nonnegative, nele::integer, MatrizIncidencia::Matrix)

e e DESCRICAD DAS VARTAVETS DE EMTRADA--------ommmmmmmmmmmmomeeo o #
# L -» Comprimento do dominio [8,L]

# nele -» Nimero de elementos desejados no dominio

# MatrizIncidencia -» Matriz contendo a correlacdo entre o indexamento global

# e o indexamento elementar, de cada elemento.

#

# Obsl.: Indexamento elementar padrdo: #1 o------- i-esimo elemento-------- o #2

#

# Obs2.: Por construcdo, a matriz de incidéncia deverad conter os elementos em suas linhas
# e o indexamento elementar em suas colunas.
B #

local v_coord, v_dlL, ino, iele, nnos;
nnos:=nele+l;

v_coord:=Vector(nnos); # Inicializa vetor que contém as coordenadas de cada né do dominio.
v_dL:=Vector(nele); # Inicializa vetor que contém o comprimento de cada elemento do dominio.
# Construc3o do vetor de coordenadas de cada nd do dominio:
for ino from 1 to nnos de
# Equacdo que determina a coordenada do i-ésimo nod
v_coord[ino]:=L*((ino-1)/(nnos-1)}) # distando da origem (i=1) dividindo o dominio [8,L]
# de forma homogénea.
od:

# Construcdo do vetor gue determina o comprimento de cada elemento do dominio:
for iele from 1 to nele do

v_dL[iele]:=v_coord[MatrizIncidencia[iele,2]] - v_coord[MatrizIncidencia[iele,1]];
od:
return evalf(v_coord),evalf(v_dL);

end proc:
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GeraMatrizIncid:=proc(nele: :integer)

# padrdo de indexacdo:

DESCRICAO DA FUNCAD
# A funcd@o tém o objetivo de gerar uma matriz de incidéncia a partir do seguinte

# 0s nés s3o indexados de forma sequencial ao longo do dominio, ex.:

# A referéncia da indexac3o elementar € dada da seguinte maneira:

131

# Desta forma monta-se a MATRIZ de INCIDENCIA que, neste caso, terd um formato padréo:

#

#

# o----- O----- O----- O----- o
#1 2 3 4 5

#

#

# né da esquerda do elemento =
# nés da direita do elemento =
#

# ex.: i-ésimo elemento: #1 o
#

#

# | \#nol |

# | A |

# | Elementoy | #1 | #2 |
# | Mo
# | | |

# | 1 1 1] 2]
# | R
# | | |

# | 2 | 2] 3]
# | R
# | | |

# | 3 | 3] 4
# | R N
#

#

# . . .

# nnos-1 nnos-1 nnos

i local nnos, iele, Mincid;
Mincid:=Matrix(nele,2);
nnos:=nele+l;
for iele from 1 to nele do

Mincid[iele,1]:=iele;
Mincid[iele,2]:=iele+l;
od:
return Mincid;
end proc:

Visualizacao:
Malha:
0----- 0----- 0----- o o
1 2 3 4 nnos
El.1
#1 o----- o #2
1 2
El.2
#1 o----- o #2
2 3
E1.3
#1 o----- o #2
3 4
El.nnos-1
#1l o----- o #2
nnos-1 nnos
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MontaMatrizGlob:=proc(K: :Matrix, Ke::Matrix, indice::Vector)
local i, j, iind, jind;
o nGDLele:=numelems(indice):
for i from 1 to nGDLele do
iind:=indice[i];
for j from 1 to nGDLele do

jind:=indice[j];
K[iind,jind]:= K[iind,jind] + Ke[i,3];

od:
od:
return K;
end proc:
MontaForcaGlob:=proc(F: :Vector, Fe::Vector, indice::Vector)
local i, j, iind, jind;
o nGDLele:=numelems(indice):
for i from 1 to nGDLele do
iind:=indice[i];

Fliind]:= F[iind] + Fe[i];
#for j from 1 to nGDLele do

# jind:=indice[j];
#  K[iind,jind]:= K[iind,jind] + Ke[i,3];
#od:
od:
return F;
end proc:

eqsLag:=proc(T,U,vars, fcs_base,qge)
local nvars, eqgs, dL, Lag, ivar, ng;
nvars:=numelems(vars):
ng:=numelems(qge):

dL:=eval(T-U):
Lag:=int(subs({seq(vars[i] = fcs_base[i],i=1..nvars)}, dL), s =8 .. 1_e):

for ivar from 1 to ng do
egs[ivar]:=Physics[diff](Physics[diff](Lag, diff(ge[ivar], t)),t)-Physics[diff](Lag,qe[ivar])=0:
od:

return seq(eqs[i],i=1..nq);

end proc:

eqsLag realiza a formulagao Lagrangeana utilizando como parametros
de entrada os termos potenciais, cinéticos, as func¢bes base e o vetor de

deslocamento generalizado elementar.
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restart,

rot == [2,1,3]:
rot_name = [GJ; 0, 6:] :
rot_name2 := [psi, theta, phi] :

seq_rot == cat(seq(rot[il],i=1.3))
seq_rot == 213 (1)

VV VVVYV

I
\

> C||seq_rot == MatrizAtitude(rot, rot_name)

C213 = Hcos(e ) cos(G,) +sin(6 ) sm(e ) sm(e ) sin(ez) cos(ex), -cos(ez) sin(Gy) 2
+sm( ) sm( ) cos(e )]

[ sm( Z) cos( ) +cos<6:) sin(ex) sin(ey), cos(e ) cos(e ) sm(e ) sin(e}_)

+cos( ) sm( ) cos(e',) ],

I [cos(ﬁx> sm(ey), —sin(e ) cos(e ) cos(ey) ”

> Cl||seq_rot||MaS = MatrizAtitude(rot, rot_name?2)

C213MaS = [[cos(¢) cos(y) +sin(¢) sin(8) sin(y), sin(¢) cos(8), -cos(d) sin(y) (3

+sin(¢) sin(0) cos(y) ],
[ -sin(¢) cos(y) +cos(d) sin(8) sin(y), cos(d) cos(8), sin(d) sin(y)
+cos(¢) sin(8) cos(y) |,

[cos(8) sin(y), -sin(8), cos(8) cos(y) ]]
>
> for i from 1 to 3 do

d||i = add(C213[i,j]- UnitVector(j,3),j=1.3)

L od:
o
cos(ez) cos(e},) +sin(6 ) sm(S ) sm(e )
sin(@z) cos(Q\_) @
I -cos(6,) sin(O).) +sin(6,) sin(6,) cos(Oy)
> d2
-sin(Gz) cos(Gy) +cos(6 ) sm(e ) sm(ej)
cos(ez) cos(ex) (5)
I sin(GZ> sin(ey) + cos(GZ) sin(ex) cos(ﬂy)
> d3

cos( GX) sin ( Gy)
- sin( Gx) (6)

cos( Gx) cos( 9},)
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F.1
Sub-Rotinas

with(LinearAlgebra, [MatrixMatrixMultiply,DotProduct,UnitVector]):
MatrizAtitude:=proc(seq_rot::list, nome_rot::list)
v local M, ang, theta, rotl, rot2, rot3, nome_rotl, nome_rot2, nome_rot3;
rotl:=seq_rot[1]:
rot2:=seq_rot[2]:
rot3:=seq_rot[3]:
1= Matrix(3, 3, [[1, @, @], [@, cos(ang), sin(ang)], [®, -sin(ang), cos(ang)]]):

= Matrix(3, 3: [[cos(ang), 8, -sin(ang)], [8, 1, 8], [sin(ang), @, cos(ang)]]):
1= Matrix(3, 3, [[cos(ang), sin(ang), 8], [-sin(ang), cos(ang), ©8], [0, 8, 1]11):

if _params['nome_rot'] = NULL then

return MatrixMatrixMultiply( eval( M[seq_rot[3]], ang=theta_ ||rot3),
MatrixMatrixMultiply( eval( M[seq_rot[2]], ang=theta_ ||rot2), eval( M[seq_rot[1]], ang=theta_ ||rotl) ) J;
else

nome_rotl:=nome_rot[1]:
nome_rot2:=nome_rot[2]:
nome_rot3:=nome_rot[3]:
return MatrixMatrixMultiply( eval( M[seq_rot[3]], ang=nome_rot3),
MatrixMatrixMultiply( eval( M[seq_rot[2]], ang=nome_rot2), eval( M[segq_rot[1]], ang=nome_rotl) )} J;
end if

end proc:
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