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Resumo

Santos, Rafael Segadas; Craizer, Marcos. Causticas de Wigner
e Conjuntos de Medida de Largura Constante em Planos
Normados com Bolas Unitarias Suaves ou Poligonais. Rio
de Janeiro, 2019. 94p. Tese de Doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Em [23] sdo apresentadas igualdades e desigualdades isoperimétricas
relacionadas a Cdustica de Wigner (CW) e ao Conjunto de Medida
de Largura Constante (CMLC). Neste trabalho nds estendemos estes
resultados para planos normados com bolas unitarias quadraticamente
convexas ou bolas unitarias poligonais. Estes conjuntos CW e CM LC estao
fortemente relacionados as cicldides, que sao curvas cujas fung¢oes suporte
generalizam a base de Fourier ( [6], [7]). Uma caracteristica importante deste

trabalho é a analogia direta entre os casos continuo e discreto.

Palavras-chave
Plano de Minkowski; Céusticas de Wigner; Curvas de Largura

Constante; Equagdes de Sturm-Liouville;  Desigualdades Isoperimétricas;
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Abstract

Santos, Rafael Segadas; Craizer, Marcos (Advisor). Wigner
Caustics and Constant Width Measure Sets in Normed
Planes with Smooth or Polygonal Unit Balls. Rio de Janeiro,
2019. 94p. Tese de doutorado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

In [23], some isoperimetric equalities and inequalities related to the
Wigner Caustic (W (') and the Constant Width Measure Set (CW M S) are
proved. In this work, we generalize these results to normed planes with
quadratically convex unitary ball or polygonal unitary balls. The W and
CWMS are closely related to cycloids, which are curves whose support
functions generalize the Fourier basis ( [6], [7]). An important aspect of our

work is the direct analogy between the smooth and discrete cases.

Keywords
Minkowski Planes; Wigner Caustics; Constant Width Curves;

Sturm-Liouville Equations;  Isoperimetric Inequalities;
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1
Introducao

A Desigualdade Isoperimétrica classica em um plano normado, também

chamado plano de Minkowski, diz o seguinte:

Teorema 1.1 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja v uma curva fechada

simples em um plano normado. Entdo
L?;(V) > 4Ap A, (1.1)

onde Ay e A, indicam respectivamente a drea da bola unitdria e a drea da
regidgo limitada por v e L,(7y) indica o comprimento dual de . A igualdade

ocorre se, e so se, v € multiplo da bola unitdria.

Um dos principais problemas em geometria plana é determinar quais
curvas tém &rea maxima para um perimetro dado. Uma das primeiras
referéncias ao problema isoperimétrico, que vem sendo estudado desde a
antiguidade, é feita no poema latino Eneida, obra de Virgilio, onde se descreve
a histéria de Dido, rainha de Cartago. Concluimos que, possivelmente, se
conhecia a solucao do problema isoperimétrico devido a solugdo em formato
de circulo apresentada por Dido. A seguir estd uma versao dessa historia,

conhecida como “A Lenda de Dido”.

“..Dido consegue fugir com alguns amigos e partidarios, levando
consigo as riquezas do marido. Chegando a Costa do Mediterraneo,
norte da Africa, Dido resolve ficar e formar sua nova pétria. Ela
negocia com o Rei Jarbas a compra de terras e ficou acertado
que poderia comprar apenas a quantidade de terra que conseguisse
cercar usando a pele de 1(um) tnico touro. O pedido é aceito e Dido
logo manda cortar o couro de um touro em estreitas tiras com o
qual cercou uma imensa area de forma circular onde construiu a
cidade com o nome de Birsa (couro). Em torno dessa cidade comega
a se formar outra, Cartago, que logo se torna prospera.‘ Retirado
de [1].
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Capitulo 1. Introducio 11

Uma das primeiras demonstracoes da Desigualdade Isoperimétrica foi
obtida por Steiner [20], no século 19. Apds, houve muitas outras provas e
aplicagoes desse teorema; por exemplo, [2], [10], [12], [13], [14], [17], [19],
[20], [21], [23], [24]. Em 1902, Hurwitz [13], apresentou uma prova para
caso euclidiano utilizando analise de Fourier, ja para no caso nao euclidiano,
podemos encontrar uma prova da Desigualdade Isoperimétrica em [21]. Mais
recentemente Zwierzynski apresentou em [23], [24], para o caso euclidiano,
versoes "aprimoradas' da Desigualdade Isoperimétrica, envolvendo a Caustica
de Wigner(CW) e o Conjunto de Medida de Largura Constante (C'M LC') ver
teoremas (1.2) e (1.3). A Caustica de Wigner pode ser definida como o lugar
geométrico dos pontos médios dos pontos de uma curva v onde suas tangentes
sdo paralelas, ver figura (1.1). Para mais detalhes sobre Caustica de Wigner
ver [4] e [11]. J& o CMLC ¢é definido, a menos de uma translacdo, como o

conjunto das semi-cordas em pontos de v onde suas tangentes sao paralelas.

Figura 1.1: Tangentes paralelas em ~.

Teorema 1.2 (Zwierzynski). Seja v uma oval. Entao
L2(v) > AmA, + 87| Acw| (1.2)

onde Acw indica a drea com sinal da Cdustica de Wigner, L,(v) e A, indicam
respectivamente o comprimento euclidiano e e drea de . A igualdade ocorre

se, e s0 se vy € multiplo da bola unitaria.
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Teorema 1.3 (Zwierzyniski). Seja v uma oval. Entao

L2(v) = 47wA, + 8n|Acw| + 7| Acarel (1.3)

onde Acw e Acarro indicam respectivamente a drea com sinal da Caustica de
Wigner e do Conjunto de Medida de Largura Constante, L,(y) e A, indicam

respectivamente o comprimento euclidiano e e drea de 7.

Motivados pelos teoremas (1.2) e (1.3) (ver [23], [24]), que sdo um
refinamento da equagao (1.1), definimos o CMLC em um plano normado
nao necessariamente Euclidiano. O estudo deste conjunto levou a uma
igualdade isoperimétrica andloga a de [23], porém desta vez em uma norma
arbitraria com bola unitaria quadraticamente convexa ou poligonal. No caso
continuo trabalhamos com espaco de curvas nao necessariamente convexas,
parametrizadas pelo angulo que a reta tangente faz com uma direcao fixa. Essas
curvas sao chamadas de "porco-espinho", "hedghog'em inglés, "hérissons"'em
francés. J4 no caso discreto utilizamos como espago de "curvas'poligonos
fechados cujos lados sao paralelos ao da bola unitaria. Para métrica de
Minkowski utilizamos os artigos de [6] e [7] e fazemos uma conexao entre
cicldides, Caustica de Wigner e CM LC.

Dado um plano normado U, chamamos de U—cicldides as curvas planas
que sao homotéticas a sua dupla U —evoluta. Acontece que o raio de curvatura
e a funcao de suporte da U—cicléide satisfazem uma equacao diferencial do
tipo Sturm — Liouville. Ao estudar essa equac¢ao podemos encontrar uma base
ortonormal de C°(S') com uma decomposicao natural em fungoes simétricas e
anti-simétricas. Provamos nos teoremas (5.8) e (9.6), que a base ortonormal é
na verdade o conjunto de fungoes suporte de Causticas de Wigner e Conjunto
de Medida de Largura Constante. De modo andlogo definimos cicloides e

evolutas discretas.

Em termos de funcao suporte, a Caustica de Wigner e o Conjunto
de Medida de Largura Constante podem ser considerados como a projegao
nos espagos das fungoes impares e pares, respectivamente no caso de curvas
com periodo 27. Por outro lado, a série de Fourier é constituida de funcgoes
pares e impares. Sendo assim, em termos desta base, as operagoes CW e
CM LC correspondem simplesmente a zerar os coeficientes dos termos pares e
impares, respectivamente. Essa representacao se mantém verdadeira em planos

normados com bolas unitarias suaves estritamente convexas e também para
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bolas unitarias poligonais. Para normas nao-euclidianas, devemos considerar

as bases ortonormais construidas em [6] e [7].

Em [25], as nogoes de CM LC e CW sao estendidas para m—rosaceas,
que sao curvas parametrizadas pelo angulo que a reta tangente faz com uma
direcao fixa e dao m voltas. Nesse trabalho estendemos as definicoes de CW e
CM LC para m—rosaceas em um plano normado e provamos a correspondente
Igualdade Isoperimétrica. Esta igualdade vale tanto para planos normados com

bola unitaria quadraticamente convexa como com bola poligonal.

No capitulo 2 e 6 apresentamos resultados preliminares. Nos capitulos
3(continuo) e 7(discreto) apresentamos as definigoes e propriedades das
Causticas de Wigner e Conjuntos de Medida de Largura Constante para curvas
2m—periddicas e a decomposicao dessa curva em funcao desses conjuntos. Nos
capitulos 4(continuo) e 8(discreto) demonstramos a Igualdade Isoperimétrica
em Plano Normado para curvas 2m—periédicas. Nos capitulos 5(continuo)
e 9(discreto) apresentamos as cicldides e bases ortonormais e uma outra
prova para a Igualdade Isoperimétrica em Planos Normados para curvas
2m—periddicas. No capitulo 10(continuo) e 11(discreto) apresentamos curvas

rosaceas e Igualdade Isoperimétrica em Planos Normados para m—rosaceas.

Notacao

Seja v, w € R? vetores. Nés denotamos o determinante cujas colunas sao

as coordenadas de v e w por [v,w].
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2
Resultados Preliminares

2.1
Plano Normado

Chamamos de plano normado ou plano de Minkowski o plano R? munido
com uma norma qualquer ||.||. Essa norma é chamada de norma de Minkowski.
A partir da norma |.|| podemos provar que o conjunto U = {z €
R? ||z|| < 1} é convexo e simétrico. Reciprocamente se um conjunto U do
plano é convexo e simétrico ele define uma norma ||.||y, chamada de norma
induzida por U. A definicio da norma é como segue: para todo z € R? podemos

escrever x = tu, onde t > 0 e u estd na fronteira de U, entdo ||z||y = t.

Lema 2.1.

1. Se um conjunto U é convexo e simétrico entdo ||.|y € uma norma.

2. Se||.|| é uma norma em R? entdo o conjunto {x € R? ||z|| < 1} € convexo

e simétrico.

Demonstragio. (1)(Desigualdade Triangular) Sejam x,y € R? nio nulos e
a € [0,1]. Entao

e pertencem a fronteira de U. Como U é convexa
[zl Nyl

Y
« + (1 —a) eU.
2]l lyllv
Se tomarmos o = & teremos v + Y <1
zl[v + lyllv zllv + llyllv  lello + lyllvll,

que implica ||z + yllv < [|2]lv + [[y|v-.

(2) A simetria vem da prépria definigdo de U. Sejam z,y € U e a € [0, 1].

Entao por hipdtese
loz + (1 —a)yllv <efzllv+ (1 -a)lylv <a+(1-a)=1

ou seja, ax + (1 — a)y € U. Portanto U é convexa. [ |
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Para mais detalhes ver [21, p.17]. Vale destacar que a norma induzida por U
também pode ser definida por ||z||y = inf{\ > 0 : = € AU}, chamada de

Funcional de Minkowski ou Fung¢ao "Gauge".

2.2

Exemplos

Exemplo 2.2. Considere como bola unitiria U = {(x,y) € R?; |x]3+|y[> < 1}
cuja fronteira pode ser parametrizada por u(t) = ((cost)??3, (sint)?/3),0 <t <
2m.

se 4 = (1) 3 (1)) w0 Al = 5 onde e = ((3)

||UB||U=1e31:2uB_ 1 | |
se 0 = ((2)"— (%)) entao [Clly = 5. onde we = ((3),- (1)°),

1
|luc|lv =1e C = iuC.Ver figura 2.1

Exemplo 2.3. Considere como bola unitdria U um hexdgono (com interior)
reqular centrado ma origem com wum de seus vértices sobre o eixo y. Vale
destacar que nesse caso o perimetro da bola é 6 (Teorema de Golab, [21]).
Considere os pontos A, B, e C, onde A = 2uy, B = %UB7 C= %uc e Uq, UB, UC
. 3 1
estao sobre o hexdgono. Nesse caso teremos ||A|ly =2, || B|lv = 2 ICIlo = =.

2
Ver figura 2.2

Figura 2.1: Bola unitaria U = {(x,y) € R?; [z|® + |y|® < 1}
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uaA A

Figura 2.2: Bola unitaria U como hexdgono regular

2.3
Curvas Legendrianas

Definicdo 2.4. Seja I C R um intervalo. Uma curva suave v : I — R? €
chamada de Legendriana, se existe um mapa suave v : I — S* tal que para
todot € I:

o [v(t),Y' ()] =0
e se v/ (t) =0 entio V'(t) # 0.

Exemplo 2.5. Um tipico exemplo de curva Legendriana é v : I — R?, onde

/
t
7' (t) # 0, Vt € I. Nesse caso basta considerar v : I — S, v(t) ()

IREEGI

Considere agora v : [ — R*e v : I — S! tal que y(t) = (t™,t"),
m,n inteiros, 1 < m < n e v(t) = m(m,nt”_m} Observe que se
V'(0) # 0 entdo v é uma curva Legendriana. Por outro lado v/(0) # 0 ocorre
se, e somente se, n = m + 1. Em particular se v”(0) # 0 teremos m = 2 e
n = 3, isto é y(t) = (t3,t%), ver figura 2.3. Concluimos que todos os cispides
das curvas Legendrianas sao da forma (n + 1)/n e se v nao possuir pontos de
inflexdo entdo seus cuspides sao da forma 3/2. Para mais detalhes sobre curvas

Legendrianas ver [9] e [6].
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Exemplo 2.6. Considere a curva y(t) = (3cos3t — cosbt)(cost,sint) +
(—9sin3t + 5sinbt)(—sint, cost). Observe que ~v'(0) = 0 e 4”(0) = 0.
Utilizando polinomio de Taylor em t = 0 vemos que essa singularidade € do
tipo 5/4. Ver figura 2.4.

Figura 2.3: Curva (t) = (¢2,¢3) com ctispide 3/2 na origem.

T(t) = (48t" +2,128° — 64t*)

Figura 2.4: Curva (t) com cuspide 5/4 em (2,0) e Taylor.
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Lema 2.7. Seja v : I — R? uma curva Legendriana. Entdo as afirmagcoes

sequintes sao equivalentes:

1. V() £0,Vt el

2. v pode ser parametrizada pelo angulo 6 que suas tangentes fazem com

uma dire¢do fiza.
Para uma demonstracao, ver [6].

Nesse trabalho iremos considerar curvas Legendrianas com curvatura nao
nula, que satisfagam uma das afirmagoes do Lema (2.7). Se v é fechada, é
chamada de porco espinho, hedgehog em inglés. Iremos representar o conjunto
de curvas legendrianas fechadas com curvatura nao nula que satisfazem o lema

(2.7) e possuem periodo 27 pela letra 7.

Definicao 2.8 (Rosdceas). Iremos representar o conjunto de curvas
legendrianas fechadas com curvatura nao nula que satisfazem o lema (2.7) e
possuem periodo 2mm, m inteiro positivo, pela letra 7¢,,. Chamamos essas

curvas de m—rosdceas ou m—hedghogs.

Definigao 2.9. Considere v € J,,. Definimos um n— cuspide ou cuspide ndao

ordindrio uma singularidade da forma (n+1)/n.

2.4
Circulo Unitario Dual, Funcao Suporte e raio de Curvatura

Seja. U C R? bola unitdria de Minkowski. Vamos assumir U
quadraticamente convexa, isto é, com curvatura estritamente positiva e
fronteira u suave. Considere u parametrizada por u (), 6 € [0, 27], u(6 4+ ) =
—u(#), onde 6 é o dngulo que a tangente em u faz com uma diregao fixa. Com
essas hipoteses teremos [v/(6),u”(0)] > 0 e [u(6),u'(0)] > 0.

A bola unitaria dual U* pode ser identificada com o conjunto convexo V' do
plano, onde, a parametrizagao da fronteira de V' é
u'(6)
[u(6),w(0)]
Dessa forma teremos [u(f),v(0)] = 1 e [/(0),v(f)] = 0. Pode-se mostrar que
V' é convexa e simétrica, [v(0),v'(8)] > 0,[v'(6),0"(0)] > 0 e v(d +m) = —v(0).

Além disso

v() = (2.1)

ull) = ———— (2.2)
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o que mostra que o dual do dual é ele préprio.

Definigcao 2.10. Seja v € S curva simples, fechada, com curvatura

estritamente positiva. A esse tipo de curva chamaremos de oval.

Definigao 2.11. Para v € J definimos a fungao real h(0) = [v(0),v(0)] que
é chamada de U — fungao suporte. Onde v € a parametrizagdo da fronteira de
vV =U*"

Diferenciando h(6) = [y(0),v(#)] nds obtemos

W(0) = [(0),v(0)] + [v(6), v'(0)]
= [7(6),v'(0)]
= [1(0), —u(®)[v(0), v'(9)]]
= [u(0),7(0)] - [v(6), v'(6)]
Assim podemos escrever
= u () v
(0) = hOu(O) + o Tol0) (2.3)

Diferenciando (2.3) teremos

7’(9):<h+ ! ( " )) (0)u'(6). (2.4)

~(0)

h(O)u(6)
h(0)

- /

Figura 2.5: Interpretacdo geométrica da U—fungao suporte
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Geometricamente a U—fungao suporte h(f) de v(f) é obtida pela interse¢ao
da reta tangente, em 6, com a reta {tu(f),t € R}. Essas retas se interceptam
no ponto h(f)u(f). Ver figura 2.5.

Defini¢ao 2.12. Definimos o raio de curvatura r(0) de v(0) € I pela

condigdo

7'(0) = r(0)u'(0) (2.5)

Usando (2.4) teremos

r(6) = h(0) + — ( W >,(9>. (2.6)

2.5
Exemplo

Exemplo 2.13. Considere o exemplo (2.2) onde u(t) = ((cost)?/3, (sint)?/?),0 <

t <27 € o circulo unitdrio.

1/3
2 2
Entao [u(t),u'(t)] = 3 (sin(2t)> . Portanto por (2.1) seu dual é

v(t) = ————— = (—sin(t)?, cos(t)/?).

Nesse exemplo u nao é quadraticamente convexa, porém mesmo assim podemos

calcular seu dual pela férmula (2.1). Ver figura 2.6.

Figura 2.6: Bola unitéria U e seu dual V
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3
Caustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura
Constante

Seja v € S, isto é, fechada, suave e parametrizada por 6 € [0,27].
Considere (R, - ||v)-

Definicao 3.1 (Paralelos). Chamamos de paralelo de v(6) a curva
Ve(0) = v(0) + cu(f); c € R.

O raio de curvatura de v.(0) é r(0) + ¢, pois v.(8) = (r(0) +c)u'(0), onde r(0) é
o raio de curvatura de y(f). Os ctispides dos paralelos ocorrem quando () +c
troca de sinal. Observe que [V.(0),7”(0)] = (r(0) + ¢)*[u/(0),u"(0)]. Assim
concluimos que 7. é convexa fora dos ctispides. Em particular v, é estritamente

convexa, oval, para ¢ > sUPye(g aq |7(0)[- A fungdo suporte de um paralelo ¢

hyo (0) = [7eb, v(0)] = [v(6) + cu(8), v(6)] = h(0) + c. (3.1)

Definigao 3.2 (Comprimento—v com sinal). Sejay € S curva parametrizada

por 6. Como ~'(6) = r(0)[u,uw'|(8)v(0), definimos comprimento—v com sinal

onde r(0) € o raio de curvatura de v(0).

A partir dessa definicdo podemos ter comprimento—wv com sinal igual a zero.

Defini¢do 3.3 (Area com sinal). Seja v € S curva parametrizada por 6.

Definimos drea com sinal de v como

A partir dessa definicdo podemos ter area com sinal com valor negativo.
Importante notar que se v é uma oval centrada na origem e orientada

positivamente entao a area com sinal é a prépria area limitada pela curva.
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3.1
Caustica De Wigner e Curvas de Largura Constante

Definicdo 3.4. Seja v € . Chamamos Fvoluta de Area ou Cdustica de
Wigner (CW) o conjunto

v(0) +~(0 + )

ew) = "D ¢ (0,27
Como CW (v)(8) = CW (v)(8 + ) temos que CW (7)(#) possui périodo 7 e da
duas voltas no intervalo [0, 27]. Seus cispides ocorrem quando 7(6) = r(6 + ),

pois CW'(v)(0) = (T( )—r(® +7r)) u'(6). A fungao suporte de CW (v)(0) é

hO) (0 +7)
2 2

hew = [(1(6) +7(0 4+ m)/2,0(0)] = (3:2)

Definigao 3.5 (Largura Constante). Dizemos que uma curva vy € H possui
largura constante se, h(0) + h(0 + ) = 2d,d > 0(d constante real). Nesse caso

dizemos que a largura da curva v € 2d.

Geometricamente uma curva tem largura constante se a distancia, na

U—norma, entre as retas tangentes paralelas é sempre a mesma.

Exemplo 3.6. Considere a curva y € S tal que h(0) = cos(6)+ cos(36) + 15.
Ver figura 3.1.

+(6) 30 = h(0) + h(6 + )

(0 + m)

Figura 3.1: Interpretacdo geométrica de curva v com largura constante.

Proposigao 3.7. v € J tem larqura constante < v(0) —~v(0+7m) = 2du(0),d

constante.

Demonstragio. (=)
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Da equagao (2.3) temos

assim teremos

v(0) — (0 4+ m) = (h(8) + h(0 + 7))u(l) +

+(6) = 7(6 + ) = 2du(6)
(<)

h(O) + (O + m) = [7(0),v(0)] + [7(0 + 7), v(6 + )]
= [(0) =7(6 +7),v(0)]
= [2d

u(9),v(6)

= 2d(constante)
[
Definicao 3.8 (Largura Média). Chamamos de largura média da curvay € A
L,
nimero W, = A(([Z))’ onde L,(y) € o comprimento da curva vy na norma dual

e A(U) é a drea da bola unitdria U.

Teorema 3.9 (Barbier). Seja v € € com largura constante 2d entao
L,(v) = 2dA(U), onde U € a bola unitdria.

Demonstracao.

Lo() = / " H6)[ul0), o (6)]d6 = / [u(6).+/(6))d0

= [ ) wnas =5 [ h©). @)1+ b6+ .06+ a9
-3 /0 "((6) + B0+ 7)) [u(6). ' (6))d6

1 [ .
= 2d; /0 [u(6), ' (9)]d6 = 2dA(U)

|
Caso a curva vy possua largura constante 2d entdo pelo Teorema de Barbier,
L,(v) = A(U)2d (ver [16] e [18]). Nesse caso a largura média e a largura da

curva sao iguais.
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Proposicao 3.10. Seja v € . CW é paralelo de v < v tem largura

constante.

Demonstracao. (=)
(v(O0) + 70+ 7))/2 =~(0) + cu(f) = v(0) — (0 + 7) = —2cu(f). Pela
proposigao (3.7) v tem largura constante.

(<)
ew( (o) = 10D
2(0) =10+ )
=(0) - 5
= 1(6) - Su(d)

Proposicao 3.11. Considere vy € F parametrizada por 8. CW (vy) = {0} <~

¢ simétrica com respeito a origem.

Demonstracao.

s — 1O 2(0) =(6)

2 B 2
Proposigao 3.12. CW(CW (v)(0)) = CW (v)(6)

Demonstracgao.
cw(ew(y () = OO AT
_ 20W () (0)
2
=CW()()

Proposigao 3.13. v € 5. CW(y.) = CW(y)

Demonstracao.
CW (7.)(0) = Y(0) + cu(f) + W(Z + ) + cu(f + )
_ v(0) +~(0 + )
2
=CW(y)
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Proposigao 3.14. v € 5. CW(~) tem comprimento—v com sinal igual a

ZET0.

Demonstracao.

L(CW (7)) = / row (6)[u(6)., ' (6)]d6

T (r(0) — (0 + )
2

[u(6), ' (6)]d6

I
S~

2

I;M;NMW%MMM—A2w+mW@WwW4
:;M WT(H)[u(Q),u'(Q)]dQ_/O Wr(9+7r)[u(9+7r),U’(9+7r)]d0]
= L)~ L) = 0

3.2
Conjunto de Medida de Largura Constante e Curvas Simétricas

Definicao 3.15. Considere v € 7. Definimos como Conjunto de Medida de

Largura constante, abreviado por CMLC,

1
CMLOM)(0) = 5(4(0) = (0 +m) —w,u(0)), 0 € [0, 2]
Ver [23] para versao Euclidiana do CMLC.
A funcao suporte de CM LC é

hemsom(8) = 500 —1(6+7)—u(6), o(6)] = 5 (h(6) +h(O-+m)—w,). (3.3

Proposicao 3.16. Seja v € 7. A curva CMLC(v)(0) é simétrica.

Demonstracao.
CMLC(y)(0 +m) = (0 +m) — (0 +227T> — wyu(f + )
_ 0+ 7) —(0) + wyu(0)
2
_0) = (0 +7) —wyu(b)
2
= —CMLC(v)(0).
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Proposicao 3.17. Seja v € 5. CMLC € paralelo de v < v € simétrica.

Demonstracao.
(=)

CMLC(7)(0) =~(0) + cu(f) =
v(0) = CMLC(v)(0) — cu() =
YO+ m) = CMLC(v)(0+m) — cu(d + 1) = —(0).

(<)
_ 0) = (0 + ) —wyu(f)
CMLC(v)(0) = 5
_ 3(8) ++(6) — wu(d)
2
=(6) = Fu(6)
Portanto CM LC' é paralelo de v onde ¢ = —% |

Teorema 3.18. Considere v € J parametrizada por 8. CMLC(v) = {0} <

v possui largura constante.

Demonstracdo. (=) Por hipdtese v(0) = (6 + 7) + w,u(0)

h(0) + h(0 +7) =
= [y(6),v(0)] + [v(6 + ), v(6 + )]
= [y(0 + m) + wyu(0),v(0)] + [(0 + 7), —v(0)]
= [y(0 + ), 0(0)] — [v(0 + ), v(0)] + [w,u(f), v(0)]
= w,[u(f),v(0)] = w,(constante)

(<) Por hipétese w., é a largura de . Utilizando a equacao (3.3) teremos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521409/CA

Capitulo 3. Caustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura Constante27

Proposicao 3.19. v € 7. CMLC tem comprimento—v zero.

Demonstracao.

Como (CMLC) (7)(8) = (7“(9) + (0 +7) —w,

) u'(0) temos

= (L) ~ 2, AU))
— L) - SR AW) =0

Proposigao 3.20. y € 5. CMLC(CMLC(v)) = CMLC(v)

Demonstracgao.

Como CMLC é simétrico e tem comprimento—uv zero. temos

_ OMLC(y)(0) — CMLC(7) (0 + 7) — Wearrcul®)
2
_ CMLC(y)(0) + CMLC(7)(0) — 0 - u(6)
2

CMLC(CMLC(7)(0))

= COMLC(7)(0)

Proposigao 3.21. y € 5. CMLC(~.) = CMLC(v)

Demonstracdo. Como L,(7v.) = 5”(7’(9) + o)[u(f),u'(0)]df = L,(v) +

2cA(U). Dessa forma w.,, = W, + 2c. Assim teremos

¥(0) + cu(f) — (v(0 + ) + cu(0 + 7)) — W, u(f))

CMLO(G)(0) = 2
_ Y(0) — (0 + ) + 2cu(0) — (W, + 2c)u(f)
2
_4(6) = (0 + ) —wu(6)
2
= CMLC(7)(0)
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3.3
Decomposicao da curva v como soma de Cauistica de Wigner, CMLC e
bola unitaria.

Proposigao 3.22. v € 2. v(0) = CW(y)(0) + CMLC(v)(0) + %u(@) e
w,

hy(é’) = hCW('y)(Q) —+ hCMLC('y)(Q) —+ 77

Corolério 3.23. 7 € . v(0) = CW(7)(0) + CMLC(v)(0) e h,(0) =

hew(y)(0) + hemvren)(0) < Lv(v) =0

E simples ver que os resultados acima sao consequéncia do fato que

+(6) = 1(0) + ;(9 ), 20) - ;(9 +m)

3.4
Cuspides CMLC e Caustica de Wigner

Teorema 3.24. Seja v € I curva que possui apenas singularidades
ordindrias, isto €, do tipo 2—-cuspide. Entdo o nimero de 2—-cuspides de
CMLC(~) é maltiplo de quatro.

Demonstragao. O numero de cispides de CM LC' é igual ao nimero de
zeros de renpog)(0) = 37(0) + (0 + 7) — W, no intervalo de 0 até 27. Como
remre()(0) = remree)(m) entao o nimero de cispides de 0 a 7 é par. Como
remro(y)(0) é m—periddica concluimos que o nimeros de cispides deve ser

multiplo de quatro. L

Teorema 3.25. Seja v € J curva que possui apenas singularidades
ordindrias, isto é, do tipo 2—-cuspide. Entdo o niumero de 2—cuspides de

CW (v) é 2k, k impar.

0) —r(6
Demonstragdo. Observe que CW'(y)(0) = r®) = r( +7T)u’(0). Assim,

2
r(@) —r(0+ 7r)' Como row () (0) = —rew() (0 + ), o niimero de

row(y)(0) =
zeros de 6 até 6 + w é impar. Como C'W é m—periddica temos o desejado.

Os teoremas acimas sao falsos se considerarmos singularidades do tipo
n—cuspides com n # 2. Basta observar que a curva do exemplo 2.6 é uma

Caustica de Wigner que possui 8 ctspides no intervalo [0, 27].
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3.5
Areas com sinal de CW e CMLC

Definicao 3.26. Sejam vy e v, ovais parametrizadas por 6. Definimos como

area mista das curvas vy € Vi,

Alvo,m) = ;/0 ﬂ[’yo,%](Q)dG

(para mais detalhes ver [8]).

Teorema 3.27 (Desigualdade de Minkowski). Sejam ~, e 71 ovais

parametrizadas por 0. Entdo

Alvo,m)? > A(0) A7) (3.4)

onde A(v), A(11) e A(yo,71) sdo respectivamente dreas das curvas e drea

mista.

Para prova ver [21]. Interessante notar que fazendo v = 7 e 73 = u, u bola

unitaria, teremos pela equagao 3.4

_ Ly
1

~—

> A(u)A(7)
isto é, desigualdade isoperimétrica de Minkowski,

Ly(y) = 4Aw)A(7). (3.5)

Proposicgao 3.28. Se a curvay € 5 parametrizada por 0 entdo A(CW (7)) <
0, A(CMLC(v)) <0.

Demonstragao. Ver secao (5.1) areas e comprimentos.
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3.6
Evolutas

Definicao 3.29. Definimos Evoluta de v € J como sendo a curva e,(0) =
¥(0) — r(0)u(f), onde r(0) € o raio de curvatura de ~y.

Proposicao 3.30. Seja v € 5. Os paralelos de v e a curva v possuem a

mesma Evoluta.

Demonstracdao. Como v.(8) = (r(f) + ¢)u'(8) temos que a Evoluta do
paralelo ¢ e, (6) = 7e(0) = (r(0) +c)u(f) = v(0) +cu(®) — (r(0) +c)u(f) = e4(0)
|

Proposicao 3.31. A Evoluta possui comprimento—u com sinal igual a zero.

Demonstragao. Basta observar que e/ (0) = —r'(0)u(f). Assim temos

Lule,) = /0 T 0)d =0
n

Proposicao 3.32. Seja v € 5. A v—funcao suporte da evoluta de v €
/

_ ) , .
he (0) = —m, onde h(6) é a u—fungdo suporte de 7.
Demonstracao. Considere r(6) o raio de curvatura de y(#). Como e, (6) =
—r(0)u(f) entdo €. (0) = —r'(O)u zﬁv/
3(6) = r(0)u(9) entio ¢,(6) = —r'(B)u(6) = )/ (0).
he, (0) = [e4(6), u(0)]
= [v(0) — r(0)u(f), u(0)]
= [v(0), u(0)]
= u w16) v(0),u
(o)
[v(6),v'(0)]
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Proposicao 3.33. Seja v € 5. A u—funcao suporte da dupla evoluta de vy €

1 HONRY
heer ) = = L@y, w @) ([vw),v’(@ﬂ) |

Onde h(0) € a u—fungao suporte de .
r(0)
[v(6),v'(6)]

Demonstragao. Como e, (0) = e,(0) — v(0) entdo e, (0) =

r(6
= [+~ gy @0
— [ey(6),0(6)
— 1(6) — r(8)u(6). o(6)
— 1h(8) ~ (0

Proposicao 3.34. Seja v € . Entio e(CW(y)) = CW(e,) e
e(CMLC(r)) = CMLC(ey). Isto é, evolutas comutam com CW e CMLC.

Demonstracgao.

ecw (0) =CW(0) — rew (0)u(0)

:7(9) +90+m) (@) —r0+ 7T)U<9)
2 2
v(0) —r(@)u(d) + (0 +7) — r(0 + m)u(d + )

2

e, (0) + e, (6 + )
2
= CW (e,)(6)
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eCMLC(‘g) :CMLC(9> - ’I"CMLc(Q)u(Q)
y(0) =0 + ) —w,u(@) r(0)+r+m7)—w,

- 2 - 2 u(0)
_7(9) —r(@)u(@) — (v(0 + ) —r(0 + m)u(d + 7)) — W, u(f)
2
_ey(8) — ey (6 -+ 7) — W u(0)
2
e4(0) — ey (0 + )
2
=CMLC(e,)(6)
Observe que nesse caso W, = LZE;) = 0.
[ |
3.7
Exemplos

Exemplo 3.35. Seja h(0) = cos(36) + 20 e u(d) = (cos(),sin(#)). Como

consequéncia v(0) = (—sin(d), cos(d)). Como

teremos y(60) = (cos(f) cos(30) + 3sin(#) sin(36) + 20 cos(h), cos(36) sin(h) —
3sin(30) cos(f) + 20sin(d)). A curva v(0) tem larqura constante pois h(0) +
h(0 + m) = 20 dessa forma pelo teorema (3.16) CMLC(0) = {0}. Ver figura
3.2.

Exemplo 3.36. Seja h(0) = cos(46) + 18 e u(d) = (cos(f),sin(#)). Como

consequéncia v(0) = (—sin(d), cos(d)). Como

teremos () = (cos(f) cos(460) + 4sin(0) sin(46) + 18 cos(h), sin(#) cos(46) —
4 cos(f) sin(46) + 18sin()).

A curva y(0) € simétrica pois h(0) = h(6 + w). Dessa forma teremos
CW(v)(0) = {0} e por proposi¢io (3.9) CMLC(y)(0) = v(6) — 18u(d). Ver
figura 3.3.
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cos(26) + sin(30) + 20 e u(f) = (cos(f),sin(f)).

Exemplo 3.37. Seja h(f) =
= (—sin(#), cos(#)). Como

Como consequéncia v(0)

= u (o) v
1(6) = hO)u(0) + i ()
teremos () = (cos(f)cos(20) + cos(f)sin(30) + 2sin(f)sin(20) —

3 cos(360) sin(f) + 20 cos(#), cos(26) sin(#) + sin(36) sin(f) — 2sin(26) cos(d) +
3 cos(36) cos(f) + 20sin(6)).

Nesse caso a oval v nao é simélrica e nem possui largura constante.

CW (7)(0) = (cos(#) sin(30) — 3 sin(6) cos(36), sin(36) sin(#) + 3 cos(36) cos(#)).
Como Ly () = 407 entao

CMLC(7)(0) = (cos(0) cos(26)+2 sin(26) sin (), cos(26) sin(#)—2 sin(26) cos(h)).

Ver figura 3./

cw
4 CMLC

Figura 3.2: Curva v de largura constante, CM LC(v) e CW (7)
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Figura 3.3: Curva v simétrica, Caustica CW () e CMLC(vy)

Figura 3.4: Curva v, Caustica CW(y) e CMLC(7)
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4
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado

Teorema 4.1 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado). Seja v €

no plano (R%,U), onde U € a bola unitdria. Entdo

L3(v) = 4AvA, — 8AuyAcw(y) — 4AuAcure), (4.1)

onde Ly,(7y) indica o comprimento—v com sinal da curva 7y, Ay indica a drea

da bola unitaria e Aw ACW(W);ACMLC(«/) indicam respectivamente as dreas com

sinal das curvas v, CW(y) e CMLC(7).

Demonstragao. Pela proposic¢ao (3.20) temos

o) (7(9) +1(0-+7) ) N (7(9) ~5(0+7) - ww(9)> )

7(0) = CW(H)(0) + CMLC(7)(0) + - u(®).

Vamos proceder da seguinte maneira: calcular a area de ~(f) utilizando a
proposigao (3.20) e assim obter a Igualdade Isoperimétrica. Iremos também

utilizar um resultado de integragao por partes

2w 2m
| i =— [ s,
0 0
onde f, g sdo de classe C! e que

| lemreee.cwmens -o
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o
3

o) =3 [ b0 onas

_ ; / " CW(6) + CMLC(0) + “1u(6), CW'(9) + CMLC'(6) + u'(9) | do
1w , L ’

w3 | Fuo.wera [ owe.curco)as
1 [ w, , L[ /

w3 | Flewe.wena+; [ emicw).cw e

w5 [ Zlevcwwo)a ) [T wo.owo)

+; /D 2”‘;[ (6), CMLC' ()] 6

772

_ _ 0 1 27 )
= 2ACW(7) + ACMLC('y) + fAU + 2/ [CMLC(Q), @% (9)] do
0

2 2

Wy

[CMLC(6), CW'(6)] db + / S [u(6), CW'(6))do

0

1
2
+ /0 S [u(6), CMLLC!(6))do

—2 —
— 2Rcwe + Aowron + L Au + / ), CW'(0) + CMLC'(9)]d6
- w W, w
= 2ACW(7 +ACMLC( 47AU 2/ 27’1/(9)](19
- w2
2Acwy) +Acmror) + ZAU
w 2 2w
+27/mw¢mw—/mw>wwﬂ
0 0
- - w2 w
= 2Acw) + Aomrom) + 4 Au + =2 5 [Lv(7) —w,Ad]
N ~ w2 . L
=2Acw(y) + Acmren) + —FAu + = |Lv(y) — Vw)AU
4 2 Ay
N N w?
= 2Acw(y) + Acmrow) + fAU
- - L?
= 2Acw(y) + Acmrow) + v(7)
14,

= L%/ (’y) = 4AUA7 — 8AUACW(-y) — 4AUACMLC(’y)
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Observe que se v € S ¢é uma oval entao A, = A,, isto é, a drea com

v
sinal é a propria area limitada pela curva. Dessa forma temos os seguintes

corolarios.

Corolario 4.2. Seja v oval no plano (R* U), onde U € a bola unitdria. Entdo

L%/(V) =4ApA, +8Ay ‘ACW(v)‘ + 4Ay ’ACMLC(V) ’ (4.2)

onde Ly (v) indica o comprimento da curva vy na norma dual, Ay e A, indicam
respectivamente as areas da bola unitiria e da curva -, ACW(W) e ACMLC(W)

indicam respectivamente as dreas com sinal de CW(y) e CMLC (7).
O préximo corolario é uma generalizagao do resultado de Zwierzynski em [24].
Corolério 4.3. Seja v oval no plano (R?,U), onde U € a bola unitdria. Entdo

, (4.3)

onde Ly (v) indica o comprimento da curva vy na norma dual, Ay e A, indicam

L%/ (’y) 2 4AUA7 + 8AU ‘ACW(W)

respectivamente as dreas da bola unitaria e da curva v, ACW(W) indica a drea
com sinal de CW. A igualdade ocorre se, e so se, a curva v tem largura

constante.

Corolario 4.4 (Desigualdade Cléssica Isoperimétrica no Plano de Minkowski).

Seja v oval no plano (R*,U), onde U € a bola unitdria. Entdo

L3(7) > 440 A, (4.4
onde Ly (v) indica o comprimento da curva vy na norma dual, Ay e A, indicam
respectivamente as dreas da bola unitdiria e da curva v. A igualdade ocorre se,
e so se, a curva vy € simétrica e tem largura constante, isto é multiplo da bola

unitdria.

Corolério 4.5. Seja v oval no plano (R?,U), onde U € a bola unitdria. Entdo

Ly (v) > 4Av A, + 44y ‘ACMLC(V) ; (4.5)

onde Ly (v) indica o comprimento da curva vy na norma dual, Ay e A, indicam

respectivamente as dreas da bola unitdria e da curva vy, Acyrc(y) indica a drea

com sinal de CM LC(7y). A igualdade ocorre se, e sd se, a curva vy é simétrica.
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5
Cicléides e Base Ortonormal

Cicléides classicas tém a propriedade de que sua dupla evoluta é
homotética a ela mesma. Considerando esta mesma propriedade em um plano

normado qualquer, temos a seguinte definigdo (proposicao (3.31)):

Definicao 5.1. Definimos como cicloide as curvas w € J, isto €, fechadas,
suaves e parametrizadas por 6 € [0,2x], cuja fungdo suporte h,(0) satisfaz a

equacao

1 ( h(0)
[u(8), ' (9)] \[0(0), '(

que € a equagao diferencial de sequnda ordem de Sturm-Liouville exibida em [6].

%J = M (0), A € R, (5.1)

Todos os resultados obtidos em [6] sdo baseados na equagao de Sturm-Liouville.

Definigao 5.2. Dizemos que \ é autovalor da equagao (5.1) se existe fungdio
suporte h periddica de periodo 2w que satisfaz tal equacdo. A funcdo h é

chamada de autovetor.

O conjunto CY(S') é o espaco da fungoes reais continuas, cujo dominio
é a circunferéncia euclidiana unitéria, isto é, h € C°(S') < h: ST — R. De

acordo com [6] vamos munir esse conjunto com produto interno
27
(hsts) = [ ma(0)nal6)[u(0). ' (0) s (5.2)
0

onde u € a fronteira da bola unitaria U no plano normado.

Lema 5.3. A transformacdao linear

vy — <h'> (5.3)

[u, w'] \ [v, ']

¢ auto-adjunta com respeito ao produto interno (5.2).
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Demonstracao.

2w 21 ’ / o0 1717
(hi,Thy) = / hyThalu,u'ldo = _/ hy < hy ) 46 — / R hi "
0 0 0

[0, v'] [0, v/]

2 Y / 27
= — / h2< ! ) df = / hoThy[u,u'|d0 = (Thy, hy)
0 0

[0, v']

|
Observe que o nucleo K da transformacao 7T é subespago das funcoes

constantes. Com efeito

1 / / / ! /
< h >:O<:)< h >:0<:> h = c(constante).

B [u, w'] \ [v, '] [v, 0] [v, 7]

Suponha sem perda de generalidade ¢ > 0. Assim teremos h' = c[v,v'] > 0.
O que implica h crescente, que é um absurdo pois h é peridédica e continua.

Portanto h é constante.

Denote agora Ly = K*. Assim temos que para todo h em Ly,

/0 " h(0)[u, /] (0)dO = 0, (5.4)

Seja S : Ly — C°(S') a inversa de T

Lema 5.4. Para todo h € Ly seja g = Sh. Entdo

lglleo < 1o, vTll2ll[w, w]lla]lB]l2

19'loe < 110, Vool [, w |21l 2-
Demonstragao. Ver [6]. |

Proposicao 5.5. S : (Lo, || - |ll2) = (Lo, || - ||2) € operador compacto.
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Demonstracao. Seja h, sequéncia limitada em (Lo, || - ||2). Pelo lema (5.3) a
sequéncia g, = Sh, é equicontinua e uniformemente limitada. Assim podemos

encontrar subsequéncia g,,, convergente na norma || - |,. |

Definigdo 5.6. Sejam {hi},{\.}, & € N,i = 1,2 respectivamente o0s

autovetores e autovalores correspondentes da transformacio T lema (5.3).
Utilizando os resultados anteriores temos o seguinte corolario.

Corolério 5.7. O conjunto {ht}, k € N,i = 1,2, forma uma base ortonormal
de C°(S1).

No caso Euclidiano a base {hi} é

{1, cos(8), sin(#), cos(20), sin(20), ..., cos(k8), sin(k0), ...}

chamada de base de Fourier, onde hi(6) = cos(kf), h? = sin(kf) e A}, = k? e
Ao > 1, ver [22] e [6].

Suponhamos que o raio de curvatura r(f) de v(0) satisfaga a equacao

(5.1) com A # 1, entdo h(f) = 17“(_9))\ satisfaz (5.1). Reciprocamente se a funcao
suporte h da curva v satisfaz (5.1) entdo pela equacao (2.6), 7(0) = h(0)(1—\)
também satisfaz (5.1). Segundo [6], A = 1 indica as cicléides abertas que,
portanto, nao podem ser representadas por fungoes suporte peridédicas. Para
A # 1 a curva «y possui tanto para o raio de curvatura como fungao suporte, na
transformacao T, mesmos autovalores. Como estamos trabalhando com curvas
fechadas fica justificado o uso de h ao invés de r na transformacao 7', Lema

(5.3). As cicloides abertas no plano, nao serao consideradas, pois nao podemos

calcular CW e CM LC dessas curvas.

Vamos assumir agora C°(S1) como conjunto das funcoes suporte h das
curvas 7, fechadas suaves em (R?, || - ||,). Portanto teremos que K representa
as curvas que sdo multiplos da bola unitéria U, pois h(0) = [v(0),v(0)] =
[au(f),v(0)] = a(constante). Ly definido pela equacao (5.4) representa todas
a curvas y que possuem comprimento dual com sinal zero. Portanto dada uma
funcao suporte h em C°(S') a menos de uma translagio, podemos escrevé-la

COmo segue:
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h=ho+ Y ah; (5.5)
k>2
K=> aj(h) (5.6)
k>2
onde
(Ao ) = 0, 56,m # 1 (5.7)
e
(s 1) = A(U), se,m =i = . (5-8)
Nesse caso A(U) denota a drea da bola unitaria U em (R? |- |[,). Por
Lemma(4.2) de [6] temos
hi(0) = —hi(0 + ), kimpar. (5.9)
hi(0) = hi,(0 + ), k par. (5.10)
Consequentemente (hi)'(0) = —(hi)' (0 + 7) para k {mpar e (hL)'(0) =

(hi)' (0 + ) para k par.

Teorema 5.8. Seja {ho,hi, h3, hL h3, .. hl B2 ..} base ortonormal de

°* no n?

CO(SY), w] € A cicldide associada a funcio suporte hi. Entdo

1. OW(w)) = wl e CMLC(w]) = {0}, k émpar.

2. CW(wl) ={0} e CMLC(w]) = wl, k par.

Demostracao.

Para k fmpar a equacio (5.9) e a proposicio (3.6) implicam que w}(6) =
w] (0 + ), entdo CW (w)) = wj]. Pela a proposicio (3.16) CMLC(w]) = {0}.

Para k par a equacao (5.10) e a proposicao (3.9) mostram que wi é simétrica

e portanto CW (w]) = {0}. Pela equacio (5.7) temos
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L = [ ry@)u(e) o)y
_ /0 " (1= X)[u(8), u(8))do
= (1- )\i)/o ' hi, [u(9),u(0)]dd = 0

Ly(w})

Portanto w,; = = 0 e simetria implicam CM LC(w}) = w] |

Esse resultado indica que podemos utilizar o CW e CMLC como representacao

geométrica das cicldides, com k impar e k par respectivamente.

5.1
Areas e Comprimentos

Nessa secao vamos apresentar o calculo de areas orientadas e comprimento
dual de curvas em 7 estudados até o momento, utilizando a base ortonormal

de C°(S1), coroldrio (5.6), isto é, a série de Fourier generalizada.

L)) = [ @i = [ (ot + (2 )) (6)[u(6), 4 (0)]d6

_ /0 " 1(6) . ) (6) + <[Ufl;(,]9()9)>,d0

_ /O " 1O, ') (0)d0

27
:/ ho+ 3 aihi | [u,u')(0)d6
0

k>2
i=1,2

= ho/o ﬂ[u,u’](ﬁ)d€+ > a, 7rhj;[u,u/](e)dﬁ

k>2 0
i=1,2

27 1
— ohy / 5 lu,1)(6)ds
0

= 2hyA(U)
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1

[0, v"](0)

2
2 o o 1
/ B2 2he S alhi | S dii | | e 0) -
0 k>2 k>2 [v, V]

i=1,2 i=1,2

m>=2
i=1,2 i=1,2

|

2 ] 2r 1 ]
- 2h%/ [u, w'](0)dl + ho > aﬁc/ hi[u, u'](6)d6 + 5 > (al,)?
0 k=2 0

21 27
+ > alal, / hi L [u, 0)(0)d0 + > ayal / hl h2[u,u'](0)df
0 0

43

>

k>2
i=1,2

ai(hi)’) (6)do

/O (B, ) (6)d6

% i

- by [ e - 5 [ ey o
- % bk [ ) 0y 0 |

= 1AW) 45 3 0 [ T e 0) — () 0

= hA(U) + ; k>; (a},)? /0 2W(h2)2[u, u'](0+ h, (é}h’i]) (6)do

= BAWU) + 5 ()" [ 10) — (PN )

= RBAU) + =) [ s

= RA(U) - A(QU) > (604~ 1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521409/CA

Capitulo 5. Cicldides e Base Ortonormal 44

Onde X, > 1 sdo autovalores da transformacdo T, lema (5.3).

howe) =3 [ OWE).CW ()] 6)d0

o h 9 2
- ; /0 T () (0) . w'](0) — W »

1 (2 (h(0) —h(0+m)\ , (R(6) — h'(0 + 7))>
-3, ( ; ) R (R () B
_ ;Aw) _ 111 /0 " RO + 1) [u(0), u'(6)] — h'[f();;"(%ﬁr)de
— ;A(y) - i/g ' (ho + kz;? a;h;(9)> (ho + %:2 a2h2(0+7r)) [u(6),u'(0)]
1 7 7\/ a’i 7\’ T
_ [0(6), v/ (0)] }?122 ay(hy,) (9)) (%22 k(hy) (0 + )) do
— ;A(v) — ‘11/0 i (ho + %:2 akhZ ) (ho + ];2 ak khz )) [u(6),u'(0)]

1 A i\/ i
 [w(6),v(0)] (Z ai,(hy,) (9)) (Z aj (1) (h,) (9)) do

Lv(7) _ 2hA(D)

AUY A e

Agora pela definicao (3.7) temos w., =
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Acuioe) =5 [ ICMLOG)0), (CMLCY ()0)as

0

- [ Wamesoluo o - Lmeein)
ﬂ(h(@) + h(@ + 71') — @y)Q[U(Q), u/(9>] . (h’(H) + h/(9 + 7T)) 40

[v(0),v'(0)]
(R2(0) + 2h(O)h(0 + 7) + h*(0 + 7) — 2h(0)T, — 2h(0 + 7)) [u, ) (0)

2w

Il
|~ ool
S T

do

i) (B0 + 20 OO+ 7) + (W (6 + m))
+ <1wo [u,)(0) )0

=~ (24(y) — 4w, ho A(U) + (w,)* A(U))

4
L o oty - OHO )
1 | momo+mluo).wio) - T
= i 2A(y) = 4hgA(U) + | 2R A(U) = A(U) 3 (a)* (1) (N — 1)
S
_ i 2A(7) — 20BA(U) — AU) I (@) (—1)F (AL — 1)
Substituindo A(7y) teremos:
Acuien = —3 |AW) Y (@P0i -~ | A1

Corolario 5.9. Toda curva~y € 3 com v—comprimento zero possui A(y) < 0.

Em particular a proposi¢io (3.26) estd demonstrada.

5.2
Outra prova - Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado

Teorema 5.10 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado). Seja v €

no plano (R?,U), onde U é a bola unitdria. Entdo

L%(V) = 4AUA7 - 8AUACW(7) — 4AUACMLC(7)7 (5.11)

onde Ly () indica o comprimento—v com sinal da curva vy, Ay indica a drea
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da bola unitaria e Aw ACW(V),ACMLC(,Y) indicam respectivamente as dreas com

sinal das curvas v, CW () e CMLC(7).

Demonstracao.
Considere v oval parametrizada por 6. Com o uso da base ortonormal de C°(S?!)

sabemos que:

Ly(7)(0) = 2ho A(U),

- A . .
A(y) = hiAy = = 3 (@)’ (N~ 1),
k>2
i=1,2
- A . A
ACW('y) = _TU Z (G’Z)Q(AZ: - 1)7
kjlznfgar
- A A )
Acwnrs(y) = —7U (ai)* (N, — 1).
k=par

i=1,2

Observe que Aj > 1(ver [6]), Acw(y) < 0 e Acwrsiy) < 0. Dai temos:

- . A ) .
414[]147 — 8AUACW(7) — 4AUAC'WMS(7) = 4AU h(Q)AU — TU Z (a}C)Q(AL — 1)
55
Ay AVIaX Avu i\2(\4 —Ap2 2_ g2
+ 8AUT Yo (@) -1+ 4AU7 Y (ah)* (N, — 1) = 4hg (Ap)” = Ly (7)
k=impar k=par
i=1,2 i=1,2
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6
Circulo unitario e dual discretos, Funcao Suporte e Raio de
Curvatura

Vamos utilizar agora como bola unitdria de Minkowski o poligono
convexo e fechado U = {Uj,...,Us,} cujos vértices U; estao dispostos em
sentido anti-horario, 1 < ¢ < n e n,i € N. Por definicdo o conjunto
convexo U é simétrico e portanto U;,, = —U;. Iremos considerar também
que [U;, Uiy — U] > 0. Por consequéncia da simetria U possui lados opostos

paralelos, isto é, U;U;y1 || Ui Ui

Para uma lista de niimeros, ou vetores { L; };en, nés definimos operadores
diferenca A tal que A;,L = L;y1 — L; e V tal que V, = A;_1.

De modo analogo ao caso continuo, a bola unitaria dual U* pode ser
identificada, segundo [5] e [7], como tnico poligono V' = {V4, ..., V3, } do plano
que satisfaz

U, Vi]=1

Nessas condigoes definimos

1
Vi=—— AU 6.1
[Us, Uita] (6.1)
1
U1 = ————A\,V. 6.2
+1 [‘/;7 ‘/;-‘rl] ( )

Podemos provar que V' é simétrico, convexo e tem mesma orientacao que U.

Uma prova que o poligono V é a bola unitéria dual pode ser visto em [5][p.6].

Definicao 6.1. Definimos o conjunto Cy como espaco dos poligonos P =
{P, ..., Pop,}, fechados, cujos lados sao paralelos aos lados correspondentes da
bola unitiria U = {Uy, ...,Us, }, isto é, P;Piyq || UiUsyq.

Definigao 6.2 (Roséaceas discretas). Definimos o conjunto Cy —m, m inteiro

positivo, como espaco dos poligonos

P = {Pb s P2nap2n+1a '-'>P4na '-'>P2n(m71)+17 ---7P2mn}7
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fechados, cujo nimero de rotagoes é m e para cada j € {1,...,2mn} temos
P;P;q || UiUis1 onde i = jmod(2n) ei € {1,...,2n}.

Definicao 6.3. Definimos a funcao suporte h de P € Cy como a 2n — upla
h = (hy, ha, ..., hay,) onde

hi = [P, Vi] = [Py, Vi (6.3)

Ai_lh

———— . Portanto para
[‘/i—l? ‘/7,]

Dessa forma verificamos que [P;, V;] = h; e [P;,U;] = —

todo poligono P em Cy; podemos escrever

Vi

P; = hU; + (&'—Jﬂﬁ
i—1y Ve

(6.4)

A partir da equacao 6.4 podemos calcular A; P em funcao de h;

AP=Py—F
Vi v,
i+ (Ah) 737 (Bt =57
o ‘/;—f—l - ‘/’L (hi-‘rl - hi)‘/;-i-l (‘/Z - ‘/;—1) (hl - hi—l)‘/;
hiva | — h; -
Vi Vi Vi Vi ViVl v

hi-‘rl - hz . hz - hi—l)

= hi(Uip1 —U;) + V;
Ui =) ([v;,m] Vi, Vi

A;h ANi_1h
= hVilU;, Uia| + Vi -
(U Ui ([w, Viil  [Via, m)

1 A;h
= (hz + [Ul Ui+1]vi <[‘/“ ‘/Z+1]>> (Ui+1 — Uz)

Assim temos a equacao

1 A;h
< [UM UZ'+1] ([‘/’LJ ‘/Z+1]>> ( )

Definicao 6.4. Definimos o raio de curvatura r do poligono P em Cy como

sendo a sequéncia real (1;)ien, tal que

Importante destacar que o raio de curvatura r; estd associado ao segmento

PP 1, ri19, = 1; € que dado um poligono P em Cy podemos representa-lo

ceey
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termos da funcao suporte como segue.

1 A;h
[Ui, Uita] <[Vz~, V%+1]> (6.6)

6.1
Exemplos

Exemplo 6.5. Podemos calcular o dual de U a partir da equagdio (6.1). Ver
figura 6.1.
Como Ul = (737%); U2 = (Oal)a U3 = (_737%); U4 = (_ﬁa_%% U5 =

2 2 2

(0,-1), Us = (73,—%) teremos Vi = (—L?), Vo = (—17—§); Vs =
(0’73\/5)’ V, = (1,_§)7 Ve = (1’§)7 Ve = (07¥) ou basta observar
que V; = 2—\3/§A,-U, para todo i. Ou seja, V € um hexdgono reqular tal que
Vil = QT‘/?; Nesse caso o raio de curvatura de 'V ér = (QT‘/g, %ﬁ, e 27‘/3)

Exemplo 6.6. Considere como bola unitdria U o hexdgono descrito no

exemplo (2.3). Seja P € Cy com raio de curvatura r = (%,1,%, %,%, %) Ver
6.2.

2

Vi Vs

Vi
Vs

5

e

Figura 6.1: Bola unitaria U e seu dual V'
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U,

U3 Ul

U,
Us

Us

Figura 6.2: Poligono P € Cy onde r = (%, 1, %, %, %, %) e bola unitaria

20
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Caustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura
Constante-Discreto

Considere o poligono P = { Py, ..., P,,} em Cp, isto ¢, fechado e A;P =

r;\;U onde U é bola unitaria do plano normado.

Definigao 7.1 (Paralelos). Chamamos de c—paralelo discreto de P o poligono:
P(c) ={Pi(c),..., B(c), .., Poy(c)} onde i € {1,2....2n} e

PZ<C) = {PZ + CU“ cE R}

Como consequéncia da defini¢do teremos que P(c) é fechado, P(0) = P e a

convexidade depende do valor de c¢. A funcao suporte do paralelo é
hp,o) = [Pi(c),Vi] = [Pi + U, Vi] = hi + ¢ (7.1)

e seu raio de curvatura dado por r; + ¢ pois A;P(c) = (r; + ¢)AU.

Definigao 7.2 (Comprimento—V com sinal). Seja P poligono em Cy.
Lembrando que A;P = r;[U;, Ui 1]V;, definimos o comprimento—V com sinal

como

2n

Lv(P) = ZT’Z'[UZ', Ui+1]

=1

Nesse caso podemos ter comprimento—V com sinal igual a zero.

Definicao 7.3 (Area com sinal). Seja P poligono em Cy. Definimos a drea
com sinal de P como
R 1 2n
A(P) = §Z[B,A1P]-
i=1
Podemos ter, com essa defini¢ao, drea com sinal assumindo valor negativo.
Vale destacar que se P € Cy é poligono convexo, a area com sinal passa a ser

a propria area limitada pelo poligono.
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7.1
Caustica de Wigner e Curvas de Largura Constante

Definigdo 7.4. Chamamos Evoluta de Area discreta ou Cdustica de Wigner

discreta do poligono P € Cy o conjunto:

Pz+Pz+n

CW(P) = —

Como CW (P;) = CW (P;1,) temos que CW (P;) d& duas voltas quando 7 varia

de 1 até 2n.

A funcao suporte de CW (P;) é

Pi + Pi+n
2

hi hiJrn
V] T2 2

howry = [CW(P). Vi = | (72)

Defini¢ao 7.5 (Largura Constante). Dizemos que o poligono P € Cy possui
largura constante se, h; + hiy, = 2d,d > 0(d constante). Nesse caso dizemos

que a largura do Poligono P € 2d.

Na pratica o poligono tem largura constante se a distancia, na U —norma, entre

os lados opostos paralelos é constante(2d).

Proposicao 7.6. P € Cy tem largura constante 2d < P; — Py, = 2dU;, d

constante.
Demonstracao. (=) Da equacao (6.4) temos

v

-1,

hi + hivn — (hic1 + hici4n)
[‘/ifla V;]

Py — Py = (hiUi + hipnUi) = (hi + hiyn) Ui = 2dU;

P, — P, = (hiU; — hiznUisn) + Vi

hi + Biin = [Py, Vi] + [Pign, Vign]
=[P = Pin, Vil
= [2dU;, V]
= 2d(constante)
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Definig¢ao 7.7 (Largura Média). Chamamos de largura média de um poligono
Ly(P)
A(U)

do poligono P na norma dual e A(U) € a drea da bola unitaria U.

P em Cy o numero wp = , onde Ly (P) € o comprimento—V com sinal

Teorema 7.8 (Barbier-Discreto). Seja P € Cy com largura constante 2d
entao Ly (y) = 2dA(U), onde U é a bola unitdria.

Demonstracao.

2n 2n

i=1 i=1

2n 1 2n

i=1 i=1

1 2n

=3 > (hi + hign)[Us, Uiia]

=1
1 2n

i=1

|
Caso o poligono P possua largura constante 2d entao pelo Teorema de Barbier
discreto Ly (P) = A(U)2d(ver [5]). Nesse caso a largura média e a largura da

curva sao iguais.

Proposigao 7.9. A Caustica de Wigner é um c—paralelo de P € Cy < P

tem largura constante.

Demonstracao. (=)

Pz+131+n

Pela proposicao (8.4) o poligono P tem largura constante.

(=)

P+ Py

CW(P,) = +2 +

o Pz_Pz+n

— P, 5

c
- z_*Ui

2
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Proposicao 7.10. P € Cy, CW(P) = {0} & P ¢é simétrico.

P-P _

Demonstracdao. CW(P;) B 9

0

Proposicao 7.11. P € Cy, CW(CW (P)) = CW (P)
Demonstracao.

CW(P) + CW(Pyn)

CW(CW(F)) =

Proposigao 7.12. P € Cy, CW(P(c)) = CW(P)
Demonstracao.

B+ cdUi+ Py + cUiyn

CW(P(c) .

N 2
= CW(F)

Proposigao 7.13. P € Cy, CW(P) tem comprimento—uv zero.

Demonstracao.
2 Ty — Tign
LV(CW(P)) = T[UMUPA]
i=1
1 2n 2n
9 [Z 7:{Ui, Uig1] — ZTHn[Uz’, Ui+1]]
i=1 i=1
1 2n 2n
= 5 [Z Ti[Uiv Ui+1] - Z 7"z'+n[Uz'+n> Ui+1+n]‘|
i=1 i=1
1
= S [Lv(P) ~ Ly(P)] =0

o4
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7.2
Conjunto de Medida de Largura Constante e Curvas Simétricas

Definicao 7.14 (CMLC). Considere o poligono P em Cy. Definimos o
Conjunto de Medida de Largura Constante, abreviado por CMLC, discreto

como

P —P. —wol:
(JML(J(P):{ 17 Tign wPU’,z':L...,zn}

2

O poligono CM LC(P) esta bem definido pois é fechado e A;(CMLC(P;)) é
paralelo a A;U.

A funcao suporte do CMLC e o raio de curvatura sao respectivamente:

b — Py —wpl;

1
hevrowp) = 5 Vil = §(hi + hitn — Wp) (7.3)
1 i T Tign — W
ACMLO(P) = {AP = AP —wpAU} = T BN
Ty + Tirnp — W
TCMLCO(P) = +2 P (7.4)
Proposigao 7.15. P € Cy, CMLC(P) € simétrico.
Demonstracao.
OMLO(Py,) = =it
Py — P+ wpl;
- 2
_ B - Py, —wpl;
B 2
— _CMLC(P)
[

Proposigao 7.16. CMLC(P) ¢é paralelo de P € Cy < P ¢é simétrico.

Demonstracao. (=)
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CMLC(P) = P, + cU; =
P; = CMLC(F) = cUi
Py = CMLC(Pisy) = Uiy = —F;

(<)
P = P = wpl,
o Pz + -Pz _EPUi
B 2
wp
= P, — U,
2

Teorema 7.17. Considere o poligono P em Cy. CMLC(P) = {0} & P

possui largura constante.

Demonstracao.
(=) Por hipétese P, = Py, + wpU;

hi + hivn =
= [Plv V;] + [Pi+n7 V;Jrn]
= [P, = P, Vi]
- [wPU”U ‘/z]

= wplU;, V;] = wp(constante)

(<) Por hip6tese wp é a largura de P, isto é h; + h;y, = wp. Utilizando

também a equacao (7.4) teremos

‘/i V;—&—n
Py — Py = Ui + (Aic1h) 5 — | hignUipn + (Dignarh) m———
+ + (A )[Vi_l,Vi] ( 1nUitn + (Digna )[%M_thn])
Vi
( + + ) +( 1 + + 1 )[‘/;_1’%]

= UJPUZ'
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Proposigao 7.18. P € Cy. CMLC(P) tem comprimento—uv zero.

Demonstracgao. B
Ti + Titn — Wp
2

Como reyre = temos

2n

LV(CMLC(PZ)) = Z TCMLC[Ui, AlU]

s
Il
—

Ti + Tign —

- OP 10, AU

Il

@
Il
—

_ ;(ZLV(P) —2wpA(U))
= Ly(P) — LAV((U{D)) (U)=0

Proposigao 7.19. P € Cy, CMLC(CMLC(P)) = CMLC(P)

Demonstracao. Como CMLC é simétrico e possui comprimento—v zero

temos

_ CMLC(P,) = CMLC(P,.,) —wpl,

CMLC(CMLC(P)) 5
_ CMLC(P)+CMLC(P)—0-U;
N 2
_ 2CMLC(P)
N 2
= CMLC(P;)

Proposigao 7.20. P € Cy, CMLC(P(c)) = CMLC(P).

Demonstracao.

Como Ly (P(c)) = X7 (ri + ¢)[Us, Uis1] = Ly(P) + 2¢A(U), teremos

portanto Wp() = Wp + 2c. Assim
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Pi(c) — Piyn(c) —wp)Us
CMLO(P(e)) = PO = Tuanle) =y
P+ cU; — Py — Ui — Wpo)U;
B 2
P+ cU; — Py + cU; — wp)U;
B 2
. P@ - Pi+n + 2CUZ — (@P + 2C>UZ
B 2
P — P, —wpl;
B 2
=CMLC(P)

7.3
Decomposicao do poligono P como soma de Caustica de Wigner, CMLC
e bola unitaria.

Proposigio 7.21. P € Cy, P, = CW(P) + CMLC(P) + %U Vi €
wp

)

Corolario 7.22. P € Cy, P, = CW(P,) + CMLC(FP,), Vi € {1,....2n} e

hp = hew ) + hovrewp) < Lv(P) =0

{1, ,2n} e hp = hcw(P) + hCMLC(P)

E facil ver que os resultados acima sao consequéncia do fato que

P,
2 2

7.4
Cuaspides CMLC e Caustica de Wigner

Definicao 7.23. Seja P um poligono em Cy. Dizemos que um vértice P; em
P é um cuspide se os seus lado vizinhos(ndo degenerados) possuem orientagao
oposta, isto €, os segmentos anterior e posterior a P; possuem raios de

curvatura com sinais contrdrios.
Para mais detalhes dessa definigdo ver [7].

Teorema 7.24. Considere o poligono P em Cy. Entdo o niumero de ciuspides

de CMLC(P) é maltiplo de quatro.

Demonstracdo. O numero de cispides de CMLC(P) ¢é igual ao ntmero
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos. Como
remror;) = (Ti+Tign — Wp)/2 teremos reyro(p,) = TOMLO(P,,,,)- UMa vez que
Ly(CMLC(P)) =0 temos
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TCMLC(Pl)[Ul, UQ] + TCMLC(PQ)[UQ, U3] + ...+ TCMLC(Pn)[Una Un+1] =0

TeMLO(Port) [Unt1s Ung2) Fremro o) [Unt2s Ungs)+ - Arenrnopen) [Uans Uznga] = 0.

Das igualdades anteriores e pelo fato de [U;,U;11] > 0, Vi € {1,...,2n},
concluimos que existe pelo menos um k € {1,...,n} tal que roprerp,) < 0
assim o numero de trocas de sinal de k até k + n deve ser par e pelo menos 2.

O mesmo vale de k + n até k + 2n. Temos o desejado.
[

Teorema 7.25. Considere o poligono P em Cy. Entdo o niumero de ciuspides
de CW(P) é 2k, k impar.

Demonstragdo. Observe que rowp) = ——

. Como rowp,) =
—Trew(p,) €entao o numero de trocas de sinal do raio de curvatura em
segmentos consecutivos de 1 até n + 1 é impar, & por exemplo, e igual ao
numero de trocas de sinal de n 4+ 1 até 2n + 1. Temos o desejado.

7.5
Areas com sinal de CW e CMLC

Definicao 7.26. Sejam P e Q) poligonos definidos em Cy. Definimos como

drea mista dos poligonos P e @,

12n

A(P,Q) = 52[1%,&@]-

i=1
Teorema 7.27. (Desigualdade de Minkowski) Sejam P e Q poligonos simples
e converos em Cy entao

A(P,Q)? > A(P)A(Q) (75)

onde A(P), A(Q) e A(P,Q) sdo respectivamente as dreas das curvas e drea

mista.

Note que se fizermos ) = U, U bola unitaria, temos pela equagao (8.5)
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1 2n 1 2n 1 2n Lv<P)
24 24 24 2
isto é, temos a desigualdade isoperimétrica de Minkowski,
L3, > 4A(U)A(P). (7.6)

Proposi¢do 7.28. Seja o poligono P € Cy entago A(CW(P)) < 0,
A(CMLC(P)) <0.

Demonstracao.

Ver capitulo 9 segao (9.1).

7.6
Evolutas

Definicao 7.29. Definimos U—evoluta do poligono P em Cp como sendo o
poligono E(P) tal que
E(PZ) = B — /riUi = Pi-i-l — riUi+17i = 1, ,2’)’1,

onde r = (1;)ien € 0 Taio de curvatura de P.

Proposicao 7.30. P € Cy. P(c) e P possuem a mesma U—evoluta.

Demonstracdo. Como A;(P(c)) = (r; + ¢)A;U temos que a evoluta do
paralelo P(c) é E(P;(c)) = P;(c) — (r; + o)U; = P, + cU; — r;U; — cU; = E(P)
[

Proposigao 7.31. A U—evoluta de P € Cy possui comprimento—U com sinal

tgual a zero.

Demonstracao. Basta observar que A;E(P) = (—A;7)U;11. Assim temos

Proposigao 7.32. Seja P € Cy. A V—funcao suporte da U—evoluta de P €

hEPZ, = —ﬁ, onde h é a U—fungdao suporte de P.
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Demonstracao. Considere r o raio de curvatura de P. Como E(P;) =

A;r
Pi — riUz’ entao AlE P) = —Air UZ = 71A,LV
(P) = =Ambn = ]
Portanto
hgy, = [E(F), Uj]
- 1Y 1—1 [V;,l,‘/i]’ A
__ Aiah
[‘/72—17 ‘/;]

Proposicao 7.33. Seja P € Cy. A U—fungio suporte da V—evoluta da

U—evoluta, isto é, a dupla evoluta de P é

1 Ah
hE(E(Pi+1)) == ]vz <[ ) )

[Ui, Ui+1 (%% Ui+1]

onde h é a U—fungdo suporte de P.

Demonstracgao. Definimos

Ai’f’ Ai’f’
E(E(Pz‘ﬂ)) - E<Pi+1> - mViH = E(H) - m%;

entao

Aﬂ“
AiEpp) = —V; <]> Vi

[‘/ia ‘/;+1
A;r 1
=—Vi - AU.
( [‘/Za ‘/7;+1] > [Uu Ui+1]

Portanto
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hE(E(Pi+1)) = [E<E<Pz+1))7v;]

B [E(Pi)_ A

Vi Vi
[‘/;7 ‘/;-‘rl] ]

= [E(R), V]]
= [~Pi —rU;, ‘/i]

1 A;h
=h;— | h; — Vi
< [Us, Uig1] ([Vi, Vz‘+1]>>

R V( Al )
[Ui7 Ui+1] ' [‘/;7 ‘/i-l-l]

Proposicao 7.34. Seja P € Cy. Entio E(CW(P)) = CW(E(F)) e
E(CMLC(P;)) = CMLC(E(F;)). Isto é, evolutas comutam com CW e CMLC.

Demonstracgao.

E(CW(F;)) =CW(P;) — rew, U
P+ P i 7”1‘+nU

2 2 '
P =riUi+ Piyn — 1isnUign
N 2
_E(P) + E(Piyn)
N 2
=CW(E(F))

E(CMLC(PZ)) ZCMLC(R) — TC’MLCiUi

_bBi—Pyn—wpl; 1+ 1ipn —Wp

2 2 '
b=l — (Pisn — TinUitn) — WEU;
B 2
_B(P) = E(Pun) — 05, U

2
— CMLC(E(P)
Ly(E
Observe que nesse caso Wg, = ZEU? = 0.
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1.7
Exemplos

Exemplo 7.35. Seja a bola unitdria U, o hexdgono descrito no exemplo (2.3).
Considere o poligono P em Cy com raio de curvatura r = (ry,72,73,T4,75,7¢)-
Como P ¢ fechado entdo Zle AP = Z?:l r: ;U = 0, o que implica
11 (Us—=Uy)412(Us=Us)413(Us—Us) 414 (Us = Uy ) +75(Us —Us ) +16 (U1 —Us) = 0.

Substituindo as coordenadas da bola unitaria U teremos:
ri+ro—ry—r5=0ery —1r9o—2r3—1r4+75+2r5 =0

FEsse sistema possui infinitas solugcoes e duas varidveis livres. Portanto a

dimensdo de Cy € 4. No caso geral a dimensdo de Cy € 2n — 2, ver [7].

Exemplo 7.36. Seja a bola unitdaria U, o hexdgono descrito no exemplo (2.3).
11133 3)

Considere o poligono P € Cy de raio de curvatura v = (5,1,35,%,5,3)
conforme exemplo (7.34). Vamos calcular CW (P) e CMLC(P). Ver figura
7.1.

0 V33 V3,1 3.3 3, 1TV3
i Uza Uz - 5 e 1 - -
;r +1 2;T A R IR U
€
18 V3
A(U) — §Z[UZ’ Uz—i—l] — 37
i=1
- Ly (P 17
Assim Wp = f;/((U)) =15 ¢ CMLC(F) = C; = (P, — Py — %Ui)/Q. Os
valores de U; podem ser encontrados no exemplo (7.4).
Como Py = AU+ P, e P = ( : ) entao teremos Py = (‘T\/g,i),
P3:(%[7_i)7 Py = (37\[ _5) ( =3 5)7 P6:<07_Z)'
Portanto Cy = (%, &), G = (4. —). Cs = (=3, —R). Ci = (=, —5).
05 = ( \gv 48) CG (48 ) 48) Observe que C(1 _047 C’2 = _05; CS = _067
isto €, CMLC ¢ simétrico. Note também que royvpopy) = —1/12 = romrery)
remMLops) = 1/6 = romrcops), Tomiowrs) = —1/12 = romnowp). Assim

podemos ver

V3,1 o1 o1 1 11
ML 76 12 1276 12/
Ly(CMLC(P ZrCMLc Ui, Uia] = ( 276 12 1276 12) 0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521409/CA

Capitulo 7. Caustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura
Constante-Discreto 64

Como CW(P;) = % teremos CW(P)) = CW(Py) = (738\/57—?3)7
CW(Py) = CW(Py) = (. 5), CW(Py) = CW(Py) = (3,3)
Podemos ver que também que rowpy = (—3, 5, —%: 5 —3.3) € Ly (CW(P)) =
0.
Cs
C: C,
Cy Cy
o
cw(P)
CW(Py)
CW(F3)

Figura 7.1: Poligono P, Caustica de Wigner e CMLC C
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Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado - Discreto

Teorema 8.1. Seja P = { P, ..., P»,} poligono em Cy no plano (R* U), onde
U={Uy,...,Uy} € a bola unitiria e P,y — P; € paralelo a U; .y — U;. Entao

L}(P) = 4AuAp — 8AyAcw(p) — 4AvAcircp), (8.1)

onde Ly (P) indica o V—comprimento com sinal do poligono P, Ay indica
drea da bola unitdria e A(P), ACW(p) e ACMLC(p) indicam respectivamente as

dreas com sinal de P, CW(P) e CMLC(P).

Demonstracao.
- P+ Py
Pela proposicao (7.20) podemos escrever P, = v

2
an ZWeli | U;PUZ, isto 6, P, = CW(P) + CMLC(P) + 7U

2
Utilizando o operador diferenga temos A;P = A;CW(P) + A, CMLC(P) +
WP A 7
2

A seguir, temos trés igualdades importantes para a prova.

i[CW( Py), AiCMLC(P)] = i[AiCW(P),OML(J(Pi)] (8.2)
_n [CW(F), AU] = iw;[Ui,AiCW(P)] (8.3)
iw [CMLC(FP), AU] = fjw; Ui, A;CMLC(P)] (8.4)

=1

~.

Vamos calcular a area com sinal do poligono P utilizando a proposi¢ao (7.20)
e as igualdades (8.2), (8.3) e (8.4). Iremos utilizar também a proposicao (7.27)
que diz A(CW(P)) <0 e A(CMLC(P)) < 0.
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=
=
[

)
S

[P, Ai P

N
I
—

|

s
Il
—_

[OW( ) + CMLC(P,) + WUi,AiCW(P)jLAiCMLC(P)JrU;PAI-U

2

[CW(P;), A CW (P) +1Z CW(P), AiCMLC(P)]

N w@. )

@
Il
—

[CW (P, )AU+1ZCMLC( P), A;\CW(P)]

=1

+

wp
2
1277,—

[CMLO(P), ACMLO(P)] + 5 Z“;P

My

(CMLC(P), AU

@
Il
—

+
My
gl
~
S
s
Q
=
3
+

P (U, A,CMLO(P)]

N~ N~ [\:)M—t = O~ N~ N -
. ~.

Sl

_

~

Il

-

@
Il
—

4

@2 2n —

. ~ ~ w
A(P) =2Acw(p) + Acmrerp) + TP )+ Z 2P [CW (P,), AU

2n—

+Z [CMLC(P),AU|

—2 2n —

= 2Acwry + Acurewr) + —AU) + Z )+ CMLC(P), AU

2n —

_ - w
= 2Acw(p) + Acmrowp) + TPA + Z &

P
A
2 UZ? lU

9
~ ~ w
= 2Acwp) + Acmrowp) + lA(U)

— 2n —
+“;P<Z[H,AU Z z,AU>
=1
_ 2
=2Acw +ACMLC p) + 7A(U)

+ 27 (LV(P) - 22A(U)>
Acw

wp) + Acmrcr) + <L4A((PU)))

A(P) = 2Acwp) + Acrrorp) +
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Li(P)
4 Ay
L3 (P) = 4AyAp — 8AvAcw(py — 4AvAciicor

Ap =2Acwp) + Acrurowp) +

Corolario 8.2. Seja P = {Py,..., P»,} poligono simples, fechado, convezo no
plano (R*U), onde U = {Uy, ...,Us,} € a bola unitdria e P,y — P; é paralelo
a Ui—‘rl - []Z Entao

LY (P) = 4ApAp + 8Ay ‘ACW(P)‘ + 4 Ay ‘ACMLC(P)

, (8.5)

onde Ly (P) indica o comprimento do poligono P na norma dual, Ay e
Ap indicam respectivamente as dreas da bola unitdria e do poligono P e

Acw(p) e ACMLC(P) indicam respectivamente as dreas com sinal de CW (P)
e CMLC(P).

Corolario 8.3. Seja P = {Pi, ..., P,,} poligono simples, fechado, convexo no
plano (R%U), onde U = {Uy, ...,Us,} € a bola unitdria e Piy, — P; é paralelo
a Ui+1 — Uz Entao

L3(P) > 4AyAp + 8Ay |Acw(p)

, (8.6)
onde Ly (P) indica o comprimento do poligono P na norma dual, Ay e Ap
indicam respectivamente as dres da bola unitdria e do poligono P e Acw(p)
indica a drea orientada de CW (P). A igualdade ocorre se, e s6 se, o poligono

P tem largura constante na norma U.

Corolario 8.4 (Desigualdade Isoperimétrica Classica em plano normado.).
Seja P = {Py, ..., Py} poligino simples, fechado, convexo no plano (R? U),
onde U = {Uy,...,Us,} € a bola unitiria e Piyy — P; € paralelo a U;q — Us.

Entao

Ly, (P) > 4Ay Ap, (8.7)
onde Ly (P) indica o comprimento do poligono P na norma dual, Ay e Ap
indicam respectivamente as dreas da bola unitaria e do poligono P. A igualdade
ocorre se, e so se,o poligono P é simétrico e tem largura constante, isto é,

maultiplo da bola.
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Corolario 8.5. Seja P = {Py,..., P»,} poligono simples, fechado, convezo no
plano (R*U), onde U = {Uy, ...,Ua,} € a bola unitdria e P,y — P; é paralelo
a Ui+1 - Uz Entao

L%/(P) > 4AyAp + 4Ay ‘ACMLC(P) )

(8.8)
onde Ly (P) indica o comprimento do poligono P na norma dual, Ay e Ap

indicam respectivamente as dreas da bola unitdria e do poligono P e ACMLC(P)
indica a drea orientada de CMLC(P).

8.1
Exemplo

Exemplo 8.6. Podemos verificar o Coroldrio (8.2) caso discreto, utilizando

1
o exemplo (7.35). Ver figura 7.1. Onde Ly (P) = 77\/3, AU) = 3\2/?

s Vi i

61 WP = “ggp Acvrewp)y = ——.

A(P
(P) = %6
Substituindo:

18- Y04y

A(U) (44p + 8 |Acwr)| + 4 [Acmrow)|) = 33 ( 17vs V3,4V

64 256 96
867 17*(v3)2
R T A

)
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Cicléides e Base Ortonormal - Discreto

Cicléides classicas tem a propriedade de que sua dupla evoluta é
homotética a ela mesma. Considerando esta mesma propriedade em um plano
normado (R? U), onde U ¢ bola unitaria poligonal, temos a seguinte defini¢ao

(proposigao (7.32)):

Definicao 9.1. Definimos como Clicloide discreta F € Cy o poligono cuja

fungao suporte hp, satisfaz a equagao

1 Aihp
[U;, Ui 1] <[Vi, VQH}) F (9.1)

que € a discretizagdo natural de sequnda ordem da Fquagdo Diferencial de

Sturm-Liouville exibida em [6].

Definicao 9.2. Dizemos que A\ € autovalor da equagio (9.1) se emiste
U—fung¢ao suporte h que satisfaz tal equagdo. A fun¢io h € chamada de

autovetor.

Seja P € Cy. Pela equacao (6.4) existe uma correspondéncia entre P e
h de forma que para cada P existe uma e apenas uma funcao suporte, assim
vamos a partir de agora apresentar Cy como espaco das funcgoes suporte e

vamos muni-lo com o produto interno.

Definicao 9.3. Sejam h, h € Cy entdo definimos o produto interno

2n

(h,h)u =Y huhi[Ug, Upi] (9.2)
k=1

onde h e h correspondem a funcées suportes de dois poligonos em Cf;.

Lema 9.4. Seja h € Cy. A transformacao linear T tal que

Th=(Thi);cny = | — : 7
( )ZEN ( [U,L»7Ui+1]v <[‘/i7‘/;+1]>>i€N

definida em Cy é auto-adjunta com respeito ao produto interno (9.2).
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Demonstracao.

2n
<Th, S>U == Z SZThZ[UZ, Ui+1]

=1

n 1 AR

= —Si Vi : Ui, U
z; ([Uz',UiH] ([V%Viﬂ]))[ =
2n Aih

SR Y e
2 ([vi,vm]>

A sAK
Z Vi, Vi
7y z+1]

a Z hVi ([‘/Z,Avil])

2n
- Z hiT'si|Us, Uiy1] = (T's, h)u

=1

|
Suponhamos que o raio de curvatura r de P satisfaga a equagdo (10.1) com
A # 1, entao h; = % satisfaz (10.1). Reciprocamente se a fungao suporte h
do poligono P satisfaz (10.1) entdo pela equagdo (7.6), r; = h;(1 — \) também
satisfaz (10.1).
Segundo [7], A = 1 indica as cicldides discretas abertas que, portanto, nao
podem ser representadas por fungoes suporte peridédicas. Assim para A # 1
o poligono P possui tanto para raio de curvatura como func¢do suporte,
na transformacao 7', mesmos autovalores. Como estamos trabalhando com
poligonos fechados fica justificados o uso de h ao invés de r na transformacao
T, Lema (9.4).
O conjunto Cy é invariante pela transformacao 7. Com efeito, lembrando que

o conjunto Cy é definido de forma que 2", A;P = 0.

2n 2n
i=1 i=1

2n
== Z AirUita
i=1
2n
A;r

%Ui—i-l Vi, Viga]
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:_Z Vi mﬂ

A;r
_Zv ([v;,vm])V

JAVY4
= ! AU
Z U UH—I] ([Vi, V2+1]>

Z (=Tr)AU

Agora basta substituir r; por h;(1 — A), A # 1 e temos o desejado.

Como T é auto-adjunta e Cyy é invariante nessa transformacao teremos pelo
Teorema Espectral que Cpy possui uma base ortonormal de auto-vetores.
Segundo [7] cada elemento da base é a func¢ao suporte de uma cicléide discreta
fechada. Assim se h € Cp, entdao P é a soma de 2n — 2 cicléides discretas

fechadas, que é uma generalizagdo da série de Fourier discreta.

Apresentamos agora de acordo com [7] os autovalores associados a

transformagao 7T'. Lema (9.4).

M=) <A =ED) <N SN <A <N <),

onde Ao(= 0) indica as cicléides que sao multiplos da bola, isto é fungoes
suporte constantes, A1, A} indicam ciclides abertas (ndo incluidas no nosso
caso) e cada cicléide associada a \], possui exatamente 2k ctispides. Também,
se k é par, a cicloide é simétrica, e se k é impar, a cicléide tem largura zero.

Dessa forma se h € Cy; teremos:

h = ho + ayhy + a3h3 + ash +a3h3 + ... +a’ h: | +a® k2 | +a.h,

2 n—1
= ho+ anhn, + > alhy, @i, a, €R, k>2,5=1,2 (9.3)
=1 k=2
Coroléario 9.5. O conjunto H := {hg,h, h3, hi h3 ..., hl [ h2 | h,} € base

ortonormal de Cy;.

Do corolario temos que Vhy, hy € H

<h1, h2> = A(U), Se, hl = hg (94)
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<h1, h2> = 0, se, hl 7é hg, (95)

Sabemos também segundo [7] que

h, = (-1)fn,, ieNj=12k=2_.n-1 (9.6)
hng = (—=1)" Ry, ,n €N (9.7)

Teorema 9.6. Sejam {hg, h}, h3, hi b3 ... ht [ h2 | h,} base ortonormal de

Cy e F,ﬂ cicloide associada a fungdo suporte hfg Entao
1. CW(F}) = F] e CMLC(F}) = {0}, k émpar.
2. CW(F])={0} e CMLC(F}) = F}, k par.

Demonstragao. Para k impar a equagao (9.6) e a proposi¢ao (7.6) implicam
que Fji = Flen, entao CW(F,ﬂ) = F,ﬁ Pela proposigao (7.16) CMLC(F,i) =
{0}. Para k par a equagao (9.6) e a proposigao (7.9) mostram que F} é simétrica
e portanto CW (FJ) = {0}. Pela equacio (9.5) temos

2n
Ly(Fl)=>" Tpi [Us, Uita]
i=1 B

2n ) )
= hy, (1= X)[U;,Uia] = 0
=1
Ly (F])
A(u)

Portanto w,; = = 0 e simetria implicam CMLC(F}) = F} |
k

9.1
Areas e Comprimentos

Nessa secao vamos apresentar o calculo de &reas orientadas e
comprimento dual de poligonos em Cy estudados até o momento, utilizando a
base ortonormal de Cy, corolario (9.5), isto é, a série de Fourier generalizada

discreta.

1211

2A(CW(P)) = 5 2 [CW(P,), ACW (P)]

12n

=3 ;[CW(H), CW(Piy1)]
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2
12 2 (AihCW(P))
=) (how, i Uigl] — ~————
2121( CW(Pz)) [U U+1] [‘/;,‘/;—’—1]
1. 2% (hy = hisn \ (Ah — Apinh)?
a 5 =1 < 2 > [UZ’ Ui—H] - [V;, ‘/i-&-l]
1 = (Ah) (Ainh)
= _A(P hihiin|Us, Ui
2 2‘1 ! R (AT
1 12n n—1 o n—1
= §A(P) — Z Z hgi -+ anhni -+ Z afgh{% hO'L+n -+ GnhniJrn + Z aihi [Ul, Ui+1]
i=1 k=2 k>2
i=12 J=12
1 n—1 ) n—1 )
- anAzhn + Z ai:Azh‘l]c anAi-i-nhn + Z aiAz-l-nh?c
[V V+1] k>2 k>2
Jj=1,2 j=1,2
_AWP) 1 n 1 2n
) LR U] = (1" S 0 U Ui
i=1 i=1
1 n—1 i . 2n . 1 2n (Ah )2
- —1 hj.2Ui,Ui +-—(=1)" n2 Sl
J=4
_|_1 = (_1>k<a?€)2 n (Aihi)2
4= = Vi, Vi
j=1,2
CAP) 2A0U) . AU), e AD) &R k(02
= T 4(1)(n) T};(l)(ak)
7j=1,2
AU . AU) =2
A e . L SY SR TARY
k>2
j=1,2
A(P) 24U AU AU) = :
= AD 24 A ez -0+ AT Corapof -
k>2
j=1,2
R2AU) AU AU) =
DA 20— 1)~ AN @y )
k>2
j=12
AU AU AU) =
A A Cpaon -1+ A S Corapod -
k=2
j=1,2
A U n—1
L R S VO RD DR S E Y
k]lzn}%ar
AU 2\, = D1 = (=1)" nl
:_(2)()( 2)( ())+Z<)(AJ_1>
k= 1mpar
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1 2n
Acmvrerp) = 3 > [CMLC(P), A\ CMLC(P)]
=1
1 2n
= §Z[CMLC( 2), CMLC(Piy1)]
=1
_ 1 n (thLc(P.))2 U U] (AihCMLC(P))2
2 i=1 ! ’ [‘/;7 ‘/i+1]
12 ) (Ah 4 Ay nh)?
== hi 4+ higy — W Ui, Uip1| —
g 2 (i huen = wp ) (U U] = =17y
1 n Ah) (Aiinh
- <2A(P) — 4hoA(U)wp + (Wp)?A(U) + Z hibisn|Us, Uigr] — ()<+)>
4 =1 [‘/;7 ‘/iJrl]
1
7(2A(P) — 4ho A(U)wp + (Wp)*A(U) + 24U — A(U)(—1)*(an)*(An — 1)
n—1 _ )
—AU) Y (=1)*(a3)* (M. — 1))
k>2
j=1,2
AU AWU) =L
= Hmaw) - Ao -1 - AN @perod -1 | - maw)
=
1 AU AWU) = ;
s 2az - 2D i, -1 - A S Capradpod - )
2 4 4 >2
7j=1,2

=— +
2 2 k::zpar(
7j=1,2
2n
= Z 1A Py

A;h
—Z( (Ui, Uipa] + V; (M)) |Vl

= Zhi[Ui, Ui1]
i=1

2n n—1
=D | ho, + anhn, + D aihy, | Ui, U]
=1 k>22
j=1

2n n—1

2n

— ho S [Us, Uiy +an2hm U, Uid) + S @l S0 (U, Upii)

=1 =1 k>2
7j=1,2

= 2hy A(U)

=1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521409/CA

Capitulo 9. Cicloides e Base Ortonormal - Discreto 75

)
S

o>
v
I

[P, Py — P

<.
Il
—

M§

[P, AP

-
Il
—

A;h
(hi)z[Uia Uii1] + iV, ()

-
Il
—

Il
N~ N~ N = N = M\}—t N | =
[\~
Mk

o8

2 Vi, Vil
Cm (Ah)(AR)
_ ;(hi) Ui, Uina] = ([VM)
— S N[ i - M

_ ;(hz) Ui, Uiga] Vi Vil

2

2
— Z hol + anh + Z [UZ, Ui—f—l] — = 1 2

1 2n
k>2 [‘/727‘/;'4-1]
7=1,2
1 2n 1 2n 1 7= 1 2n
= h22 Z[Ui,UiH] + 5(%)2 Z(h DU U] + = Z D2 (hi)*[Us, Ui
=1 ]k>122 i=1
-\ 2
1 2n (Azhn)z 1 -l 2n Azhi
“p 2@y T @ [(V V)]
i=1 iy Vitl >2 i=1 Vi) Vit1
j=1,2
) 1 1 [ 12 00
= hgA(U) + 5 (an)*A(U) + SAU) Y- (a3)* — 5(an)* M AU) — 5 D (a2)*MAU)
2 2 k>2 2 2 k>2
j=1,2 =12
AU AU) =+ 4
= igaw) + AWa )+ A @ - N,
k22
J=4

Corolario 9.7. Todo poligono P € Cy com V—comprimento zero, isto ¢,

ho = 0 possui Ap < 0. Em particular a proposicio (7.27) estd demonstrada.
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9.2
Outra Prova - Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado - Discreto

Teorema 9.8. Seja P = { P\, ..., Py,} poligono em Cy no plano (R?,U), onde
U={Uy,...,Uy} € a bola unitaria e P,y — P; € paralelo a U;1 — U;. Entao

L%/(P) = 4AUAP - 8AUACW(P) — 4AUACMLC(P)> (98)

onde Ly (P) indica o V—comprimento com sinal do poligono P, Ay indica
drea da bola unitdria e A(P), Acw(P) e ACMLC( p) indicam respectivamente as
dreas com sinal de P, CW(P) e CMLC(P).

Demonstracao. Da secao anterior temos

Ly (P) = 2hoAy (9.9)
. A Ay = ,
Ap = hidy = (@)’ (A = 1) = 57 3 (@)’ (M.~ 1) (9.10)
k>2
j=12
_ A an)?(\, — 1)(1 — (=1)" ol ;
Rowr) = = o) { 2)( C LS @i | e
k=impar
j=12

AQU (an)? (A — 12)(1 + (=1)") i ni:l (@)?N - 1) | (9.12)

Acmrewr) = —

Observe que Acw(p) <0e ACWMS(P) < 0 pois )\i > 1(ver [7]). Substituindo.

4AUAP — SAUACW(P) - 414U1&CMLC’(P) =
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2 AU 2 AU ! j 2 j
4Ay | hiAu — —(an)* (A — 1) — == > (a3)* (M. — 1)
2 2 =
j=1,2
Av [ (@)’ O = D= (=D)") 52 2y
+8AUTU (a ) ( 2)( ( ) )+ Z (a?ﬂ)Q(/\i_l)
kjlznibgar
A D2\, — 1)(1+ (—1 (N
+4AU7U (a)( 2)( +( )>+ Z(ai)Q()\i_l)
k=par
j=1,2
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Curvas Rosaceas

Uma m—rosacea é uma curva suave fechada com curvatura ndo-nula e
nimero de rotagoes igual a m onde m é um inteiro positivo(ver [3], [15]). O

conjunto das m—roséceas é representado por %, veja definigdo (2.8).

Observe que pela definicao (2.8) as curvas m—rosdcea sao 2mm—periddicas.
Por [6], teorema (4.4), utilizando uma norma qualquer do plano podemos
calcular os autovalores )\i,m da equagao (5.1) e seus respectivos autovetores
hivm(cicléides) para curvas fechadas com m rotagoes, isto €, m—rosacea. No
caso euclidiano, por exemplo, a fun¢ao suporte h(f) da m—rosicea pode ser

escrita utilizando Fourier como

h(0) = ho + ) _ a,cos (f:) + by, sin (if) ,0 € [0, 2m]. (10.1)

k=1

10.1
Exemplo

Exemplo 10.1. Considere u(f) = (cos(#),sin(6)) como bola unitdria, h(0) =
cos() + 2 fungio suporte de uma 2—rosdcea. Seja v(0) uma parametrizagio

de 2—rosdcea. Utilizando a equacao

teremos

~(6) = (cos(t/2) cos(t) + (sin(t/2) sin(t))/2 + 2 cos(t), cos(t/2) sin(t)
— (sin(t/2) cos(t))/2 + 2sin(t))
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Figura 10.1: 2—rosécea

De acordo com [25] para cada m—rosdcea podemos calcular W
'ramos'de Causticas de Wigner. N6s vamos nos deter a apenas um dentre
esses 'ramos'de Céusticas de Wigner, pois a partir dele obtemos a igualdade
isoperimétrica. Para obter "ramos'de Céustica de Wigner basta variar k =
1,...,m da definicado CW(8) = (v(6) + (6 + k7))/2. Vamos nos deter no caso

k=m.

10.2
Caustica de Wigner

Definicdo 10.2. Seja v € #,. Chamamos Evoluta de Area ou Cdustica de
Wigner (CW) ~ o conjunto

CW()(0) = {(7(0) + (0 + mm))/2;0 € [0, 2mx]}.

Como CW(v)(0) = CW(y)(0 + mn) temos que CW(v)(#) possui periodo
mm e déd duas voltas no intervalo [0,2mm]. Seus cuspides ocorrem quando
r(0) = ((=1)™)r(0 + mm), pois CW'()(0) = (HOHEIZHEEmm ) 4/(9). A
fungao suporte de CW (v)(0) é

(h(0) + (—=1)"h(0 + mm)). (10.2)

DN | —

hewy = [1(0) + (0 + mm))/2,0(0)] =

Onde h(0) é a fungao suporte de 7.
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10.3
Conjunto de Medida de Largura Constante

Defini¢ao 10.3. Seja v € J,. Definimos como Conjunto de Medida de
Largura constante de 7y, abreviado por CMLC(v),

CMLC(7)(0) = {; <7(9) — (8 + mr) — “ﬁ%(e)) 0eo, Qmﬂ']}
Ver [25] para versao Euclidiana do CMLC.
A funcao suporte de CMLC é
hewsoe(®) = 5 [10) =10+ mm) - (@), 00)]  (103)
_ ; <h(0) (=)™ (0 + m) — 1;;) | (10.4)

10.4
Decomposicao da curva v € 7, como soma de Caustica de Wigner,
CMLC e bola unitaria.

Proposigao 104 7 € . 1(0) = CW(3)(8) + CMLC()(0) + 5 2u(f) ¢

w.
hy(é’) = hCW('y)(Q) -+ hCMLC('y)(Q) —+ ﬁ

Corolario 10.5. v € J,. v(0) = CW(y)(0) + CMLC(7y)(0) e h\(0) =
hCW(A,)(G) + hCMLC(’y)(Q) < Ly(y)=0

E simples ver que os resultados acima sao consequéncia do fato que

(0) + (0 +mm)  4(0) — (0 + mmn)

v(0) = 5 + 5 :

Pela proposigao (10.5) podemos reescrever v utilizando bases ortonormais.

Com efeito

1(0) = hew(®)u(6) + 000
 hewnc(O)u(6) + TR 00) + 22000
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S par @k (k) ()

mpar = y(0) = | ho + ]%;g alhi, u(f) + (@), 0(0)] v(6)
- Jjnd Zklmpar ak(h] )l(e)

B ) N TONT0 R

+ ()

, o > b u ch;mpar ai:(h‘li,m)/(g)v
mimpar = ~(0) = ki%m« 1% (0) | u(0) + 0(8), v/ (0)] (9)

7=1,2

- Jpi u kaar ( km)l(e)v
+ ]?_%(;r akhk,m<9) (0> + [U(Q), U/(Q)] (9>

w,
+ 2mu(0).

10.5
Cuspides CMLC e Caustica de Wigner

Teorema 10.6. Seja v € JZ, curva que possui apenas singularidades
ordindrias, isto €, do tipo 2—cuspide. Se m € impar entdo o numero de
2—cuspides de CMLC(vy) no intervalo [0,2mn]| é maltiplo de quatro. Se m
€ par e W, = 0 entao o numero de 2—-cuspides de CMLC(vy) no intervalo

[0, 2mmn] é 2k com k impar.

Demonstragao. O ntimero de cispides de CM LC' é igual ao niimero de zeros
de Terre) (0) = 3(r(0) — (—1)™r(0 + mm) — =2) no intervalo de 0 até 2m.
Para m fmpar roare)(0) = remre) (0 +mm) entao o nimero de cispides de
CMLC(7y) de 0 a mm é par, como Tcano(y)(0) é€ mm—periddica para m impar
concluimos que o nuimeros de cuspides deve ser multiplo de quatro. Para m
par rearro(y) (0) = 5(r(0) — (6 +mm) — =) como por hipétese @, = 0 implica
remno(y) (0 +mn) = —reare(y) () entdo o niimero de zeros deve ser impar em

[0, m7] e em [mm, 2mm]. |
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Teorema 10.7. Seja v € 4, curva que possui apenas singularidades
ordinarias, isto é, do tipo 2— cuspide. Se m é par entao o nimero de 2— cuspides
de CW (v) no intervalo [0,2mn] é mailtiplo de quatro. Se m é impar entdao o
nimero de 2—cispides de CW () no intervalo [0,2mn| € da forma 2k com k

impar.

Demonstragdo. Observe que CW'(v)(0) = r(0) + (=1)"r(0 + mm) ,

5 u'(0).
Assim, rew(y)(0) = r(9) + (=1)"r(6 —|—m7r)' Se m é par entao rewy)(0) =

rew (v (0 + mm) entdo o niimero de zeros de row () de 0 até 6 + mm é par. Se
m é impar entdo rcw(y)(0) = —rew(y) (0 + mm) entao o ntimero de zeros de

até 0 + mm é impar. Temos o desejado. [ |

Destacamos que os dois resultados anteriores sao validos para
2—cuspides, isto é, se v € 4, é tal que 7/(a) = 0 entao r(a) = 0 e

() # 0 onde r é o raio de curvatura.

No teorema 10.6 temos a condi¢ao w, = 0 para m par. Como contra
exemplo considere o CMLC' de funcao suporte honpe(0) = 5cos(36/4) —
cos(f/4) — 2 e considere como bola unitéria o circulo Euclidiano. Neste contra

exemplo m = 4, w, = 16 e o numero de 2—cuspides ¢ 4.

10.6
Exemplo
Exemplo 10.8. Considere u(0) = (cos(f),sin(6)) como bola unitdria, h(0) =

Cos(g) + 2 fungao suporte de uma 2—rosdcea. Seja y(6) uma parametrizag¢ao

de 2—rosdcea. Podemos calcular CW (y) e CMLC(7).

Figura 10.2: 2—rosacea, CW, CMLC
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10.7
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para m—rosaceas

Teorema 10.9 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para curvas
m—roséceas). Seja v uma m—rosdceas em H,, no plano (R* U), onde U € a

bola unitdria. Entao
I) Se m € impar entao
Li(y) = 4mAu A, — 8mAyAcw () — 4mAvAcuLe)- (10.5)

II) Se m é par entao

Li(v) = —4mAy A, + 8mAyAcw(y) + 4mAyAcure)- (10.6)

onde L,(7y) indica o comprimento com sinal da curva vy na norma dual, Ay
a drea da bola unitdria, Aﬁ,, ACW(A,) e ACMLC(W) indicam respectivamente as

dreas com sinal de v, CW () e CMLC(7).

Demonstracao.

Pela proposi¢ao (10.4) temos

(6) = CW (7)(8) + CMLC(7)(0) + =L u(6).

2m

Vamos proceder da seguinte maneira: calcular a area de () utilizando a
proposigao (10.4) e assim obter a Igualdade Isoperimétrica. Iremos também

utilizar um resultado de integragao por partes

/0 U, o)t = - /O "), o (Ot

onde f, g sao de classe C! e que

/0 " leMLOM)0), W () O)ds = 20 (1 4 (—1ym)

/ 2[U(@), CW'(0) + CMLC'(6))d0 = 0.
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o
3
3

[v(6),~/(0)] db

2mm — __
[CW(Q) + CMLO() + o u(6), CW'(6) + CMLC'(6) + 2 u/(9) | df

2mm

S— S

(CW(6), CW"(6)] dO + ; / " CMLO(B),. CMLC (6)] d6

2mm w2

— [u(0),/(6)] d6 + ; /0 " [CW(6), CMLC'(6)] df

_|_

o
3
3

+

m

10w (0), ' (0)] dO + ; /0 " [CMLC(6), CW'(6)] do

+

D (CMLC(6), u'(6)] 6 + ; / " 2 [u(B), CW'(6)] do

o
3
3
|

= NI N= N = o~ o~ N
hc\wo\c\

3

3

+

5 [u(6), CMLC'(9)] db

772

R R W 1 2mm .
= 2ACW(fy) + ACMLC(V) + rﬂ;mAU + 2/ [CMLC(@), cw (9)] do
0
2mm —
[CMLC(6), CW'(6)] d + / X [u(), CW'(6))d6
0 m
",

[u(0), CMLC'(6)]d6

+
ﬁ
3

2m
=2 — 2mm

. w w / !
CW () + ACMLC(fy) + rﬂ;mAU + ﬁ ; [u(@), CW (9) +CMLC (9)](19

I
DO
o>

2mm

[CMLC(6), CW'(6)] db

Ly(v)  Li(v)
4mAU 4mAU

- - L?
= 2ACW(7) + ACMLC('y) — (=™ 47;;(23

= (=1)"LA(y) = dmAyA, — 8mAvAcw(y) — AmAvAcarrow)

_|_

0

1+ (=1)")

=2Acw(y) + Acmrop) +
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11
Curvas Rosaceas - Discretas

Considere um plano normado com bola unitiria U = {Uj,...,Us,}.

Conforme a defini¢ao (6.2) uma m—rosacea discreta

P = {Pl, ceey Pgn, P2n+1, ey P4n, ...,Pgn(m_1)+1, ...,Pgmn},

é poligono fechado com numero de rotacoes igual a m onde m é um inteiro
positivo e para cada j € {1,...,2mn} existe um i € {1,...,2n} tal que
i = jmod(2n) e PjPjy1 || UiUit1. O conjunto das m—roséceas discretas é

representado por Cy — m.

U3 \ Ul

Us \ Usg
Us

Figura 11.1: Bola unitaria U e 2—rosécea P

(m+1)m
2

Céusticas de Wigner. N6s vamos nos deter a apenas um dentre esses "ramos'de

"ramos"de

Para cada m-—rosacea discreta podemos calcular

Causticas de Wigner, pois a partir dele obtemos a igualdade isoperimétrica.
Para obter "ramos"de Caustica de Wigner basta variar k = 1, ..., m da defini¢ao
CW(P;) = (P, + P1n))/2. Vamos nos deter no caso k = m.
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11.1
Caustica de Wigner

Definigéo 11.1. Seja P € Cyy — m. Chamamos Evoluta de Area ou Cdustica
de Wigner (CW) de P o conjunto

CW(P) = {(Fi + Pixmn)/2;i € {1,..., 2mn}}.

Como CW(P;) = CW (Pyymn) temos que CW (P) possui mn vértices. A fungao
suporte de CW (P) é

(hi + (_1)mhi+mn) : (11‘1)

N | —

hCW(Pi) = [(Pz + Pi+mn)/2a V;] =

Onde h; é a funcao suporte de P.

11.2
Conjunto de Medida de Largura Constante

Definigao 11.2. Seja P € Cy — m. Definimos como Conjunto de Medida de
Largura constante de P, abreviado por CMLC(P),

CMLC(P) = {; (H- — Py — IZfU> el ...,2mn}}

A funcao suporte de CMLC é

1 w
howror) = 5 | P = Prvwn = LUV, (11.2)
1 Wp

11.3
Decomposicao do poligono P € C;—m como soma de Caustica de Wigner,
CMLC e bola unitaria.

Proposigao 11.3. P € Cy — m, P, = CW(P) + CMLC(P,) + ;UiUZ- e
m

w
hp, = hewp,) + hemror,) + —_
2m
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Corolario 11.4. P € Cy — m, P, = CW(P) + CMLC(P,) e hp, =
hewpy) + heymrew,)y < Lyv(P) =0

E simples ver que os resultados acima sao consequéncia do fato que

P
2 2

11.4
Cuaspides CMLC e Caustica de Wigner

Teorema 11.5. Considere o poligono P em Cy — m. Se m é impar entdo
o numero de cispides de CMLC(P;) onde i € {1,...,2mn} é maltiplo de
quatro. Se m é par e Wp = 0 entdo o numero de cuspides de CMLC(P;)

onde i € {1,...,2mn} € da forma 2k, k impar.

Demonstracdo. O ntmero de cispides de CM LC(P) é igual ao ntimero
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos. Sabemos
que reamrory = (18 = (=1)™Tipmn — 52)/2. Para m ifmpar reyior) =
(ri + Tiemn — %’)/2 o que implica reapro(p) = TOMLO(P ) UMa vez que

Ly(CMLC(P)) = 0 temos

7”CMLC(Pl)[Ul, Uz] + TCMLC’(PQ)[U% Ug] + ...+ TCMLC(Pmn)[Umm Umn+1] =0

TEMLC(Prinit) [Umn+1> Unn2) FT0MLC (Prnts) (Umn+2, Unnss) 4 ATem o Pomn) (U2mns Uzmng1] = 0.

Das igualdades anteriores e pelo fato de [U;,U;11] > 0, Vi € {1,...,2n},
concluimos que existe pelo menos um k € {1,...,mn} tal que reaprep,) < 0
assim o nimero de trocas de sinal de k até k+mn deve ser par e pelo menos 2. O
mesmo vale de k+mn até k+2mn. Para m par rearrer) = (78 —Tigmn — %)/2

Por hipétese wp = 0 portanto roavrop) = —Temro(p, implica que niimero

+mn)
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos de 1 até
mn + 1 é impar.

Teorema 11.6. Considere o poligono P em Cy — m. Se m é par entdo o

nimero de cispides de CW(P;) onde i € {1,...,2mn} é maltiplo de 4. Se m
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¢ impar entdo o nimero de ciuspides de CW(P;) onde i € {1,...,2mn} ¢ da

forma 2k, k impar.

T + (_ 1)mri+mn

Demonstracao. Observe que rowp,) = . Se m é par
entao row(p) = TCW(Pim,) €0tdo o nimero de trocas de sinal do raio de
curvatura em segmentos consecutivos de 1 até mn + 1 é par. Se m é fmpar
entao Tow(p,) = —TCW(Piim,) €0tao 0 nimero de trocas de sinal do raio de

curvatura em segmentos consecutivos de 1 até mn + 1 é impar.

[ |
11.5
Exemplo
Exemplo 11.7. Considere U = {Uy,...,Us} bola hexagonal regular
e P € Cy — 2 wuma 2—rosicea com raio de curvatura r =

(1/2,1,1/2,1/2,7/4,1,1,3/2,1/2,5/4,1/2,1/4). Ver figura 11.1.

Exemplo 11.8. Considere U = {Uy, U, Us, Uy} como bola unitdria quadrada,
onde Uy = (2,-2), Uy = (2,2), U3 = (—2,2), Uy = (-2, —2) e poligono P com
raio de curvatura r = (1/4,1,1/2,3/4,5/4,1/2,1,3/4).

Entio Ly(P) = Y51 r1[U;,Upa] = 48 e wp = 35 = 3, onde A(U) = 16.
Podemos calcular CW e CMLC'.

CW(P) = (=3,—3) = CW(Ps), CW(P2) = (=3, 3) = CW(Fs), CW(Ps) =

202
(_

)= CWEP% CW(P) = (=35, —3%) = CW(P),
CMLO(P) = (—1,2), CMLC(By) = (—1,-3), CMLC(Py) — (1,-3),
CMLO(P) = (1,1), CMLC(Ps) = (=2,1), CMLC(Py) = (=2,0),
CMLCO(P;) = (2,0), CMLC(Ps) = (2,2).

N~
Nt

Y

Assim A(P) = 15, A(CW(P)) = 9, A(CMLC(P)) = 15, m = 2. Podemos

substituir e verificar o teorema (11.7).

— 4mA(P)A(U) 4+ 8mA(CW (P))A(U) + 4mA(CMLC(P))A(U) =
AmAU)(—A(P) + 2A(CW (P)) + A(CMLC(P)) =
128(—15 + 18 + 15) = 2304 = 48* = L3,(P)

Ver figura 11.2.
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P 7 P, 6
CW( PB) CW(P 2)
/. CMLC(P) U,
: CMLC(Ps)
P.
’ CMLC(Fs) Py CMLC(Py)
CMLCUp CMLC(P,
P8 P] ( 7)
CW(Py) CW(BY
Py I3
U, 4 U 1
CMLC(P,) CMLC(Ps)

Figura 11.2: Bola U, 2—rosicea P, CW, CMLC

11.6

Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para m—rosaceas discretas

Teorema 11.9 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para poligonos

m—rosaceas discretas). Seja P uma m—rosdceas em Cy —m no plano (R?,U),

onde U € a bola unitdria. Entao

I) Se m é impar entdio

L%/(P) = 4mAUAp - 8mAUACW(p) - 4mAUACMLC(p). (11.4)
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IT) Se m é par entao

L%/(P) = —4mAUAP + 8mAUACW(p) + 4mAUACMLc(p). (11.5)

onde Ly (P) indica o v—comprimento com sinal do poligono P, Ay a drea da

bola unitdria, Ap, Acw(p) e ACMLC(P) indicam respectivamente as dreas com

sinal de P, CW(P) e CMLC(P).

Demonstracao.

~ Pela proposigao (11.3) podemos escrever P; = CW(PF;) + CMLC(P;) +

;U—PUZ-. Utilizando o operador diferenga temos A;P = A,CW(P) +
m

ACMLC(P) + 22 AU,
2m

A seguir, temos igualdades importantes para a prova.

275 [CW (P), AiCMLC(P)] = — 2%1 [A,CW(P),CMLC(P)]  (11.6)

i=1 i=1

2mn — 2mn —

D g [CW(P), AU] = 3 SR (U, ACT (P) (11.7)
%;’; [CMLC(F;), A;U] = 2%1;‘;; [Us, A\ CMLC(P)] (11.8)
%[CMLC(R),AZCW(P)] = —i’if)u +(=1)™) (11.9)
%[Ui,AiCW(P) +A,CMLC(P)] =0 (11.10)

=1

Vamos calcular a érea do poligono P utilizando a proposicao (11.3) e as

igualdades (11.6), (11.7) e (11.8), (11.9), (11.10)
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A(P) =
1 2mn

=1
12mn

3 [CW + CMLC(P) + 20, ACW(P) + ACMLO(P) + L2 AU
m

2mn 2mn
NN ewey), accwpy + L Z [CW(P,), AiCMLC(P)]
24
1 2mn Wp 1 2mn
+5 2. 5 [CW(P), AU+ 5 37 [CMLO(P,), AiCW (P)]
i=1 i=1
1 2mn 1 2mn
+5 2 [CMLC(P), ACMLC(P Z = [CMLO(P,), AU
=1
+12§Lw [U;, A{CW (P)] + 1%%[U A,CMLC(P)]
5 2 2 iy 9 < 2m (2 %
1 2mn w%)
+ 5 2 A2 [UZaAlU]
=
) . B EQ an —
A(P) = 2Acwp) + Acmrowp) + rﬂ;mA + Z ), AU
om — 2mn

+Z [CMLC(P), AU+ Y [CMLC(F;), A, CW (P)]

=1

. . . wp Ly (P) m
= A(P) = 2Acwp) + Acumror) + 1?2 mA(U) — ImAy (1+(=1)")

o L IAP) .
= A(P) = 2Acwp) + Acmrer) + ImAD) ~ AmA(D) (1+(=1)")

Ly (P)
4mAU
= (—1)(m+1)L%/(P) = 4mAUAp - 8mAUAcw(p) - 4mAUACMLC(p)

= A(P) = 2Acwp) + Acrrow) — (—1)™

11.7
Trabalhos Futuros

Pensando em trabalhos futuros temos a seguinte pegunta. Podemos
definir CW e C'M LC' em um plano normado geral, ou seja, com a bola unitéria
convexa mas nao necessariamente suave convexa ou poligonal, de forma a obter
uma igualdade isoperimétrica? No caso suave, onde utilizamos bolas unitarias

suaves, vale a Igualdade isoperimétrica para a classe de curvas "porco espinho".
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No caso discreto, onde utilizamos bolas unitarias poligonais, vale a Igualdade
[soperimétrica para a classe de curvas que sao poligonos com lados paralelos a
bola poligonal. E no caso geral, qual a classe correta? Outro fato interessante a
abordar é se teoremas relativos a outros ramos da Caustica continuam validos

para bolas nao euclidianas.
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