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Resumo

Santos, Rafael Segadas; Craizer, Marcos. Cáusticas de Wigner
e Conjuntos de Medida de Largura Constante em Planos
Normados com Bolas Unitárias Suaves ou Poligonais. Rio
de Janeiro, 2019. 94p. Tese de Doutorado – Departamento de
Matemática, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Em [23] são apresentadas igualdades e desigualdades isoperimétricas
relacionadas à Cáustica de Wigner (CW ) e ao Conjunto de Medida
de Largura Constante (CMLC). Neste trabalho nós estendemos estes
resultados para planos normados com bolas unitárias quadraticamente
convexas ou bolas unitárias poligonais. Estes conjuntos CW e CMLC estão
fortemente relacionados às ciclóides, que são curvas cujas funções suporte
generalizam a base de Fourier ( [6], [7]). Uma característica importante deste
trabalho é a analogia direta entre os casos contínuo e discreto.

Palavras-chave
Plano de Minkowski; Cáusticas de Wigner; Curvas de Largura

Constante; Equações de Sturm-Liouville; Desigualdades Isoperimétricas;
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Abstract

Santos, Rafael Segadas; Craizer, Marcos (Advisor). Wigner
Caustics and Constant Width Measure Sets in Normed
Planes with Smooth or Polygonal Unit Balls. Rio de Janeiro,
2019. 94p. Tese de doutorado – Departamento de Matemática,
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

In [23], some isoperimetric equalities and inequalities related to the
Wigner Caustic (WC) and the Constant Width Measure Set (CWMS) are
proved. In this work, we generalize these results to normed planes with
quadratically convex unitary ball or polygonal unitary balls. The WC and
CWMS are closely related to cycloids, which are curves whose support
functions generalize the Fourier basis ( [6], [7]). An important aspect of our
work is the direct analogy between the smooth and discrete cases.

Keywords
Minkowski Planes; Wigner Caustics; Constant Width Curves;

Sturm-Liouville Equations; Isoperimetric Inequalities;
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1
Introdução

A Desigualdade Isoperimétrica clássica em um plano normado, também
chamado plano de Minkowski, diz o seguinte:

Teorema 1.1 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja γ uma curva fechada
simples em um plano normado. Então

L2
v(γ) ≥ 4AUAγ (1.1)

onde AU e Aγ indicam respectivamente a área da bola unitária e a área da
região limitada por γ e Lv(γ) indica o comprimento dual de γ. A igualdade
ocorre se, e só se, γ é múltiplo da bola unitária.

Um dos principais problemas em geometria plana é determinar quais
curvas têm área máxima para um perímetro dado. Uma das primeiras
referências ao problema isoperimétrico, que vem sendo estudado desde a
antiguidade, é feita no poema latino Eneida, obra de Virgílio, onde se descreve
a história de Dido, rainha de Cartago. Concluímos que, possivelmente, se
conhecia a solução do problema isoperimétrico devido a solução em formato
de círculo apresentada por Dido. A seguir está uma versão dessa história,
conhecida como “A Lenda de Dido”.

“...Dido consegue fugir com alguns amigos e partidários, levando
consigo as riquezas do marido. Chegando a Costa do Mediterrâneo,
norte da África, Dido resolve ficar e formar sua nova pátria. Ela
negocia com o Rei Jarbas a compra de terras e ficou acertado
que poderia comprar apenas a quantidade de terra que conseguisse
cercar usando a pele de 1(um) único touro. O pedido é aceito e Dido
logo manda cortar o couro de um touro em estreitas tiras com o
qual cercou uma imensa área de forma circular onde construiu a
cidade com o nome de Birsa (couro). Em torno dessa cidade começa
a se formar outra, Cartago, que logo se torna próspera.“ Retirado
de [1].

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 1. Introdução 11

Uma das primeiras demonstrações da Desigualdade Isoperimétrica foi
obtida por Steiner [20], no século 19. Após, houve muitas outras provas e
aplicações desse teorema; por exemplo, [2], [10], [12], [13], [14], [17], [19],
[20], [21], [23], [24]. Em 1902, Hurwitz [13], apresentou uma prova para
caso euclidiano utilizando análise de Fourier, já para no caso não euclidiano,
podemos encontrar uma prova da Desigualdade Isoperimétrica em [21]. Mais
recentemente Zwierzyński apresentou em [23], [24], para o caso euclidiano,
versões "aprimoradas" da Desigualdade Isoperimétrica, envolvendo a Cáustica
de Wigner(CW ) e o Conjunto de Medida de Largura Constante (CMLC) ver
teoremas (1.2) e (1.3). A Cáustica de Wigner pode ser definida como o lugar
geométrico dos pontos médios dos pontos de uma curva γ onde suas tangentes
são paralelas, ver figura (1.1). Para mais detalhes sobre Cáustica de Wigner
ver [4] e [11]. Já o CMLC é definido, a menos de uma translação, como o
conjunto das semi-cordas em pontos de γ onde suas tangentes são paralelas.

Figura 1.1: Tangentes paralelas em γ.

Teorema 1.2 (Zwierzyński). Seja γ uma oval. Então

L2
γ(γ) ≥ 4πAγ + 8π|ÃCW | (1.2)

onde ÃCW indica a área com sinal da Cáustica de Wigner, Lv(γ) e Aγ indicam
respectivamente o comprimento euclidiano e e área de γ. A igualdade ocorre
se, e só se γ é múltiplo da bola unitária.
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Capítulo 1. Introdução 12

Teorema 1.3 (Zwierzyński). Seja γ uma oval. Então

L2
γ(γ) = 4πAγ + 8π|ÃCW |+ π|ÃCMLC | (1.3)

onde ÃCW e ÃCMLC indicam respectivamente a área com sinal da Cáustica de
Wigner e do Conjunto de Medida de Largura Constante, Lv(γ) e Aγ indicam
respectivamente o comprimento euclidiano e e área de γ.

Motivados pelos teoremas (1.2) e (1.3) (ver [23], [24]), que são um
refinamento da equação (1.1), definimos o CMLC em um plano normado
não necessariamente Euclidiano. O estudo deste conjunto levou a uma
igualdade isoperimétrica análoga a de [23], porém desta vez em uma norma
arbitrária com bola unitária quadraticamente convexa ou poligonal. No caso
contínuo trabalhamos com espaço de curvas não necessariamente convexas,
parametrizadas pelo ângulo que a reta tangente faz com uma direção fixa. Essas
curvas são chamadas de "porco-espinho", "hedghog"em inglês, "hérissons"em
francês. Já no caso discreto utilizamos como espaço de "curvas" polígonos
fechados cujos lados são paralelos ao da bola unitária. Para métrica de
Minkowski utilizamos os artigos de [6] e [7] e fazemos uma conexão entre
ciclóides, Cáustica de Wigner e CMLC.

Dado um plano normado U , chamamos de U−ciclóides as curvas planas
que são homotéticas a sua dupla U−evoluta. Acontece que o raio de curvatura
e a função de suporte da U−ciclóide satisfazem uma equação diferencial do
tipo Sturm – Liouville. Ao estudar essa equação podemos encontrar uma base
ortonormal de C0(S1) com uma decomposição natural em funções simétricas e
anti-simétricas. Provamos nos teoremas (5.8) e (9.6), que a base ortonormal é
na verdade o conjunto de funções suporte de Cáusticas de Wigner e Conjunto
de Medida de Largura Constante. De modo análogo definimos ciclóides e
evolutas discretas.

Em termos de função suporte, a Cáustica de Wigner e o Conjunto
de Medida de Largura Constante podem ser considerados como a projeção
nos espaços das funções ímpares e pares, respectivamente no caso de curvas
com período 2π. Por outro lado, a série de Fourier é constituída de funções
pares e ímpares. Sendo assim, em termos desta base, as operações CW e
CMLC correspondem simplesmente a zerar os coeficientes dos termos pares e
ímpares, respectivamente. Essa representação se mantém verdadeira em planos
normados com bolas unitárias suaves estritamente convexas e também para
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Capítulo 1. Introdução 13

bolas unitárias poligonais. Para normas não-euclidianas, devemos considerar
as bases ortonormais construídas em [6] e [7].

Em [25], as noções de CMLC e CW são estendidas para m−rosáceas,
que são curvas parametrizadas pelo ângulo que a reta tangente faz com uma
direção fixa e dão m voltas. Nesse trabalho estendemos as definições de CW e
CMLC para m−rosáceas em um plano normado e provamos a correspondente
Igualdade Isoperimétrica. Esta igualdade vale tanto para planos normados com
bola unitária quadraticamente convexa como com bola poligonal.

No capítulo 2 e 6 apresentamos resultados preliminares. Nos capítulos
3(contínuo) e 7(discreto) apresentamos as definições e propriedades das
Cáusticas de Wigner e Conjuntos de Medida de Largura Constante para curvas
2π−periódicas e a decomposição dessa curva em função desses conjuntos. Nos
capítulos 4(contínuo) e 8(discreto) demonstramos a Igualdade Isoperimétrica
em Plano Normado para curvas 2π−periódicas. Nos capítulos 5(contínuo)
e 9(discreto) apresentamos as ciclóides e bases ortonormais e uma outra
prova para a Igualdade Isoperimétrica em Planos Normados para curvas
2π−periódicas. No capítulo 10(contínuo) e 11(discreto) apresentamos curvas
rosáceas e Igualdade Isoperimétrica em Planos Normados para m−rosáceas.

Notação

Seja v, w ∈ R2 vetores. Nós denotamos o determinante cujas colunas são
as coordenadas de v e w por [v, w].
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2
Resultados Preliminares

2.1
Plano Normado

Chamamos de plano normado ou plano de Minkowski o plano R2 munido
com uma norma qualquer ‖.‖. Essa norma é chamada de norma de Minkowski.

A partir da norma ‖.‖ podemos provar que o conjunto U = {x ∈
R2, ‖x‖ ≤ 1} é convexo e simétrico. Reciprocamente se um conjunto U do
plano é convexo e simétrico ele define uma norma ‖.‖U , chamada de norma
induzida por U . A definição da norma é como segue: para todo x ∈ R2 podemos
escrever x = tu, onde t ≥ 0 e u está na fronteira de U , então ‖x‖U = t.

Lema 2.1.

1. Se um conjunto U é convexo e simétrico então ‖.‖U é uma norma.

2. Se ‖.‖ é uma norma em R2 então o conjunto {x ∈ R2, ‖x‖ ≤ 1} é convexo
e simétrico.

Demonstração. (1)(Desigualdade Triangular) Sejam x, y ∈ R2 não nulos e
α ∈ [0, 1]. Então x

‖x‖U
e y

‖y‖U
pertencem à fronteira de U . Como U é convexa

α
x

‖x‖U
+ (1− α) y

‖y‖U
∈ U.

Se tomarmos α = ‖x‖U
‖x‖U + ‖y‖U

teremos
∥∥∥∥∥ x

‖x‖U + ‖y‖U
+ y

‖x‖U + ‖y‖U

∥∥∥∥∥
U

≤ 1

que implica ‖x+ y‖U ≤ ‖x‖U + ‖y‖U .

(2) A simetria vem da própria definição de U . Sejam x, y ∈ U e α ∈ [0, 1].
Então por hipótese

‖αx+ (1− α)y‖U ≤ α‖x‖U + (1− α)‖y‖U ≤ α + (1− α) = 1

ou seja, αx+ (1− α)y ∈ U. Portanto U é convexa. �
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 15

Para mais detalhes ver [21, p.17]. Vale destacar que a norma induzida por U
também pode ser definida por ‖x‖U = inf{λ > 0 : x ∈ λU}, chamada de
Funcional de Minkowski ou Função "Gauge".

2.2
Exemplos

Exemplo 2.2. Considere como bola unitária U = {(x, y) ∈ R2; |x|3 + |y|3 ≤ 1}
cuja fronteira pode ser parametrizada por u(t) = ((cos t)2/3, (sin t)2/3), 0 ≤ t ≤
2π.

Se A =
(

3
2

(
1
4

) 1
3 , 3

2

(
3
4

) 1
3
)

então ‖A‖U = 3
2 , onde uA =

((
1
4

) 1
3 ,
(

3
4

) 1
3
)
,

‖uA‖U = 1 e A = 3
2uA.

Se B =
(
− (4)

1
3 ,− (4)

1
3
)
então ‖B‖U = 2, onde uB =

(
−
(

1
2

) 1
3 ,−

(
1
2

) 1
3
)
,

‖uB‖U = 1 e B = 2uB.
Se C =

((
3
32

) 1
3 ,−

(
1
32

) 1
3
)

então ‖C‖U = 1
2 , onde uC =

((
3
4

) 1
3 ,−

(
1
4

) 1
3
)
,

‖uC‖U = 1 e C = 1
2uC .Ver figura 2.1

Exemplo 2.3. Considere como bola unitária U um hexágono (com interior)
regular centrado na origem com um de seus vértices sobre o eixo y. Vale
destacar que nesse caso o perímetro da bola é 6 (Teorema de Golab, [21]).

Considere os pontos A, B, e C, onde A = 2uA, B = 3
2uB, C = 1

2uC e uA, uB, uC
estão sobre o hexágono. Nesse caso teremos ‖A‖U = 2, ‖B‖U = 3

2 , ‖C‖U = 1
2 .

Ver figura 2.2

Figura 2.1: Bola unitária U = {(x, y) ∈ R2; |x|3 + |y|3 ≤ 1}
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 16

Figura 2.2: Bola unitária U como hexágono regular

2.3
Curvas Legendrianas

Definição 2.4. Seja I ⊂ R um intervalo. Uma curva suave γ : I → R2 é
chamada de Legendriana, se existe um mapa suave ν : I → S1 tal que para
todo t ∈ I:

• [ν(t), γ′(t)] = 0

• se γ′(t) = 0 então ν ′(t) 6= 0.

Exemplo 2.5. Um típico exemplo de curva Legendriana é γ : I → R2, onde
γ′(t) 6= 0, ∀t ∈ I. Nesse caso basta considerar ν : I → S1, ν(t) = γ′(t)

‖γ′(t)‖ .

Considere agora γ : I → R2 e ν : I → S1 tal que γ(t) = (tm, tn),
m,n inteiros, 1 < m < n e ν(t) = 1√

m2+n2t2(n−m)
(m,ntn−m). Observe que se

ν ′(0) 6= 0 então γ é uma curva Legendriana. Por outro lado ν ′(0) 6= 0 ocorre
se, e somente se, n = m + 1. Em particular se γ′′(0) 6= 0 teremos m = 2 e
n = 3, isto é γ(t) = (t2, t3), ver figura 2.3. Concluímos que todos os cúspides
das curvas Legendrianas são da forma (n+ 1)/n e se γ não possuir pontos de
inflexão então seus cúspides são da forma 3/2. Para mais detalhes sobre curvas
Legendrianas ver [9] e [6].
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 17

Exemplo 2.6. Considere a curva γ(t) = (3 cos 3t − cos 5t)(cos t, sin t) +
(−9 sin 3t + 5 sin 5t)(− sin t, cos t). Observe que γ′(0) = 0 e γ′′(0) = 0.
Utilizando polinômio de Taylor em t = 0 vemos que essa singularidade é do
tipo 5/4. Ver figura 2.4.

Figura 2.3: Curva γ(t) = (t2, t3) com cúspide 3/2 na origem.

Figura 2.4: Curva γ(t) com cúspide 5/4 em (2, 0) e Taylor.
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 18

Lema 2.7. Seja γ : I → R2 uma curva Legendriana. Então as afirmações
seguintes são equivalentes:

1. ν ′(t) 6= 0, ∀t ∈ I.

2. γ pode ser parametrizada pelo ângulo θ que suas tangentes fazem com
uma direção fixa.

Para uma demonstração, ver [6].

Nesse trabalho iremos considerar curvas Legendrianas com curvatura não
nula, que satisfaçam uma das afirmações do Lema (2.7). Se γ é fechada, é
chamada de porco espinho, hedgehog em inglês. Iremos representar o conjunto
de curvas legendrianas fechadas com curvatura não nula que satisfazem o lema
(2.7) e possuem período 2π pela letra H .

Definição 2.8 (Rosáceas). Iremos representar o conjunto de curvas
legendrianas fechadas com curvatura não nula que satisfazem o lema (2.7) e
possuem período 2mπ, m inteiro positivo, pela letra Hm. Chamamos essas
curvas de m−rosáceas ou m−hedghogs.

Definição 2.9. Considere γ ∈Hm. Definimos um n−cúspide ou cúspide não
ordinário uma singularidade da forma (n+ 1)/n.

2.4
Círculo Unitário Dual, Função Suporte e raio de Curvatura

Seja U ⊂ R2 bola unitária de Minkowski. Vamos assumir U

quadraticamente convexa, isto é, com curvatura estritamente positiva e
fronteira u suave. Considere u parametrizada por u(θ), θ ∈ [0, 2π], u(θ + π) =
−u(θ), onde θ é o ângulo que a tangente em u faz com uma direção fixa. Com
essas hipóteses teremos [u′(θ), u′′(θ)] > 0 e [u(θ), u′(θ)] > 0.

A bola unitária dual U∗ pode ser identificada com o conjunto convexo V do
plano, onde, a parametrização da fronteira de V é

v(θ) = u′(θ)
[u(θ), u′(θ)] . (2.1)

Dessa forma teremos [u(θ), v(θ)] = 1 e [u′(θ), v(θ)] = 0. Pode-se mostrar que
V é convexa e simétrica, [v(θ), v′(θ)] > 0,[v′(θ), v′′(θ)] > 0 e v(θ+ π) = −v(θ).
Além disso

u(θ) = − v′(θ)
[v(θ), v′(θ)] , (2.2)
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o que mostra que o dual do dual é ele próprio.

Definição 2.10. Seja γ ∈ H curva simples, fechada, com curvatura
estritamente positiva. A esse tipo de curva chamaremos de oval.

Definição 2.11. Para γ ∈H definimos a função real h(θ) = [γ(θ), v(θ)] que
é chamada de U − função suporte. Onde v é a parametrização da fronteira de
V = U∗.

Diferenciando h(θ) = [γ(θ), v(θ)] nós obtemos

h′(θ) = [γ′(θ), v(θ)] + [γ(θ), v′(θ)]

= [γ(θ), v′(θ)]

= [γ(θ),−u(θ)[v(θ), v′(θ)]]

= [u(θ), γ(θ)] · [v(θ), v′(θ)]

Assim podemos escrever

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ). (2.3)

Diferenciando (2.3) teremos

γ′(θ) =
(
h+ 1

[u, u′]

(
h′

[v, v′]

)′)
(θ)u′(θ). (2.4)

Figura 2.5: Interpretação geométrica da U−função suporte
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Geometricamente a U−função suporte h(θ) de γ(θ) é obtida pela interseção
da reta tangente, em θ, com a reta {tu(θ), t ∈ R}. Essas retas se interceptam
no ponto h(θ)u(θ). Ver figura 2.5.

Definição 2.12. Definimos o raio de curvatura r(θ) de γ(θ) ∈ H pela
condição

γ′(θ) = r(θ)u′(θ) (2.5)

Usando (2.4) teremos

r(θ) = h(θ) + 1
[u, u′]

(
h′

[v, v′]

)′
(θ). (2.6)

2.5
Exemplo

Exemplo 2.13. Considere o exemplo (2.2) onde u(t) = ((cos t)2/3, (sin t)2/3), 0 ≤
t ≤ 2π é o círculo unitário.

Então [u(t), u′(t)] = 2
3

(
2

sin(2t)

)1/3

. Portanto por (2.1) seu dual é

v(t) = u′(t)
[u(t), u′(t)] = (− sin(t)4/3, cos(t)4/3).

Nesse exemplo u não é quadraticamente convexa, porém mesmo assim podemos
calcular seu dual pela fórmula (2.1). Ver figura 2.6.

Figura 2.6: Bola unitária U e seu dual V
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3
Cáustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura
Constante

Seja γ ∈ H , isto é, fechada, suave e parametrizada por θ ∈ [0, 2π].
Considere (R2, ‖ · ‖U).

Definição 3.1 (Paralelos). Chamamos de paralelo de γ(θ) a curva

γc(θ) = γ(θ) + cu(θ); c ∈ R.

O raio de curvatura de γc(θ) é r(θ)+c, pois γ′c(θ) = (r(θ)+c)u′(θ), onde r(θ) é
o raio de curvatura de γ(θ). Os cúspides dos paralelos ocorrem quando r(θ)+c

troca de sinal. Observe que [γ′c(θ), γ′′c (θ)] = (r(θ) + c)2[u′(θ), u′′(θ)]. Assim
concluímos que γc é convexa fora dos cúspides. Em particular γc é estritamente
convexa, oval, para c > supθ∈[0,2π] |r(θ)|. A função suporte de um paralelo é

hγc(θ) = [γcθ, v(θ)] = [γ(θ) + cu(θ), v(θ)] = h(θ) + c. (3.1)

Definição 3.2 (Comprimento−v com sinal). Seja γ ∈H curva parametrizada
por θ. Como γ′(θ) = r(θ)[u, u′](θ)v(θ), definimos comprimento−v com sinal

Lv(γ) =
� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ,

onde r(θ) é o raio de curvatura de γ(θ).

A partir dessa definição podemos ter comprimento−v com sinal igual a zero.

Definição 3.3 (Área com sinal). Seja γ ∈ H curva parametrizada por θ.
Definimos área com sinal de γ como

Ã(γ) = 1
2

� 2π

0
[γ(θ), γ′(θ)]dθ.

A partir dessa definição podemos ter área com sinal com valor negativo.
Importante notar que se γ é uma oval centrada na origem e orientada
positivamente então a área com sinal é a própria área limitada pela curva.
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3.1
Cáustica De Wigner e Curvas de Largura Constante

Definição 3.4. Seja γ ∈ H . Chamamos Evoluta de Área ou Cáustica de
Wigner (CW) o conjunto

CW (γ)(θ) = γ(θ) + γ(θ + π)
2 ; θ ∈ [0, 2π].

Como CW (γ)(θ) = CW (γ)(θ+π) temos que CW (γ)(θ) possui périodo π e dá
duas voltas no intervalo [0, 2π]. Seus cúspides ocorrem quando r(θ) = r(θ+π),
pois CW ′(γ)(θ) =

(
r(θ)−r(θ+π)

2

)
u′(θ). A função suporte de CW (γ)(θ) é

hCW (γ) = [(γ(θ) + γ(θ + π))/2, v(θ)] = h(θ)
2 − h(θ + π)

2 . (3.2)

Definição 3.5 (Largura Constante). Dizemos que uma curva γ ∈ H possui
largura constante se, h(θ) +h(θ+ π) = 2d, d > 0(d constante real). Nesse caso
dizemos que a largura da curva γ é 2d.

Geometricamente uma curva tem largura constante se a distância, na
U−norma, entre as retas tangentes paralelas é sempre a mesma.

Exemplo 3.6. Considere a curva γ ∈H tal que h(θ) = cos(θ)+cos(3θ)+15.
Ver figura 3.1.

Figura 3.1: Interpretação geométrica de curva γ com largura constante.

Proposição 3.7. γ ∈H tem largura constante ⇔ γ(θ)−γ(θ+π) = 2du(θ), d
constante.

Demonstração. (⇒)
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Da equação (2.3) temos

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

assim teremos

γ(θ)− γ(θ + π) = (h(θ) + h(θ + π))u(θ) + (h(θ) + h(θ + π))′
[v(θ), v′(θ)] v(θ)

γ(θ)− γ(θ + π) = 2du(θ)

(⇐)

h(θ) + h(θ + π) = [γ(θ), v(θ)] + [γ(θ + π), v(θ + π)]

= [γ(θ)− γ(θ + π), v(θ)]

= [2du(θ), v(θ)]

= 2d(constante)

�

Definição 3.8 (Largura Média). Chamamos de largura média da curva γ ∈H

número wγ = Lv(γ)
A(U) , onde Lv(γ) é o comprimento da curva γ na norma dual

e A(U) é a área da bola unitária U .

Teorema 3.9 (Barbier). Seja γ ∈ H com largura constante 2d então
Lv(γ) = 2dA(U), onde U é a bola unitária.

Demonstração.

Lv(γ) =
� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ =

� 2π

0
[u(θ), γ′(θ)]dθ

=
� 2π

0
[γ(θ), u′(θ)]dθ = 1

2

� 2π

0
[γ(θ), u′(θ)] + [γ(θ + π), u′(θ + π)]dθ

= 1
2

� 2π

0
(h(θ) + h(θ + π))[u(θ), u′(θ)]dθ

= 2d1
2

� 2π

0
[u(θ), u′(θ)]dθ = 2dA(U)

�

Caso a curva γ possua largura constante 2d então pelo Teorema de Barbier,
Lv(γ) = A(U)2d (ver [16] e [18]). Nesse caso a largura média e a largura da
curva são iguais.
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Proposição 3.10. Seja γ ∈ H . CW é paralelo de γ ⇔ γ tem largura
constante.

Demonstração. (⇒)
(γ(θ) + γ(θ + π))/2 = γ(θ) + cu(θ) ⇒ γ(θ) − γ(θ + π) = −2cu(θ). Pela

proposição (3.7) γ tem largura constante.
(⇐)

CW (γ)(θ) = γ(θ) + γ(θ + π)
2

= γ(θ)− γ(θ)− γ(θ + π)
2

= γ(θ)− c

2u(θ)

�

Proposição 3.11. Considere γ ∈H parametrizada por θ. CW (γ) = {0} ⇔ γ

é simétrica com respeito a origem.

Demonstração.
CW (γ)(θ) = γ(θ) + γ(θ + π)

2 = γ(θ)− γ(θ)
2 = 0 �

Proposição 3.12. CW (CW (γ)(θ)) = CW (γ)(θ)

Demonstração.

CW (CW (γ)(θ)) = CW (γ)(θ) + CW (γ)(θ + π)
2

= 2CW (γ)(θ)
2

= CW (γ)(θ)

�

Proposição 3.13. γ ∈H . CW (γc) = CW (γ)

Demonstração.

CW (γc)(θ) = γ(θ) + cu(θ) + γ(θ + π) + cu(θ + π)
2

= γ(θ) + γ(θ + π)
2

= CW (γ)

�
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Proposição 3.14. γ ∈ H . CW (γ) tem comprimento−v com sinal igual a
zero.

Demonstração.

Lv(CW (γ)) =
� 2π

0
rCW (θ)[u(θ), u′(θ)]dθ

=
� 2π

0

(r(θ)− r(θ + π))
2 [u(θ), u′(θ)]dθ

= 1
2

[� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ −

� 2π

0
r(θ + π)[u(θ), u′(θ)]dθ

]

= 1
2

[� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ −

� 2π

0
r(θ + π)[u(θ + π), u′(θ + π)]dθ

]

= 1
2[Lv(γ)− Lv(γ)] = 0

�

3.2
Conjunto de Medida de Largura Constante e Curvas Simétricas

Definição 3.15. Considere γ ∈ H . Definimos como Conjunto de Medida de
Largura constante, abreviado por CMLC,

CMLC(γ)(θ) = 1
2(γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)), θ ∈ [0, 2π]

Ver [23] para versão Euclidiana do CMLC.
A função suporte de CMLC é

hCMLC(γ)(θ) = 1
2[γ(θ)−γ(θ+π)−wγu(θ), v(θ)] = 1

2(h(θ)+h(θ+π)−wγ). (3.3)

Proposição 3.16. Seja γ ∈H . A curva CMLC(γ)(θ) é simétrica.

Demonstração.

CMLC(γ)(θ + π) = γ(θ + π)− γ(θ + 2π)− wγu(θ + π)
2

= γ(θ + π)− γ(θ) + wγu(θ)
2

= −γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)
2

= −CMLC(γ)(θ).

�
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Proposição 3.17. Seja γ ∈H . CMLC é paralelo de γ ⇔ γ é simétrica.

Demonstração.
(⇒)

CMLC(γ)(θ) = γ(θ) + cu(θ)⇒

γ(θ) = CMLC(γ)(θ)− cu(θ)⇒

γ(θ + π) = CMLC(γ)(θ + π)− cu(θ + π) = −γ(θ).

(⇐)

CMLC(γ)(θ) = γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)
2

= γ(θ) + γ(θ)− wγu(θ)
2

= γ(θ)− wγ
2 u(θ).

Portanto CMLC é paralelo de γ onde c = −wγ
2 �

Teorema 3.18. Considere γ ∈H parametrizada por θ. CMLC(γ) = {0} ⇔
γ possui largura constante.

Demonstração. (⇒) Por hipótese γ(θ) = γ(θ + π) + wγu(θ)

h(θ) + h(θ + π) =

= [γ(θ), v(θ)] + [γ(θ + π), v(θ + π)]

= [γ(θ + π) + wγu(θ), v(θ)] + [γ(θ + π),−v(θ)]

= [γ(θ + π), v(θ)]− [γ(θ + π), v(θ)] + [wγu(θ), v(θ)]

= wγ[u(θ), v(θ)] = wγ(constante)

(⇐) Por hipótese wγ é a largura de γ. Utilizando a equação (3.3) teremos

γ(θ)− γ(θ + π) =

= (h(θ) + h(θ + π))u(θ) + (h(θ) + h(θ + π))′ v(θ)
[v(θ), v′(θ)]

= (h(θ) + h(θ + π))u(θ)

= wγu(θ)

�
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Proposição 3.19. γ ∈H . CMLC tem comprimento−v zero.

Demonstração.

Como (CMLC)′(γ)(θ) =
(
r(θ) + r(θ + π)− wγ

2

)
u′(θ) temos

Lv(CMLC(γ)) =
� 2π

0

(
r(θ) + r(θ + π)− wγ

2

)
[u(θ), u′(θ)]dθ

= 1
2(2Lv(γ)− 2wγA(U))

= Lv(γ)− Lv(γ)
A(U)A(U) = 0

�

Proposição 3.20. γ ∈H . CMLC(CMLC(γ)) = CMLC(γ)

Demonstração.
Como CMLC é simétrico e tem comprimento−v zero. temos

CMLC(CMLC(γ)(θ)) = CMLC(γ)(θ)− CMLC(γ)(θ + π)− wCMLCu(θ)
2

= CMLC(γ)(θ) + CMLC(γ)(θ)− 0 · u(θ)
2

= CMLC(γ)(θ)

�

Proposição 3.21. γ ∈H . CMLC(γc) = CMLC(γ)

Demonstração. Como Lv(γc) =
� 2π

0 (r(θ) + c)[u(θ), u′(θ)]dθ = Lv(γ) +
2cA(U). Dessa forma wγc = wγ + 2c. Assim teremos

CMLC(γc)(θ) = γ(θ) + cu(θ)− (γ(θ + π) + cu(θ + π))− wγcu(θ))
2

= γ(θ)− γ(θ + π) + 2cu(θ)− (wγ + 2c)u(θ)
2

= γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)
2

= CMLC(γ)(θ)

�
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3.3
Decomposição da curva γ como soma de Caústica de Wigner, CMLC e
bola unitária.

Proposição 3.22. γ ∈ H . γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) + wγ
2 u(θ) e

hγ(θ) = hCW (γ)(θ) + hCMLC(γ)(θ) + wγ
2 .

Corolário 3.23. γ ∈ H . γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) e hγ(θ) =
hCW (γ)(θ) + hCMLC(γ)(θ) ⇔ LV (γ) = 0

É simples ver que os resultados acima são consequência do fato que

γ(θ) = γ(θ) + γ(θ + π)
2 + γ(θ)− γ(θ + π)

2 .

3.4
Cuspides CMLC e Cáustica de Wigner

Teorema 3.24. Seja γ ∈ H curva que possui apenas singularidades
ordinárias, isto é, do tipo 2−cúspide. Então o número de 2−cúspides de
CMLC(γ) é múltiplo de quatro.

Demonstração. O número de cúspides de CMLC é igual ao número de
zeros de rCMLC(γ)(θ) = 1

2r(θ) + r(θ + π)− wγ no intervalo de 0 até 2π. Como
rCMLC(γ)(0) = rCMLC(γ)(π) então o número de cúspides de 0 a π é par. Como
rCMLC(γ)(θ) é π−periódica concluímos que o números de cúspides deve ser
múltiplo de quatro. �

Teorema 3.25. Seja γ ∈ H curva que possui apenas singularidades
ordinárias, isto é, do tipo 2−cúspide. Então o número de 2−cúspides de
CW (γ) é 2k, k ímpar.

Demonstração. Observe que CW ′(γ)(θ) = r(θ)− r(θ + π)
2 u′(θ). Assim,

rCW (γ)(θ) = r(θ)− r(θ + π)
2 . Como rCW (γ)(θ) = −rCW (γ)(θ + π), o número de

zeros de θ até θ + π é ímpar. Como CW é π−periódica temos o desejado.

Os teoremas acimas são falsos se considerarmos singularidades do tipo
n−cúspides com n 6= 2. Basta observar que a curva do exemplo 2.6 é uma
Cáustica de Wigner que possui 8 cúspides no intervalo [0, 2π].
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3.5
Áreas com sinal de CW e CMLC

Definição 3.26. Sejam γ0 e γ1 ovais parametrizadas por θ. Definimos como
área mista das curvas γ0 e γ1,

A(γ0, γ1) = 1
2

� 2π

0
[γ0, γ

′
1](θ)dθ

(para mais detalhes ver [8]).

Teorema 3.27 (Desigualdade de Minkowski). Sejam γ0 e γ1 ovais
parametrizadas por θ. Então

A(γ0, γ1)2 ≥ A(γ0)A(γ1) (3.4)

onde A(γ0), A(γ1) e A(γ0, γ1) são respectivamente áreas das curvas e área
mista.

Para prova ver [21]. Interessante notar que fazendo γ0 = γ e γ1 = u, u bola
unitária, teremos pela equação 3.4

A(γ, u)2 =
[

1
2

� 2π

0
[γ(θ), u′(θ)]dθ

]2

=
[

1
2

� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ

]2

= L2
v(γ)
4 ≥ A(u)A(γ)

isto é, desigualdade isoperimétrica de Minkowski,

L2
v(γ) ≥ 4A(u)A(γ). (3.5)

Proposição 3.28. Se a curva γ ∈H parametrizada por θ então Ã(CW (γ)) <
0, Ã(CMLC(γ)) < 0.

Demonstração. Ver seção (5.1) áreas e comprimentos.
�

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 3. Cáustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura Constante30

3.6
Evolutas

Definição 3.29. Definimos Evoluta de γ ∈ H como sendo a curva eγ(θ) =
γ(θ)− r(θ)u(θ), onde r(θ) é o raio de curvatura de γ.

Proposição 3.30. Seja γ ∈ H . Os paralelos de γ e a curva γ possuem a
mesma Evoluta.

Demonstração. Como γ′c(θ) = (r(θ) + c)u′(θ) temos que a Evoluta do
paralelo é eγc(θ) = γc(θ)−(r(θ)+c)u(θ) = γ(θ)+cu(θ)−(r(θ)+c)u(θ) = eγ(θ)

�

Proposição 3.31. A Evoluta possui comprimento−u com sinal igual a zero.

Demonstração. Basta observar que e′γ(θ) = −r′(θ)u(θ). Assim temos

Lu(eγ) =
� 2π

0
−r′(θ)dθ = 0

�

Proposição 3.32. Seja γ ∈ H . A v−função suporte da evoluta de γ é
heγ (θ) = − h′(θ)

[v(θ), v′(θ)] , onde h(θ) é a u−função suporte de γ.

Demonstração. Considere r(θ) o raio de curvatura de γ(θ). Como eγ(θ) =

γ(θ)− r(θ)u(θ) então e′γ(θ) = −r′(θ)u(θ) = r(θ)
[v(θ), v′(θ)]v

′(θ).

heγ (θ) = [eγ(θ), u(θ)]

= [γ(θ)− r(θ)u(θ), u(θ)]

= [γ(θ), u(θ)]

=
[
h(θ)u(θ) + h′(θ)

[v(θ), v′(θ)]v(θ), u(θ)
]

= − h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]

�
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Proposição 3.33. Seja γ ∈H . A u−função suporte da dupla evoluta de γ é

heeγ (θ) = − 1
[u(θ), u′(θ)]

(
h′(θ)

[v(θ), v′(θ)]

)′
.

Onde h(θ) é a u−função suporte de γ.

Demonstração. Como eeγ (θ) = eγ(θ) −
r(θ)

[v(θ), v′(θ)]v(θ) então e′eγ (θ) =

−
(

r(θ)
[v(θ), v′(θ)]

)′ 1
[u(θ), u(θ)]u

′(θ).

heeγ (θ) = [eeγ (θ), v(θ)]

=
[
eγ(θ)−

r(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ), v(θ)

]
= [eγ(θ), v(θ)]

= [γ(θ)− r(θ)u(θ), v(θ)]

= h(θ)− r(θ)

= h(θ)−
(
h(θ) + 1

[u(θ), u′(θ)]

(
h′(θ)

[v(θ), v′(θ)]

)′)

= − 1
[u(θ), u′(θ)]

(
h′(θ)

[v(θ), v′(θ)]

)′

�

Proposição 3.34. Seja γ ∈ H . Então e(CW (γ)) = CW (eγ) e
e(CMLC(γ)) = CMLC(eγ). Isto é, evolutas comutam com CW e CMLC.

Demonstração.

eCW (θ) =CW (θ)− rCW (θ)u(θ)

=γ(θ) + γ(θ + π)
2 − r(θ)− r(θ + π)

2 u(θ)

=γ(θ)− r(θ)u(θ) + γ(θ + π)− r(θ + π)u(θ + π)
2

=eγ(θ) + eγ(θ + π)
2

= CW (eγ)(θ)
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eCMLC(θ) =CMLC(θ)− rCMLC(θ)u(θ)

=γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)
2 − r(θ) + r(θ + π)− wγ

2 u(θ)

=γ(θ)− r(θ)u(θ)− (γ(θ + π)− r(θ + π)u(θ + π))− weγu(θ)
2

=eγ(θ)− eγ(θ + π)− weγu(θ)
2

eγ(θ)− eγ(θ + π)
2

= CMLC(eγ)(θ)

Observe que nesse caso weγ = Lu(eγ)
A(u) = 0.

�

3.7
Exemplos

Exemplo 3.35. Seja h(θ) = cos(3θ) + 20 e u(θ) = (cos(θ), sin(θ)). Como
consequência v(θ) = (− sin(θ), cos(θ)). Como

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

teremos γ(θ) = (cos(θ) cos(3θ) + 3 sin(θ) sin(3θ) + 20 cos(θ), cos(3θ) sin(θ) −
3 sin(3θ) cos(θ) + 20 sin(θ)). A curva γ(θ) tem largura constante pois h(θ) +
h(θ + π) = 20 dessa forma pelo teorema (3.16) CMLC(θ) = {0}. Ver figura
3.2.

Exemplo 3.36. Seja h(θ) = cos(4θ) + 18 e u(θ) = (cos(θ), sin(θ)). Como
consequência v(θ) = (− sin(θ), cos(θ)). Como

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

teremos γ(θ) = (cos(θ) cos(4θ) + 4 sin(θ) sin(4θ) + 18 cos(θ), sin(θ) cos(4θ) −
4 cos(θ) sin(4θ) + 18 sin(θ)).

A curva γ(θ) é simétrica pois h(θ) = h(θ + π). Dessa forma teremos
CW (γ)(θ) = {0} e por proposição (3.9) CMLC(γ)(θ) = γ(θ) − 18u(θ). Ver
figura 3.3.
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Exemplo 3.37. Seja h(θ) = cos(2θ) + sin(3θ) + 20 e u(θ) = (cos(θ), sin(θ)).
Como consequência v(θ) = (− sin(θ), cos(θ)). Como

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

teremos γ(θ) = (cos(θ) cos(2θ) + cos(θ) sin(3θ) + 2 sin(θ) sin(2θ) −
3 cos(3θ) sin(θ) + 20 cos(θ), cos(2θ) sin(θ) + sin(3θ) sin(θ) − 2 sin(2θ) cos(θ) +
3 cos(3θ) cos(θ) + 20 sin(θ)).

Nesse caso a oval γ não é simétrica e nem possui largura constante.

CW (γ)(θ) = (cos(θ) sin(3θ)−3 sin(θ) cos(3θ), sin(3θ) sin(θ)+3 cos(3θ) cos(θ)).

Como LV (γ) = 40π então

CMLC(γ)(θ) = (cos(θ) cos(2θ)+2 sin(2θ) sin(θ), cos(2θ) sin(θ)−2 sin(2θ) cos(θ)).

Ver figura 3.4

Figura 3.2: Curva γ de largura constante, CMLC(γ) e CW (γ)
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Figura 3.3: Curva γ simétrica, Cáustica CW (γ) e CMLC(γ)

Figura 3.4: Curva γ, Cáustica CW (γ) e CMLC(γ)
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4
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado

Teorema 4.1 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado). Seja γ ∈ H

no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
v(γ) = 4AUÃγ − 8AUÃCW (γ) − 4AUÃCMLC(γ), (4.1)

onde Lv(γ) indica o comprimento−v com sinal da curva γ, AU indica a área
da bola unitária e Ãγ, ÃCW (γ),ÃCMLC(γ) indicam respectivamente as áreas com
sinal das curvas γ, CW (γ) e CMLC(γ).

Demonstração. Pela proposição (3.20) temos

γ(θ) =
(
γ(θ) + γ(θ + π)

2

)
+
(
γ(θ)− γ(θ + π)− wγu(θ)

2

)
+ wγ

2 u(θ)

isto é,

γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) + wγ
2 u(θ).

Vamos proceder da seguinte maneira: calcular a área de γ(θ) utilizando a
proposição (3.20) e assim obter a Igualdade Isoperimétrica. Iremos também
utilizar um resultado de integração por partes

� 2π

0
[f ′(t), g(t)]dt = −

� 2π

0
[f(t), g′(t)]dt,

onde f, g são de classe C1 e que
� 2π

0
[CMLC(γ)(θ), CW ′(γ)(θ)]dθ = 0
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Ã(γ) = 1
2

� 2π

0
[γ(θ), γ′(θ)] dθ

= 1
2

� 2π

0

[
CW (θ) + CMLC(θ) + wγ

2 u(θ), CW ′(θ) + CMLC ′(θ) + wγ
2 u′(θ)

]
dθ

= 1
2

� 2π

0
[CW (θ), CW ′(θ)] dθ + 1

2

� 2π

0
[CMLC(θ), CMLC ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2π

0

w2
γ

4 [u(θ), u′(θ)] dθ + 1
2

� 2π

0
[CW (θ), CMLC ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2π

0

wγ
2 [CW (θ), u′(θ)] dθ + 1

2

� 2π

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2π

0

wγ
2 [CMLC(θ), u′(θ)] dθ + 1

2

� 2π

0

wγ
2 [u(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2π

0

wγ
2 [u(θ), CMLC ′(θ)] dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU + 1
2

� 2π

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2π

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ +

� 2

0

wγ
2 [u(θ), CW ′(θ)]dθ

+
� 2

0

wγ
2 [u(θ), CMLC ′(θ)]dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU + wγ
2

� 2

0
[u(θ), CW ′(θ) + CMLC ′(θ)]dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU + wγ
2

� 2

0
[u(θ), γ′(θ)− wγ

2 u′(θ)]dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU

+ wγ
2

[� 2

0
[u(θ), γ′(θ)]dθ −

� 2

0

wγ
2 [u(θ), u′(θ)]dθ

]

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU + wγ
2 [LV (γ)− wγAU ]

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU + wγ
2

[
LV (γ)− LV (γ)

AU
AU

]

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4 AU

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) + L2
V (γ)

4AU
⇒ L2

V (γ) = 4AUÃγ − 8AUÃCW (γ) − 4AUÃCMLC(γ)

�

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 4. Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado 37

Observe que se γ ∈ H é uma oval então Ãγ = Aγ, isto é, a área com
sinal é a própria área limitada pela curva. Dessa forma temos os seguintes
corolários.

Corolário 4.2. Seja γ oval no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
V (γ) = 4AUAγ + 8AU

∣∣∣ÃCW (γ)

∣∣∣+ 4AU
∣∣∣ÃCMLC(γ)

∣∣∣ , (4.2)

onde LV (γ) indica o comprimento da curva γ na norma dual, AU e Aγ indicam
respectivamente as áreas da bola unitária e da curva γ, ÃCW (γ) e ÃCMLC(γ)

indicam respectivamente as áreas com sinal de CW (γ) e CMLC(γ).

O próximo corolário é uma generalização do resultado de Zwierzyński em [24].

Corolário 4.3. Seja γ oval no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
V (γ) ≥ 4AUAγ + 8AU

∣∣∣ÃCW (γ)

∣∣∣ , (4.3)
onde LV (γ) indica o comprimento da curva γ na norma dual, AU e Aγ indicam
respectivamente as áreas da bola unitária e da curva γ, ÃCW (γ) indica a área
com sinal de CW . A igualdade ocorre se, e só se, a curva γ tem largura
constante.

Corolário 4.4 (Desigualdade Clássica Isoperimétrica no Plano de Minkowski).
Seja γ oval no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
V (γ) ≥ 4AUAγ, (4.4)

onde LV (γ) indica o comprimento da curva γ na norma dual, AU e Aγ indicam
respectivamente as áreas da bola unitária e da curva γ. A igualdade ocorre se,
e só se, a curva γ é simétrica e tem largura constante, isto é múltiplo da bola
unitária.

Corolário 4.5. Seja γ oval no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
V (γ) ≥ 4AUAγ + 4AU

∣∣∣ÃCMLC(γ)

∣∣∣ , (4.5)
onde LV (γ) indica o comprimento da curva γ na norma dual, AU e Aγ indicam
respectivamente as áreas da bola unitária e da curva γ, ÃCMLC(γ) indica a área
com sinal de CMLC(γ). A igualdade ocorre se, e só se, a curva γ é simétrica.
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5
Ciclóides e Base Ortonormal

Ciclóides clássicas têm a propriedade de que sua dupla evoluta é
homotética a ela mesma. Considerando esta mesma propriedade em um plano
normado qualquer, temos a seguinte definição (proposição (3.31)):

Definição 5.1. Definimos como ciclóide as curvas ω ∈ H , isto é, fechadas,
suaves e parametrizadas por θ ∈ [0, 2π], cuja função suporte hω(θ) satisfaz a
equação

− 1
[u(θ), u′(θ)]

(
h′ω(θ)

[v(θ), v′(θ)]

)′
= λhω(θ), λ ∈ R, (5.1)

que é a equação diferencial de segunda ordem de Sturm-Liouville exibida em [6].

Todos os resultados obtidos em [6] são baseados na equação de Sturm-Liouville.

Definição 5.2. Dizemos que λ é autovalor da equação (5.1) se existe função
suporte h periódica de período 2π que satisfaz tal equação. A função h é
chamada de autovetor.

O conjunto C0(S1) é o espaço da funções reais contínuas, cujo domínio
é a circunferência euclidiana unitária, isto é, h ∈ C0(S1) ⇔ h : S1 → R. De
acordo com [6] vamos munir esse conjunto com produto interno

〈h1, h2〉 =
� 2π

0
h1(θ)h2(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ (5.2)

onde u é a fronteira da bola unitária U no plano normado.

Lema 5.3. A transformação linear

Th = − 1
[u, u′]

(
h′

[v, v′]

)′
(5.3)

é auto-adjunta com respeito ao produto interno (5.2).
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Demonstração.

〈h1, Th2〉 =
� 2π

0
h1Th2[u, u′]dθ = −

� 2π

0
h1

(
h′2

[v, v′]

)′
dθ =

� 2π

0

h′1h
′
2

[v, v′]dθ

= −
� 2π

0
h2

(
h′1

[v, v′]

)′
dθ =

� 2π

0
h2Th1[u, u′]dθ = 〈Th1, h2〉

�

Observe que o núcleo K da transformação T é subespaço das funções
constantes. Com efeito

− 1
[u, u′]

(
h′

[v, v′]

)′
= 0⇔

(
h′

[v, v′]

)′
= 0⇔ h′

[v, v′] = c(constante).

Suponha sem perda de generalidade c > 0. Assim teremos h′ = c[v, v′] > 0.
O que implica h crescente, que é um absurdo pois h é periódica e contínua.
Portanto h é constante.

Denote agora L0 = K⊥. Assim temos que para todo h em L0,� 2π

0
h(θ)[u, u′](θ)dθ = 0. (5.4)

Seja S : L0 → C0(S1) a inversa de T .

Lema 5.4. Para todo h ∈ L0 seja g = Sh. Então

‖g‖∞ ≤ ‖[v, v′]‖2‖[u, u′]‖2‖h‖2

e
‖g′‖∞ ≤ ‖[v, v′]‖∞‖[u, u′]‖2‖h‖2.

Demonstração. Ver [6]. �

Proposição 5.5. S : (L0, ‖ · |‖2)→ (L0, ‖ · ‖2) é operador compacto.
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Demonstração. Seja hn sequência limitada em (L0, ‖ · ‖2). Pelo lema (5.3) a
sequência gn = Shn é equicontínua e uniformemente limitada. Assim podemos
encontrar subsequência gnj convergente na norma ‖ · ‖2. �

Definição 5.6. Sejam {hik}, {λik}, k ∈ N, i = 1, 2 respectivamente os
autovetores e autovalores correspondentes da transformação T lema (5.3).

Utilizando os resultados anteriores temos o seguinte corolário.

Corolário 5.7. O conjunto {hik}, k ∈ N, i = 1, 2, forma uma base ortonormal
de C0(S1).

No caso Euclidiano a base {hik} é

{1, cos(θ), sin(θ), cos(2θ), sin(2θ), ..., cos(kθ), sin(kθ), ...}

chamada de base de Fourier, onde h1
k(θ) = cos(kθ), h2

k = sin(kθ) e λik = k2 e
λik ≥ 1, ver [22] e [6].

Suponhamos que o raio de curvatura r(θ) de γ(θ) satisfaça a equação

(5.1) com λ 6= 1, então h(θ) = r(θ)
1− λ satisfaz (5.1). Reciprocamente se a função

suporte h da curva γ satisfaz (5.1) então pela equação (2.6), r(θ) = h(θ)(1−λ)
também satisfaz (5.1). Segundo [6], λ = 1 indica as ciclóides abertas que,
portanto, não podem ser representadas por funções suporte periódicas. Para
λ 6= 1 a curva γ possui tanto para o raio de curvatura como função suporte, na
transformação T, mesmos autovalores. Como estamos trabalhando com curvas
fechadas fica justificado o uso de h ao invés de r na transformação T , Lema
(5.3). As cicloides abertas no plano, não serão consideradas, pois não podemos
calcular CW e CMLC dessas curvas.

Vamos assumir agora C0(S1) como conjunto das funções suporte h das
curvas γ, fechadas suaves em (R2, ‖ · ‖u). Portanto teremos que K representa
as curvas que são múltiplos da bola unitária U , pois h(θ) = [γ(θ), v(θ)] =
[αu(θ), v(θ)] = α(constante). L0 definido pela equação (5.4) representa todas
a curvas γ que possuem comprimento dual com sinal zero. Portanto dada uma
função suporte h em C0(S1) a menos de uma translação, podemos escrevê-la
como segue:
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h = h0 +
∑
k≥2

aikh
i
k (5.5)

h′ =
∑
k≥2

aik(hik)′ (5.6)

onde

〈him, hjn〉 = 0, se,m 6= n (5.7)
e

〈him, hjn〉 = A(U), se,m = n, i = j. (5.8)

Nesse caso A(U) denota a área da bola unitária U em (R2, ‖ · ‖u). Por
Lemma(4.2) de [6] temos

hik(θ) = −hik(θ + π), k ímpar. (5.9)

hik(θ) = hik(θ + π), k par. (5.10)

Consequentemente (hik)′(θ) = −(hik)′(θ + π) para k ímpar e (hik)′(θ) =
(hik)′(θ + π) para k par.

Teorema 5.8. Seja {h0, h
1
2, h

2
2, h

1
3, h

2
3, ..., h

1
n, h

2
n, ...} base ortonormal de

C0(S1), ωjk ∈H ciclóide associada a função suporte hjk. Então

1. CW (ωjk) = ωjk e CMLC(ωjk) = {0}, k ímpar.

2. CW (ωjk) = {0} e CMLC(ωjk) = ωjk, k par.

Demostração.
Para k ímpar a equação (5.9) e a proposição (3.6) implicam que ωjk(θ) =
ωjk(θ + π), então CW (ωjk) = ωjk. Pela a proposição (3.16) CMLC(ωjk) = {0}.
Para k par a equação (5.10) e a proposição (3.9) mostram que ωjk é simétrica
e portanto CW (ωjk) = {0}. Pela equação (5.7) temos
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Lv(ωjk) =
� 2π

0
rωj

k
(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ

=
� 2π

0
hjki(1− λ

j
k)[u(θ), u(θ)]dθ

= (1− λjk)
� 2π

0
hjki [u(θ), u(θ)]dθ = 0

Portanto wωj
k

= Lv(ωjk)
A(u) = 0 e simetria implicam CMLC(ωjk) = ωjk �

Esse resultado indica que podemos utilizar o CW e CMLC como representação
geométrica das ciclóides, com k ímpar e k par respectivamente.

5.1
Áreas e Comprimentos

Nessa seção vamos apresentar o cálculo de áreas orientadas e comprimento
dual de curvas em H estudados até o momento, utilizando a base ortonormal
de C0(S1), corolário (5.6), isto é, a série de Fourier generalizada.

LV (γ)(θ) =
� 2π

0
r(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ =

� 2π

0

(
h[u, u′] +

(
h′

[v, v′]

)′)
(θ)[u(θ), u′(θ)]dθ

=
� 2π

0
h(θ)[u, u′](θ) +

(
h′(θ)

[v, v′](θ)

)′
dθ

=
� 2π

0
h(θ)[u, u′](θ)dθ

=
� 2π

0

h0 +
∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k

 [u, u′](θ)dθ

= h0

� 2π

0
[u, u′](θ)dθ +

∑
k>2
i=1,2

aik

� 2π

0
hik[u, u′](θ)dθ

= 2h0

� 2π

0

1
2[u, u′](θ)dθ

= 2h0A(U)
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Ã(γ) = 1
2

� 2π

0
[γ, γ′](θ)dθ

= 1
2

� 2π

0

[
h(θ)u(θ) + h′(θ)

[v, v′](θ)v(θ),
(
h(θ)[u, u′](θ) +

(
h′(θ)

[v, v′](θ)

))′
v(θ)

]
dθ

= 1
2

� 2π

0

(
h2(θ)[u, u′](θ) + h(θ)

(
h′(θ)

[v, v′](θ)

)′)
[u, v](θ)dθ

= 1
2

� 2π

0

(
h2(θ)[u, u′](θ) + h(θ)

(
h′(θ)

[v, v′](θ)

)′)
dθ

= 1
2

� 2π

0
h2(θ)[u, u′](θ)− (h′(θ))2

[v, v′](θ)dθ

= 1
2

� 2π

0

h0 +
∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k


2

[u, u′](θ)− 1
[v, v′]

∑
k>2
i=1,2

aik(hik)′


2

(θ)dθ

= 1
2

� 2π

0

h2
0 + 2h0

∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k +

∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k


2 [u, u′](θ)− 1

[v, v′]

∑
k>2
i=1,2

aik(hik)′


2

(θ)dθ

= 1
2h

2
0

� 2π

0
[u, u′](θ)dθ + h0

∑
k>2
i=1,2

aik

� 2π

0
hik[u, u′](θ)dθ + 1

2
∑
m>2
i=1,2

(aim)2
� 2π

0
(him)2[u, u′](θ)dθ

+
∑
m 6=n
i=1,2

aima
i
n

� 2π

0
himh

i
n[u, u′](θ)dθ +

∑
m 6=n

a1
ma

2
n

� 2π

0
h1
mh

2
n[u, u′](θ)dθ

− 1
2
∑
m≥2
i=1,2

(aim)2
� 2π

0

1
[v, v′] ((h

i
m)′)2(θ)dθ −

∑
m 6=n
i=1,2

aima
i
n

� 2π

0

1
[v, v′] (h

i
m)′(hin)′(θ)dθ

−
∑
m 6=n

a1
ma

2
n

� 2π

0

1
[v, v′] (h

1
m)′(h2

n)′(θ)dθ

= h2
0A(U) + 1

2
∑
k≥2
i=1,2

(aik)2
� 2π

0
(hik)2[u, u′](θ)− 1

[v, v′] ((h
i
k)′)2(θ)dθ

= h2
0A(U) + 1

2
∑
k≥2
i=1,2

(aik)2
� 2π

0
(hik)2[u, u′](θ + hik

(
(hik)′
[v, v′]

)′
(θ)dθ

= h2
0A(U) + 1

2
∑
k≥2
i=1,2

(aik)2
� 2π

0
(hik)2[u, u′](θ)− (hik)2λik[u, u′](θ)dθ

= h2
0A(U) + 1

2
∑
k≥2
i=1,2

(aik)2(1− λik)
� 2π

0
(hik)2[u, u′](θ)dθ

= h2
0A(U)− A(U)

2
∑
k≥2
i=1,2

(aik)2(λik − 1).
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Onde λik > 1 são autovalores da transformação T , lema (5.3).

2ÃCW (γ) = 1
2

� 2π

0
[CW (γ), CW ′(γ)] (θ)dθ

= 1
2

� 2π

0
h2
CW (γ)(θ)[u, u′](θ)−

(
h′CW (γ)(θ)

)2

[v, v′](θ) dθ

= 1
2

� 2π

0

(
h(θ)− h(θ + π)

2

)2

[u(θ), u′(θ)]− (h′(θ)− h′(θ + π))2

4[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
2A(γ)− 1

4

� 2π

0
h(θ)h(θ + π)[u(θ), u′(θ)]− h′(θ)h′(θ + π)

[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
2A(γ)− 1

4

� 2π

0

h0 +
∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k(θ)


h0 +

∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k(θ + π)

 [u(θ), u′(θ)]

− 1
[v(θ), v′(θ)]

∑
k>2
i=1,2

aik(hik)′(θ)


∑

k>2
i=1,2

aik(hik)′(θ + π)

 dθ

= 1
2A(γ)− 1

4

� 2π

0

h0 +
∑
k>2
i=1,2

aikh
i
k(θ)


h0 +

∑
k>2
i=1,2

aik(−1)khik(θ)

 [u(θ), u′(θ)]

− 1
[v(θ), v′(θ)]

∑
k>2
i=1,2

aik(hik)′(θ)


∑

k>2
i=1,2

aik(−1)k(hik)′(θ)

 dθ

= 1
2A(γ)− 1

4

2h2
0A(U)− A(U)

∑
k>2
i=1,2

(−1)k(aik)2(λik − 1)


Substituindo A(γ) teremos:

2ÃCW = 1
2

h2
0A(U)− A(U)

2
∑
k>2
i=1,2

(aik)2(λik − 1)

− 1
2h

2
0A(U)

+ A(U)
4

∑
k>2
i=1,2

(−1)k(aik)2(λik − 1)

= −A(U)
2

∑
k=ímpar
i=1,2

(aik)2(λik − 1)

Agora pela definição (3.7) temos wγ = LV (γ)
A(U) = 2h0A(U)

A(U) = 2h0.
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ÃCMLC(γ) = 1
8

� 2π

0
[CMLC(γ)(θ), (CMLC)′(γ)(θ)]dθ

= 1
8

� 2π

0
h2
CMLC(γ)(θ)[u(θ), u′(θ)]−

(
h′CMLC(γ)(θ)

)2

[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
8

� 2π

0
(h(θ) + h(θ + π)− wγ)2[u(θ), u′(θ)]− (h′(θ) + h′(θ + π))2

[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
8

� 2π

0

(
h2(θ) + 2h(θ)h(θ + π) + h2(θ + π)− 2h(θ)wγ − 2h(θ + π)wγ

)
[u, u′](θ)

+ (wγ)2[u, u′](θ)− ((h′(θ))2 + 2h′(θ)h′(θ + π) + (h′(θ + π))2

[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
4
(
2A(γ)− 4wγh0A(U) + (wγ)2 A(U)

)
+ 1

4

� 2π

0
h(θ)h(θ + π)[u(θ), u′(θ)]− h′(θ)h′(θ + π)

[v(θ), v′(θ)] dθ

= 1
4

2A(γ)− 4h2
0A(U) +

2h2
0A(U)− A(U)

∑
k>2
i=1,2

(aik)2(−1)k(λik − 1)




= 1
4

2A(γ)− 2h2
0A(U)− A(U)

∑
k>2
i=1,2

(aik)2(−1)k(λik − 1)

 .

Substituindo A(γ) teremos:

ÃCMLC(γ) = −1
2

A(U)
∑
k=par
i=1,2

(aik)2(λik − 1)

 , λik > 1.

Corolário 5.9. Toda curva γ ∈H com v−comprimento zero possui Ã(γ) < 0.
Em particular a proposição (3.26) está demonstrada.

5.2
Outra prova - Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado

Teorema 5.10 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado). Seja γ ∈ H

no plano (R2, U), onde U é a bola unitária. Então

L2
v(γ) = 4AUÃγ − 8AUÃCW (γ) − 4AUÃCMLC(γ), (5.11)

onde LV (γ) indica o comprimento−v com sinal da curva γ, AU indica a área
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da bola unitária e Ãγ, ÃCW (γ),ÃCMLC(γ) indicam respectivamente as áreas com
sinal das curvas γ, CW (γ) e CMLC(γ).

Demonstração.
Considere γ oval parametrizada por θ. Com o uso da base ortonormal de C0(S1)
sabemos que:

Lv(γ)(θ) = 2h0A(U),

Ã(γ) = h2
0AU −

AU
2

∑
k≥2
i=1,2

(aik)2(λik − 1),

ÃCW (γ) = −AU4
∑

k=ímpar
i=1,2

(aik)2(λik − 1),

ÃCWMS(γ) = −AU2
∑
k=par
i=1,2

(aik)2(λik − 1).

Observe que λik > 1(ver [6]), ÃCW (γ) ≤ 0 e ÃCWMS(γ) ≤ 0. Daí temos:

4AUAγ − 8AUÃCW (γ) − 4AUÃCWMS(γ) = 4AU

h2
0AU −

AU
2

∑
k≥2
i=1,2

(aik)2(λik − 1)


+ 8AU

AU
4

∑
k=ímpar
i=1,2

(aik)2(λik − 1) + 4AU
AU
2

∑
k=par
i=1,2

(aik)2(λik − 1) = 4h2
0 (AU)2 = L2

V (γ)

�
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6
Circulo unitário e dual discretos, Função Suporte e Raio de
Curvatura

Vamos utilizar agora como bola unitária de Minkowski o polígono
convexo e fechado U = {U1, ..., U2n} cujos vértices Ui estão dispostos em
sentido anti-horário, 1 ≤ i ≤ n e n, i ∈ N. Por definição o conjunto
convexo U é simétrico e portanto Ui+n = −Ui. Iremos considerar também
que [Ui, Ui+1 − Ui] ≥ 0. Por consequência da simetria U possui lados opostos
paralelos, isto é, UiUi+1 ‖ Ui+nUi+n+1.

Para uma lista de números, ou vetores {Li}i∈N, nós definimos operadores
diferença ∆ tal que ∆iL = Li+1 − Li e ∇ tal que ∇i = ∆i−1.

De modo análogo ao caso contínuo, a bola unitária dual U∗ pode ser
identificada, segundo [5] e [7], como único polígono V = {V1, ..., V2n} do plano
que satisfaz

[Ui, Vi] = 1

[∆iU, Vi] = [Ui+1,∆iV ] = 0.

Nessas condições definimos

Vi = 1
[Ui, Ui+1]∆iU (6.1)

Ui+1 = − 1
[Vi, Vi+1]∆iV. (6.2)

Podemos provar que V é simétrico, convexo e tem mesma orientação que U .
Uma prova que o polígono V é a bola unitária dual pode ser visto em [5][p.6].

Definição 6.1. Definimos o conjunto CU como espaço dos polígonos P =
{P1, ..., P2n}, fechados, cujos lados são paralelos aos lados correspondentes da
bola unitária U = {U1, ..., U2n}, isto é, PiPi+1 ‖ UiUi+1.

Definição 6.2 (Rosáceas discretas). Definimos o conjunto CU −m, m inteiro
positivo, como espaço dos polígonos

P = {P1, ..., P2n, P2n+1, ..., P4n, ..., P2n(m−1)+1, ..., P2mn},

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 6. Circulo unitário e dual discretos, Função Suporte e Raio de
Curvatura 48

fechados, cujo número de rotações é m e para cada j ∈ {1, ..., 2mn} temos
PjPj+1 ‖ UiUi+1 onde i ≡ j mod(2n) e i ∈ {1, ..., 2n}.

Definição 6.3. Definimos a função suporte h de P ∈ CU como a 2n − upla
h = (h1, h2, ..., h2n) onde

hi = [Pi, Vi] = [Pi+1, Vi]. (6.3)

Dessa forma verificamos que [Pi, Vi] = hi e [Pi, Ui] = − ∆i−1h

[Vi−1, Vi]
. Portanto para

todo polígono P em CU podemos escrever

Pi = hiUi + (∆i−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

(6.4)

A partir da equação 6.4 podemos calcular ∆iP em função de hi

∆iP = Pi+1 − Pi

= hi+1Ui+1 + (∆ih) Vi+1

[Vi, Vi+1] − hiUi − (∆i−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

= hi+1

(
−Vi+1 − Vi

[Vi, Vi+1]

)
+ (hi+1 − hi)Vi+1

[Vi, Vi+1] + hi
(Vi − Vi−1)
[Vi−1, Vi]

− (hi − hi−1)Vi
[Vi−1, Vi]

= hi(Ui+1 − Ui) + Vi

(
hi+1 − hi
[Vi, Vi+1] −

hi − hi−1

[Vi−1, Vi]

)

= hiVi[Ui, Ui+1] + Vi

(
∆ih

[Vi, Vi+1] −
∆i−1h

[Vi−1, Vi]

)

=
(
hi + 1

[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
(Ui+1 − Ui)

Assim temos a equação

∆iP =
(
hi + 1

[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
∆iU. (6.5)

Definição 6.4. Definimos o raio de curvatura r do polígono P em CU como
sendo a sequência real (ri)i∈N, tal que

∆iP = ri ·∆iU.

Importante destacar que o raio de curvatura ri está associado ao segmento
PiPi+1, ri+2n = ri e que dado um polígono P em CU podemos representá-lo
pelo vetor r = (ri)i=1,2...,2n. Podemos também escrever o raio de curvatura em
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termos da função suporte como segue.

ri = hi + 1
[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

)
. (6.6)

6.1
Exemplos

Exemplo 6.5. Podemos calcular o dual de U a partir da equação (6.1). Ver
figura 6.1.
Como U1 = (

√
3

2 ,
1
2), U2 = (0, 1), U3 = (−

√
3

2 ,
1
2), U4 = (−

√
3

2 ,−
1
2), U5 =

(0,−1), U6 = (
√

3
2 ,−

1
2) teremos V1 = (−1,

√
3

3 ), V2 = (−1,−
√

3
3 ), V3 =

(0, −2
√

3
3 ), V4 = (1,−

√
3

3 ), V5 = (1,
√

3
3 ), V6 = (0, 2

√
3

3 ) ou basta observar
que Vi = 2

√
3

3 ∆iU , para todo i. Ou seja, V é um hexágono regular tal que
‖Vi‖u = 2

√
3

3 . Nesse caso o raio de curvatura de V é r =
(

2
√

3
3 , 2

√
3

3 , ..., 2
√

3
3

)
.

Exemplo 6.6. Considere como bola unitária U o hexágono descrito no
exemplo (2.3). Seja P ∈ CU com raio de curvatura r = (1

2 , 1,
1
2 ,

3
4 ,

3
4 ,

3
4). Ver

6.2.

Figura 6.1: Bola unitária U e seu dual V

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 6. Circulo unitário e dual discretos, Função Suporte e Raio de
Curvatura 50

Figura 6.2: Polígono P ∈ CU onde r = (1
2 , 1,

1
2 ,

3
4 ,

3
4 ,

3
4) e bola unitária
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7
Cáustica de Wigner e Conjunto de Medida de Largura
Constante-Discreto

Considere o polígono P = {P1, ..., P2n} em CU , isto é, fechado e ∆iP =
ri∆iU onde U é bola unitária do plano normado.

Definição 7.1 (Paralelos). Chamamos de c−paralelo discreto de P o polígono:
P (c) = {P1(c), ..., Pi(c), ..., P2n(c)} onde i ∈ {1, 2..., 2n} e

Pi(c) = {Pi + cUi; c ∈ R}.

Como consequência da definição teremos que P (c) é fechado, P (0) = P e a
convexidade depende do valor de c. A função suporte do paralelo é

hPi(c) = [Pi(c), Vi] = [Pi + cUi, Vi] = hi + c (7.1)

e seu raio de curvatura dado por ri + c pois ∆iP (c) = (ri + c)∆iU .

Definição 7.2 (Comprimento−V com sinal). Seja P polígono em CU .
Lembrando que ∆iP = ri[Ui, Ui+1]Vi, definimos o comprimento−V com sinal
como

LV (P ) =
2n∑
i=1

ri[Ui, Ui+1]

Nesse caso podemos ter comprimento−V com sinal igual a zero.

Definição 7.3 (Área com sinal). Seja P polígono em CU . Definimos a área
com sinal de P como

Ã(P ) = 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iP ].

Podemos ter, com essa definição, área com sinal assumindo valor negativo.
Vale destacar que se P ∈ CU é polígono convexo, a área com sinal passa a ser
a própria área limitada pelo polígono.
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7.1
Cáustica de Wigner e Curvas de Largura Constante

Definição 7.4. Chamamos Evoluta de Área discreta ou Cáustica de Wigner
discreta do polígono P ∈ CU o conjunto:

CW (Pi) = Pi + Pi+n
2

Como CW (Pi) = CW (Pi+n) temos que CW (Pi) dá duas voltas quando i varia
de 1 até 2n.
A função suporte de CW (Pi) é

hCW (Pi) = [CW (Pi), Vi] =
[
Pi + Pi+n

2 , Vi

]
= hi

2 −
hi+n

2 . (7.2)

Definição 7.5 (Largura Constante). Dizemos que o polígono P ∈ CU possui
largura constante se, hi + hi+n = 2d, d > 0(d constante). Nesse caso dizemos
que a largura do Polígono P é 2d.

Na prática o polígono tem largura constante se a distância, na U−norma, entre
os lados opostos paralelos é constante(2d).

Proposição 7.6. P ∈ CU tem largura constante 2d ⇔ Pi − Pi+n = 2dUi, d
constante.

Demonstração. (⇒) Da equação (6.4) temos

Pi = hiUi + (∆i−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

Pi − Pi+n = (hiUi − hi+nUi+n) + hi + hi+n − (hi−1 + hi−1+n)
[Vi−1, Vi]

Vi

Pi − Pi+n = (hiUi + hi+nUi) = (hi + hi+n)Ui = 2dUi

(⇐)

hi + hi+n = [Pi, Vi] + [Pi+n, Vi+n]

= [Pi − Pi+n, Vi]

= [2dUi, Vi]

= 2d(constante)

�
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Definição 7.7 (Largura Média). Chamamos de largura média de um polígono

P em CU o número wP = LV (P )
A(U) , onde LV (P ) é o comprimento−V com sinal

do polígono P na norma dual e A(U) é a área da bola unitária U .

Teorema 7.8 (Barbier-Discreto). Seja P ∈ CU com largura constante 2d
então LV (γ) = 2dA(U), onde U é a bola unitária.

Demonstração.

LV (P ) =
2n∑
i=1

ri[Ui,∆iU ] =
2n∑
i=1

[Ui,∆iP ]

=
2n∑
i=1

[Pi,∆iU ] = 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iU ] + [Pi+n,∆i+nU ]

= 1
2

2n∑
i=1

(hi + hi+n)[Ui, Ui+1]

= 2d1
2

2n∑
i=1

[Ui, Ui+1] = 2dA(U)

�

Caso o polígono P possua largura constante 2d então pelo Teorema de Barbier
discreto LV (P ) = A(U)2d(ver [5]). Nesse caso a largura média e a largura da
curva são iguais.

Proposição 7.9. A Cáustica de Wigner é um c−paralelo de P ∈ CU ⇔ P

tem largura constante.

Demonstração. (⇒)

Pi + Pi+n
2 = Pi + cUi ⇒ Pi − Pi+n = −2cUi.

Pela proposição (8.4) o polígono P tem largura constante.

(⇐)

CW (Pi) = Pi + Pi+n
2

= Pi −
Pi − Pi+n

2
= Pi −

c

2Ui

�
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Proposição 7.10. P ∈ CU , CW (P ) = {0} ⇔ P é simétrico.

Demonstração. CW (Pi) = Pi + Pi+n
2 = Pi − Pi

2 = 0
�

Proposição 7.11. P ∈ CU , CW (CW (P )) = CW (P )

Demonstração.

CW (CW (Pi)) = CW (Pi) + CW (Pi+n)
2

= CW (Pi + CW (Pi)
2

= 2CW (Pi)
2

= CW (Pi)

�

Proposição 7.12. P ∈ CU , CW (P (c)) = CW (P )

Demonstração.

CW (Pi(c)) = Pi + cUi + Pi+n + cUi+n
2

= Pi + Pi+n
2

= CW (Pi)

�

Proposição 7.13. P ∈ CU , CW (P ) tem comprimento−v zero.

Demonstração.

LV (CW (P )) =
2n∑
i=1

ri − ri+n
2 [Ui, Ui+1]

= 1
2

[ 2n∑
i=1

ri[Ui, Ui+1]−
2n∑
i=1

ri+n[Ui, Ui+1]
]

= 1
2

[ 2n∑
i=1

ri[Ui, Ui+1]−
2n∑
i=1

ri+n[Ui+n, Ui+1+n]
]

= 1
2 [LV (P )− LV (P )] = 0

�
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7.2
Conjunto de Medida de Largura Constante e Curvas Simétricas

Definição 7.14 (CMLC). Considere o polígono P em CU . Definimos o
Conjunto de Medida de Largura Constante, abreviado por CMLC, discreto
como

CMLC(P ) =
{
Pi − Pi+n − wPUi

2 , i = 1, ..., 2n
}

O polígono CMLC(P ) está bem definido pois é fechado e ∆i(CMLC(Pi)) é
paralelo a ∆iU .
A função suporte do CMLC e o raio de curvatura são respectivamente:

hCMLC(P ) =
[
Pi − Pi+n − wPUi

2 , Vi

]
= 1

2(hi + hi+n − wP ) (7.3)

∆iCMLC(P ) = 1
2{∆iP −∆i+nP − wP∆iU} = ri + ri+n − wP

2 ∆iU

rCMLC(P ) = ri + ri+n − wP
2 (7.4)

Proposição 7.15. P ∈ CU , CMLC(P ) é simétrico.

Demonstração.

CMLC(Pi+n) = Pi+n − Pi+2n − wPUi+n
2

= Pi+n − Pi + wPUi
2

= −Pi − Pi+n − wPUi2
= −CMLC(Pi)

�

Proposição 7.16. CMLC(P ) é paralelo de P ∈ CU ⇔ P é simétrico.

Demonstração. (⇒)
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CMLC(Pi) = Pi + cUi ⇒

Pi = CMLC(Pi)− cUi
Pi+n = CMLC(Pi+n)− cUi+n = −Pi

(⇐)

CMLC(Pi) = Pi − Pi+n − wPUi
2

= Pi + Pi − wPUi
2

= Pi −
wP
2 Ui

�

Teorema 7.17. Considere o polígono P em CU . CMLC(P ) = {0} ⇔ P

possui largura constante.

Demonstração.
(⇒) Por hipótese Pi = Pi+n + wPUi

hi + hi+n =

= [Pi, Vi] + [Pi+n, Vi+n]

= [Pi − Pi+n, Vi]

= [wPUi, Vi]

= wP [Ui, Vi] = wP (constante)

(⇐) Por hipótese wP é a largura de P , isto é hi + hi+n = wP . Utilizando
também a equação (7.4) teremos

Pi − Pi+n = hiUi + (∆i−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

−
(
hi+nUi+n + (∆i+n−1h) Vi+n

[Vi+n−1, Vi+n]

)

= (hi + hi+n)Ui + (∆i−1h+ ∆i+n−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

= wPUi

�
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Proposição 7.18. P ∈ CU . CMLC(P ) tem comprimento−v zero.

Demonstração.
Como rCMLC = ri + ri+n − wP

2 temos

LV (CMLC(Pi)) =
2n∑
i=1

rCMLC [Ui,∆iU ]

=
2n∑
i=1

ri + ri+n − wP
2 [Ui,∆iU ]

= 1
2 (2LV (P )− 2wPA(U))

= LV (P )− LV (P )
A(U) A(U) = 0

�

Proposição 7.19. P ∈ CU , CMLC(CMLC(P )) = CMLC(P )

Demonstração. Como CMLC é simétrico e possui comprimento−v zero
temos

CMLC(CMLC(Pi)) = CMLC(Pi)− CMLC(Pi+n)− wPUi
2

= CMLC(Pi) + CMLC(Pi)− 0 · Ui
2

= 2CMLC(Pi)
2

= CMLC(Pi)

�

Proposição 7.20. P ∈ CU , CMLC(P (c)) = CMLC(P ).

Demonstração.

Como LV (P (c)) = ∑2n
i (ri + c)[Ui, Ui+1] = LV (P ) + 2cA(U), teremos

portanto wP (c) = wP + 2c. Assim
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CMLC(Pi(c)) = Pi(c)− Pi+n(c)− wP (c)Ui
2

= Pi + cUi − Pi+n − cUi+n − wP (c)Ui
2

= Pi + cUi − Pi+n + cUi − wP (c)Ui
2

= Pi − Pi+n + 2cUi − (wP + 2c)Ui
2

= Pi − Pi+n − wPUi
2

= CMLC(Pi)

�

7.3
Decomposição do polígono P como soma de Caústica de Wigner, CMLC
e bola unitária.

Proposição 7.21. P ∈ CU , Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi) + wP
2 Ui, ∀i ∈

{1, ..., 2n} e hP = hCW (P ) + hCMLC(P ) + wP
2

Corolário 7.22. P ∈ CU , Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi), ∀i ∈ {1, ..., 2n} e
hP = hCW (P ) + hCMLC(P ) ⇔ LV (P ) = 0

É fácil ver que os resultados acima são consequência do fato que

Pi = Pi + Pi+n
2 + Pi − Pi+n

2 .

7.4
Cúspides CMLC e Cáustica de Wigner

Definição 7.23. Seja P um polígono em CU . Dizemos que um vértice Pi em
P é um cúspide se os seus lado vizinhos(não degenerados) possuem orientação
oposta, isto é, os segmentos anterior e posterior a Pi possuem raios de
curvatura com sinais contrários.

Para mais detalhes dessa definição ver [7].

Teorema 7.24. Considere o polígono P em CU . Então o número de cúspides
de CMLC(P) é múltiplo de quatro.

Demonstração. O número de cúspides de CMLC(P) é igual ao número
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos. Como
rCMLC(Pi) = (ri+ri+n−wP )/2 teremos rCMLC(Pi) = rCMLC(Pi+n). Uma vez que
LV (CMLC(P )) = 0 temos
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rCMLC(P1)[U1, U2] + rCMLC(P2)[U2, U3] + ...+ rCMLC(Pn)[Un, Un+1] = 0

e

rCMLC(Pn+1)[Un+1, Un+2]+rCMLC(Pn+2)[Un+2, Un+3]+...+rCMLC(P2n)[U2n, U2n+1] = 0.

Das igualdades anteriores e pelo fato de [Ui, Ui+1] > 0, ∀i ∈ {1, ..., 2n},
concluímos que existe pelo menos um k ∈ {1, ..., n} tal que rCMLC(Pk) < 0
assim o número de trocas de sinal de k até k + n deve ser par e pelo menos 2.
O mesmo vale de k + n até k + 2n. Temos o desejado.

�

Teorema 7.25. Considere o polígono P em CU . Então o número de cúspides
de CW(P) é 2k, k ímpar.

Demonstração. Observe que rCW (Pi) = ri − ri+n
2 . Como rCW (Pi) =

−rCW (Pi+n) então o número de trocas de sinal do raio de curvatura em
segmentos consecutivos de 1 até n + 1 é ímpar, k por exemplo, e igual ao
número de trocas de sinal de n+ 1 até 2n+ 1. Temos o desejado.

�

7.5
Áreas com sinal de CW e CMLC

Definição 7.26. Sejam P e Q polígonos definidos em CU . Definimos como
área mista dos polígonos P e Q,

A(P,Q) = 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iQ].

Teorema 7.27. (Desigualdade de Minkowski) Sejam P e Q polígonos simples
e convexos em CU então

A(P,Q)2 ≥ A(P )A(Q) (7.5)

onde A(P ), A(Q) e A(P,Q) são respectivamente as áreas das curvas e área
mista.

Note que se fizermos Q = U , U bola unitária, temos pela equação (8.5)
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A(P,U) = 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iU ] = 1
2

2n∑
i=1

[Ui,∆iP ] = 1
2

2n∑
i=1

ri[Ui,∆iU ] = LV (P )
2

isto é, temos a desigualdade isoperimétrica de Minkowski,

L2
V ≥ 4A(U)A(P ). (7.6)

Proposição 7.28. Seja o polígono P ∈ CU então Ã(CW (P )) < 0,
Ã(CMLC(P )) < 0.

Demonstração.
Ver capítulo 9 seção (9.1).

�

7.6
Evolutas

Definição 7.29. Definimos U−evoluta do polígono P em CP como sendo o
polígono E(P ) tal que

E(Pi) = Pi − riUi = Pi+1 − riUi+1, i = 1, ..., 2n.

onde r = (ri)i∈N é o raio de curvatura de P .

Proposição 7.30. P ∈ CU . P (c) e P possuem a mesma U−evoluta.

Demonstração. Como ∆i(P (c)) = (ri + c)∆iU temos que a evoluta do
paralelo P (c) é E(Pi(c)) = Pi(c)− (ri + c)Ui = Pi + cUi − riUi − cUi = E(Pi)

�

Proposição 7.31. A U−evoluta de P ∈ CU possui comprimento−U com sinal
igual a zero.

Demonstração. Basta observar que ∆iE(P ) = (−∆ir)Ui+1. Assim temos

LU(E(P )) =
2n∑
i=1
−∆ir = 0

�

Proposição 7.32. Seja P ∈ CU . A V−função suporte da U−evoluta de P é
hEPi = − ∆i−1h

[Vi−1, Vi]
, onde h é a U−função suporte de P .
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Demonstração. Considere r o raio de curvatura de P . Como E(Pi) =
Pi − riUi então ∆iE(P ) = (−∆ir)Ui+1 = ∆ir

[Vi, Vi+1]∆iV .

Portanto

hEPi = [E(Pi), Ui]

= [Pi − riUi, Ui]

= [Pi, Ui]

= [hiUi + (∆i−1h) Vi
[Vi−1, Vi]

, Ui]

= − ∆i−1h

[Vi−1, Vi]

�

Proposição 7.33. Seja P ∈ CU . A U−função suporte da V−evoluta da
U−evoluta, isto é, a dupla evoluta de P é

hE(E(Pi+1)) = − 1
[ui, ui+1]∇i

(
∆ih

[vi, vi+1]

)
,

onde h é a U−função suporte de P .

Demonstração. Definimos

E(E(Pi+1)) = E(Pi+1)− ∆ir

[Vi, Vi+1]Vi+1 = E(Pi)−
∆ir

[Vi, Vi+1]Vi,

então

∆iEE(P ) = −∇i

(
∆ir

[Vi, Vi+1]

)
Vi

= −∇i

(
∆ir

[Vi, Vi+1]

)
1

[Ui, Ui+1]∆iU.

Portanto
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hE(E(Pi+1)) = [E(E(Pi+1)), Vi]

=
[
E(Pi)−

∆ir

[Vi, Vi+1]Vi, Vi
]

= [E(Pi), Vi]

= [Pi − riUi, Vi]

= hi −
(
hi −

1
[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))

= − 1
[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

)

�

Proposição 7.34. Seja P ∈ CU . Então E(CW (Pi)) = CW (E(Pi)) e
E(CMLC(Pi)) = CMLC(E(Pi)). Isto é, evolutas comutam com CW e CMLC.

Demonstração.

E(CW (Pi)) =CW (Pi)− rCWi
Ui

=Pi + Pi+n
2 − ri − ri+n

2 Ui

=Pi − riUi + Pi+n − ri+nUi+n
2

=E(Pi) + E(Pi+n)
2

= CW (E(Pi))

E(CMLC(Pi)) =CMLC(Pi)− rCMLCiUi

=Pi − Pi+n − wPUi2 − ri + ri+n − wP
2 Ui

=Pi − riUi − (Pi+n − ri+nUi+n)− wEPUi
2

=E(Pi)− E(Pi+n)− wEPUi
2

= CMLC(E(Pi))

Observe que nesse caso wEP = LU(EP )
A(U) = 0.

�
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7.7
Exemplos

Exemplo 7.35. Seja a bola unitária U , o hexágono descrito no exemplo (2.3).
Considere o polígono P em CU com raio de curvatura r = (r1, r2, r3, r4, r5, r6).
Como P é fechado então ∑6

i=1 ∆iP = ∑6
i=1 ri∆iU = 0, o que implica

r1(U2−U1)+r2(U3−U2)+r3(U4−U3)+r4(U5−U4)+r5(U6−U5)+r6(U1−U6) = 0.
Substituindo as coordenadas da bola unitária U teremos:

r1 + r2 − r4 − r5 = 0 e r1 − r2 − 2r3 − r4 + r5 + 2r6 = 0

Esse sistema possui infinitas soluções e duas variáveis livres. Portanto a
dimensão de CU é 4. No caso geral a dimensão de CU é 2n− 2, ver [7].

Exemplo 7.36. Seja a bola unitária U , o hexágono descrito no exemplo (2.3).
Considere o polígono P ∈ CU de raio de curvatura r = (1

2 , 1,
1
2 ,

3
4 ,

3
4 ,

3
4),

conforme exemplo (7.34). Vamos calcular CW (P ) e CMLC(P ). Ver figura
7.1.

LV (P ) =
6∑
i=1

ri[Ui, Ui+1] =
√

3
2

6∑
i=1

ri =
√

3
2 (1

2 + 1 + 1
2 + 3

4 + 3
4 + 3

4) = 17
√

3
8

e

A(U) = 1
2

6∑
i=1

[Ui, Ui+1] = 3
√

3
2 .

Assim wP = LV (P )
A(U) = 17

12 e CMLC(Pi) = Ci = (Pi − Pi+n − 17
12Ui)/2. Os

valores de Ui podem ser encontrados no exemplo (7.4).

Como Pi+1 = ri∆iU + Pi e P1 = (0, 0) então teremos P2 = (−
√

3
4 , 1

4),
P3 = (−3

√
3

4 ,−1
4), P4 = (−3

√
3

4 ,−3
4), P5 = (−3

√
3

8 ,−9
8), P6 = (0,−3

4).

Portanto C1 = (
√

3
48 ,

1
48), C2 = (

√
3

16 ,−
1
48), C3 = (−

√
3

48 ,−
5
48), C4 = (−

√
3

48 ,−
1
48),

C5 = (−
√

3
16 ,

1
48), C6 = (

√
3

48 ,
5
48). Observe que C1 = −C4, C2 = −C5, C3 = −C6,

isto é, CMLC é simétrico. Note também que rCMLC(P1) = −1/12 = rCMLC(P4)

rCMLC(P2) = 1/6 = rCMLC(P5), rCMLC(P3) = −1/12 = rCMLC(P6). Assim
podemos ver

LV (CMLC(P )) =
6∑
i=1

rCMLC(Pi)[Ui, Ui+1] =
√

3
2

(
− 1

12 + 1
6 −

1
12 −

1
12 + 1

6 −
1
12

)
= 0
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Como CW (Pi) = Pi+Pi+n
2 teremos CW (P1) = CW (P4) = (−3

√
3

8 , −3
8 ),

CW (P2) = CW (P5) = (−5
√

3
16 , −7

16 ), CW (P3) = CW (P6) = (−3
√

3
8 , −1

2 ).
Podemos ver que também que rCW (P ) = (−1

8 ,
1
8 ,−

1
8 ,

1
8 ,−

1
8 ,

1
8) e LV (CW (P )) =

0.

Figura 7.1: Polígono P, Cáustica de Wigner e CMLC C
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8
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado - Discreto

Teorema 8.1. Seja P = {P1, ..., P2n} polígono em CU no plano (R2, U), onde
U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo a Ui+1 − Ui. Então

L2
V (P ) = 4AUÃP − 8AUÃCW (P ) − 4AUÃCMLC(P ), (8.1)

onde LV (P ) indica o V−comprimento com sinal do polígono P , AU indica
área da bola unitária e Ã(P ), ÃCW (P ) e ÃCMLC(P ) indicam respectivamente as
áreas com sinal de P , CW (P ) e CMLC(P ).

Demonstração.
Pela proposição (7.20) podemos escrever Pi = Pi + Pi+n

2 +
Pi − Pi+n − wPUi

2 + wP
2 Ui, isto é, Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi) + wP

2 Ui.
Utilizando o operador diferença temos ∆iP = ∆iCW (P ) + ∆iCMLC(P ) +
wP
2 ∆iU .

A seguir, temos três igualdades importantes para a prova.

2n∑
i=1

[CW (Pi),∆iCMLC(P )] = −
2n∑
i=1

[∆iCW (P ), CMLC(Pi)] (8.2)

2n∑
i=1

wP
2 [CW (Pi),∆iU ] =

2n∑
i=1

wP
2 [Ui,∆iCW (P )] (8.3)

2n∑
i=1

wP
2 [CMLC(Pi),∆iU ] =

2n∑
i=1

wP
2 [Ui,∆iCMLC(P )] (8.4)

Vamos calcular a área com sinal do polígono P utilizando a proposição (7.20)
e as igualdades (8.2), (8.3) e (8.4). Iremos utilizar também a proposição (7.27)
que diz Ã(CW (P )) < 0 e Ã(CMLC(P )) < 0.
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Ã(P ) =

= 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iP ]

= 1
2

2n∑
i=1

[
CW (Pi) + CMLC(Pi) + wP

2 Ui,∆iCW (P ) + ∆iCMLC(P ) + wP
2 ∆iU

]

= 1
2

2n∑
i=1

[CW (Pi),∆iCW (P )] + 1
2

2n∑
i=1

[CW (Pi),∆iCMLC(P )]

+ 1
2

2n∑
i=1

wP
2 [CW (Pi),∆iU ] + 1

2

2n∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCW (P )]

+ 1
2

2n∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCMLC(P )] + 1
2

2n∑
i=1

wP
2 [CMLC(Pi),∆iU ]

+ 1
2

2n∑
i=1

wP
2 [Ui,∆iCW (P )] + 1

2

2n∑
i=1

wP
2 [Ui,∆iCMLC(P )]

+ 1
2

2n∑
i=1

w2
P

4 [Ui,∆iU ]

⇒

Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4 A(U) +
2n∑
i=1

wP
2 [CW (Pi),∆iU ]

+
2n∑
i=1

wP
2 [CMLC(Pi),∆iU ]

= 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4 A(U) +
2n∑
i=1

wP
2 [CW (Pi) + CMLC(Pi),∆iU ]

= 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4 A(U) +
2n∑
i=1

wP
2

[
Pi −

wP
2 Ui,∆iU

]

= 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4 A(U)

+ wP
2

( 2n∑
i=1

[Pi,∆iU ]− wP
2

2n∑
i=1

[Ui,∆iU ]
)

= 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4 A(U)

+ wP
2

(
LV (P )− wP

2 2A(U)
)

= 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + (LV (P ))2

4A(U)

+ wP
2 (LV (P )− LV (P ))

⇒

Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + L2
V (P )

4A(U)
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ÃP = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + L2
V (P )
4AU

L2
V (P ) = 4AUÃP − 8AUÃCW (P ) − 4AUÃCMLC(P )

�

Corolário 8.2. Seja P = {P1, ..., P2n} polígono simples, fechado, convexo no
plano (R2, U), onde U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo
a Ui+1 − Ui. Então

L2
V (P ) = 4AUAP + 8AU

∣∣∣ÃCW (P )

∣∣∣+ 4AU
∣∣∣ÃCMLC(P )

∣∣∣ , (8.5)

onde LV (P ) indica o comprimento do polígono P na norma dual, AU e
AP indicam respectivamente as áreas da bola unitária e do polígono P e
ÃCW (P ) e ÃCMLC(P ) indicam respectivamente as áreas com sinal de CW (P )
e CMLC(P ).

Corolário 8.3. Seja P = {P1, ..., P2n} polígono simples, fechado, convexo no
plano (R2, U), onde U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo
a Ui+1 − Ui. Então

L2
V (P ) ≥ 4AUAP + 8AU

∣∣∣ÃCW (P )

∣∣∣ , (8.6)
onde LV (P ) indica o comprimento do polígono P na norma dual, AU e AP
indicam respectivamente as áres da bola unitária e do polígono P e ÃCW (P )

indica a área orientada de CW (P ). A igualdade ocorre se, e só se, o polígono
P tem largura constante na norma U .

Corolário 8.4 (Desigualdade Isoperimétrica Clássica em plano normado.).
Seja P = {P1, ..., P2n} polígino simples, fechado, convexo no plano (R2, U),
onde U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo a Ui+1 − Ui.
Então

L2
V (P ) ≥ 4AUAP , (8.7)

onde LV (P ) indica o comprimento do polígono P na norma dual, AU e AP
indicam respectivamente as áreas da bola unitária e do polígono P . A igualdade
ocorre se, e só se,o polígono P é simétrico e tem largura constante, isto é,
múltiplo da bola.
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Corolário 8.5. Seja P = {P1, ..., P2n} polígono simples, fechado, convexo no
plano (R2, U), onde U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo
a Ui+1 − Ui. Então

L2
V (P ) ≥ 4AUAP + 4AU

∣∣∣ÃCMLC(P )

∣∣∣ , (8.8)
onde LV (P ) indica o comprimento do polígono P na norma dual, AU e AP
indicam respectivamente as áreas da bola unitária e do polígono P e ÃCMLC(P )

indica a área orientada de CMLC(P ).

8.1
Exemplo

Exemplo 8.6. Podemos verificar o Corolário (8.2) caso discreto, utilizando

o exemplo (7.35). Ver figura 7.1. Onde LV (P ) = 17
√

3
8 , A(U) = 3

√
3

2 ,

A(P ) = 47
√

3
64 , ÃCW (P ) = −

√
3

256 , ÃCMLC(P ) = −
√

3
96 .

Substituindo:

A(U)
(
4AP + 8

∣∣∣ÃCW (P )

∣∣∣+ 4
∣∣∣ÃCMLC(P )

∣∣∣) = 3
√

3
2

(
4 · 47

√
3

64 + 8 ·
√

3
256 + 4 ·

√
3

96

)

= 867
64 = 172(

√
3)2

82 = L2
V (P )
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9
Ciclóides e Base Ortonormal - Discreto

Ciclóides clássicas tem a propriedade de que sua dupla evoluta é
homotética a ela mesma. Considerando esta mesma propriedade em um plano
normado (R2, U), onde U é bola unitária poligonal, temos a seguinte definição
(proposição (7.32)):

Definição 9.1. Definimos como Ciclóide discreta F ∈ CU o polígono cuja
função suporte hFi satisfaz a equação

− 1
[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ihF

[Vi, Vi+1]

)
= λhFi , λ ∈ R, (9.1)

que é a discretização natural de segunda ordem da Equação Diferencial de
Sturm-Liouville exibida em [6].

Definição 9.2. Dizemos que λ é autovalor da equação (9.1) se existe
U−função suporte h que satisfaz tal equação. A função h é chamada de
autovetor.

Seja P ∈ CU . Pela equação (6.4) existe uma correspondência entre P e
h de forma que para cada P existe uma e apenas uma função suporte, assim
vamos a partir de agora apresentar CU como espaço das funções suporte e
vamos muni-lo com o produto interno.

Definição 9.3. Sejam h, h ∈ CU então definimos o produto interno

〈h, h〉U =
2n∑
k=1

hkhk[Uk, Uk+1] (9.2)

onde h e h correspondem a funções suportes de dois polígonos em CU .

Lema 9.4. Seja h ∈ CU . A transformação linear T tal que

Th = (Thi)i∈N =
(
− 1

[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
i∈N

,

definida em CU é auto-adjunta com respeito ao produto interno (9.2).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 9. Ciclóides e Base Ortonormal - Discreto 70

Demonstração.

〈Th, s〉U =
2n∑
i=1

siThi[Ui, Ui+1]

=
2n∑
i=1
−si

(
1

[Ui, Ui+1]∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
[Ui, Ui+1]

=
2n∑
i=1
−si∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

)

=
2n∑
i=1

∆is∆ih

[Vi, Vi+1]

=
2n∑
i=1
−hi∇i

(
∆is

[Vi, Vi+1]

)

=
2n∑
i=1

hiTsi[Ui, Ui+1] = 〈Ts, h〉U

�

Suponhamos que o raio de curvatura r de P satisfaça a equação (10.1) com
λ 6= 1, então hi = ri

1− λ satisfaz (10.1). Reciprocamente se a função suporte h
do polígono P satisfaz (10.1) então pela equação (7.6), ri = hi(1− λ) também
satisfaz (10.1).
Segundo [7], λ = 1 indica as ciclóides discretas abertas que, portanto, não
podem ser representadas por funções suporte periódicas. Assim para λ 6= 1
o polígono P possui tanto para raio de curvatura como função suporte,
na transformação T , mesmos autovalores. Como estamos trabalhando com
polígonos fechados fica justificados o uso de h ao invés de r na transformação
T , Lema (9.4).
O conjunto CU é invariante pela transformação T . Com efeito, lembrando que
o conjunto CU é definido de forma que ∑2n

i=1 ∆iP = 0.

2n∑
i=1

∆iP =
2n∑
i=1

ri∆iU

= −
2n∑
i=1

∆irUi+1

= −
2n∑
i=1

∆ir

[Vi, Vi+1]Ui+1[Vi, Vi+1]
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= −
2n∑
i=1

∆ir

[Vi, Vi+1]∆iV

=
2n∑
i=1
∇i

(
∆ir

[Vi, Vi+1]

)
Vi

=
2n∑
i=1

1
[Ui, Ui+1]∇

(
∆ir

[Vi, Vi+1]

)
∆iU

=
2n∑
i=1

(−Tri)∆iU

Agora basta substituir ri por hi(1− λ), λ 6= 1 e temos o desejado.

Como T é auto-adjunta e CU é invariante nessa transformação teremos pelo
Teorema Espectral que CU possui uma base ortonormal de auto-vetores.
Segundo [7] cada elemento da base é a função suporte de uma ciclóide discreta
fechada. Assim se h ∈ CU , então P é a soma de 2n − 2 ciclóides discretas
fechadas, que é uma generalização da série de Fourier discreta.

Apresentamos agora de acordo com [7] os autovalores associados a
transformação T . Lema (9.4).

λ0(= 0) < λ1
1 = λ1

2(= 1) < λ1
2 ≤ λ2

2 < λ1
3 ≤ λ2

3 < ... < λ1
n−1 ≤ λ2

n−1 < λn,

onde λ0(= 0) indica as ciclóides que são múltiplos da bola, isto é funções
suporte constantes, λ1

1, λ
1
2, indicam ciclóides abertas (não incluídas no nosso

caso) e cada ciclóide associada a λjk possui exatamente 2k cúspides. Também,
se k é par, a ciclóide é simétrica, e se k é ímpar, a ciclóide tem largura zero.
Dessa forma se h ∈ CU teremos:

h = h0 + a1
2h

1
2 + a2

2h
2
2 + a1

3h
1
3 + a2

3h
2
3 + ...+ a1

n−1h
1
n−1 + a2

n−1h
2
n−1 + anhn

= h0 + anhn +
2∑
j=1

n−1∑
k=2

ajkh
j
k, a

j
k, an ∈ R, k ≥ 2, j = 1, 2 (9.3)

Corolário 9.5. O conjunto H := {h0, h
1
2, h

2
2, h

1
3, h

2
3, ..., h

1
n−1, h

2
n−1, hn} é base

ortonormal de CU .

Do corolário temos que ∀h1, h2 ∈ H

〈h1, h2〉 = A(U), se, h1 = h2 (9.4)
e
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〈h1, h2〉 = 0, se, h1 6= h2, (9.5)
Sabemos também segundo [7] que

hjki = (−1)khjki+n , i ∈ N, j = 1, 2, k = 2, ..., n− 1, (9.6)

hni = (−1)nhni+n , n ∈ N (9.7)

Teorema 9.6. Sejam {h0, h
1
2, h

2
2, h

1
3, h

2
3, ..., h

1
n−1, h

2
n−1, hn} base ortonormal de

CU e F j
k ciclóide associada à função suporte hjk. Então

1. CW (F j
k ) = F j

k e CMLC(F j
k ) = {0}, k ímpar.

2. CW (F j
k ) = {0} e CMLC(F j

k ) = F j
k , k par.

Demonstração. Para k ímpar a equação (9.6) e a proposição (7.6) implicam
que F j

ki
= F j

ki+n
, então CW (F j

ki
) = F j

ki
. Pela proposição (7.16) CMLC(F j

ki
) =

{0}. Para k par a equação (9.6) e a proposição (7.9) mostram que F j
k é simétrica

e portanto CW (F j
k ) = {0}. Pela equação (9.5) temos

LV (F j
ki

) =
2n∑
i=1

rF j
ki

[Ui, Ui+1]

=
2n∑
i=1

hjki(1− λ
j
k)[Ui, Ui+1] = 0

Portanto wF j
k

= LV (F j
k )

A(u) = 0 e simetria implicam CMLC(F j
k ) = F j

k �

9.1
Áreas e Comprimentos

Nessa seção vamos apresentar o cálculo de áreas orientadas e
comprimento dual de polígonos em CU estudados até o momento, utilizando a
base ortonormal de CU , corolário (9.5), isto é, a série de Fourier generalizada
discreta.

2Ã(CW (P )) = 1
2

2n∑
i=1

[CW (Pi),∆iCW (P )]

= 1
2

2n∑
i=1

[CW (Pi), CW (Pi+1)]
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= 1
2

2n∑
i=1

(
hCW (Pi)

)2
[Ui, Ui+1]−

(
∆ihCW (P )

)2

[Vi, Vi+1]

= 1
2

2n∑
i=1

(
hi − hi+n

2

)2

[Ui, Ui+1]− (∆ih−∆i+nh)2

[Vi, Vi+1]

= 1
2A(P )− 1

4

2n∑
i=1

hihi+n[Ui, Ui+1]− (∆ih) (∆i+nh)
[Vi, Vi+1]

= 1
2A(P )− 1

4

2n∑
i=1

h0i + anhni +
n−1∑
k>2
j=1,2

ajkh
j
ki


h0i+n + anhni+n +

n−1∑
k>2
j=1,2

ajkh
j
ki+n

 [Ui, Ui+1]

− 1
[Vi, Vi+1]

an∆ihn +
n−1∑
k>2
j=1,2

ajk∆ih
j
k


an∆i+nhn +

n−1∑
k>2
j=1,2

ajk∆i+nh
j
k


= A(P )

2 − 1
4

2n∑
i=1

h2
0[Ui, Ui+1]− 1

4(an)2(−1)n
2n∑
i=1

(hni)2[Ui, Ui+1]

− 1
4

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(−1)k
2n∑
i=1

(hjki)
2[Ui, Ui+1] + 1

4(−1)n(an)2
2n∑
i=1

(∆ihn)2

[Vi, Vi+1]

+ 1
4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2
2n∑
i=1

(∆ih
j
k)2

[Vi, Vi+1]

= A(P )
2 − 2A(U)

4 h2
0 −

A(U)
4 (−1)n(an)2 − A(U)

4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2

+ A(U)
4 (an)2(−1)nλn + A(U)

4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2λjk

= A(P )
2 − 2A(U)

4 h2
0 + A(U)

4 (−1)n(an)2(λn − 1) + A(U)
4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2(λjk − 1)

= h2
0A(U)

2 − A(U)
4 (an)2(λn − 1)− A(U)

4

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)

− A(U)
2 h2

0 + A(U)
4 (−1)n(an)2(λn − 1) + A(U)

4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2(λjk − 1)

= −A(U)
4

(an)2(λn − 1)(1− (−1)n) +
n−1∑

k=ímpar
j=1,2

2(ajk)2(λjk − 1)



= −A(U)
2

(an)2(λn − 1)(1− (−1)n)
2 +

n−1∑
k=ímpar
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521409/CA



Capítulo 9. Ciclóides e Base Ortonormal - Discreto 74

ÃCMLC(P ) = 1
2

2n∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCMLC(P )]

= 1
2

2n∑
i=1

[CMLC(Pi), CMLC(Pi+1)]

= 1
2

2n∑
i=1

(
hCMLC(Pi)

)2
[Ui, Ui+1]−

(
∆ihCMLC(P )

)2

[Vi, Vi+1]

= 1
8

2n∑
i=1

(hi + hi+n − wP )2 [Ui, Ui+1]− (∆ih+ ∆i+nh)2

[Vi, Vi+1]

= 1
4

(
2A(P )− 4h0A(U)wP + (wP )2A(U) +

2n∑
i=1

hihi+n[Ui, Ui+1]− (∆ih) (∆i+nh)
[Vi, Vi+1]

)

= 1
4(2A(P )− 4h0A(U)wP + (wP )2A(U) + 2A(U)h2

0 − A(U)(−1)n(an)2(λn − 1)

− A(U)
n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2(λjk − 1))

= 1
2

h2
0A(U)− A(U)

2 (an)2(λn − 1)− A(U)
2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)

− h2
0A(U)

+ 1
2A(U)h2

0 −
A(U)

4 (−1)n(an)2(λn − 1)− A(U)
4

n−1∑
k>2
j=1,2

(−1)k(ajk)2(λjk − 1)

= −A(U)
2

(an)2(λn − 1)(1 + (−1)n)
2 +

n−1∑
k=par
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)



LV (P ) =
2n∑
i=1
‖∆iP‖V

=
2n∑
i=1

(
hi[Ui, Ui+1] +∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
‖Vi‖

=
2n∑
i=1

hi[Ui, Ui+1]

=
2n∑
i=1

h0i + anhni +
n−1∑
k>2
j=1,2

ajkh
j
ki

 [Ui, Ui+1]

= h0

2n∑
i=1

[Ui, Ui+1] + an
2n∑
i=1

hni [Ui, Ui+1] +
n−1∑
k>2
j=1,2

ajk

2n∑
i=1

hjki [Ui, Ui+1]

= 2h0A(U)
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ÃP = 1
2

2n∑
i=1

[Pi, Pi−1 − Pi]

= 1
2

2n∑
i=1

[Pi,∆iP ]

= 1
2

2n∑
i=1

[
hiUi + (∆i−1h) Vi

[Vi−1, Vi]
,

(
hi[Ui, Ui+1] +∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

))
Vi

]

= 1
2

2n∑
i=1

(hi)2[Ui, Ui+1] + hi∇i

(
∆ih

[Vi, Vi+1]

)

= 1
2

2n∑
i=1

(hi)2[Ui, Ui+1]−
(

(∆ih)(∆ih)
[Vi, Vi+1]

)

= 1
2

2n∑
i=1

(hi)2[Ui, Ui+1]− (∆ih)2

[Vi, Vi+1]

= 1
2

2n∑
i=1

h0i + anhni +
n−1∑
k>2
j=1,2

ajkh
j
ki


2

[Ui, Ui+1]−

(
an∆ihn +∑n−1

k>2
j=1,2

ajk∆ih
j
k

)2

[Vi, Vi+1]

= h2
0
1
2

2n∑
i=1

[Ui, Ui+1] + 1
2(an)2

2n∑
i=1

(hni)2[Ui, Ui+1] + 1
2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2
2n∑
i=1

(hki)2[Ui, Ui+1]

− 1
2

2n∑
i=1

(an)2 (∆ihn)2

[Vi, Vi+1] −
1
2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2
2n∑
i=1

(
∆ih

j
k

)2

[Vi, Vi+1]

= h2
0A(U) + 1

2(an)2A(U) + 1
2A(U)

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2 − 1
2(an)2λnA(U)− 1

2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2λjkA(U)

= h2
0A(U) + A(U)

2 a2
n(1− λn) + A(U)

2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(1− λjk).

Corolário 9.7. Todo polígono P ∈ CU com V−comprimento zero, isto é,
h0 = 0 possui ÃP < 0. Em particular a proposição (7.27) está demonstrada.
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9.2
Outra Prova - Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado - Discreto

Teorema 9.8. Seja P = {P1, ..., P2n} polígono em CU no plano (R2, U), onde
U = {U1, ..., U2n} é a bola unitária e Pi+1 − Pi é paralelo a Ui+1 − Ui. Então

L2
V (P ) = 4AUÃP − 8AUÃCW (P ) − 4AUÃCMLC(P ), (9.8)

onde LV (P ) indica o V−comprimento com sinal do polígono P , AU indica
área da bola unitária e Ã(P ), ÃCW (P ) e ÃCMLC(P ) indicam respectivamente as
áreas com sinal de P , CW (P ) e CMLC(P ).

Demonstração. Da seção anterior temos

LV (P ) = 2h0AU (9.9)

ÃP = h2
0AU −

AU
2 (an)2(λn − 1)− AU

2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1) (9.10)

ÃCW (P ) = −AU4

(an)2(λn − 1)(1− (−1)n)
2 +

n−1∑
k=ímpar
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)

 (9.11)

ÃCMLC(P ) = −AU2

(an)2(λn − 1)(1 + (−1)n)
2 +

n−1∑
k=par
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)

 (9.12)

Observe que ÃCW (P ) ≤ 0 e ÃCWMS(P ) ≤ 0 pois λjk > 1(ver [7]). Substituindo.

4AUÃP − 8AUÃCW (P ) − 4AUÃCMLC(P ) =
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4AU

h2
0AU −

AU
2 (an)2(λn − 1)− AU

2

n−1∑
k>2
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)



+ 8AU
AU
4

(an)2(λn − 1)(1− (−1)n)
2 +

n−1∑
k=ímpar
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)



+ 4AU
AU
2

(an)2(λn − 1)(1 + (−1)n)
2 +

n−1∑
k=par
j=1,2

(ajk)2(λjk − 1)


= 4h2

0 (AU)2 = (2h0AU)2 = L2
V (P )

�
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10
Curvas Rosáceas

Uma m−rosácea é uma curva suave fechada com curvatura não-nula e
número de rotações igual a m onde m é um inteiro positivo(ver [3], [15]). O
conjunto das m−rosáceas é representado por Hm, veja definição (2.8).

Observe que pela definição (2.8) as curvas m−rosácea são 2mπ−periódicas.
Por [6], teorema (4.4), utilizando uma norma qualquer do plano podemos
calcular os autovalores λjk,m da equação (5.1) e seus respectivos autovetores
hjk,m(ciclóides) para curvas fechadas com m rotações, isto é, m−rosácea. No
caso euclidiano, por exemplo, a função suporte h(θ) da m−rosácea pode ser
escrita utilizando Fourier como

h(θ) = h0 +
∞∑
k=1

an cos
(
kθ

m

)
+ bn sin

(
kθ

m

)
, θ ∈ [0, 2mπ]. (10.1)

10.1
Exemplo

Exemplo 10.1. Considere u(θ) = (cos(θ), sin(θ)) como bola unitária, h(θ) =
cos( θ2) + 2 função suporte de uma 2−rosácea. Seja γ(θ) uma parametrização
de 2−rosácea. Utilizando a equação

γ(θ) = h(θ)u(θ) + h′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

teremos

γ(θ) = (cos(t/2) cos(t) + (sin(t/2) sin(t))/2 + 2 cos(t), cos(t/2) sin(t)

− (sin(t/2) cos(t))/2 + 2 sin(t))
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Figura 10.1: 2−rosácea

De acordo com [25] para cada m−rosácea podemos calcular (m+1)m
2

"ramos"de Cáusticas de Wigner. Nós vamos nos deter a apenas um dentre
esses "ramos"de Cáusticas de Wigner, pois a partir dele obtemos a igualdade
isoperimétrica. Para obter "ramos"de Cáustica de Wigner basta variar k =
1, ...,m da definição CW (θ) = (γ(θ) + γ(θ + kπ))/2. Vamos nos deter no caso
k = m.

10.2
Cáustica de Wigner

Definição 10.2. Seja γ ∈ Hm. Chamamos Evoluta de Área ou Cáustica de
Wigner (CW) γ o conjunto

CW (γ)(θ) = {(γ(θ) + γ(θ +mπ))/2; θ ∈ [0, 2mπ]}.

Como CW (γ)(θ) = CW (γ)(θ + mπ) temos que CW (γ)(θ) possui período
mπ e dá duas voltas no intervalo [0, 2mπ]. Seus cúspides ocorrem quando
r(θ) = ((−1)m+1)r(θ + mπ), pois CW ′(γ)(θ) =

(
r(θ)+(−1)mr(θ+mπ)

2

)
u′(θ). A

função suporte de CW (γ)(θ) é

hCW (γ) = [γ(θ) + γ(θ +mπ))/2, v(θ)] = 1
2 (h(θ) + (−1)mh(θ +mπ)) . (10.2)

Onde h(θ) é a função suporte de γ.
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10.3
Conjunto de Medida de Largura Constante

Definição 10.3. Seja γ ∈ Hm. Definimos como Conjunto de Medida de
Largura constante de γ, abreviado por CMLC(γ),

CMLC(γ)(θ) =
{1

2

(
γ(θ)− γ(θ +mπ)− wγ

m
u(θ)

)
, θ ∈ [0, 2mπ]

}

Ver [25] para versão Euclidiana do CMLC.

A função suporte de CMLC é

hCMLC(γ)(θ) = 1
2

[
γ(θ)− γ(θ +mπ)− wγ

m
u(θ), v(θ)

]
(10.3)

= 1
2

(
h(θ)− (−1)mh(θ +mπ)− wγ

m

)
. (10.4)

10.4
Decomposição da curva γ ∈ Hm como soma de Caústica de Wigner,
CMLC e bola unitária.

Proposição 10.4. γ ∈ Hm. γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) + wγ
2mu(θ) e

hγ(θ) = hCW (γ)(θ) + hCMLC(γ)(θ) + wγ
2m .

Corolário 10.5. γ ∈ Hm. γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) e hγ(θ) =
hCW (γ)(θ) + hCMLC(γ)(θ) ⇔ Lv(γ) = 0

É simples ver que os resultados acima são consequência do fato que

γ(θ) = γ(θ) + γ(θ +mπ)
2 + γ(θ)− γ(θ +mπ)

2 .

Pela proposição (10.5) podemos reescrever γ utilizando bases ortonormais.
Com efeito

γ(θ) = hCW (θ)u(θ) + (hCW )′(θ)
[v(θ), v′(θ)]v(θ)

+ hCMLC(θ)u(θ) + (hCMLC)′(θ)
[v(θ), v′(θ)] v(θ) + wγ

2mu(θ)
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mpar ⇒ γ(θ) =

h0 +
∞∑
k par
j=1,2

ajkh
j
k,m(θ)

u(θ) +
∑∞
k par a

j
k(h

j
k,m)′(θ)

[v(θ), v′(θ)] v(θ)

+

 ∞∑
k ímpar
j=1,2

ajkh
j
k,m(θ)− h0

u(θ) +
∑∞
k ímpar a

j
k(h

j
k,m)′(θ)

[v(θ), v′(θ)] v(θ)

+ wγ
2mu(θ).

m ímpar ⇒ γ(θ) =

 ∞∑
k impar
j=1,2

ajkh
j
k,m(θ)

u(θ) +
∑∞
k impar a

j
k(h

j
k,m)′(θ)

[v(θ), v′(θ)] v(θ)

+

 ∞∑
k par
j=1,2

ajkh
j
k,m(θ)

u(θ) +
∑∞
k par a

j
k(h

j
k,m)′(θ)

[v(θ), v′(θ)] v(θ)

+ wγ
2mu(θ).

10.5
Cuspides CMLC e Cáustica de Wigner

Teorema 10.6. Seja γ ∈ Hm curva que possui apenas singularidades
ordinárias, isto é, do tipo 2−cúspide. Se m é ímpar então o número de
2−cúspides de CMLC(γ) no intervalo [0, 2mπ] é múltiplo de quatro. Se m
é par e wγ = 0 então o número de 2−cúspides de CMLC(γ) no intervalo
[0, 2mπ] é 2k com k ímpar.

Demonstração. O número de cúspides de CMLC é igual ao número de zeros
de rCMLC(γ)(θ) = 1

2(r(θ)− (−1)mr(θ + mπ)− wγ
m

) no intervalo de 0 até 2mπ.
Para m ímpar rCMLC(γ)(θ) = rCMLC(γ)(θ+mπ) então o número de cúspides de
CMLC(γ) de 0 a mπ é par, como rCMLC(γ)(θ) é mπ−periódica para m ímpar
concluímos que o números de cúspides deve ser múltiplo de quatro. Para m
par rCMLC(γ)(θ) = 1

2(r(θ)− r(θ+mπ)− wγ
m

) como por hipótese wγ = 0 implica
rCMLC(γ)(θ+mπ) = −rCMLC(γ)(θ) então o número de zeros deve ser ímpar em
[0,mπ] e em [mπ, 2mπ]. �
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Teorema 10.7. Seja γ ∈ Hm curva que possui apenas singularidades
ordinárias, isto é, do tipo 2−cúspide. Se m é par então o número de 2−cúspides
de CW (γ) no intervalo [0, 2mπ] é múltiplo de quatro. Se m é ímpar então o
número de 2−cúspides de CW (γ) no intervalo [0, 2mπ] é da forma 2k com k
ímpar.

Demonstração. Observe que CW ′(γ)(θ) = r(θ) + (−1)mr(θ +mπ)
2 u′(θ).

Assim, rCW (γ)(θ) = r(θ) + (−1)mr(θ +mπ)
2 . Se m é par então rCW (γ)(θ) =

rCW (γ)(θ + mπ) então o número de zeros de rCW (γ) de θ até θ + mπ é par. Se
m é impar então rCW (γ)(θ) = −rCW (γ)(θ + mπ) então o número de zeros de θ
até θ +mπ é ímpar. Temos o desejado. �

Destacamos que os dois resultados anteriores são válidos para
2−cúspides, isto é, se γ ∈ Hm é tal que γ′(α) = 0 então r(α) = 0 e
r′(α) 6= 0 onde r é o raio de curvatura.

No teorema 10.6 temos a condição wγ = 0 para m par. Como contra
exemplo considere o CMLC de função suporte hCMLC(θ) = 5 cos(3θ/4) −
cos(θ/4)− 2 e considere como bola unitária o círculo Euclidiano. Neste contra
exemplo m = 4, wγ = 16 e o número de 2−cúspides é 4.

10.6
Exemplo

Exemplo 10.8. Considere u(θ) = (cos(θ), sin(θ)) como bola unitária, h(θ) =
cos( θ2) + 2 função suporte de uma 2−rosácea. Seja γ(θ) uma parametrização
de 2−rosácea. Podemos calcular CW (γ) e CMLC(γ).

Figura 10.2: 2−rosácea, CW, CMLC
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10.7
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para m−rosáceas

Teorema 10.9 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para curvas
m−rosáceas). Seja γ uma m−rosáceas em Hm no plano (R2, U), onde U é a
bola unitária. Então

I) Se m é ímpar então

L2
v(γ) = 4mAUÃγ − 8mAUÃCW (γ) − 4mAUÃCMLC(γ). (10.5)

II) Se m é par então

L2
v(γ) = −4mAUÃγ + 8mAUÃCW (γ) + 4mAUÃCMLC(γ). (10.6)

onde Lv(γ) indica o comprimento com sinal da curva γ na norma dual, AU
a área da bola unitária, Ãγ, ÃCW (γ) e ÃCMLC(γ) indicam respectivamente as
áreas com sinal de γ, CW (γ) e CMLC(γ).

Demonstração.
Pela proposição (10.4) temos

γ(θ) = CW (γ)(θ) + CMLC(γ)(θ) + wγ
2mu(θ).

Vamos proceder da seguinte maneira: calcular a área de γ(θ) utilizando a
proposição (10.4) e assim obter a Igualdade Isoperimétrica. Iremos também
utilizar um resultado de integração por partes

� 2mπ

0
[f ′(t), g(t)]dt = −

� 2mπ

0
[f(t), g′(t)]dt,

onde f, g são de classe C1 e que
� 2mπ

0
[CMLC(γ)(θ), CW ′(γ)(θ)]dθ = − L

2
v(γ)

4mAU
(1 + (−1)m),

e � 2

0
[u(θ), CW ′(θ) + CMLC ′(θ)]dθ = 0.
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Ã(γ) = 1
2

� 2mπ

0
[γ(θ), γ′(θ)] dθ

= 1
2

� 2mπ

0

[
CW (θ) + CMLC(θ) + wγ

2mu(θ), CW ′(θ) + CMLC ′(θ) + wγ
2mu′(θ)

]
dθ

= 1
2

� 2mπ

0
[CW (θ), CW ′(θ)] dθ + 1

2

� 2mπ

0
[CMLC(θ), CMLC ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2mπ

0

w2
γ

4m2 [u(θ), u′(θ)] dθ + 1
2

� 2mπ

0
[CW (θ), CMLC ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2mπ

0

wγ
2m [CW (θ), u′(θ)] dθ + 1

2

� 2mπ

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2mπ

0

wγ
2m [CMLC(θ), u′(θ)] dθ + 1

2

� 2mπ

0

wγ
2m [u(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2mπ

0

wγ
2m [u(θ), CMLC ′(θ)] dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4m2mAU + 1
2

� 2mπ

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ

+ 1
2

� 2mπ

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ +

� 2mπ

0

wγ
2m [u(θ), CW ′(θ)]dθ

+
� 2mπ

0

wγ
2m [u(θ), CMLC ′(θ)]dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) +
w2
γ

4m2mAU + wγ
2m

� 2mπ

0
[u(θ), CW ′(θ) + CMLC ′(θ)]dθ

+
� 2mπ

0
[CMLC(θ), CW ′(θ)] dθ

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) + L2
v(γ)

4mAU
− L2

v(γ)
4mAU

(1 + (−1)m)

= 2ÃCW (γ) + ÃCMLC(γ) − (−1)m L
2
v(γ)

4mAU
⇒ (−1)(m+1)L2

v(γ) = 4mAUÃγ − 8mAUÃCW (γ) − 4mAUÃCMLC(γ)

�
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11
Curvas Rosáceas - Discretas

Considere um plano normado com bola unitária U = {U1, ..., U2n}.
Conforme a definição (6.2) uma m−rosácea discreta

P = {P1, ..., P2n, P2n+1, ..., P4n, ..., P2n(m−1)+1, ..., P2mn},

é polígono fechado com número de rotações igual a m onde m é um inteiro
positivo e para cada j ∈ {1, ..., 2mn} existe um i ∈ {1, ..., 2n} tal que
i ≡ jmod(2n) e PjPj+1 ‖ UiUi+1. O conjunto das m−rosáceas discretas é
representado por CU −m.

Figura 11.1: Bola unitária U e 2−rosácea P

Para cada m−rosácea discreta podemos calcular (m+1)m
2 "ramos"de

Cáusticas de Wigner. Nós vamos nos deter a apenas um dentre esses "ramos"de
Cáusticas de Wigner, pois a partir dele obtemos a igualdade isoperimétrica.
Para obter "ramos"de Cáustica de Wigner basta variar k = 1, ...,m da definição
CW (Pi) = (Pi + Pi+kn))/2. Vamos nos deter no caso k = m.
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11.1
Cáustica de Wigner

Definição 11.1. Seja P ∈ CU −m. Chamamos Evoluta de Área ou Cáustica
de Wigner (CW) de P o conjunto

CW (P ) = {(Pi + Pi+mn)/2; i ∈ {1, ..., 2mn}}.

Como CW (Pi) = CW (Pi+mn) temos que CW (P ) possuimn vértices. A função
suporte de CW (P ) é

hCW (Pi) = [(Pi + Pi+mn)/2, Vi] = 1
2 (hi + (−1)mhi+mn) . (11.1)

Onde hi é a função suporte de P .

11.2
Conjunto de Medida de Largura Constante

Definição 11.2. Seja P ∈ CU −m. Definimos como Conjunto de Medida de
Largura constante de P , abreviado por CMLC(P ),

CMLC(P ) =
{1

2

(
Pi − Pi+mn −

wP
m
Ui

)
, i ∈ {1, ..., 2mn}

}

A função suporte de CMLC é

hCMLC(Pi) = 1
2

[
Pi − Pi+mn −

wP
m
Ui, Vi

]
(11.2)

= 1
2

(
hi − (−1)mhi+mn −

wP
m

)
. (11.3)

11.3
Decomposição do polígono P ∈ CU−m como soma de Caústica de Wigner,
CMLC e bola unitária.

Proposição 11.3. P ∈ CU − m, Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi) + wP
2mUi e

hPi = hCW (Pi) + hCMLC(Pi) + wP
2m .
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Corolário 11.4. P ∈ CU − m, Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi) e hPi =
hCW (Pi) + hCMLC(Pi) ⇔ LV (P ) = 0

É simples ver que os resultados acima são consequência do fato que

Pi = Pi + Pi+mn
2 + Pi − Pi+mn

2 .

11.4
Cúspides CMLC e Cáustica de Wigner

Teorema 11.5. Considere o polígono P em CU − m. Se m é ímpar então
o número de cúspides de CMLC(Pi) onde i ∈ {1, ..., 2mn} é múltiplo de
quatro. Se m é par e wP = 0 então o número de cúspides de CMLC(Pi)
onde i ∈ {1, ..., 2mn} é da forma 2k, k ímpar.

Demonstração. O número de cúspides de CMLC(P ) é igual ao número
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos. Sabemos
que rCMLC(Pi) = (ri − (−1)mri+mn − wP

m
)/2. Para m ímpar rCMLC(Pi) =

(ri + ri+mn − wP
m

)/2 o que implica rCMLC(Pi) = rCMLC(Pi+mn). Uma vez que
LV (CMLC(P )) = 0 temos

rCMLC(P1)[U1, U2] + rCMLC(P2)[U2, U3] + ...+ rCMLC(Pmn)[Umn, Umn+1] = 0

e

rCMLC(Pmn+1)[Umn+1, Umn+2]+rCMLC(Pmn+2)[Umn+2, Umn+3]+...+rCMLC(P2mn)[U2mn, U2mn+1] = 0.

Das igualdades anteriores e pelo fato de [Ui, Ui+1] > 0, ∀i ∈ {1, ..., 2n},
concluímos que existe pelo menos um k ∈ {1, ...,mn} tal que rCMLC(Pk) < 0
assim o número de trocas de sinal de k até k+mn deve ser par e pelo menos 2. O
mesmo vale de k+mn até k+2mn. Param par rCMLC(Pi) = (ri−ri+mn−wP

m
)/2.

Por hipótese wP = 0 portanto rCMLC(Pi) = −rCMLC(Pi+mn) implica que número
de trocas de sinal do raio de curvatura em segmentos consecutivos de 1 até
mn+ 1 é ímpar.

�

Teorema 11.6. Considere o polígono P em CU − m. Se m é par então o
número de cúspides de CW (Pi) onde i ∈ {1, ..., 2mn} é múltiplo de 4. Se m
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é ímpar então o número de cúspides de CW (Pi) onde i ∈ {1, ..., 2mn} é da
forma 2k, k ímpar.

Demonstração. Observe que rCW (Pi) = ri + (−1)mri+mn
2 . Se m é par

então rCW (Pi) = rCW (Pi+mn) então o número de trocas de sinal do raio de
curvatura em segmentos consecutivos de 1 até mn + 1 é par. Se m é ímpar
então rCW (Pi) = −rCW (Pi+mn) então o número de trocas de sinal do raio de
curvatura em segmentos consecutivos de 1 até mn+ 1 é ímpar.

�

11.5
Exemplo

Exemplo 11.7. Considere U = {U1, ..., U6} bola hexagonal regular
e P ∈ CU − 2 uma 2−rosácea com raio de curvatura r =
(1/2, 1, 1/2, 1/2, 7/4, 1, 1, 3/2, 1/2, 5/4, 1/2, 1/4). Ver figura 11.1.

Exemplo 11.8. Considere U = {U1, U2, U3, U4} como bola unitária quadrada,
onde U1 = (2,−2), U2 = (2, 2), U3 = (−2, 2), U4 = (−2,−2) e polígono P com
raio de curvatura r = (1/4, 1, 1/2, 3/4, 5/4, 1/2, 1, 3/4).

Então LV (P ) = ∑8
i=1 r1[Ui, Ui+1] = 48 e wP = 48

16 = 3, onde A(U) = 16.
Podemos calcular CW e CMLC.

CW (P1) = (−1
2 ,−

1
2) = CW (P5), CW (P2) = (−1

2 ,
5
2) = CW (P6), CW (P3) =

(−7
2 ,

5
2) = CW (P7), CW (P4) = (−7

2 ,−
1
2) = CW (P8),

CMLC(P1) = (−1, 2), CMLC(P2) = (−1,−3), CMLC(P3) = (1,−3),
CMLC(P4) = (1, 1), CMLC(P5) = (−2, 1), CMLC(P6) = (−2, 0),
CMLC(P7) = (2, 0), CMLC(P8) = (2, 2).

Assim Ã(P ) = 15, Ã(CW (P )) = 9, Ã(CMLC(P )) = 15, m = 2. Podemos
substituir e verificar o teorema (11.7).

− 4mÃ(P )A(U) + 8mÃ(CW (P ))A(U) + 4mÃ(CMLC(P ))A(U) =

4mA(U)(−Ã(P ) + 2Ã(CW (P )) + Ã(CMLC(P )) =

128(−15 + 18 + 15) = 2304 = 482 = L2
V (P )

Ver figura 11.2.
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Figura 11.2: Bola U, 2−rosácea P, CW, CMLC

11.6
Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para m−rosáceas discretas

Teorema 11.9 (Igualdade Isoperimétrica em Plano Normado para polígonos
m−rosáceas discretas). Seja P uma m−rosáceas em CU−m no plano (R2, U),
onde U é a bola unitária. Então

I) Se m é ímpar então

L2
V (P ) = 4mAUÃP − 8mAUÃCW (P ) − 4mAUÃCMLC(P ). (11.4)
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II) Se m é par então

L2
V (P ) = −4mAUÃP + 8mAUÃCW (P ) + 4mAUÃCMLC(P ). (11.5)

onde LV (P ) indica o v−comprimento com sinal do polígono P , AU a área da
bola unitária, ÃP , ÃCW (P ) e ÃCMLC(P ) indicam respectivamente as áreas com
sinal de P , CW (P ) e CMLC(P ).

Demonstração.
Pela proposição (11.3) podemos escrever Pi = CW (Pi) + CMLC(Pi) +

wP
2mUi. Utilizando o operador diferença temos ∆iP = ∆iCW (P ) +

∆iCMLC(P ) + wP
2m∆iU .

A seguir, temos igualdades importantes para a prova.

2mn∑
i=1

[CW (Pi),∆iCMLC(P )] = −
2mn∑
i=1

[∆iCW (P ), CMLC(Pi)] (11.6)

2mn∑
i=1

wP
2m [CW (Pi),∆iU ] =

2mn∑
i=1

wP
2m [Ui,∆iCW (P )] (11.7)

2mn∑
i=1

wP
2m [CMLC(Pi),∆iU ] =

2mn∑
i=1

wP
2m [Ui,∆iCMLC(P )] (11.8)

2mn∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCW (P )] = −L
2
V (P )

4mAU
(1 + (−1)m) (11.9)

2mn∑
i=1

[Ui,∆iCW (P ) + ∆iCMLC(P )] = 0 (11.10)

Vamos calcular a área do polígono P utilizando a proposição (11.3) e as
igualdades (11.6), (11.7) e (11.8), (11.9), (11.10)
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Ã(P ) =

= 1
2

2mn∑
i=1

[Pi,∆iP ]

= 1
2

2mn∑
i=1

[
CW (Pi) + CMLC(Pi) + wP

2mUi,∆iCW (P ) + ∆iCMLC(P ) + wP
2m∆iU

]

= 1
2

2mn∑
i=1

[CW (Pi),∆iCW (P )] + 1
2

2mn∑
i=1

[CW (Pi),∆iCMLC(P )]

+ 1
2

2mn∑
i=1

wP
2 [CW (Pi),∆iU ] + 1

2

2mn∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCW (P )]

+ 1
2

2mn∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCMLC(P )] + 1
2

2mn∑
i=1

wP
2m [CMLC(Pi),∆iU ]

+ 1
2

2mn∑
i=1

wP
2m [Ui,∆iCW (P )] + 1

2

2mn∑
i=1

wP
2m [Ui,∆iCMLC(P )]

+ 1
2

2mn∑
i=1

w2
P

4m2 [Ui,∆iU ]

⇒

Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4m2mA(U) +
2mn∑
i=1

wP
2m [CW (Pi),∆iU ]

+
2n∑
i=1

wP
2m [CMLC(Pi),∆iU ] +

2mn∑
i=1

[CMLC(Pi),∆iCW (P )]

⇒ Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + w2
P

4m2mA(U)− L2
V (P )

4mAU
(1 + (−1)m)

⇒ Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) + L2
V

4mA(U) −
L2
V (P )

4mA(U)(1 + (−1)m)

⇒ Ã(P ) = 2ÃCW (P ) + ÃCMLC(P ) − (−1)mL
2
V (P )

4mAU
⇒ (−1)(m+1)L2

V (P ) = 4mAUÃP − 8mAUÃCW (P ) − 4mAUÃCMLC(P )

�

11.7
Trabalhos Futuros

Pensando em trabalhos futuros temos a seguinte pegunta. Podemos
definir CW e CMLC em um plano normado geral, ou seja, com a bola unitária
convexa mas não necessariamente suave convexa ou poligonal, de forma a obter
uma igualdade isoperimétrica? No caso suave, onde utilizamos bolas unitárias
suaves, vale a Igualdade isoperimétrica para a classe de curvas "porco espinho".
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No caso discreto, onde utilizamos bolas unitárias poligonais, vale a Igualdade
Isoperimétrica para a classe de curvas que são polígonos com lados paralelos a
bola poligonal. E no caso geral, qual a classe correta? Outro fato interessante a
abordar é se teoremas relativos a outros ramos da Cáustica continuam válidos
para bolas não euclidianas.
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