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Implementacao

Dos aspectos relacionados a implementacao, o mais relevante é
a construcao do problema grosso. Neste capitulo mostraremos como
transformar as varidveis relativas a velocidade e a pressao de um problema
fino naquelas de um problema grosso e vice-versa.

Analisemos como transformar, na figura (5.1), os elementos kg nos
elementos kpr. Nas variaveis relativas a velocidade, queremos transformar
U17 U27 U3 €m Uy, U2, Uz, Ug, Us-

Observemos que a variavel U é a que estd na intersecao entre cada

elemento grosso.

Figura 5.1: Dominio Simplificado.

Chamemos de I' € R**3 a matriz relativa a transformacao linear I' : )#3 — R4

que duplica o vetor nos pontos onde hé intersecao. I' possui a forma:

1 = Posicao de fronteira

1 = Posicao de fronteira
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Chamemos de ¥ € R5** a matriz relativa a transformacao linear X : #* —
R5 que multiplica os pontos de intersecao por %, onde ¢ é o nimero de

dominios que dividem a variavel. Neste exemplo ¢ = 2, logo:

1

Y= 1/2 1/2 = Posi¢oes de fronteira.

1

Assim, para U, vetor na fronteira, temos:

_ " -
I Uy 1/2(uy + us)
1
F UQ _ U2 : Z U9 _
Us Uz
Us
U3 1/2(UQ + ’LL3)
. U3 -
_ w -

1/2<U1 —|—UQ)
1/2’&2 + 1/2U2 = U9
1/2(ug + us)

Us

Sejam (M%), (MI%), € R3*? as matrizes relativas as transformagoes
lineares (MI%)y,(MI%)y : R — R3 que extendem (kg)12 em (kp)i23 e

(KG)a2,3 em (Kp)s.45, respectivamente.

A matriz geral relativa & transformacdo linear Mgl : R — R° que

extendem kg em kp fica entao sendo:

MlIgh =%

[ (M1}), 5.1)

., r
(M)
A extensao da variavel relativa a pressao é feita da seguinte forma:

Para (kg) faco (pr)1 = (pr)2 = (pe) e para (kg)2 faco (pr)s = (Pr)a =
(pc)2. A matriz que representa esta transformacao serd chamada M g.Jp.

Nas proximas segoes faremos uma generalizagao destas transformagoes.
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5.1
Extensao das Variaveis Relativas a Velocidade

Vejamos como realizar a transformacao linear das quatro varidaveis que

compoes o retangulo grosso nas respectivas variaveis do problemas fino.

Sejam:

m,n o nimero de divisoes de um elemento grosso na horizontal e na vertical,
respectivamente.

g o numero de variaveis relativas a velocidade de um elemento grosso, com

q = 2mn+n+m.

Observemos que, para estes valores, e considerando m,n como mostrados
na figura (2.I), o nimero de varidveis relativas a velocidade do problema
grosso serd de qg = 2n'm/ +n' +m/, com m' = m/m,n’ = n/n.

Veremos em seguida uma representacao local dos nés onde as quatro
variaveis relativas a velocidade na malha grossa serao transformadas nas ¢

varidveis relativas a velocidade nas malhas finas.

y U’

B

s =
3 x
E1

0} 11

Uy 1 i

LY
? U1o

Figura 5.2: Transformacao U < u.

Seja I}, a seguinte transformacio:
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Ir R — R

x x ) Y x x x x x x
(U01: U1, Uio, Uly) — (Uop UYLy +os Uz U ULy - Upsgs -

T

LU -
» Yonno

ufy, ufy, o ud o udg, by, ub, ).
Sejam X € RMTD>4y € RUHDX4 matrizes da forma:
(m—0)/m 0/m 0 0
(m—1)/m 1/m 0 0

X = ,
(m—m)/m m/m 0 0
00 (R—0)/n 0/n

|00 (ﬁ—.l)/fz 1/@

00 (R—n)/n n/n

A forma matricial M 1% que representa I7 fica entdo sendo:

X
S
up; X
xT
ufy X
. T . T
01 . 01
X €T X
Urm M Uh _ X 11
. y . y
. UlO : UIO
y y Yy
Uqg U11 Y Un
: Y
T
L m _
Y

Observemos que X repete-se n vezes e Y m vezes.

38

. . N - . 1ol ’ ’
A matriz relativa & transformacao linear Mgl}y : VM Fr+m’ _, p2mntmin

que extendem kg em Kp, pode entao ser escrito como:

(MIf)

MI"
MIgh =% (M)

(MI )

(5-2)

Para construir a matriz A do problema grosso, serd usada uma rotina de

acumulacao a ser explicada em (|5.3.1]).
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5.2
Transformacao das Varidveis Relativas a Pressao

Chamemos m,n o nimero de divisoes de um elemento grosso na horizontal
e na vertical, respectivamente. Para transformarmos um problema grosso
em um problema fino nas variaveis relativas a pressao basta observarmos
em qual elemento grosso cada elemento fino esta contido, e entao fazemos
pr = pa, como mostrado na figura (5.3)).

A transformacio representada por MgJ% generalizada é a seguinte:

para cada elemento grosso (kq)q, faco (pr); = (pe)iVj com (kr); C (kg)i.

(K)

K

ooo

Figura 5.3: Elemento Grosso.

Uma vez que tenho Mgl e MgJ%, automaticamente também tenho M gIH
e MgJH pois basta fazer: Mgl = (MgIt)T e MgJl = (MgJh)T.

5.3
Construcao de Cq

Para construir o operador Cg ! usado em 1D primeiro nos preocuparemos

em encontrar Ag, Bg e Bg, pois Cqg = BgA(_;lBg.
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5.3.1
Construcao da matriz Ag

Construimos a matriz Ag utilizando um tipo de interpolagao nos elementos
finos para permitir que o programa construa a matriz A referente ao
problema grosso ao mesmo tempo em que constroi a respectiva matriz fina.
Para isto consideramos o valor da variavel A como uma média entre os
valores dos véarios elementos finos que compde o elemento grosso. A funcao
linear ® do elemento grosso é entao uma combinagao linear das fungoes ¢ do
elemento fino, permitindo assim que a integral feita em cada elemento grosso
para a formacao da matriz A, seja uma combinacao linear das integrais
usadas em cada elemento fino multiplicado pelo respectivo coeficiente de
transformagao da matriz MIgil = (MIg¥)T. Vejamos um exemplo.

Na figura (5.4), temos um elemento grosso e os seus respectivos

elementos finos, para h, = h, e n =m = 4.

Yy
CD11

13 14 15 16

59 6 7 8
¢ ¢
1 2 3 4
Y
P CD10
/ m /

Figura 5.4: Fungoes Grossas.
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A matriz Mg} para este exemplo tem o seguinte formato:

[10] [11]
l !

[10] — _ 3)4

[11] — 0 1)4

Reparemos que dentro do elemento fino de ntimero 1, duas das fungoes ¢

sao tais que:
@y = 16, + 301
q)zlll = 0%1 z¢11

Assim, ao construir a matriz Ag para os indices relativos a [10] e [11]

faremos:

// 1Y, @Y, )dxdy = 1. —// da:dy+— —// dxdy,

o que, em termos de matrizes, equivale simplesmente a acumular a
combinacao dos valores ja calculados para a matriz Ar multiplicando pelos
respectivos coeficientes da matriz de tranformacao da velocidade fina para
a grossa.

Durante a execucao do programa, as matrizes Ag sao construidas, ao
mesmo tempo que as finas, a partir de uma funcao de acumulagao que,
para cada entrada da matriz fina, acumula este ponto nas quatro entradas
respectivas da matriz grossa.

De maneira mais geral temos que, para cada um dos elementos que
eu percorrer no problema fino, acumulo a contribui¢ao deste no elemento

grosso, como mostrado abaixo:

RG RF
Yag, be relacionado com Kg.

(5-4)

J AP, Py, = (f)\(MIgf)qbaF(MIgf)qbbF, Yar, bp relacionado com kg
KFERQG


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024133/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 0024133/CA

Simulagao do Escoamento de Agua e Oleo em Meios Porosos 42

Sendo Ay a matriz grossa, A, a matriz fina, (z,y) as entradas da matriz
Ay, T,y € R? e < indicando acumulacao, o pseudo-cédigo da funcao de

acumulagao é:

Algorithm 4 Acumulador

Dados de entrada:

Par (z;,9) relativo ao problema fino, com z, zo € R2.

Funcoes e operagoes usadas:

Mind(xy,z5) : retorna a entrada (X7, Xs) que representa a func¢ao do
elemento grosso que contém a fungao do elemento fino representado por
(1, 29).

M1Igf: explicada em (5-2)).

function acumula {

1 A (X1, X1) < Mgl (xy, X1).MIgl (29, X1).Ap(1, 22);
2: Ap(X1, Xo) < Mg (v, X1).MIgt (29, Xa).Ap(x1, T2);
3: Ap(Xo, X1) <= Mg (v, Xo). MIgt (29, X1). Ap(1, 22);
4 Ap(Xo, Xo) <= Mg (v, Xo). MIgt (29, Xs).Ap(1, 22);
}

Na primeira parcela da soma em (5-3) temos x; = [11], zo = [10],
Xy = [10], X5 = [11] equivalente a linha 3 do algoritmo [4] Ver figura (5.4)).

5.4
Estrutura de Dados

Sendo as matrizes A e B esparsas sao entao tratadas como operadores
e sao armazenados apenas os valores que podem ser diferentes de zero.
Observemos que a matriz B possui quatro entradas (linhas) potencialmente
nao nulas de acordo com as equacoes . Assim BT € Rimtln x mn o
BY e Rhm xmn mag foram implementadas como B € R+ x 2 ¢
BY € R(+m x 2 peduzindo bastante a meméria armazenada. Observando
as equagoes , vemos que a matriz A possui trés entradas (linhas)
potencialmente ndo nulas. Assim A? € ROnthn x @umtmin) o gy ¢
Rlrtl)m x (2nmtmin) foram implementadas como A% = RHDn X3 ¢ Ay —
R+m X3 reduzindo a quantidade de memdria armazenada também para
o operador A. Ao construir a rotina que multiplica A e B por vetores levamos

em conta a topologia e associamos cada posicao do vetor a respectiva posicao
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do operador. Notemos que para A do tipo matricial a matriz A precisaria

de cinco entradas, isto é, cinco linhas, sendo entdo A® = RMFTIn x5 ¢
AV = \SR(n—‘rl)m x5
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