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3
Modelagem Computacional

3.1

Estrutura Matricial do Método de Elementos Finitos Mistos

Usando as equagoes discretas, o sistema (2-6|) assume a seguinte forma:

Para a equacao da velocidade no eixo x:

Ja ( Nui, of ;) —I—ph o > drdy =[50 pr{(0};,m)ds

Para a equacao da velocidade no eixo y:

Jo ( Hup, 97))

Para a equacao da conservagao da massa:

(G 8uh)wz7jdxdy =0 i=1,..m,  j=1,..

) drdy = [, pr(®Y;, n)ds,

,n

As seguintes integrais que aparecem na expressao sao faceis de calcular,

sendo normalmente realizado de acordo com a estrutura determinada apos

a discretizacao escolhida:

0%%; %1 ouy
fQ Ph 851 dxdy, fQ DPh a;jj dxdy, fQ a—;ﬁbi’jdl'dy?

Jo Sy ydady, [y pnl@lm)ds, [y ol m)ds
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3.1.1
A Matriz A

Pelo teorema do valor médio para integrais [2, pp. 184-185], como A~! ¢é
limitado e integravel em cada um dos elementos de €2, entao sabemos que

existem ndmeros T, TH TIHI TIV TV o TV todos positivos, tais que

2V RE OV R S B Y B Y | 2]
(ver [10]):

11 _ _ )
T;;/6, t=j4, s=1i—1;

/Q)\l sedigdedy = § (T + TH;) /3, t=3, s=4%
T#Lj/& t=y3, s=1+1;
(3-1)
v _ _
Tz‘,j/6» t=7—1, s=1;

[ onatdaay =4 @y 1) g3 t=J s=i
TY, . 1/6 t=7+1, s=i.
(3-2)

Calculamos estas integrais relacionadas com a matriz A, formada por
fungdes que variam com o espago s(x,y), com um método de integragao

dupla, neste caso Quadratura de Gauss (ver [7, pp 218, alg 4.5]).

Adotaremos a seguinte ordenagao dos vetores dos coeficientes de variaveis

nodais:
R -y — -
Uo,1 Ut P11
x Yy
z um,l u’l,n Pm
_ u x _ . y _ . _ .
U= y 9 u = : 9 us = : 9 b= .
u
x Y
U'O,n um,O Pin
T
L um,n . L u?;n,n . L pmv” .

Assim o sistema algébrico resultante de (2-6)) possui o seguinte formato:
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A0 B ] [ e
0 AY BY w | =1 fv
B* BY 0 P g
sendo:
A
AT — . c §R(m+1)n x (m+1)n ’
A5

onde cada bloco Aj eRim+D x (m+1) possui uma estrutura tridiagonal da

forma:

ory, T
T, + T T

(3-3)

TII-

m?]
11 II7
i 2Th; |

e similarmente para o eixo y:

AY — . c §R(n+1)m X (n+1)m

A%,
onde cada bloco A7 eRCHD x (m+1) possui uma estrutura tridiagonal da
forma:
2T,y Ti
L 2T +TY) T

(3-4)

S| =

2,

2TV

\%4
T:
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Definicao 3.1 Chamaremos uma Matriz M de Diagonal Dominante
sempre que, para cada uma de suas linhas t, sendo d; a diagonal e f; a
soma dos valores absolutos dos elementos fora de sua diagonal, obedecer a

sequinte propriedade: |d;| > f;.

Notemos que, para as funcoes escolhidas em (2-5|) temos que V 4,5, T}, =

TH =T =T/Y =1 =T >0 e que de (3-3) e (3-4) vemos que
a matriz formada por A é simétrica. Entao, observando que A é Diagonal
Dominante, pelo Teorema de Gershgorin[I4], pp. 240] que garante estarem
os autovalores \; de A dentro do circulo centrado nas diagonais d; e com

raio do tamanho de f;, temos que V i, A\; > 0, isto é, A é simétrica positiva.

3.1.2
A Matriz B

As duas matrizes B* e BY possuem a seguinte estrutura:

BY
B* — c §Rn(m+1) X nm7
By
onde
_ 1 -
-1 1
-1 1 (m+1) x
-1 1
- _1 -
€
By
BY = L c §Rm(n+1) X nm7
By

onde para cada BY € RntD) x m
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coluna

«— linha j
— linha j+1

26


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024133/CA




