PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210437/CB

3

Filtro, Previsor e Suavizador de Kalman

31

As Trés Formas Basicas de Estimagao do Vetor de Estado

No decorrer do desenvolvimento historico da teoria dos modelos em EE,
tanto sob o enfoque da Estatistica, quanto sob o enfoque da Engenharia, ficou
convencionado que a estimacao do vetor de estado o de um dado modelo deve ser
estratificada em trés categorias bdsicas, conforme o tipo de informagdo —
proveniente do processo estocastico das medidas Y — que estara sendo usado.

No intuito de que se organizem as especulacdes que se seguirdo,
considere-se, para tanto, um processo estocastico p-variado Y, composto de
medidas, seguindo um modelo em EE do tipo descrito na Defini¢do 2.1. Defina-se
o vetor aleatorio ay; com as projegoes ortogonais — ou, de maneira mais formal,
com as imagens da proje¢do ortogonal — das coordenadas univariadas do vetor
de estado oy no subespago fechado gerado pelas coordenadas univariadas de
todas as medidas até o instante j'. Defina-se a matriz Py; = E[(oy - agj)(o - ay)’]
com os erros médios quadraticos incondicionais (ou condicional para o caso de o
modelo em EE tiver pelo menos uma de suas matrizes do sistema dependente do
passado das medidas) associados as projegdes em ay. Ancoradas nesta
nomenclatura, as trés categorias de estimacdo podem ser enunciadas da seguinte

forma:

e Sej<t, tem-se um problema de previsdo ou predigao;
e Sej=t, tem-se um problema de filtragem ou atualizacdo; e

e Sej>t, tem-se um problema de suavizagdo ou interpolagao.

' Pode ser provado que o espaco das (classes de equivaléncias de) variaveis aleatorias de segunda
ordem definidas em um apropriado espaco de probabilidade (Q2, A, P), munido do produto interno
usual dado pela esperanga do produto cruzado, é um espago de Hilbert. Logo, existe tal projecdo —
transformagdo linear idempotente com nucleo ortogonal a imagem — e esta € tnica, de acordo com
o Teorema 5.52 de Kubrusly (2001). No préoximo capitulo, estes topicos serdo novamente
revisitados.
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O que as recursdes do Filtro de Kalman fornecem sdo justamente as
projecdes ortogonais das coordenadas dos vetores de estado sobre o subespago
gerado por um conjunto de informagdes provenientes de medidas, as quais sdo
dadas convenientemente em uma forma analitica que explora, como serd visto
mais adiante, a dindmica temporal do modelo em EE linear. De acordo com o tipo
de informacao utilizado, da-se as recursdes o nome previsor, filtro ou suavizador
(ou, de forma equivalente, preditor, atualizador ou interpolador), e ao vetor
aleatorio ay; 0 nome de previsto, filtrado ou suavizado (ou, de forma equivalente,
predito, atualizado ou interpolado).

Antes de se apresentarem as recursoes de Kalman para cada uma das trés
categorias, ¢ preciso e conveniente que se estabeleca uma notagdo basica, qual

seja:

« ay € Py; sdo definidos como antes.

« a =ay. € o vetor de previstos 1 passo a frente;

e Pi=Py=E[(oi-a)(ax-a)’];

e Ui=Y:- SA(t =Y, - Za - d; € o vetor de inovagoes; ¢

. Ft = E(Utl)t’) = ZtPtZt, + Ht.

3.2

Previsao

Para o problema de previsao, as recursdes de Kalman sdao dadas de forma
bem natural, a qual explora as propriedades de linearidade da proje¢dao ortogonal.
Suponha-se, entdo, que seja de interesse prever o vetor de estado no instante t + h,
para algum horizonte h, com base na informacdo proveniente das medidas até t.
Na notagdo estabelecida na sec¢do anterior, deseja-se obter aun:. Usando a

estrutura da equagdo (2.1), deduz-se que as recursdes desejadas” sdo

? Supde-se, sem perda de generalidade, que as matrizes do sistema ndo dependem do passado das
medidas. Caso contrario, algumas modificagdes rigorosas sdo necessarias para h > 1, as quais ndo
sdo exploradas nesta Dissertagao.
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Um caso particular de grande interesse € a questdo da previsdao 1 passo a
frente. Para tanto, basta fazer h = 1 nas recursdes em 3.1, o que gera as
comumente chamadas equacgoes de previsdo do Filtro de Kalman — nomenclatura

que sera usada no decorrer da Dissertacdo — as quais sao dadas por

a,, = Ta,

P, =TP,T+RQR,

tTtt Tt

+ C,
(3.2)

As equagdes em (3.2) desempenham papel importante, pois estas sao
necessarias para a implementa¢do das recursdes referentes ao problema de

atualizacdo a ser discutido a seguir.

3.3

Atualizagao

Para o problema de atualizacdo, as respectivas recursdes do Filtro de

Kalman s3o dados de acordo com o seguinte

Teorema 3.1. (O Filtro de Kalman) Seja Y. um processo estocdstico p-variado
com uma representagdo em EE do tipo dado nas equagoes em (2.1). Entdo, o
vetor de projecoes ay e a matriz de erros médios quadraticos associada Py, sdo

dados por

_ -l
ay= at+ PtZtFt U,

- (3.3)
Pt/t: Pt - PtZtFt ZtPt

Se, porventura, ¥ ndo for invertivel, entdo se pode fazer uso de uma inversa

generalizada.

Prova: Vide Brockwell e Davis (1996) ou Duncan e Horn (1972). [
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Sao pertinentes as seguintes observagdes a respeito do ultimo Teorema:

1) As recursdes em (3.3) sd@o chamadas na literatura de equagoes de
atualizagdo do Filtro de Kalman. Esta nomenclatura sera também adotada
nesta Dissertacao.

2) Como pode ser visto, as equacdes de atualizacdo dependem das equagdes
de previsdo, e vice-versa. Esta caracteristica promove um meio de se
suprimir uma delas via processo de substituicdo. Por exemplo, as
expressoes das equacdes de atualizagdo podem ser substituidas nas
expressoes das equagdes de previsdo, gerando o conhecido Filtro de

))3 . ~ . ~
Kalman “2 em 1°", cujas expressoes finais sdo dadas por

a,,=Ta+ ctJ'r TtPtZ:tFt'lvt | (3.4)
P.=TP(T-TPZF'Z)+RQR,
A substituicao inversa (equacdes de previsdo nas equacdes de atualizagdo),
pouco demandada em situagdes praticas, também pode ser obtida. Para
detalhes e expressao final, vide, por exemplo, Bertsekas (1995),
pagina 364.

3) Quando a matriz F; ndo ¢ invertivel, o que se tem, verdadeiramente, ¢ uma
dependéncia linear entre as coordenadas univariadas das medidas até o
instante t. No entanto, independentemente da inversa generalizada
escolhida, a projecdo obtida ainda mantém sua propriedade de unicidade.

4) Pode ser provado (vide se¢do 3.5) que o estimador ay; ¢ mais preciso do
que o estimador a;, no sentido de que Py < P; na ordenacdo usual das
matrizes simétricas.

5) Cita-se que estas recursdes produzem estimadores lineares 6timos sob
fun¢do de perda quadratica. Se, por ventura, o modelo em EE linear for
Gaussiano, entdo se pode provar — vide, por exemplo, Harvey (1989),
Harvey (1993), Tanizaki (1996) ou Durbin e Koopman (2001a) — que tais

recursOes constituem em esperangas condicionais €, portanto, sao

3 Embora esta nomenclatura seja eventualmente usada na Dissertacio, ela nio necessariamente é
adotada de forma padrao na literatura.
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estimadores 6timos globais, ainda sob a funcdo de perda quadratica. Este
mesmo comentario se estende para o Suavizador de Kalman, o qual ¢

apresentado na proxima secao.

3.4

Suavizagao

E examinada agora a questio da suavizagdo, ou seja, como sdo 0s
estimadores do vetor de estado em um dado instante de tempo, com base em
informacdes geradas pelas medidas até este mesmo instante juntamente com a
informacdo proveniente do “futuro” (baseada em medidas de instantes de tempo
posteriores).

O problema da suavizagdo pode ser, por sua vez, subdividido em trés

enfoques, quais sejam:

- Ponto fixo;
- Defasagem fixa; e

- Intervalo Fixo.

Os dois primeiros enfoques sdo procedimentos on-line e podem ser
estudados, por exemplo, em Harvey (1989) e, com maior riqueza de detalhes, por
exemplo, em Anderson e Moore (1979).

O enfoque do intervalo fixo, por sua vez, consiste em um procedimento
off-line, o qual, como investigado mais adiante, se constitui de recursdes do tipo
backward, isto €, que “andam de tras para frente”, percorrendo desde o “futuro”
até o vetor de estado inicial. Este enfoque ¢ o preferencial para andlises
estatisticas, idéia compartilhada também por Harvey (1989) e por Tanizaki
(1996).

Historicamente, o suavizador do intervalo fixo de Kalman passou por duas
formulagdes matematicamente equivalentes, porém de deducdes e eficiéncias
computacionais completamente diferentes. A primeira delas ¢ alicercada em uma
deducdo mais dificil, em um numero maior de multiplicagdes e de inversoes

matriciais, ¢ demanda armazenamento de mais estruturas matriciais do que a
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segunda. Portanto, nao ¢ dificil concluir, inclusive com base em publica¢des mais
recentes sobre o assunto, que esta primeira formulagdo esta caindo paulatinamente
em desuso. Existem diversas referéncias que apresentam sua dedugdo, sendo trés
das mais harmonizadas ao contexto estatistico as de Ansley e Kohn (1982), Kohn
e Ansley (1983) e Hamilton (1994).

A segunda formulagdo, sob outra visada, apresenta diversos atrativos,
como citado em de Jong (1989), o qual ¢, provavelmente, o artigo mais
abrangente e concertado sobre o tema dentro do contexto estatistico: tem solucao

analitica, possui _eficiéncia computacional considerdvel, abrange casos

degenerados com facilidade etc.

Entretanto, antes de tudo, ¢ conveniente estabelecer a seguinte notacao.

Suponha-se, a partir de agora, que seja extraida uma série temporal de tamanho n

do processo de medidas Y. Denote-se @, =a, ¢ Vi = Py,. Com base nesta

notag¢do, apresenta-se agora o

Teorema 3.2. (O Suavizador do Intervalo Fixo de Kalman) Seja Y um processo
estocastico p-variado com uma representa¢do em EE do tipo dado nas equagoes

em (2.1). Entdo, o vetor 4, e a matriz Vi sdo dados pelas expressoes

u’t = at + Ptrt-l

L= thFt_IDt+ (Tt' TtP Z'F-lzt)yrt

tTtt
Vt: Pt_ PtNt—IPt
N, =ZF'Z+(T,-TPZF'Z)N,(T,-TPZF'Z)

tTtt tTtTtt

(3.5)

com 1, =0 e V,=0. Se, porventura, F; ndo for invertivel, entdo se pode fazer uso

de uma inversa generalizada.

Prova: Vide de Jong (1989). O

Podem ser feitas as seguintes observagoes sobre este ultimo Teorema:

1) Observa-se nas recursdes em (3.5) que as equagdes de previsdo e de

atualizacdo de Kalman — ou, de forma compacta, o Filtro de Kalman
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“2 em 1”7 — desempenham papel fundamental para a suavizagdo de
intervalo fixo. Mais especificamente, as quantidades a;, P; e F; dadas
diretamente pelas equagdes em (3.4) se constituem em um input basico,
devendo ser armazenadas para o calculo dos suavizados.

2) Pode ser provado (vide se¢do 3.5) que o estimador @, ¢ mais preciso do

que o estimador ay, no sentido de que V; < Py na ordenacdo usual das
matrizes simétricas.

3) Constata-se, claramente, que ndo ha uma inversdo de matriz adicional
sequer (F; & invertida antes! — vide as equagdes de atualizagao em (3.3) ou
as equacdes do filtro “2 em 1” em (3.4)) nesta formulagdo de de Jong, o
que corrobora, superlativamente, sua eficiéncia computacional. A
formulagdo original, no outro extremo, demanda, além de algumas
multiplicagdes adicionais, mais n-1 inversoes matriciais! Para confirmagao
deste grande aumento de operacdes matriciais, o pesquisador pode
consultar as dedugdes de Ansley e Kohn (1982) ou, se preferir, apenas as
expressoes finais em Harvey (1989), pagina 154.

4) As quantidades 1; ¢ N; além de serem usadas como quantidades
intermediarias no Suavizador do Kalman, também fazem parte de um
conjunto de técnicas de diagnosticos para o modelo em EE, como descrito
em pormenores em de Jong e Penzer (1998) e de forma resumida no final
do capitulo 7 de Durbin e Koopman (2001a). Também ¢ motivador notar
que N; ¢ a matriz de covariancias do vetor aleatorio r;, afirmacao

devidamente demonstrada no capitulo 4 de Durbin e Koopman (2001a).

3.5

Hierarquia de Precisao para as Trés Formas de Estimacao

Enuncia-se e prova-se agora o resultado ja previamente comentado sobre a
ordenagdo existente das precisdes relativas ao Previsor, ao Filtro e ao Suavizador
de Kalman. Para tanto, tenha-se em mente o modelo em EE linear que vem sido
discutido, juntamente com as recursdes de estimacdo apresentadas nas secoes

anteriores.
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Proposicao 3.3. (Hierarquia de precisdo) Vi < Py < Py, na ordenagdo usual das

matrizes simetricas.

Prova: Seja x e R™ . Entao,

x’Vx=x’(P-PN_P)x

= X’(Pt' Pt (Z'tF{th—i_ (Tt- TtPtZItFt_lzt)'Nt (Tt- TtPtZ'tF{th ))Pt )X

< (N¢ é ndo negativa definida) <
< x(P,-PZF'ZP)x = xPyx. Isto demonstra a primeira
desigualdade.

Seguindo, tem-se que
X’ Pyx = x’(P, -PZF'Z P )x < (F'é nio negativa definida) < x’Pix.

Isto demonstra a segunda desigualdade. 0

Esta ultima proposigdo tem um apelo intuitivo bastante claro, cujo
significado pode ser resumido no seguinte: quanto maior a informacdo usada

pelo estimador, melhor serd sua precisdo.

3.6

Inicializagao do Filtro de Kalman

Para a implementacdo das recursdes de Kalman apresentadas nas segdes
anteriores, € necessario, na maioria das situagdes praticas, que se conjeture um
tratamento para o vetor de estado inicial a;. Na Definicdo 2.1, se apresenta a
hipétese de que tal vetor aleatdrio deveria ser de segunda ordem e ndo
correlacionado com os processos de erros da equacdo das medidas e da equagdo
do estado. No entanto, eventualmente hd de se relaxar o pressuposto de
integralidade de segunda ordem, de forma que todas as componentes univariadas
de a,, associadas a coordenadas univariadas ndo estacionarias do processo o,
sejam difusas, isto €, suas variancias sejam arbitrariamente grandes. Este tipo de
procedimento se enquadra, de certa maneira, na questdo de adogdo de prioris ndo

informativas em andlises Bayesianas. Para uma discussdo a respeito deste ultimo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210437/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210437/CB

29

assunto — o de prioris nao informativas — sugere-se aos interessados o estudo do
capitulo 3 de Migon e Gamerman (1999).
No contexto de modelos em Espago de Estado, esta abordagem carece de

uma caracterizagdo um tanto mais particular e mais apropriada.

Definicido 3.4. Dd-se o nome de inicializagdo difusa a qualquer tipo de
inicializag¢do do Filtro de Kalman para um modelo em EE que abranja, pelo

menos, uma coordenada difusa no seu vetor de estado inicial.

Salienta-se que a teoria e a implementacdo de inicializa¢des difusas,
embora indiscutivelmente importantes, se constituem, talvez, na parte mais
laboriosa da modelagem em EE linear.

Durbin ¢ Koopman (2001a) propdem o chamado modelo geral para o

vetor de estado inicial, o qual ¢ dado por

o,=atAd+Rp, , (3.6)

no qual a ¢ um vetor fixo mx1 e conhecido (geralmente nulo), & ¢ um vetor de

dimensao q de quantidades desconhecidas e estocasticas com vetor de média nulo
e matriz de covariancias kI, no ¢ vetor aleatério de segunda ordem com vetor de
médias nulo e matriz de covariancias ndo negativa definida Q04, € as matrizes A e
Ry s@o constituidas de vetores colunas da matriz identidade I mxm, de forma que
A’Rp = 0. A motivagdo da inicializacdo difusa ¢ fazer justamente com que k tenda
a infinito, representando ignorancia mor do analista sobre como ¢ o
comportamento estocastico do bloco J, representante das componentes ndo
estacionarias, do vetor de estado inicial.

Com base no modelo geral dado em (3.6), pode ser deduzido diretamente

que

P=«P,+P, , (3.7)

* Em Durbin e Koopman (2001a), 1 é dito ter distribui¢do normal e sua matriz de covariancias Q,
deve ser positiva definida. Nesta Dissertacdo, foi feita a generalizacdo pertinente, de forma a
concordar com o modelo em EE linear previamente definido no capitulo 2.
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na qual P, = AA’ e P~ = RyQoR,’. O ponto interessante nesta Teoria ¢ que, uma
vez que P, ndo ¢ nula — implicando na existéncia de fato de alguns termos nao
estacionarios no modelo em EE — a mesma incerteza maxima sobre as
componentes de & pode se propagar para alguns estados subseqiientes (a
distribuicdo a posteriori do estado ndo sera propria imediatamente!), até um
instante de tempo d, apds o qual tudo se estabiliza — pois a distribuicdo a
posteriori do estado se torna propria. Alternativamente, pode ser dito que os
vetores de estado, até um instante d, sdo difusos, “por heranga” de o, Se este d
ndo existir para uma dada série temporal, Durbin e Koopman (2001a) definem a
situacdo em tela como degenerada, ou seja, ndo existe informagao suficiente para

o ajuste do modelo em EE proposto (em outras palavras, a série € “pequena”).

3.6.1

Inicializagao Difusa Aproximada

Uma pratica bastante usada para modelos em EE lineares com pelo menos
uma coordenada ndo estaciondria € aproximar K por um niamero muito grande (em
geral, escolhe-se um valor de k entre 10° e 107), incorrendo, assim, em uma
espécie de solucao aproximada para o problema de inicializacao difusa.

O atrativo desta abordagem ¢ a facilidade de implementacdo. No entanto,

se verificam dois inconvenientes:

1) Nao se sabe ao certo quando ¢ o instante de estabilizagdo d. Algumas
regras de cardter ad hoc, ou eventualmente dedutiveis de forma rigorosa,
costumam ser usadas; por exemplo, em um modelo de tendéncia linear
local (vide capitulo 2 de Harvey (1989) ou capitulo 3 de Durbin e
Koopman (2001a) para melhores informagdes), adota-se d = 3 — isto &,
perdem-se as duas primeiras observagdes. Mas ndo ha, em geral,
sustentacdes rigorosas de que um dado instante d escolhido ¢ o correto ou
ndo o ¢, principalmente para modelos multivariados (ou seja, quando Y
for multidimensional).

2) Em Koopman (1997), hd uma discussdo empirica que compara este tipo de

solucdo aproximada com uma exata, sendo esta Gltima topico da proxima
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subsecdo. A conclusdo 14 encontrada ¢ a de que as duas abordagens
destoam entre si, indicando que a inicializa¢do difusa aproximada gera

erros que se propagam no decorrer da filtragem de Kalman.

Apesar destes obstaculos, a inicializagdo difusa aproximada continua a ser

preferencial na maioria de analises praticas com modelagem em EE linear.

3.6.2

Inicializagao Difusa Exata

Um dos temas de pesquisa no escopo da modelagem em EE, ainda
relativamente recente, foi justamente a obtencdo de solugdes exatas para o
problema de inicializa¢do difusa do Filtro de Kalman. Talvez o artigo que mais
tenha se destacado neste nicho seja Koopman (1997). Nesse texto, ¢ proposto o
chamado Filtro de Kalman Exato, o qual se baseia na exploracdo do modelo geral
dado em (3.6) para o vetor de estado inicial e se caracteriza por um conjunto de
recursdes que coincidem com as usuais de Kalman no periodo em que o efeito da
inicializagao difusa (aqui, exata) ja tenha se extinguido — isto ¢, de d+1 em diante.

Dentre as vantagens desta metodologia, citam-se:

1) Fornece, sob enfoque teérico e académico, uma solugdo bem mais
convincente do que a inicializagdo difusa aproximada;

2) Elimina, por defini¢do, qualquer propagacao de erro de aproximacao, uma
vez que esta se constitui numa solugdo exata;

3) Fornece, de maneira elegante e automatica, o instante de estabilizacdo d, o
qual “aparece” nas recursoes. Salienta-se que também ¢ possivel, sob esta
abordagem exata, garantir a existéncia de tal nimero natural d;

4) Promove recursdes apropriadas também para o Suavizador de Kalman,
inclusive no periodo difuso (isto é,emt=1, ..., d); e

5) Promove uma forma direta de se construir a fungdo de verossimilhanga
exata para a estimacdo de parametros desconhecidos referentes a modelos

lineares (condicionalmente) Gaussianos (vide capitulo 7).
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As recursdes do Filtro de Kalman Exato ndo serdo aqui apresentadas.
Encoraja-se, contudo, o pesquisador interessado nesta questdo a estudar as
paginas de 101 a 109 de Durbin e Koopman (2001a) e, para obtencdo de
informagdes adicionais, o artigo de 1997 de Koopman ja citado. Adverte-se que
estes sdo textos relativamente intrincados, estando em um nivel algébrico bem
acima das outras questoes concernentes a teoria dos modelos em EE lineares.

Uma outra maneira de tratamento exato para a questao da inicializag¢do € o
Filtro de Kalman Aumentado, o qual também ¢ discutido em
Durbin e Koopman (2001a). Esta tecnologia, no entanto, se mostra inferior ao
Filtro de Kalman Exato, devido as suas maiores complexidade e demanda
computacional. Especificidades sobre estas comparacdes estdo em Durbin e
Koopman (2001a).

Na parte aplicada da Dissertagdo (capitulo 9), todos os modelos em EE

lineares a serem propostos e ajustados receberdo um tratamento de inicializacdo

difusa exata, via o Filtro de Kalman Exato.
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