PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210437/CB

2

Modelos em Espaco de Estado Lineares: Formulacao Geral

2.1

Definicao Geral de um Modelo Linear

Apresenta-se uma definicdo de modelos em EE lineares que seja a mais

geral e flexivel possivel, e que segue bastante o estilo de Brockwell e Davis

(1996), mas que estabelece uma notagdo mais proxima daquelas adotadas nos

livros Harvey (1989), Harvey (1993) e Durbin ¢ Koopman (2001a).

Definicao 2.1. Seja Yi = (Yu, ..., Yyp), t = 1, 2, ..., um processo estocdstico

p-variado observavel definido em algum espacgo de probabilidade (QQ, A, P). Diz-

se que Y tem uma representagdo em Espaco de Estado linear se existem duas

equagoes, uma das medidas e outra do estado, dadas respectivamente por

Yt: Zta’t+ dt+ gt
a = Tt(x’t+ Ct+ Rtnt

1

2.1)

t=1,2, ...,

nas quais.

ot € um processo estocastico m-variado, em geral ndo observavel,
chamado de vetor de estado ou simplesmente de estado.

€ € um processo estocastico p-variado, em geral ndo observavel, de
segunda ordem, chamado de erro da equagdo das medidas, com vetor de
médias nulo e com matriz de covariancias ndo negativa definida Hs.

Nt € um processo estocdstico r-variado, em geral ndo observavel, de
segunda ordem chamado de erro da equac¢do do estado, com vetor de
médias nulo e com matriz de covaridncias ndo negativa definida Q..

o é um vetor aleatorio m-variado de segunda ordem com vetor de médias

a; e matriz de covaridncias ndo negativa definida P.
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€&, Ms € O sdo vetores aleatorios ndo correlacionados, para quaisquer
instantes t e s.

Z¢, di, He, T¢, ¢, R e Q¢ sao as matrizes do sistema, com dimensoes
apropriadas, de natureza deterministica e conhecida ou, no mdximo,
dependentes de termos passados (isto é, até t-1 no caso das matrizes Zy,

die Hy, e até t no caso das matrizes Ty, c, Ry e Qy do processo Y.

Sdo pertinentes os seguintes comentarios acerca desta ltima definigdo, os

quais proporcionam novas definigdes particulares:

1))

2)

3)

De forma mais direta, quando um processo estocastico p-variado Y se
encaixa nos pressupostos acima, diz-se que Y segue um modelo em
Espaco de Estado linear ou que esta em uma forma de Espaco de Estado
linear.

Quando &, M e a; tém distribuigdes normais e sdo independentes para
quaisquer t e s, entdo todos os vetores aleatorios do modelo também terdo
necessariamente distribuicdes normais (com efeito: a dindmica ¢ linear).
Isto ocorrendo, pode ser dito que Y: segue um modelo em Espaco de
Estado Linear Gaussiano. Esta nomenclatura ¢ estabelecida em Durbin e
Koopman (2001a) e em varios artigos publicados pelos mesmos autores.
Em contrapartida, muitas vezes o modelo aqui definido, de pressupostos
mais flexiveis, recebe o adjetivo wide sense.

Quando pelo menos uma das matrizes do sistema Z;, d; , Hy, Tt, ¢, Ry e Qy
depende de componentes passadas do processo Y; e/ou, além disso, &, 1n¢ e
oy tém distribui¢des condicionais normais e sao condicionalmente
independentes (dado todas as medidas passadas), Harvey (1989) denomina
este modelo de condicionalmente Gaussiano. Esta classe de modelos ainda
pode ser tratada da mesma forma, mas ¢ possivel, contudo, que surjam
alguns problemas analiticos/operacionais, como por exemplo, a pratica de
previsdes e de diagnosticos. Alguns aprofundamentos, inclusive com base
em exemplos, sobre modelos deste tipo podem ser consultados em Harvey

(1989).
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4) Quando pelo menos uma das matrizes Z;, d; , Hi, Ty, ¢t , Ry e Q; €
constante ao longo do tempo, seu indice t pode ser suprimido de forma a
facilitar a notagdo. Por exemplo, se todas estas matrizes forem constantes,
entdo se tem um modelo em EE linear tempo invariante. Esta classe de
modelos apresenta propriedades interessantes e uteis, as quais facilitam a
parte computacional referente ao Filtro de Kalman, fruto de discussdao do
proximo capitulo. Desenvolvimentos e terminologias associadas a modelos
tempo invariante estdo disponibilizadas no capitulo 4 de Anderson e
Moore (1979) e em Harvey (1989).

5) Em geral, as matrizes Z;, d;i , Hy , T¢, ¢, R € Qi costumam abranger
parametros desconhecidos. Portanto, para ajustes do modelo em EE, passa
a ser necessaria a estimacdo destes parametros, sendo as praticas mais
naturais os métodos da maxima verossimilhanga ¢ da quasi maxima
verossimilhanca, os quais sao discutidos no capitulo 7 desta Dissertacao.

6) Em algumas situagdes, pode ocorrer a necessidade de se fazer com que os
processos & € 1M apresentem algum tipo de estrutura de correlagdo. Isto
implica em num novo tipo de modelo em EE, o qual ndo serd abordado
nesta Dissertacdo. Para uma discussdo sobre o tema, sugere-se ao leitor
que veja a secdo 3.2.4 de Harvey (1989), no qual sdo citadas bibliografias
adicionais, ou o capitulo 4 de Chui e Chen (1999) para uma abordagem

mais “engenheira”.

O principal atrativo da formulagdo dada pelas equagdes em (2.1) € o de
que varios modelos de séries temporais podem ser assim escritos (ou seja, podem
ser representados em uma forma de espaco de estado) e, portanto, tratados de

maneira unificada. Citam-se como exemplos, os modelos abaixo.

- Modelos estruturais para séries temporais;

- Modelos ARIMA e SARIMA com fungao de previsdo exata;

- Modelos auto-regressivos com coeficientes variantes de forma estocastica
no tempo (este ¢ um exemplo tipico de modelo condicionalmente
Gaussiano);

- Modelos auto-regressivos vetoriais (VAR);
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- Modelos de regressdao com coeficientes fixos ou variantes de forma
estocdstica no tempo; e

- Modelos de volatilidade estocastica com solugdo aproximada.

Aos interessados nesta Teoria, sugere-se a leitura do capitulo 3 de Durbin
e Koopman (2001a), o qual discute diversos exemplos de modelos representados
na forma de EE linear.

Em sintese, pode ser dito que um modelo em EE linear (e também nao
linear, como sera discutido em capitulos posteriores), além de certamente estar,
em uma situacdo pratica, representando um modelo de séries temporais ja
conhecido e bem estabelecido na bibliografia, fornece, em muitas ocasides
importantes, um paradigma de andlise fatorial longitudinal (proporcionado pelo
vetor de estado o), no sentido que influéncias, a priori ocultas, podem ser
desvendadas com base em recursos que s6 dependam de quantidades disponiveis e
observaveis. Esta sera toda a logica do Filtro de Kalman, o qual serad apresentado

na seqiiéncia da Dissertacao.

2.2

Definicdo de Componente

Como as atencdes da Dissertagdo estdo voltadas para um conjunto de
metodologias para imposicdo de restricdes aos ajustes de modelos em EE, ¢
importante que se faca claro, logo de inicio, quais quantidades associadas ao

modelo serdo o foco desta tarefa-chave.

Definicdo 2.2. Seja Y um processo estocastico p-variado com uma representagdo
em EE do tipo dado nas equacoes em (2.1). Chama-se componente ndo
observavel, ou simplesmente componente, qualquer transformag¢do mensuravel

Borel do vetor de estado o..

Algumas nomenclaturas adicionais, as quais serdo recorrentes durante

diversas passagens do texto, sdo dadas pelas seguintes observagoes:
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1) Uma componente natural ou canonica seria qualquer coordenada do vetor
de estado — esta seria dada por uma fungdo proje¢do, a qual ¢ devidamente
mensuravel (de fato, pois ¢ linear), dada por Pj(o) = o, j =1, ..., m.

2) Quando alguma componente for importante no contexto da andlise, ou
tiver algum significado especial, esta sera chamada de componente ndo
observavel de interesse, ou simplesmente componente de interesse.

3) Em geral, estas componentes possuem uma interpretacao direta. Por
exemplo, em Modelos Estruturais representados na forma de EE, as
componentes costumam ser a tendéncia, a inclinacdo da tendéncia, a
sazonalidade, os eventuais ciclos etc. Estas, em geral, s3o componentes
naturais (de acordo com a observacao 1). Mas as de interesse (de acordo
com a observagdo 2), ndo precisam ser todas elas. Por exemplo, em um

ajuste sazonal, a inica componente de interesse seria a sazonalidade.

E importante que fiquem claros e devidamente assimilados estes ultimos
conceitos, pois a Dissertacdo, como ja postulado, visa abordar justamente as
possibilidades de estimagdo — no caso, restrita — de componentes associadas a
modelos em EE. Em capitulos seguintes, esta terminologia (componente,

componente natural e componente de interesse) sera estendida de forma direta

para outros tipos mais complexos de modelos em EE, diferentes dos lineares.
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