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Resumo

Luisa Silveira Rosa; Marco Serpa Molinaro. Otimizacao Inversa via
Online Learning. Rio de Janeiro, 2019. 52p. Dissertacao de Mestrado
— Departamento de Informatica, Pontificia Universidade Catoélica do
Rio de Janeiro.

Demonstramos como aprender a funcao objetivo e as restrigoes
de problemas de otimizagdo enquanto observamos sua solucao otima no
decorrer de multiplas rodadas. Nossa abordagem é baseada em técnicas de
Online Learning e funciona para funcoes objetivo lineares sob conjuntos
vidveis arbitrarios generalizando trabalhos anteriores. Os dois algoritmos,
um para aprender a funcao objetivo e o outro par aprender as restrigoes,
convergem a uma taxa de O(%) que nos permitem produzir solugoes tao
boas quanto as Otimas em poucas observacoes. Finalmente, mostramos a
eficicia e possiveis aplicacoes de nossos métodos em um amplo estudo

computacional.

Palavras-chave
Aprender a funcao objetivo;  Aprender as restrigdes;  Otimizagao

Inversa;  Online Learning;  Follow the Regularized Leader.
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Abstract

Luisa Silveira Rosa; Marco Serpa Molinaro (Advisor). Inverse Opti-
mization via Online Learning. Rio de Janeiro, 2019. 52p. Disser-
tacdo de mestrado — Departamento de Informética, Pontificia Univer-
sidade Catélica do Rio de Janeiro.

We demonstrate how to learn the objective function and constraints
of optimization problems while observing its optimal solution over multiple
rounds. Our approach is based on Online Learning techniques and works
for linear objective functions under arbitrary feasible sets by generalizing
previous work. The two algorithms, one to learn objective function and
other to learn constraints, converge at a rate of O(ﬁ) that allow us to
produce solutions as good as the optimal in a few observations. Finally, we
show the efficacy and possible applications of our methods in a significant

computational study.

Keywords
Learning Objective Functions;  Learning Constraints;  Inverse Opti-

mization;  Online Learning;  Follow the Regularized Leader.
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1
Introducao

O problema de otimizagao inversa pode ser visto como o complemento
de um problema de otimizacao tradicional. Na otimizacao tradicional deseja-se
encontrar a solu¢do z* em um conjunto viavel X que maximize f(c,z), onde ¢
parametriza a funcao objetivo:

max f(c, )
(1-1)
st. xeX.
Tome como exemplo o problema de encontrar o caminho mais curto entre os
nos s e t de um grafo G = (V, F). Neste caso X modela os possiveis caminhos
s —t do grafo e ¢ é o vetor de custos das suas arestas.

Por outro lado, a otimizagao inversa consiste em determinar valores para
parametros dos problemas de otimizagao, como o parametro c e a regiao viavel
X, dada uma solugao 6tima conhecida & € X. Por exemplo, dado um caminho
de menor custo Z entre os nés s e t de um grafo (G, a otimizacao inversa busca
inferir os custos ¢ atribuidos as arestas do grafo.

Mais formalmente, o problema de otimizacao inversa, na versao estatica,
para inferir a fungdo objetivo (em uma familia paramétrica) é definido da
seguinte forma. Dado o conjunto de solugbes vidaveis X, uma solugdo Z,
opcionalmente uma estimativa ¢ do parametro ¢, e uma funcao de perda ¢,
deseja-se encontrar um parametro c tal que T seja étima com relagao a esse

pardmetro e a perda ¢(c, ¢) seja minima:

min  ¢(c, ¢)

st. fle,2) = max fle,z).

(1-2)

Esse problema modela, por exemplo, a tarefa de aprender a fungao utilidade de
consumidores através de observagoes de seus comportamentos (sob a hipétese
de que os consumidores maximizam suas utilidades).

Otimizacao inversa é aplicada em areas como finangas (1), transporte
(2, 3), satide (4, 5), meio ambiente, setor elétrico (6), planejamento de produgao
(4, 5, 7), leildes (8), tomografia sismica e computadorizada (9-12). Diversos
métodos sao disponiveis para resolver diferentes problemas de otimizagao

inversa, como problemas de programacao linear (4, 5, 7, 13-17), otimizagao
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Capitulo 1. Introducio 11

combinatéria (9-12, 18-23), convexa (24-26), conica (1), inteira (27-30),
Markov Decision Processes (MDP) (31) e otimizagao online (32-34). No
Capitulo 2 vamos expor com mais detalhes os métodos disponiveis para se

resolver problemas de otimizagao inversa bem como algumas de suas aplicagoes.

1.1
Otimizacao Inversa Online

A versado estatica do problema de otimizacdo inversa apresenta suas
limitacoes. No exemplo de aprendizado da funcao objetivo de consumidores
mencionado acima, tipicamente as informagdes sdo obtidas ao longo do tempo,
e um componente importante é o quao rapido o aprendizado ¢ realizado.

Para modelar essa situacgao, recentemente foi introduzida a versao online
do problema de otimizagdo inversa (32); esse é o problema central conside-
rado no nosso trabalho. Para simplificar, apresentamos separadamente duas
versoes desse problema: na primeira o objetivo é aprender a funcao objetivo
(OINVONLINE-FO) e no segundo aprender a regiao vidvel (OINVONLINE-
LD).

OlInvOnline-FO Esse problema pode ser descrito da seguinte forma: Existe
um vetor ¢;... desconhecido que parametriza a funcao objetivo. No tempo
t, o algoritmo observa a regiao viavel desse tempo X;. Nesse momento, ele
tem que produzir uma estimativa ¢; da funcdo objetivo cy..e. Depois disso, o

algoritmo obtém uma solugao x; € X; 6tima com relacao a cyye:

T

max  C.,.T (1-3)
s.t. x € Xt~
Note novamente que ¢4 nunca é revelado (ver Figura (1.1)).
O objetivo ¢ que os estimadores ¢!, ..., ¢! produzidos tenham a seguinte

propriedade: na média, as agoes Z; := argmax, x, (¢;, ) obtidas otimizando as
fungoes objetivo estimadas sdo proximas as solugdes x; que otimizam a fungao
objetivo real ¢y (por exemplo, queremos proximidade em termos da fungao
objetivo real, ou seja, >, (Cirue, Tt) = Y ¢{Cirue, T1)). (Note que estamos focando

na versao do problema onde a fungdo objetivo é linear).

Fort=1,...,T
1. Algoritmo observa a regiao viavel X,
2. Algoritmo produz estimativas ¢;

3. Algoritmo observa x;

Figura 1.1: Visao geral do problema OINVONLINE-FO
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Capitulo 1. Introducio 12

Como aplicagao para o problema OINVONLINE-FO voltamos novamente
para o exemplo de aprendizado da funcao objetivo dos consumidores. Pode-
mos assumir que existe um vetor de utilidades ¢ dos produtos para um
consumidor e esse vetor é desconhecido. Dado um horizonte de T dias, um
mercado, e.g., a Amazon observa a cada dia ¢ € T consumidores realizando
suas compras. Primeiro ela observa o preco de seus produtos naquele dia, bem
como as restricoes de orcamento de um determinado consumidor. Depois ela
faz uma estimativa da utilidade que cada um de seus produtos tem para tal
consumidor, e s6 entdo a Amazon observa os produtos comprados por ele (sob
a hipétese de que os consumidores maximizam suas utilidades).

O objetivo é aprender a preferéncia dos consumidores onde na média as
solucoes produzidas pela estimativa das utilidades, podemos interpretar como
a recomendagao de produtos para os consumidores, sejam tdao boas quanto a
solugao 6tima, ou seja, os produtos que sao realmente comprados.

O problema OINVONLINE-FO foi introduzido por Barmann et al. em
(32). No caso especifico que a fungao objetivo ¢, é uma distribuicao
de probabilidade, ou seja, ¢y € [0, 1] para toda coordenada i e 3, (Cyrye )i =
1, eles propuseram um algoritmo baseado em online learning que produz

estimativas com boas garantias:

Teorema 1 (Teorema 3.3 de (32)) Para o problema OINVONLINE-FO, o

algoritmo de Bdrmann et al. computa estimativas (ci,...,cr) com a sequinte
garantia:

1 [& 1

f ; ‘(Ctrueai't> - <Ctruea xt>‘] <2K % (1—4)

onde K > 0 é um limite superior do tamanho do maior vetor nas regioes
vidveis (K > maxg, zex, [|T1 — %2lloo) € Ty = argmax,cy,(ct, ) € a solugio

otima com relagdo ds estimativas (cy, ..., cr) calculadas.

Note que essa taxa de erro média vai a zero conforme o horizonte de tempo

aumenta.

OInvOnline-LD Um outro problema proposto por Barmann et al. (32) é
o aprendizado online das restri¢goes do problema. Na verdade assume-se que
as restricoes sao lineares, e deseja-se aprender o lado direito das restrigoes.
O problema pode ser descrito da seguinte maneira: Existe um vetor by,
desconhecido, que é o lado direito das restrigoes. No inicio do processo o
algoritmo observa a matriz de restricbes A. Dado um horizonte de tempo T,
no instante ¢, o algoritmo observa a func¢ao objetivo ¢;. Nesse momento, ele tem
que produzir uma estimativa b, do lado direito byy.. Em seguida, o algoritmo

obtém uma solugao x;, 6tima com relacao a by.ye:
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max ¢ x
s.t. Az S btrue (1-5)
x> 0.

Note que by nunca é revelado (ver Figura (1.2)).

O objetivo é que os estimadores by, . .., by produzidos tenham a seguinte
propriedade: Na média, as acoes Z; := argmax{(c;,z) | Ar < b} obtidas
otimizando sob os lados direitos estimados sao proximas as solugoes x; que
otimizam sob o lado direito real by.. (queremos proximidade em termos
do valor objetivo real, dado pela otimizagdo sob by.e, ou seja, >, (¢, Ty) ~
>i{ct, o). De maneira que Z; seja vidvel para o problema original, i.e., z, € X

para todo t € T', onde X é a regiao viavel do problema 1-5.

Entrada: matriz A
Fort=1,...,T

1. Algoritmo observa a fungdo objetivo ¢;
2. Algoritmo produz estimativas b,

3. Algoritmo observa z;

Figura 1.2: Visao geral do problema OINVONLINE-LD

Apesar de terem proposto esse problema, Barmann et al. deixaram em

aberto obter algoritmos com garantias provadas para ele.

1.2
Nossos Resultados

Nesta dissertagao estudamos otimizagao inversa online, tanto na
perspectiva tedrica quanto na computacional, considerando os problemas
OINVONLINE-FO e OINVONLINE-LD.

Contribuicao 1: Na nossa primeira contribuicdo consideramos o problema
OINVONLINE-FO e generalizamos o resultado de Barmann et al. (32) para
um vetor ¢ qualquer, removendo assim a hipotese que esse vetor deveria ser

uma distribuicao de probabilidade.
Teorema 2 Considere o problema OINVONLINE-FO. O algoritmo ALGOFO
computa estimativas (c1,...,cr) com a sequinte garantia:

1 Z 8BD
p rues T - rues S - = 1‘6
T ; |<Ct $t> <Ct $t>| \/T ( )
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onde D = ||ciruell2 € a norma da fung¢io objetivo, B = max; max,cx, |||z € o
tamanho do maior vetor nas regides vidveis e Ty = argmax, x, (¢, ) a solugdo

otima com relagdo ds estimativas (cy, ...,cr) calculadas .

Notamos que independentemente, Barmann et al. em (33) obtiveram o
mesmo resultado, mas com uma hipodtese adicional que didmetro maximo dos

conjuntos viaveis X; sado conhecidos a priori.

Contribuicao 2: Apresentamos uma solugao para o problema OINVONLINE-
LD, deixado em aberto por Barmann et al. (32, 33).

Teorema 3 Considere o problema OINVONLINE-LD. O algoritmo ALGOLD

produz estimativas by, ..., by com as sequintes propriedades:

1. Para todo t, by < byye (entao toda solugao vidvel para o problema com o

lado direito &, é vidvel para o problema original).

2. Essas solugoes tem a sequinte garantia de valor:

1 & _ 203 2mC BA
T Z [(ce, Te) — (co, 20)| < 7 (1-7)
t=1

onde 7, = argmax{{c;,z) | Az < b} ¢ a solu¢do tima com relagio ds
estimativas (b',...,b") calculadas, C = max, ||c;||2, € A é o maior valor
absoluto das matrizes D', sendo D uma submatriz quadrada de A nao

singular.

Contribuicao 3: Realizamos também experimentos computacionais para de-
monstrar a aplicabilidade de nossa abordagem algoritmica bem como a sua
eficacia. Investigamos seus usos em problemas de otimizacao combinatoéria clas-
sicos como o problema da mochila (multidimensional), caminho mais curto com

restricao de recurso, lot sizing e multifluxo.
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2

Literatura em Otimizacao Inversa

Neste capitulo apresentaremos a literatura relacionada a otimizacao
inversa. Apesar desse trabalho considerar apenas otimizacao inversa online,
por completude discutimos nesse capitulo também otimizacao inversa nao-
online, que tem uma literatura muito mais rica. Os interessados somente nos

problemas online podem pular diretamente para a Secao (2.6).

2.1
Otimizacao Inversa Offline em geral

Como discutido no Capitulo (1), dados a solugao 6tima conhecida Z, a
estimativa ¢ do pardmetro ¢, que parametriza f(c,z) e a fungao de perda ¢, o

problema de otimizacao inversa ¢ dado por,

min  ¢(c, ¢)
(2-1)
st fle,2) = max fle,x).

=

Na literatura encontramos o problema (2-1) com diferentes medidas
para a func¢do de perda ¢(c,¢). Os primeiros trabalhos utilizaram as normas
ly, SN (c; — &)P, mais especificamente as normas f;, também conhecida
como distdncia de Manhattan, > |c; — &, a norma ¢, ou Euclidiana,

N (ci — &)? e a norma /., igualmente chamada de norma maxima ou
infinita, max;—1__n(c¢; — &). A primeira medida utilizada foi a norma ¢y (9)
para o problema do caminho mais curto inverso. Posteriormente, passou-se a
utilizar as normas ¢; e infinita aplicadas a programacao linear e otimizagao
combinatéria inversa, bem como a versdo em pesos da norma £1 - >N | w;|e; —
¢;|. Conforme os estudos foram avancando, passou-se a considerar a distancia
de Hamming (HAM) como métrica, ¢(c,¢) = SN, I;(c,¢), onde a funcio

indicadora I; é dada por,

0 if C; :éi,

IZ‘(C, é) =

tal qual a sua versdo em pesos, onde ¢(c, &) = w; Sv, Ii(c, ¢).
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2.2
Otimizacao Inversa Linear

Depois dos trabalhos iniciais de Zhang et al. (11), que usaram a progra-
macao linear para resolver o problema do caminho mais curto inverso, estudos
como o de Zhang e Liu (17) foram usados por Ahuja e Orlin (13) como base
para a formulacao de um framework padrao para otimizacao inversa linear. O

framework proposto em (13), considera o problema de programagao linear

max clz
st. Az <b, (2-2)
x>0

onde ¢ € R" é o parametro que queremos inferir para funcdo objetivo
fle,z) = Tz, A € R™"™ é a matriz de restrigoes e b € R™ ¢ o lado direito.
Dada uma solugao viavel # para o problema (2-2) com respeito a estimava ¢ do
parametro ¢, o problema inverso busca encontrar ¢ que minimize uma funcao
de perda ¢. Eles utilizaram um método baseado na dualidade para resolver
o problema e provaram que sob as fungoes de perda ¢ = ¢; ou ¢ = l, 0
problema inverso também pode ser escrito como um programa linear, resolvido
em tempo polinomial.

Posteriormente, outros métodos de otimizacao inversa linear surgiram
baseados no framework de Ajuha e Orlin. Lee (4) e Chan et al. (5) tratam o
problema com um adicional de que a solucao Z nao é necessariamente 6tima
para o problema (2-2) obtendo o que chamaram de generaliza¢ao do problema
de otimizacao inversa linear.

Trabalhos como o de Troutt et al.(7, 15), e Gallego e Javier (14)
utilizaram versoes dinamicas da otimizacdo inversa linear que também se
basearam no framework de Ahuja e Orlin (13). Eles consideram um horizonte
de tempo T e inferem o pardmetro ¢ através da observa¢ao das solugoes x;}s.
Essa versao se diferencia do nosso problema online pois as informagoes nao
sao reveladas em cada instante de tempo, mas sdo conhecidas no inicio do
processo. Eles inferem o parametro ¢ que na média minimiza o somatério dos
gaps de dualidades obtidos por meio das solugbes 6timas xq,...,xr. Além
do pardmetro ¢, Troutt et al. em (15) infere a matriz de restri¢des enquanto

Gallego e Javier inferem o lado direito das restrigoes.

2.3
Otimizacao Combinatéria Inversa

Otimizacao combinatéria inversa é dado pelo problema (2-1), onde X é o

conjunto de solugdes do problema combinatorio e f(c, z) é linear, i.e., f(c,z) =
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c’'z. Historicamente, esses foram os primeiros estudos em otimizacdo inversa.
A maioria deles focam em transformar um um dado problema combinatério
em outro que ja possui um algoritmo bem estabelecido. Uma revisao extensiva
da literatura de problemas de otimizagao combinatéria inversa esta disponivel

m (18). A seguir descreveremos os principais problemas de combinatérios

inversos, suas aplicacgoes e solugoes.

2.3.1
Problema do caminho mais curto inverso

Dado um grafo G = (V, F) e os vértices s € V e t € V, respectivamente
de origem e destino, o problema do caminho mais curto busca encontrar um
caminho entre s e t a custo minimo, dado o custo ¢, de atravessar cada aresta
e € E (portanto X representa o conjunto de todos os caminhos entre s e t). Ja
o problema inverso busca inferir os custos ¢, das arestas, dado que conhecemos
Z € X, o caminho de menor custo entre s e t. As aplicagdes do problema do
caminho mais curto inverso incluem modelagem de trafego (2, 3), bem como
tomografia sismica e computadorizada (9-12) .

Burton e Toint em (9, 10) resolveram o problema do caminho mais
curto inverso com a funcao de perda ¢ = {5 por meio de um algoritmo
de programacao quadratica. Como podemos modelar o conjunto viavel de
caminhos s — ¢ utilizando restrigoes lineares, o método de Ahuja e Orlin (13)
mencionado na Segao (2.2), pode ser aplicado para se obter uma formulagao
linear desse problema inverso quando ¢ = ¢; ou ¢ = {.. No caso em que ¢ ¢é
a norma ¢; com pesos, Ahuja e Orlin (13) notou que o problema inverso pode
ser resolvido usando problemas de fluxo.

Duin e Volgenant (35) consideraram o problema do caminho mais curto
inverso com a funcao de perda ¢ = HAM. Essa medida pode ser 1util em
problemas do mundo real, por exemplo, quando os custos s6 podem ser
alterados dentro de um intervalo especifico ou quando queremos minimizar
o numero de suas modificacoes. Duin e Volgenant mostram que resolver o
problema é equivalente a resolver o minimum cost circulation problem, que
pode ser resolvido em tempo polinomial via minimum mean cycle-cancelling

algorithm.

2.3.2
Problema da Arvore geradora minima inversa

Dado um grafo G conectado e nao direcionado, o problema da arvore
geradora minima visa encontrar uma arvore que conecta todos os vértices do

grafo G a custo minimo, dado os custos ¢, das arestas e € E. O problema
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inverso tem objetivo de inferir os custos das arestas c. dado que conhecemos
a arvore geradora minima.

Sokkaligam et al. (36) mostraram que o problema inverso da arvore
geradora minima, com ¢ = {1, e sob determinadas condig¢oes, ¢ analogo ao dual
do problema da atribuicdo (assignment) em um grafo bipartido. Os autores
desenvolveram um algoritmo eficiente baseado no sucessive shortest path. Eles
também demostraram que quando ¢ é a norma ¢; ponderada, o problema
inverso é equivalente ao dual do problema de transporte. Além disso, os autores
propuseram um algoritmo eficiente para o caso ¢ = (.. Em seguida, Ahuja
e Orlin (16) expuseram que, para ¢ = {,, o dual da arvore geradora minima
inversa equivale ao matching bipartido ponderado em grafos estruturados,
configuragao esta usada por Hochbaum (23) para desenvolver um algoritmo
mais eficiente para o problema.

O problema com ¢ = HAM foi estudado por (19, 22, 35). He e Zhang el
al. (19, 22) mostram que resolver o problema equivale a resolver o minimum-
weight node cover problem, em grafo bipartido, que reduzido ao problema de
fluxo méximo, pode ser resolvido de maneira eficiente.

Por fim, Zhang et al. em (21) consideraram uma variagdo do problema,
adicionando incerteza nos custos das arestas, onde esses custos desconhecidos
nao sao fixos e podem ser alterados sob certas circunstancias nao controladas.
Uma aplicagao seria a atualizacdo dos custos de uma Local Area Network
(LAN), dada pelos tempos de viagem. A incerteza vem do fato que a velocidade
e o tempo de viagem dependem da largura da banda, que pode sofrer alteragoes.
Eles derivaram dois modelos, cujo objetivo do primeiro ¢ minimizar as soma das
modificagdes nos custos e o segundo minimizar a modificacdo maxima, ambos
considerando a incerteza. Zhang et al. mostraram que resolver os problemas
sob incerteza é equivalente a resolver problemas deterministicos, que podem
ser resolvidos pela otimizagao tradicional, quando as distribui¢oes do problema

inverso sao conhecidas.

2.3.3
Problema da mochila inverso

Dada uma mochila de tamanho B e n itens, cada um com seu tamanho
e valor, o problema da mochila consiste em determinar o subconjunto de itens
com valor maximo, dentre o conjunto X de todos os subconjuntos de itens que
cabem na mochila. J4 o problema inverso, busca inferir o valor dos itens dado
que conhecemos o subconjunto que maximiza o valor da mochila, e o conjunto
X.

Huang (27) mostrou que o problema da mochila inverso, quando ¢ =
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ly e o peso de cada item é inteiro, pode ser resolvido em tempo pseudo
polinomial. Para isso, o autor construiu um grafo direcionado, de forma que,
para solucionar o problema da mochila inverso basta resolver o problema do
caminho mais curto inverso nesse grafo. Ou seja, pode-se utilizar as mesmas
abordagens descritas na Secao 2.3.1 .

Buscando solucionar o problema de forma geral, Rolland et al. (37)
propuseram dois modelos, onde, no primeiro, ¢ = ¢; e outro quando ¢ = (.,
esses modelos sao reduzidos a um programa linear inteiro. Eles provam que
os problemas sao respectivamente co-NP-Completo e co-NP-Dificil. Por fim,
desenvolveram uma formulagdo bi-nivel, para os dois modelos, que pode ser

resolvida por algoritmos de branch-and-bound ou branch-and-cut.

2.4
Otimizacado Inversa Conica/Convexa

O problema mais geral de otimizacao inversa conica foi estudada por
Iyegar em (1). As aplicagdes desse método incluem otimizacao de portfélio e
identificagao de fungoes utilidade. Seguindo as convengdes de (1), o problema

de programacao conica tem a seguinte forma

max f(x,c)
st. g(x) e K (2-3)
Axr = b,

onde f(z,c) : R" — R é convexa e diferencidvel em z, g : R — R® é uma
fungao de valor vetorial concava diferencidvel e K € R™ é um cone. (veja (1)
para definigoes dessas nogoes.)

O problema inverso é entao encontrar o parametro ¢ dada uma solugao
6tima para o problema, minimizando a funcao de perda ¢ = ¢, para p > 1.
Iyegar utilizou um método baseado nas condi¢oes de KKT para resolver o
problema.

Por fim, Aswani et. al (26) consideraram a otimizagao inversa convexa sob
o contexto de inferéncia estatistica. Onde o problema de programacao convexa
é dado por

min  f(z,u,c)
(2-4)
st g(z,u,c) <0,
onde, x € R? ¢ a varidvel de decisio, v € R™ uma varidvel de entrada
externa, ¢ € RP o vetor de pardmetros. f : R x R x R? — R e g :
R? x R™ x RP — RY sao funcdes continuas e convexas em z para u e
¢ fixos. Considere os conjuntos S(u,c) = argmin{f(z,u,c)|g(x,u,c) < 0},
V(u,c) = min{ f(x,u,c)|g(x,u,c) <0} ed(u,c) = {x € RYg(x,u,c) <0}, que
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representam respectivamente conjunto solucao, conjunto de valores da funcao
objetivo e conjunto de solucoes viaveis, todos relacionados ao problema 2-4.

Assim, o problema de otimizacao inversa convexo pode ser descrito como,

min  Q(0)
st. €0,
onde © C R? é um conjunto convexo conhecido e

(2-5)

€S (u,0

Q@)ZE(Imnﬂw—$W) (2-6)

tal que u e y sdo variaveis aleatérias distribuidas sobre alguma distribuicao
P(u,y) conjunta desconhecida, onde U x ¥ C R™ ¢é o seu suporte. Como P,
¢ desconhecida eles mostraram que podemos resolver de forma aproximada o
problema inverso usando o método Sample Average Approximation (SAA).
Além disso, Aswani et.al (26) provaram que se o problema de otimizagao,
bem como o seu inverso sao convexos, entao resolver o problema inverso é NP-
hard. Porém sob algumas condigoes eles podem ser solucionados em tempo

polinomial.

2.5
Otimizacao Inversa Inteira

Existem poucos estudos relacionados a otimizagao inversa inteira, Huang
(27) foi primeiro a tratar do problema, com um ntimero fixo de restrigoes.

Considere problema de programacao inteira

max ¢’z
st. Az <D, (2-7)
x el
onde a matriz de restricoes A € Z™*", o vetor do lado direito das restri¢oes

b € Z™ e e a fungdo objetivo ¢ € Z™ sao inteiros. Huang (27) construiu
um grafo G, representando o problema (2-7) e entdo demostrou que uma
solugao vidavel para problema inteiro equivale a um caminho em G, para um
determinado vértice de origem e destino. Portanto, resolver o problema de
otimizacao inversa inteiro, equivale a resolver ao problema do caminho mais
curto no grafo direcionado G, quando ¢ =/, para p = {1,2,00}.

Schaefer (28) propds um modelo para o otimizag¢ao inversa para proble-
mas inteiros gerais, ele o formulou baseado na dualidade de programagao inteira
superaditiva, onde eles consideram um programa inteiro similar ao (2-7), cuja

a fungao objetivo ¢ € R’,. Quando ¢ é a norma ¢;, o objetivo do problema
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inverso é encontrar ¢ € C*, onde C* sumariza o conjunto viavel do problema

inverso, dado por n

min Y [& — ¢ (2-8)

ceC* =1
no qual ¢ é conhecido. Schaefer(28) desenvolveu duas abordagens para resolver
o problema inverso inteiro. A primeira, consiste em encontrar o casco convexo
do problema inteiro (2-7), com ¢ € R’ e aplicar os métodos de otimizacao
inversa linear pra resolvé-lo. J4 a segunda abordagem consiste em reduzir o
problema de otimizacao inversa inteiro em um programa linear. Nenhuma das
duas abordagens tem boa performance para grandes instancias.
Considere agora o problema de otimizacao inversa linear inteiro misto
com ¢ igual a norma ¢; ponderada,
n
i=1 (2_9)
st. @ =argmax{c'z: Az <b,x > 0,2, € Z}.

Wang (29) apresentou um algoritmo de plano de cortes para o problema inverso
(2-9). Ele resolve o problema sob a norma /,, de maneira similar. Em seguida,

Duan e Zhang (30) desenvolveram uma heuristica para aprimorar o algoritmo
de (29).

2.6

Otimizacao Inversa Online

Voltamos agora para otimizacao inversa online, o foco do nosso trabalho.
Relembramos os problemas OINVONLINE-FO e OINVONLINE-LD.

OInvOnline-FO: Relembramos brevemente a definicio do problema
OINVONLINE-FO. Considere um vetor desconhecido ¢, que parametriza a
funcao objetivo. No tempo ¢, o algoritmo observa a regiao viavel X; e produz
uma estimativa ¢; da funcao objetivo c¢i.e. Em seguida, obtém uma solucao
r; € X; 6tima com relagao a Cypye:

T

max Ctrue

T
(2-10)
s.t. x € X,

O objetivo, diferente do problema de otimizagao inversa offline, é que os

1 ..., c" produzidos tenham a seguinte propriedade: Na média,

estimadores ¢
as agdes ¥; 1= argmax,cy,(c;, ) obtidas otimizando as fungdes objetivo
estimadas sao proximas as solucoes x; que otimizam a fungao objetivo real ¢ e,

i.e., queremos proximidade em termos da funcao objetivo real (3, (Ctrye, Tt) ~

Zt <Ctrue» xt> ) .
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Como mencionando anteriormente, Barmann et al. (32, 33) propuseram
o problema OINVONLINE-FO e desenvolveram um algoritmo baseado no
método Multiplicative Weights Update (MWU), que serd descrito na Segao
(3.1).

Teorema 4 (Teorema 3.3 de (32)) Considere o problema OINVONLINE-

FO. Assuma que cyye € uma distribuicdo de probabilidade. Entdo existe um

algoritmo que computa as estimativas (cy,...,cr) com a sequinte garantia:
1 [& 1
7 |22 et 20 = <cm,xt>\] < 2K/ (2-11)

onde K é uma cota superior para o digmetro dos conjuntos X; (K >
MaXy, zoex, |1 — T2l ), € Tp = argmax,cy,(ct, ) € a solugdo 6tima com re-

lagdo as estimativas (cy, ..., cr) calculadas.

Subsequentemente, independente do nosso trabalho, Barmann et al. (33)
generalizaram sua estratégia anterior removendo a hipotese de que ¢y € uma

distribuicao de probabilidade.

Teorema 5 (Teorema 3.10 de (33)) Considere o problema OINVONLINE-
FO. FEziste uma algoritmo que computa as estimativas (ci,...,cr) com a
sequinte garantia:

1 [& 3LB

T ; ‘(Ctme;ﬂ?t) - <Ctrueaxt>‘ < ﬁ (2-12)
onde L € o diametro do conjunto de pontos projetados pelo OGD e B é o diame-
tro de da regido vidvel X, (B = max, maxycx, ||z|]2) e T, = argmax,cy, (ct, x)

¢ a solugio otima com relagdo ds estimativas (cy, ..., cr) calculadas .

Esse resultado é muito semelhante ao nosso primeiro resultado desta
dissertacao (Teorema (2)). Entretanto, para obter a garantia do Teorema 5,
Barmann et al. assumiu conhecer a priori o didmetro da regiao viavel X;, que
nao é conhecida no inicio do processo, dado que X; é exibido de forma online.
Nossa abordagem funciona para o caso onde nao conhecemos o didmetro de
X;.

OInvOnline-LD: Relembramos brevemente a definicio do problema
OINVONLINE-LD. Existe um vetor by.. desconhecido, que é o lado di-
reito das restrigoes (assume-se que as restrigoes sao lineares). No inicio do
processo o algoritmo observa a matriz de restricbes A. Dado um horizonte
de tempo T, no instante t, o algoritmo observa a funcao objetivo ¢; e tem
que produzir uma estimativa b, do lado direito byy.. Em seguida, o algoritmo

obtém uma solugao x;, 6tima com relacao a by.ye:
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max ¢ x
s.t. Az S btrue (2—13)
x>0
O objetivo é que os estimadores b',...,b" produzidos tenham a seguinte
propriedade: Na média, as acoes 2, := argmax{(c;,z) | Ar < b} obtidas

otimizando sob os lados direitos estimados sao proximas as solugoes x; que
otimizam sob o lado direito real by, i.e., queremos proximidade em termos
do valor objetivo real, dado pela otimizagao sob bye (3i{(ct, 1) = > (cr, T4)).
De maneira que ; seja viavel para o problema original, ou seja, z; € X para
todo t € T, onde X ¢é a regiao vidvel do problema (2-13).

Esse problema foi apenas proposto por Barmann et al. em (32) e deixado
como questao em aberto obter um algoritmo com garantias para esse problema.
Demonstramos como aprender as restri¢oes através de um algoritmo online
detalhado no Capitulo 5.

Versao Generalizada da Otimizacao Inversa Online: Este problema foi
proposto por Dong et.al em (34) e consiste no aprendizado online de parametros
do problema. Esses parametros sdo dados em termos da funcao objetivo e
restrigoes, onde ambos sao descritos por fung¢oes convexas. O problema pode
ser descrito da seguinte maneira: existe um parametro 6., desconhecido.
Dado um horizonte de tempo 7', no instante ¢, o algoritmo observa wu;, onde
u; ¢ um parametro conhecido do problema e produz uma estimativa 6; do
parametro 6;.,. e uma solugdo y € )Y com respeito a essa estimativa, que nao
é necessariamente 6tima com respeito a 6,.,.. Em seguida, o algoritmo obtém

uma solucao x; 6tima com respeito a Gy.e:

min  f(z, u, Oyrye)

(2-14)
st g, u, Ope) <0,

e assim o algoritmo sofre a perda £y, 4, 0,) = Milyesw,p) ||y — z||3, onde S(u, 0)
¢ o conjunto de solugdes 6timas do problema (2-14). O objetivo é aprender o
parametro 6y,.,. do problema (2-14), minimizando o seu regret, que é dado pela
perda cumulativa do algoritmo em todos os instantes de tempo 1" contra o 6

que minimiza a perda para todo t,

T

T
Z€<yt7 U‘tv et) - %ang(yta U’t? 9)
€0

t=1

Dong et.al em (34) desenvolveram um algoritmo online que aprende o

. . N . . 4(B+R)k
parametro 6., assumindo que as fungoes de perda sao uniformemente %—
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Lipschitz e que f(z,u,0) é M-fortemente convexa. O Teorema a seguir fornece

a garantia precisa.

Teorema 6 (Teorema 3.2 de (34)) Considere a versio generalizada da oti-

mizacao inversa online para aprender a funcao objetivo. Existe um algoritmo

que computa estimativas (0y,...,0r) com a sequinte garantia:
d d 4v/2(B + R) Dk
S l(ye, ug, 0;) — min Y E(ys, u, 0) < V2 ) VT. (2-15)
—1 9€6 — A

onde © é um conjunto convexo compacto, D > ||0yell2, B € o limite superior
das regioes vidveis do problema, R ¢ o limite superior das distancias dos valores
de y; em relagio ao conjunto de solugoes otimas S(u,0) e k >0 é a constante

Lipschitz.

Os resultados obtidos por Dong et.al em (34), de forma independente,
generalizam o nosso no caso de aprender a funcao objetivo, ja que eles
aprendem funcgoes objetivo convexas. Quanto ao aprendizado das restri¢oes

eles apenas dizem como aprender porém nao demonstram.
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Preliminares: Online Learning

Como mencionado na introduc¢ao, um dos nossos algoritmos para o
problema de otimizagao inversa online utilizara como base algoritmos de Online
Learning, descritos nesse capitulo.

Online Learning (38, 39) é um modelo de otimizagdo sequencial, que
pode ser pensado como um jogo entre um jogador (i.e., aprendiz ou algoritmo
de aprendizagem) e um adversario. Dado um conjunto de possiveis agoes A, o
jogo se desenrola em 7' rodadas, onde em cada uma o jogador e o adversario

seguem o seguinte protocolo:

1. Jogador escolhe uma acao a; € A
2. Adversario escolhe uma funcao de perda f; : A - R
3. Jogador sofre a perda f;(a;) associada a agdo a; escolhida;

4. Jogador observa a fungao de perda f;.

Portanto, as fungoes de perda de cada instante de tempo sao reveladas uma-a-
uma, e no tempo t o algoritmo toma sua decisdo somente com a informacao das
fungdes f1,. .., f;_1 vistas ate o tempo anterior. O objetivo ¢ minimizar o regret,
que se refere a perda cumulativa do jogador em relagdo a perda cumulativa da

melhor acdo fixa em retrospectiva:

regret i 3" fi(ar) — min 3" fi(a) G-1)
t=1 t=1

Uma propriedade importante desse modelo é que ele nao assume ne-
nhuma hipotese sobre as fungoes de perda, e.g., que elas tem comportamento
estocéstico. Portanto, estamos interessado em cotas superiores para o regret de
pior-caso, ou seja, para todas as instancias de uma classe (e.g., fungoes conve-
xas e Lipschitz). Essa é uma propriedade fundamental que deixa esse modelo
ser utilizado em diversos contextos, e em geral como uma peca de um sistema
que interage com outras pecas complexas: as garantias valem independente
desse comportamento complexo.

Online Linear Optimization (OLO) é um caso especial do problema

quando o conjunto viavel A é convexo e as fungoes de perda f; sdo lineares.
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Para ilustrar, descrevemos um caso particular de OLO, o classico problema de
previsio com dicas de experts (EXPERTS). A idéia é que existem m experts
disponiveis que em cada instante de tempo dizem a sua recomendagao para o
tempo corrente (e.g., a previsao do movimento de um agao na bolsa de valores).
O objetivo é, sem saber a priori a qualidade dos experts, tomar decisoes cuja
perda é comparavel com a do melhor expert. Formalmente, no tempo t o
algoritmo escolhe uma distribui¢do de probabilidade p* = (pt,...,p! ) sobre
os m experts. Em seguida, o vetor de perdas ¢/ = (¢},...,¢! ) indicando a
perda de cada expert é revelado, e o algoritmo sofre perda (p, ) associada
a distribuigao p' escolhida sobre os experts (que pode ser interpretada como
o valor esperado da perda incorrida caso um experts seja escolhido de forma
aleatéria com distribuigao p'). O objetivo é ter perda total compardvel com a

do melhor expert, ou seja, queremos

T T
> ) S min Y4
t=1 €l
Note que esse problema corresponde precisamente ao problema OLO com
fungoes de perda fi(p) := (p,¢") e conjunto vidvel A sendo as distribuigoes
sobre m item.

Mesmo esse caso especial do problema OLO tem diversas aplicagoes,
incluindo resolugao réapida de problemas lineares do tipo packing/covering,
Boosting, e, mais de forma mais geral, resolucao de forma aproximada de
problemas minimax; veja (40) para essas e muitas outras aplicagoes.

A seguir descreveremos os algoritmos classicos com garantias de baixo

regret para os problemas EXPERTS e OLO.

3.1
Multiplicative Weights Update

O Multiplicative Weights Update (MWU) é um dos algoritmos funda-
mentais para o problema EXPERTS. A idéia em alto-nivel é atribuir pesos aos
experts que sao atualizados conforme suas performance, penalizando mais os
experts com maior perda; crucialmente essa atualizagao é feita de forma mul-
tiplicativa. A distribuicao sobre os experts é entdo obtida normalizando esses
pesos.

Mais formalmente, o algoritmo tem a seguinte descrigao:
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Algorithm 1 MWU

Entrada: Taxa de aprendizado n > 0
w1 Vie{l,..,m}

fort =1 to Tdo

Joga a distribuicao p* dada por pf := Zjiw
5 Observa o vetor de perdas ¢*

6 Sofre a perda (p*, ¢*)

7 Atualiza os pesos wi™ « w!(1 — nft) para todo i € {1,...,m}
8

. end for

Apesar de sua simplicidade, esse algoritmo possui uma excelente garantia
de regret de ordem O(\/T ). Isso significa que o regret médio por iteragao é
O(ﬁ), indo para zero conforme o horizonte T" do jogo aumenta. O teorema

seguinte fornece a garantia precisa.

Teorema 7 (Teorema 2.1 de (40)) Suponha que as perdas dos experts ('

logm

T tem

pertencem ao conjunto [0,1]™. Entao o algoritmo MWU com n =

a sequinte garantia:

MH

) < m1nZ€t+2\/Tlogm (3-2)

t:l 16 m

Além disso, é sabido que essa garantia é essencialmente 6tima, mesmo quando

as perdas (' sdo estocdsticas e amostradas de uma distribuigao conhecida (40).

3.2
Follow the Regularized Leader

Passando para o problema mais geral OLO, um dos algoritmos funda-
mentais para esse modelo é o chamado Follow the Regularized Leader (FTRL).
Em alto-nivel ele ¢ um procedimento guloso regularizado. Lembre que no pro-
blema OLO, no tempo t o algoritmo tem informacao das fungoes de perdas
passadas f1,..., f;_1 e precisa produzir um ponto a; € A. Nesse momento, o
algoritmo FTRL escolhe a acao que minimiza a soma dessa perdas anteriores

mais um termo de regularizacao R : A — R fortemente convexo:
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Algorithm 2 Follow the Regularized Leader

1: Entrada: Fungao fortemente convexa R, e taxa de aprendizado n > 0
2: fort = 1 to Tdo

3 Joga a; := argminaeA{ 1 fila) + %R(a)}

4: Observa a funcao de perda f;

5 Sofre perda f;(a;)

6

. end for

Observamos que o objetivo da regularizacao adicionada é evitar overfit-
ting do passado. Apesar de existirem varias func¢oes de regularizagao importan-
tes, como por exemplo a entropia negativa,! nessa dissertacio consideraremos
somente a regulariza¢io Euclideana R(a) = %[lal|3. Nesse caso, ¢ sabido que
o algoritmo FTRL é equivalente ao algoritmo Online Gradient Descent de
Zinkevich (41), veja Secao 5.4.1 de (39).

Mesmo nesse problema OLO mais geral, o algoritmo FTRL, com taxa de
aprendizado setada corretamente, também possui garantia de regret O(\/T ).
Mais precisamente, temos a seguinte garantia em funcao da taxa de apren-
dizado n (na nossa aplicacao, utilizaremos FTRL com diferentes n’s, e essa

flexibilidade serd importante para nossas garantias).

Teorema 8 (Teorema 5.1 de (39)) Considere uma instancia do problema
OLO com fungoes lineares fi(a) = ({',a). Quando executado sobre essa
instancia, o algoritmo FTRL com regularizacio R(a) = 3||al|3 possui a sequinte

garantia (para todo n >0):

T T D2
Z filay) < minz fi(a) +20TB?* + —, (3-3)
t=1 a€A i3 2n

onde B = max ||| é o maior tamanho dos gradientes das perdas, e

D :=max,c4 ||a||2 (essencialmente o diametro de A).

'Pode-se verificar que o algoritmo MWU da secdo anterior é precisamente o algoritmo
FTRL com regularizagio neg-entropica, i.e., R(a) =Y. p; log p;.
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4
Aprender a Funcao Objetivo

Neste capitulo consideramos o problema OINVONLINE-FO de aprender

a funcao objetivo ¢y do problema

T

max  Ceyrye

x
(4-1)
s.t. e X,
a partir de observagoes dos X;’s e solugoes étimas z;’s (veja Segao (1.1) para
relembrar a defini¢do completa do problema).

A nossa primeira contribuicao é o seguinte resultado.

Teorema 9 O algoritmo ALGOFO computa vetores ¢; (estimativas de Cipye)
com a sequinte propriedade: sendo T, = argmax, x,{(ct, ) a solugdo otima com

relacdo as estimativas calculadas,

1 & _ 8BD
f t:1<Ct — Ctrue) Tg — fl’t> < ﬁa (4'2)
onde D = ||¢iue||2 € a norma da fungio objetivo, e B = max; max,cx, ||x||2 €

o tamanho do maior vetor nas regioes vidveis.

Note que esse garantia implica a garantia

LS Hetraer ) = i )] < S22
Ctruea xt Cerue, Lt = T =
T= VT

enunciada no Teorema 2: utilizando a otimalidade de ; com relacao a ¢; e de

x; com relagido a Cyye, temos:

8BD _ 1 T B 1 & ~ _
? Z — Ctrue, Ty — xt) = T Z <Ct7 Ty — xt> +<Ctruea Ty — $t>
t:1 t=1 \_;0_/

<Ctrue7 Ty — j:t>
—_————
>0

T
Z ‘ Ctrue xt <Ctruea £t> ‘
t=1

[V
N =
M=

o~
Il
—_

_ !

%
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4.1
Algoritmo inicial: assumindo diametros conhecidos

Para simplificar a exposi¢ao, comecamos descrevendo e analisando um
algoritmo que assume conhecimento do “diametro” maximo dos conjuntos viéa-
veis Xy, ou seja, definido diam(X) := max,cx ||z[|2, assumimos conhecimento
de B := max; diam(X;). Note que diam(X) nao é exatamente o didmetro do
conjunto X, mas utilizamos esse mnemonico pois é de facil visualiza¢do (na
verdade poderiamos assumir, translacionando os conjuntos, sem perda de ge-
neralidade que todos os X;’s contém a origem, e nesse caso 2 - diam(X;) é uma
cota superior no didmetro de X3).

Note que B nao é conhecido de antemao, pois depende dos conjuntos
viaveis X; que s6 sao exibidos online. Porém, assumindo que somos munidos
desse pardmetro B, o algoritmo ALGODIAMFO é o seguinte: (utilizamos
FTRLm(n) para denotar o algoritmo FTRL com regularizador Euclideano
5|l - Il2, taxa de aprendizado 7, e conjunto vidvel A = {¢ € R™ : ||c||> < D},

onde D = ||¢irue|2)

Algorithm 3 ALcoDiamMFO
Entrada: T, D = ||¢yuell2, B = max; diam(X;)

) D
17— 4B\T

2: Inicializa FTRLm(n)
3: fort=1to T do

4: Observa a regiao viavel X,

5 Define a estimativa ¢; como o FTRLm(7) nessa rodada

6 Ty <= argmax, x, (ct, )

7 Observa a solugao étima zy (argmax,c x, (Crue, T))

8 Define o vetor de perdas ¢; < T, — x;

9 Passa a fungdo de perda fi(-) := (f,-) para FTRLm(n), para sua
atualizagao

10: end for

Note que o conhecimento de B é utilizado para setar a taxa de apren-
dizado 7. Lembramos que quando o algoritmo FTRL utiliza o regularizador
Euclideano 1| - || ele ¢ equivalente ao algoritmo Online Gradient Descent

(OGD), algoritmo online utilizado em (33) para aprender ¢}, S mais gerais.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721460/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721460/CA

Capitulo 4. Aprender a Funcdo Objetivo 31

Inicializa FTRLm(7)

Ct

fi(+)

Figura 4.1: Iteracdo do ALGODIAMFO com o FTRL

Lema 1 O algoritmo ALGODIAMFO satisfaz as garantias do Teorema 9.

Prova. Para aplicarmos a garantia do FTRL do Teorema 8 a FTRLm(n)
precisamos cotas superiores para maXee4 ||c||2 € [|¢¢||2- Por definicdo de A, o
primeiro termo é limitado por cima por D = ||¢iye|l2- Para o segundo termo,

pela desigualdade triangular temos
[ell2 = [1Z¢ = ell < ([Zell2 + [Je]l2 < 2B, (4-3)

onde na ultima desigualdade utilizamos que z;,z; € X; e a definicao de B.

Portanto, aplicando o Teorema 8 a FTRLm(7n) obtemos

M=

T
<jt — Tt, Gt — Ctrue Z €t7 Ct — Ctrue
t=1

t=1

Z (ft Ct = fi Ctrue))
z_:l (ft ) mln fi(c )) (4-4)
877TB?+-11Z (4-5)

2n
= 4BDVT,

onde na ultima igualdade utilizamos a definicio de 7 setada no algoritmo.

Dividindo ambos os lados por T' obtemos o resultado desejado. [

4.2
Algoritmo AlgoFO

Como mencionado anteriormente, nao sabemos de antemao o parametro
B = max; diam(X;) e portanto ndo podemos setar a taxa de aprendizado

n de forma 6tima como feita no algoritmo ALGODIAMFO. Para contornar
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isso, utilizamos o chamado “doubling trick”: mantemos uma estimativa B
(valor pequeno) do pardmetro B; ao notarmos que a estimativa B estava
pequena demais, ou seja, ao encontrarmos uma iteracdo com B < diam(X,),
essencialmente dobramos o valor de B. Ou seja, o algoritmo procede em fases,
cada fase possuindo seu valor de B. Em cada uma dessas fases o algoritmo
reinicia FTRLm e seta sua taxa de aprendizado n como em ALGODIAMFO
mas utilizando a estimativa atual B: n = #ﬁ. A descricao mais formal do

algoritmo ALGOFO ¢ a seguinte:

Algorithm 4 ALGOFO
Entrada: T, D = ||¢iuel|2

1: i+ 1 # numero da fase atual do algoritmo
2 By =1 # estimativa de B dessa fase
3 M — 4&% # taxa de aprendizado dessa fase
4: Inicializa FTRLm(n,)

5. fort =1to T do

6: Observa a regiao viavel X,

7 if diam(X,) > B; then # inicia nova fase
8: 1+—1+1

9: B; = max{2B,_,diam(X,)}

10: i < 4BZ-D\/T

11: Reinicializa FTRLm(7;)

12: end if

13: Define a estimativa ¢; como o FTRLm(7;)

14: Ty — argmax,cy, (Ct, T)

15: Observa a solugao étima zy (argmax,c x, (Crue, T))

16: Define o vetor de perdas ¢; < T; — x;

17: Passa a funcao de perda f;(-) := (¢;,-) para FTRLm(7;)
18: end for

A intuicao para a andlise do algoritmo é que podemos aplicar essencial-
mente a analise do algoritmo ALGODIAMFO a cada fase, e somar sobre todas
as fases. O fato de dobrarmos a estimativa de B em cada fase ajuda a “for-
mar uma progressao geométrica” onde a “soma dos erros” serd absorvida pelo
ultimo termo. Provaremos agora formalmente a garantia desse algoritmo.
Prova.[Demonstragdo do Teorema 9] Define fase, C [T] como o conjunto de
iteragoes t da fase k, ou seja, onde temos ¢ = k. Devido ao reinicio do FTRLm
em cada fase, temos que na fase k, 0s pontos (¢¢)iefase, 580 produzidos pelo
algoritmo FTRL(ny) executado sobre as fungoes de perdas ( f)ie fase,, - Portanto,

podemos aplicar a garantia do FTRL dentro dessa fase. Como na prova do
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Lema 1, temos a cota superior max.c4 |||l < D, por definicao de A. Como

em (4-3), temos que pra todo ¢ na fase k
[€ell2 = (|2 — zell2 < |2]l2 + [|2ell2 < 2diam(Xe),

onde a ultima desigualdade utiliza o fato que z;,z; € X;. Porém, note que
By, é uma cota superior para diam(X;) para todos os tempos t na fase k:
note que isso vale para o primeiro tempo t € fase,, pois nesse caso por
definicio B, = max{2B;_y,diam(X,;)} > diam(X,), e no primeiro tempo t
em que B, < diam(X;) iniciamos uma nova fase. Portanto, temos que para
todo t € fasey, ||[l|2 < 2Bs.

Com isso podemos aplicar o desenvolvimento da desigualdade (4-5), e em

particular a garantia do FTRL do Teorema 8, aos tempos da fase k para obter
~ D? ~

Z (T — x4, ¢t — Corue) < 877kTB/3 + o = 4Bk:D\/T7

Ui

te fasey, k

onde na ultima desigualdade utilizamos a definicdo de ng. Isso em todas as

fases, temos

T
Z<i’t — T, Ct — Ct?“u€> S 4Dﬁ ZBk (4-6)
k

t=1
Para limitar esse somatoério, temos a seguinte propriedade.
Lema 2 Seja fim a dltima fase do algoritmo. Entio Y, By < QBfim.

Prova. Por definicdo temos EkH > 2B;. Iterando essa propriedade, temos
Bjim > 2/"F By Portanto

fim fim Bf' 00
. im . . .
> By < o fim— < Bpim » 27" = 2B,
k=1 k=1 i=0
concluindo a prova do lema. [

Por fim, note que Bﬁm < 2max; diam(X;) = 2B, pois pela definigao de

B; nunca o setamos mais do que o dobro de um diam(X;) ja visto. Aplicando

isso e 0 Lema 2 a desigualdade 4-6 temos

T
Z<it — Lt, Gt — Ctrue> < 8DB\/T (4_7>

t=1

Isso conclui a prova do Teorema 9. |
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5
Aprender as Restricoes

Neste capitulo consideramos o problema OINVONLINE-LD, de se apren-

der o lado direito by, do problema

max ¢
st Az < byrye (5-1)
x>0,

a partir do conhecimento de A e de observagoes dos ¢;’s e solugoes 6timas x;’s
(veja Segao (1.1) para relembrar a definicdo completa do problema).

Nossa segunda contribuicao é o seguinte resultado.

Teorema 10 Considere o problema OINVONLINE-LD. Assuma que biye €
[—B, B]™. Entdo o algoritmo ALGOLD produz vetores b',... b" € [-B, B]™

(estimativas para by.e) € Ty, ..., Tr com as sequinte propriedades:
1. Para todo t, x; é vidvel para X

2. Essas solugoes tem a sequinte garantia de valor:

1L B 2n32mCBA
T ;(Ct,xt — ) < — 7 (5-2)

onde C = max; ||¢;||2, e A é o maior valor absoluto das matrizes D!,

sendo D uma submatriz quadrada de A ndao singular.

Novamente, como z; é 6timo com relagdo a ¢;, note que (¢, x; — Ty) =
|{ct, x) — (¢, T4)|, e portanto essa garantia implica a garantia enunciada no
Teorema 3.

A ideia do algoritmo é simples: para que as solucbes Z; sejam sempre
viaveis, temos que manter os estimadores bt pequenos, ou seja, as restricoes
Az < b mais apertadas do que as restrigdes originais Axr < bye. Por
isso, inicializamos bt = (=B,...,—B), o menor valor possivel na faixa dada.
Além disso, ao observarmos z;, sua viabilidade traz uma cota inferior para
birue: birue = Axy. Portanto, podemos setar nossa préxima estimativa como
bt = max{Az;,b'"'} (0 maximo é tomado a cada coordenada). Formalmente o

algoritmo tem a seguinte descrigao:
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Algorithm 5 ALGoLD
Entrada: Matriz A, cota B tal que by € [—B, B]™

1: ' =(=B,...,—B) € R"

2: fort =1to T do

3 Observa ¢t

4 z;, + argmax{(c,, x) | Az < b'}
5: Observa a solugao 6tima x; (argmax{{(c;, ) | Ax < byrue})
6
7
8:

lzt — Aﬂft 3
b1 < max{d', b'}
end for

Como o algoritmo aumenta a estimativa bt monotonamente e by, esté
na regiao limitada [—B, B]™, a intuigdo é que temos o “sanduiche” o<
birue < (B,...,B) e portanto apés um tempo deverfamos ter bt~ by
Assim, podemos produzir solu¢oes 6timas x; viaveis, a partir das estimativas
(b',...,b"), que na média sio essencialmente tdo boas quanto as solucoes

Otimas observadas ;.

5.1
Prova do Teorema 10

Item 1. Primeiro provamos que os vetores z; computados pelo algoritmo
satisfazem Azr; < by... Para isso, primeiro demonstramos por indugao que
as estimativas b' satisfazem b' < byye. Por definicdo da cota B e 51, isso
claramente vale para essa primeira iteracao. Para o passo indutivo, pela
viabilidade de z; temos b* = Az; < by, € portanto usando a hipdtese indutiva
b+ = max{bt, b'} < max{brue, Drue} = birue; iss0 conclui a inducio.
Portanto, por definicio de Z; temos AZ; < b' < byue, provando a

viabilidade de z;.

Item 2. A seguinte é a principal observacao para a andlise de valor das

solugoes x; computadas.

Lema 3 Considere b € R™ tal que b' > b, e seja 7, := argmax{(c;,b") |

Azr < Et}. Entao Ty tem valor maior ou igual a xy: (ct, Ty) > {(cr, xy).

Prova. Como por defini¢ao b' = Ax;, temos
(¢, 7,) = argmax{(c,, ) | Az < b'} > argmax{(c,, ) | Az < b'} > (¢, 2,),

onde a primeira desigualdade vem do fato de que um conjunto viavel esta

contido no outro. [ |
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Se pudéssemos garantir b* > bt para todo ¢, terfamos entéo a comparacio
desejada (¢, Z¢) > (¢, x¢). Como esse ndo ¢ o caso, introduzimos o majorante
b = max{b', b’} (entdo por definicio bt > bt). A ideia é provar que “na media”
temos bt > b, e portanto podemos aplicar de forma aproximada o lema acima

para obter (¢, Z;) 2 (¢, z4). O seguinte lema formaliza o primeiro passo.

~Y

Lema 4 Temos Y., ||bt — bt||; < 2mB.

Prova. Note que por definicio de b temos b > b, e portanto

BB =3 (i - B).
=1

[EEATEDY

=1

Além disso, por definicao de atualizacio das estimativas b' temos b'*! = bt

Combinando com a observac¢ao anterior, temos

T T m
SOUB =B =3 (B - ) =3 (b - b)) < 2mB,
t=1 t=1i=1 i=1
onde a tltima desigualdade segue do fato que b € [—B, B]™. Isso conclui a
prova. |

Agora defina 2, := argmax{(c,, z) | Az < b'}, que pelo Lema 3 satisfaz
(ct, Be) = (ce, 1) (5-3)

Note que %; e 7; sao solugoes Otimas do mesmo problema de otimizagao
com dois lados direito diferentes b; e 0!, respectivamente. Pra quantificar a
distancia entre essa solugoes 6timas em funcao da diferenca entre os lados

direito, utilizamos o seguinte resultado classico.

Teorema 11 (Teorema 10.5 de (42)) Considere dois programas lineares

que diferem apenas no lado direto das restrigoes: max{(f,x) | Mz < d'} e
max{(f,z) | Mz < d"}, onde M € R"™, f e R" ed,d € R™. Sendo 2’ e

2" solucoes dos problemas, respectivamente, temos
o = 2"l < nTld’ = ']l (5-4)

onde T' é o maior valor absoluto das matrizes D™, sendo D uma submatriz

quadrada de M nao singular.

Como definimos A precisamente como o quantidade I' do lema anterior

mas com relacdo a matriz A, temos

1Z: = Etlloo < nAbe = billoo < B = billr- (5-5)
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Para terminar o argumento, precisamos compara o lado direito dessa expressao

com a diferenca de valor entre z; e Z;.
Lema 5 Lembrando que C' = maxy ||ci||2, temos (ci, B — %) < /NC|Z— 2| oo-
Prova. Aplicando a desigualdade Cauchy-Schwarz, temos

(ct, B — @) < lerllal|Te — Bl < Oz — &2

Porém note que ||Z; — 2|2 < /1| — ]| (pois a distancia ¢y é maximizada
quando todas as coordenadas dos vetores diferem de ||Z; — £ || unidades. Isso
conclui a prova. [ |

Combinando o Lema 5, as desigualdades (5-3) e (5-5), e o Lema 4, temos

que
T

Z<Ct’ Tt — i't> é 2n3/2mCBA

t=1
Dividindo por T" obtemos a prova do item 2 do Teorema 10, concluindo assim

a Sua prova.
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6

Experimentos computacionais

Nossa terceira contribuicao sao experimentos computacionais dos algo-
ritmos desenvolvidos. Como nao existem instancias padrao de problemas de
otimizacao inversa online, consideramos adaptagoes de problemas classicos de
otimizacao combinatoéria a esse contexto. Para o modelo OINVONLINE-FO
consideramos os problemas da mochila, de caminho mais curto com restricao
de recurso, multifluxo em rede e planejamento de producgao; para o modelo
OINVONLINE-LD consideramos o problema da mochila multidimensional.

Nossos resultados computacionais foram obtidos por meio de um Note-
book Samsung (2016), com Intel core i5 com 2.2GHz cores, implementamos
usando Julia através do JuMP e CPLEX Solver.

6.1
Aprender Preferéncias dos Clientes

Considere um mercado que oferece GG produtos, onde os precos desses
produtos variam a cada dia t € T'. Assumimos que os produtos sao escolhidos
para serem comprados pelos seus clientes de forma a maximizar a utilidade,
dado suas restrigoes de gastos. No dia t, o cliente resolve o seguinte problema
de otimizacao,

max Z Ctrue,gTgq
geG

t t
S.t. Z Pgg <D
geG

z e {0,1}

onde ¢4 € a funcao utilidade desconhecida que buscamos aprender, pg é prego
do produto g e pfy representa o maximo que o cliente pode gastar na compra
dos produtos.

Nos geramos instancias para esse problema baseado no data set para o
problema da mochila knapPIl 2 500 1000 _1 usado em (43). Esse dataset
contém 1 instancia do problema da mochila com 500 itens e capacidade maxima
da mochila igual a 1000. O vetor de utilidade ¢;.,. desconhecido corresponde ao
valor dos itens da mochila das instancias normalizado para obter um vetor cy.,e

como uma distribui¢ao de probabilidade. O prego do item g no dia ¢ assumiu
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o valor pz =w+ T;, no qual w é o peso associado a cada item da mochila das
instancias, e rz é escolhido aleatoriamente das instancias no intervalo [—10, 10,
por meio de uma distribui¢ao uniforme. Por fim, o lado direito pj, restricao de
gastos do cliente no dia ¢, assumiu um valor aleatério dado por uma distribuicao
uniforme no intervalo [W,,in, Winaz|, onde W,;, é a média do peso dos itens no
dia t e Wi, € a capacidade méxima original da mochila, que nessas instancias
¢ 1000. Setamos o horizonte de tempo 1" = 1000.

Munidos dessas instancias do problema de otimizacao inversa online,
realizamos experimentos computacionais com o algoritmo OOFL (algoritmo
que usa 0 MWU de (32)) e o nosso algoritmo ALGOFO.

0.014 0.014 —

—— erro médio . —— erro médio
0.012 erro de solugéo 0.012 erro de solugéo

0010 0010

0.008 0.008
0.006 0.006
0.004

0.004

0.002 0.002

0.000 0.000

0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

(a) ALcoFO (b) OOFL

Figura 6.1: Em (a) plotamos o erro de solugao em cada tempo t e o erro de
solugdo médio do algoritmo ALGOFO, assim como em (b) para o algoritmo

OOFL

Consideramos o erro de solucdo em cada instante de tempo t € T', dado
por |(Curues Tt) — (Corue, T1) |, 0 qual descreve a diferenga entre a solugao étima z,
obtida pela resolucao do problema com a estimativa da funcao objetivo, i.e. ¢,
e a solucao otima x; € X; obtida otimizando o problema original, ou seja, com a
funcao objetivo desconhecida ¢y E também o erro de solugdo médio, definido
como % S I Ctrues Ter) — {Corue, Tr) |, que é dado pela média do erro de solugdo
em cada instante de tempo t € T. A Figura (6.1) apresenta o erro de solugao
em cada instante ¢ e o erro médio para os algoritmos OOFL e ALGOFO.
Observe que para esta instancia o erro de solu¢ao em cada instante de tempo
do algoritmo ALGOFO converge mais rapidamente que o algoritmo OOFL
enquanto que o erro médio se mostra equivalente para os dois algoritmos.

Agora, para avaliar a convergéncia entre a solugoes na fungido objetivo
consideramos o gap multiplicativo entre as solugoes 6timas x; e as solugoes ;.

Mais precisamente plotamos,

t —
Zt’:l Ceruely

t )
Zt’:l Ceruely
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como demonstra a Figura (6.2), o ALGOFO tem uma performance um pouco

superior a do algoritmo OOFL.

——— Gap Multiplicativo /—r ——— Gap Multiplicativo

(a) ALcoFO (b) OOFL

Figura 6.2: Plotamos o gap multiplicativo entre as solugoes z; e x; na fungao
Zz’:l Ctrueit/

: em (a) para o ALGOFO, assim como em
Et’:l CtrueXy/

objetivo ¢iyue, dada por
(b) para o OOFL

6.2
Aprender Tempos de Viagem

Neste exemplo, consideramos uma rede rodoviaria, onde observamos um
motorista em cada tempo ¢t € T'. Mais precisamente consideramos, o problema
do caminho mais curto com restrigao de recurso, no qual dado um grafo G(V,
E) direcionado, os motoristas devem encontrar o caminho de s para t de custo
minimo sujeito a restrigdes de recurso. Onde a, representa o comprimento de
cada aresta e € F.

As observagoes t € [T] representam motoristas em uma rede, e cada
observagao consiste em p; = (p},p?,p}), sendo p; o nd de origem e p? o né
de destino da viagem do motorista t. Assumimos que cada motorista pega
o caminho com o menor tempo de viagem em relacao aos tempos de viagem
desconhecido ¢, com e € E estando sujeito ao limite da distancia total que pode

ser percorrida p?. Os valores de x; indicam a aresta do grafo que o motorista
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t atravessou. O motorista t resolve o seguinte problema de otimizagao:

min Z Ctrue,ele
ek

—1, sev=p}

st Y we— > me=11, sev=p; (VWwev)

0, caso contrario

e queremos aprender os valore de cyye e que correspondem ao tempo de viagem
de atravessar o arco e.

Para este problema geramos instancias baseado no dataset para o pro-
blema do caminho mais curto com restricio de recurso rcspl8 da OR-
LIBRARY, contendo 500 vértices e 4858 arestas. O valor do vetor desconhecido
de tempos de viagem ¢ty corresponde ao custo das arestas das instancias
normalizado para obter uma distribui¢ao de probabilidade. O valor do compri-
mento a, de cada aresta corresponde ao valor k que representa a quantidade
de recurso consumida ao se passar pelo vértice ¢ € V das instancias. Em cada
tempo t, escolhemos um par aleatorio de nés de origem e destino e assumimos
que o valor de p}, que limita a distancia total percorrida, ¢ descrito por um
nimero aleatdrio através de uma distribuigdo uniforme no intervalo [7pin, Tmaz]
onde 7,in € T'maez SA0, respectivamente, os valores de recurso minimo e o maximo
das instancias. Setamos o horizonte de tempo 7" = 1000.

Com as instancias do problema de otimizacao inversa online, realizamos
experimentos computacionais aplicando os algoritmos OOFL e o ALGOFO,
para comparar seus desempenhos. Aqui também consideramos o erro de solucao

médio e em cada instante t € T'.
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0.00100 1~ 170 médio = erro médio
erro de solugio erro de solugéo
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0.0006

0.00050
0.0004

0.00025
0.0002

0.00000 0.0000 o

(a) ALcoFO (b) OOFL

Figura 6.3: Erro e o erro médio em cada instante ¢ para o problema de aprender
os tempo de viagem.

Podemos observar na Figura (6.3) que tanto para o erro da solugdo
no instante t € T quanto para o erro médio, o ALGOFO obtém melhores
resultados que o OOFL, para essa instancia do problema, além de uma melhor
convergéncia. E possivel também identificar, que o erro da solucio em relacio
ao resultado apresentado pela Figura (6.1) tem uma convergéncia mais lenta,

o que pode ser explicado pela maior complexidade do problema.

6.3
Aprender Custos de Transporte

Consideramos uma rede de transporte que liga fabricas a seus clientes e
assumimos que ao todo K mercadorias que sdo produzidas nas fabricas. De
maneira geral, consideramos aqui o problema de multifluxo em rede, onde a
rede pode ser descrita como um grafo direcionado G(NN, A) e cada fébrica é
um n6 n € N de origem e cada consumidor que demanda a mercadoria k
¢ um né n € N de destino. Assim, em cada dia t € [T]| o proprietario das
fabricas observa as demandas e capacidades de transporte para transportar
as mercadorias demandadas, através da rede, a custo minimo. Para cada
arco a € A e cada mercadoria k € K temos um custo de transporte cfme’a
desconhecido associado.

As observagoes t € [T] sao dadas por p; = (ptl,pé’k) onde p} representa
a capacidade total de transporte em cada arco a € A, que podemos associar
as capacidades dos veiculos de transporte que circulam na rede, e pg’k’” é a
demanda do item k para cada cliente n € N. O proprietario deve atribuir os
custos ¢}, , de transportar cada mercadoria através dos arcos a € A da rede,
dada as observacoes p; e quantidade da mercadoria k que passa pelo arcoa € A

no dia t. Assim, a cada dia t € [T o proprietario deseja resolver o problema
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de multifluxo em rede dado por

min Z Z cfrue,a'rfu

keK acA
s.t. Zaz’jgpﬁ Vae A
kK
Sab— S akb=pt*" vneN, VkeK
acd_ CLE(;+
x>0,

onde z¥ é a quantidade da mercadoria k que passando pela arco a € A.
Construimos instancias baseadas no dataset AerTrans, disponivel em

http://www.di.unipi.it/optimize/Data/MMCF.html, com K = 40 merca-

dorias, V' = 49 vértices e £ = 137 arestas. O valor do vetor desconhecido de

custos de transporte cF _ foi associado ao valor do custos das arestas das

fmw ser uma distribuicao de probabilidade. No

dia t o valor da demanda, para os nés fabricas, pg’t’" = q,{ + S¢, onde q}: é

instancias normalizado para c

a quantidade da mercadoria k produzida pela fabrica f das instancias, e 5’}
¢ escolhido aleatoriamente com nimeros no intervalo [—3,3]. Agora para os
nos clientes associamos a demanda pg’t’" a soma da quantidade produzida da
mercadoria k pelas fabricas multiplicado por —1 (por ser um né de deman-
dante), caso o né nao seja fabrica nem cliente a demanda pg’t’" = 0. O valor
das capacidades das arestas corresponde a um nimero aleatério dado por uma
distribui¢do uniforme no intervalo [V, v], onde vy, é 0 menor valor que a
capacidade da aresta pode assumir e v é o valor de capacidade da aresta das
instancias.

Munidos das instancias para o problema de otimizagao online, realizamos
experimentos computacionais com os algoritmos OOFL e ALGOFO. Assim,
computamos o erro de solucao no tempo ¢ e o erro de solugao médio, bem como

avaliamos a convergéncia das solugoes na funcao objetivo cipye.
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4 .
= erro médio ° . . . erro médio
©® erro de solugio © erro de solugio
L . *
. e o
L g °
.

(a) ALcoFO (b) OOFL

Figura 6.4: Erro de solucao em cada instante tv € T e o erro médio para os
algoritmos ALGOFO, em (a) e OOFL, em (b).

Observe que na Figura (6.4) mais uma vez o ALGOFO converge mais
rapidamente que o OOFL, além de apresentar taxas de erro menores. Assim,
também avaliamos a convergéncia das solugoes produzidas pelo algoritmo e a
solugdo 6tima na fungao objetivo ¢y por meio do Gap multiplicativo, Figura
(6.5). As solugoes x; produzidas pelo ALGOFO convergem mais rapidamente
na funcao objetivo ¢y em relagao as solugoes 6timas conhecidas do que as

solucoes obtidas pelo algoritmo OOFL.

—— Gap Multiplicativo —— Gap Multiplicativo

0 250 500 750 1000 00 0 250 500 750 1000

(a) ALGOFO (b) OOFL

Figura 6.5: Gap multiplicativo entre as solugoes z; e x; na func¢ao objetivo ¢y
para 0 ALGOFO (a) e para o OOFL (b).

6.4
Aprender Custos de Producao

Agora, consideramos uma fabrica que recebe, a cada més t € T, N
demandas de seus clientes. Mais precisamente, consideramos o problema de
planejamento de produgao, onde observamos em cada més as demandas dos
clientes que devem ser atendidas minimizando os custos totais da producao.

No més t observamos p; = (p}, ph, ps, p}), no qual p! sdo os tempos de

produgao de cada produto ¢ = {1,..., N}, pb é a capacidade ou tempo maximo
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de produgao, pf representa a quantidade em estoque dos produtos e p} sdo as
demanda dos clientes. A fabrica deve atribuir o custo ¢; de produzir o produto
1, o custo h; de manter determinado produto ¢ no estoque e o custo s; de
configuragao da producao dado as observagoes p; bem como a quantidade de
produtos produzidos e em estoque, além de saber que produtos sao produzidos
em uma dada configuragdo de produgdo no més t. De modo geral,a cada més

t a fabrica quer resolver seguinte problema de planejamento de produgao ,

min Z i + sy + hizi
iEN

s.t. Zp"ixz < p’;
iEN
pla; < phy; VieN
ph+azit+zi=p, VieN
z,z>0

y € {0, 1}V

onde x; é a quantidade produzida do item 7, y; denota se o item i foi produzido
ou nao e z; representa o inventario ou estoque de cada produto i, buscando
aprender os custos, ¢;, s; e h; para melhor gerenciamento de seus recursos e
aprimorar planejamentos de produgao futuros.

Criamos instancias para o problema, baseadas no dataset SetA da
CSPLib, especifico para o Lot Sizing Problem com N = 20 produtos. O valor
atribuido aos vetores desconhecidos ¢;, s; e h; sao, respectivamente, os custos de
produgao, de configuracao e de estoque dos produtos das instancias. O dataset
conta com uma matriz para cada parametro do problema, dado um horizonte
de tempo de 16 dias.

Por ser um horizonte de tempo pequeno, setamos 7" = 1000 e para cada
instante ¢ o tempo de produgao p! de cada produto i corresponde a um nimero
aleatério descrito de uma distribuigdo no intervalo [Kpin, kmax]N , onde k., €
kmaz S20, respectivamente, o menor e o maior elemento da matriz de tempos
de produgao para o produto 7, associamos o valor da demanda p} de maneira
analoga. J& o valor do tempo maximo de produgdo ph é definido por uma
distribuicao uniforme no intervalo entre o menor tempo limite de producao e
a média dos tempos limites. E por fim, a quantidade de produtos em estoque
assume o valor p§ = e + 4, no qual e é a média da quantidade de itens em
estoque para o produto ¢ e r; ¢ um niimero aleatorio distribuido uniformemente
no entre [—10, 10].

Com as instancias para o problema de otimizacao inversa online reali-

zamos experimentos computacionais com os algoritmos ALGOFO e OOFL-
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OGD (algoritmo de Barmann et.al (33) que generaliza ¢y...) para aprender os
custos associados a producao ¢;, s; e h; desconhecidos. Computamos os erros de
solugdo por instante t e médio, bem como a razao do custo médio, Figura (6.6)
(a) e (b). Além disso, computamos também a convergéncia entre as solugoes

T; e z; na fungdo objetivo real (ver Figura (6.6) (c) e (d)).

4 4~

(a) ALGOFO (b) OOFL-OGD
(c¢) Gap - ALcOFO (d) Gap - OOFL-OGD

Figura 6.6: Erro por iteragao ¢ e o erro médio para o algoritmo ALGOFO em (a)
e para o algoritmo OOFL-OGD em (b). Em (c) plotamos o gap multiplicativo
entre as solugoes Z; e x; para o algoritmo ALGOFO e em (d) para o algoritmo
OOFL-OGD.

Observe que os dois algoritmos tem um resultado bastante similar, tanto
para os erro de solu¢do no tempo t e médio que convergem em uma faixa
de valor bem préxima, quanto em relagdo aos gaps multiplicativos entre as

solucoes produzidas pelos algoritmos e as solugdes 6timas.

6.5
Aprender Capacidades de Recurso

Para testar o funcionamento do Algoritmo ALGOLD para o problema
OINVONLINE-LD, consideramos o problema da mochila multidimensional. O

problema considera um conjunto de W diferentes itens, cada qual com um valor
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associado e S diferentes recursos cada um com sua capacidade. Consideramos
a versao online do problema, no qual assumimos ter um horizonte de tempo
t =1,...,T e que conhecemos a quantidade r,,, do recurso s € S que cada item
w € W consome. Assumimos também que os itens sao escolhidos de forma a
maximizar o valor da mochila sem extrapolar a capacidade de nenhum dos
recursos. No instante ¢, observamos o valor v,, do item w e queremos resolver

o seguinte problema de otimizacao,

max Z vl Ty,
weW

s.t. Z TswZw < bipyes VS ES
weW

z e {0, 1"

onde z,, indica se o item w estd ou nao na mochila e b, é a capacidade de
recurso desconhecida que buscamos aprender.

Construimos instancias para o problema, baseadas no data set mknapcb4
da OR-LIBRARY, contendo W = 500 itens, S = 30 recursos e T = 1000. Em
cada tempo ¢, o valor dos itens v é dado por uma distribui¢do uniforme
no intervalo [min{p, }, max{p,}], onde p, é o valor do item no data set. As

capacidades de recurso r,, sao associadas ao seu respectivo valor das instancias.

80 —

—— erro médio = Gap Multiplicativo

erro de solugéo

60 -

40

L L L L
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

(a) Erro por rodada (b) Gap entre as solugdes 7+ e x4

Figura 6.7: Em (a) plotamos o erro em cada tempo t e o erro médio do algoritmo
, assim como em (b) o gap multiplicativo entre as solugbes z; e x;, dada por

t _
Do Coy

T .
2y G Ty

O erro da solu¢ao no tempo t é definido por |{(c;, Z;) — (¢, z¢)|, 0 qual
descreve a diferenca entre a solugao x;, obtida pela resolug¢ao do problema com
o lado direito das restricdes definido por by, e 2y, solucdo obtida com beye,
na funcao objetivo ¢;. O erro médio da solucao é dado por %Zi,zl |{co, Zy) —
(cp, xp)|. A Figura (6.7) mostra que esse erro vai se tornando pequeno a medida

que t cresce, além de mostrar que x; é tdo bom quanto x; na fungdo objetivo.
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7
Conclusoes

Este capitulo apresenta as observagoes finais sobre nosso trabalho. Noés
discutimos nossas contribuicdes e apresentamos as dire¢oes para trabalhos
futuros.

Nesta dissertacao demonstramos como aprender a fungao objetivo e as
restricdes de problema de otimizagdo online através da observacao da sua
solugao 6tima no decorrer de multiplas rodadas. Nossa abordagem faz uso de
técnicas de Online Learning por meio da qual desenvolvemos dois algoritmos,
ALGOFO que aprende a funcao objetivo e ALGOLD que aprende as restrigoes
nos permitindo produzir solugoes tao boas quanto as 6tima no decorrer em
poucas observagoes.

Como mencionado na Introducao, na nossa primeira contribuic¢ao consi-
deramos o problema OINVONLINE-FO e generalizamos os resultados de Bar-
mann et.al (32) para um vetor ¢y, qualquer, removendo qualquer hipétese de
que ele deveria ser uma distribuicao de probabilidade através do algoritmo AL-
GOFO, descrito no Capitulo (4), com garantia dada pelo Teorema (9). Mesmo
obtendo o mesmo resultado que Barmann et.al em (33) removemos a hipétese
adicional que o didmetro méaximo dos conjuntos viaveis do problema X; sao
conhecidos a priori.

Nossa segunda contribuigao foi apresentar uma solugao para o problema
OINVONLINE-LD, que foi deixado em aberto por Barmann et.al em (32, 33),
através do algoritmo ALGOLD), descrito no Capitulo (5), com garantia dada
pelo Teorema (10). Nossa tltima contribuigao foram experimentos computa-
cionais que demostraram a aplicabilidade da nossa abordagem algoritmica e
sua eficacia. Investigamos seus usos em problemas de otimizacao combinatoria
classicos e obtivemos resultados similares aos algoritmos existentes.

Como proximos passos poderiamos estender o problema de otimizagao
inversa online para aprender em conjunto a func¢ao objetivo e o lado direito das
restrigoes de problema de otimizagao online e obter uma garantia satisfatoria

para seu uso em aplicagoes reais.
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