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Resumo

Barros Junior, José Flavio Cavalcante; Haeusler, Edward Her-
mann (Orientador). Uma Abordagem Experimental sobre a
Compressao de Provas em Deducao Natural Minimal Im-
plicacional. Rio de Janeiro, 2019. 62p. Dissertacao de Mestrado —
Departamento de Informatica , Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

O tamanho das provas formais possui algumas importantes implicagoes
tedricas na area da complexidade computacional. O problema de determinar
se uma férmula é uma tautologia da Loégica Proposicional Intuicionista e do
fragmento puramente implicacional da Légica Minimal (MD) é PSPACE-
Completo. Qualquer légica proposicional com um sistema de deducgao
natural que satisfaga o principio da subférmula possui o problema de
determinar tautologias em PSPACE. Saber se qualquer tautologia em MD
admite provas de tamanho polinomialmente limitado esta relacionado com
saber se NP = PSPACE. Técnicas de compressao de provas reportadas
na literatura utilizam duas abordagens principais para comprimir provas:
gerar provas ja compactadas; comprimir uma prova ja gerada. Proposta
por Gordeev e Haeusler (6), a Compressao Horizontal é uma técnica
de compressao de provas em deducdo natural da MD que utiliza grafos
direcionados para representar as provas. Dada a prova de uma tautologia
qualquer da MDD, que pode possuir tamanho exponencial em relagao ao
tamanho da conclusao, o objetivo da Compressao Horizontal é que a prova
resultante da compressao possua tamanho polinomialmente limitado em
relacdo ao tamanho da conclusao. Nosso trabalho apresenta a primeira
implementagdo da Compressao Horizontal, juntamente com os primeiros
resultados da aplicacao da técnica sobre provas de tautologias da MD, além
disso, compara as taxas de compressao obtidas com técnicas tradicionais de

compressao de dados.

Palavras-chave

Teoria da Prova; Compressao de Provas; Légica Minimal.
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Abstract

Barros Junior, José Flavio Cavalcante; Haeusler, Edward Her-
mann (Advisor). An Experimental Approach on Minimal Im-
plicational Natural Deduction Proofs Compression. Rio de
Janeiro, 2019. 62p. MSc Dissertation — Departamento de Infor-
matica , Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

The size of formal proofs has some important theoretical implications
in computational complexity theory. The problem of determining if some
formula of Intuitionistic Propositional Logic and the purely implicational
fragment of Minimal Logic (MD) is a tautology is PSPACE-Complete. Any
propositional logic with a natural deduction system that satisfies the sub-
formula principle is PSPACE. To know if any tautology in MD admits
polynomially sized proof is related to whether NP = PSPACE. Proof
compression techniques reported in literature use two main approaches
to proof compressing: generating already compressed proofs; compressing
an already generated proof. Proposed by Gordeev and Haeusler (6), the
Horizontal Compression is a natural deduction proof compression technique
that uses directed graphs to represent proofs. Given a tautology proof in
MD, which may have an exponential size in relation to conclusion length,
the goal of Horizontal Compression is that the compressed proof has a
polynomially limited size in relation to conclusion length. Our work presents
the first implementation of Horizontal Compression, together with the first

results of the execution of the technique on proofs of MD tautologies.

Keywords

Proof Theory; Proof Compression; Minimal Logic.
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O trabalho da ciéncia nao consiste na criagao,
mas na descoberta de pensamentos verdadei-
r0S.

Gottlob Frege, primeiro capitulo do livro ndo finalizado, The Thought: A
Logical Inquiry (1918).
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1
Introducao

Provas matematicas existem desde a Grécia antiga e tém o objetivo de
corroborar a veracidade de uma afirmacao, além de transmitir conhecimento
entre especialistas através do tempo. As provas matemaéaticas utilizadas até
o final do século XIX, conhecidas como provas informais, sao geralmente
construidas em linguagem natural e nao possuem uma forma precisa, sendo
estruturadas de acordo com a vontade do autor. Apesar de serem bastante
utilizadas, as provas informais tém um importante problema: inexiste um
método efetivo de verificagao de erros. Entre o final do século XIX e o inicio do
século XX, alguns matematicos e légicos abordaram diferentes maneiras para
fundamentar a matematica através de um aparato tedrico que permitisse uma
checagem de erros. Entre as varias contribui¢oes para a légica matematica,
surgiu o ramo da teoria da prova juntamente com o conceito de prova formal.

Ao contrario das provas informais, as provas formais sdo estruturadas
através de rigorosas regras de constru¢ao. Uma prova formal é a derivagao de
uma sentenga (conclusdo) a partir de outras sentengas (axiomas e hipoteses),
tal derivagao é uma sequéncia de sentencas, onde cada elemento da sequéncia é
uma hipotese ou axioma, ou é resultado da aplicagao de uma regra de inferéncia
de um sistema dedutivo. Cada sentenca de uma prova formal, também chamada
de féormula, é um elemento de uma linguagem formal, linguagens da Loégica
Proposicional e da Loégica de Primeira Ordem sao exemplos de linguagens
formais.

Além da utilizagdo puramente teérica na loégica matematica, provas
formais podem ser utilizadas para diversas finalidades em diferentes contextos.
No desenvolvimento de softwares, provas podem ser necessarias para validar
o funcionamento de porcoes de codigo. Na fabricacao de hardwares, um
projeto de circuito pode ser validado através da prova de uma férmula
que o descreve. Em alguns casos, tais provas podem ser grandes, possuindo
tamanhos exponenciais em relacao ao tamanho da conclusao, o que aumenta
significativamente a complexidade da construcao e demanda uma automacao.

A Prova Automética de Teoremas (Automated Theorem Proving - ATP)
é a area da Ciéncia da Computacao que utiliza programas de computador para

a geracao automatizada ou semiautomatizada de provas. No entanto, um pro-
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Capitulo 1. Introducio 13

vador de teoremas ainda pode gerar provas muito grandes. O tamanho de uma
prova pode prejudicar sua utilizacao pratica, visto que a extragao de alguma
informacgao 1til ao contexto pode se tornar invidvel, além de que manipular
grandes volumes de dados pode acarretar problemas de implementacao para o
provador. Esses problemas reforcam a importancia do esforco para compressao
das provas geradas e/ou na geragdo de provas ja comprimidas.

Além de possiveis problemas de implementacao nos provadores, o tama-
nho das provas possui algumas importantes implicagoes tedricas na area da
complexidade computacional. Statman mostrou que o problema de determinar
se uma férmula é uma tautologia (TTAUT) da Logica Proposicional Intuici-
onista e do fragmento puramente implicacional da Ldgica Minimal (MD) é
PSPACE-Completo (1). MD é capaz de simular a Légica Proposicional Intui-
cionista através de uma tradugao polinomial. Qualquer logica proposicional
com um sistema de deducao natural que satisfaca o principio da subférmula
também possui seu respectivo TAUT em PSPACE (2). Um sistema de de-
ducao natural que satisfaz o principio da subférmula é capaz de gerar provas
onde cada ocorréncia de féormula é uma subférmula da conclusao ou é uma
subférmula de alguma hipétese. Saber se TAUT da MD possui um certificado
polinomial para qualquer tautologia, i.e, saber se qualquer tautologia possui
uma prova de tamanho polinomialmente limitado em relagdo ao tamanho da
conclusao, esta relacionado com saber se NP = PSPACE.

Provas em dedugao natural podem ser representadas em diferentes for-
matos. No estilo de Gentzen-Prawitz, as provas possuem o formato de uma
arvore, onde as féormulas sao representadas pelos nés, e as regras e os rotulos
de descarte sao representados pelas arestas. No estilo de Jaskowski-Fitch, as
provas sao sequéncias de passos numerados seguidos pela identificagdo da re-
gra e sua referida justificativa. O tamanho de uma prova pode ser aferido a
partir de diferentes pontos de vista. A quantidade de nés (Gentzen-Prawitz), a
quantidade de linhas (Jaskowski-Fitch) e até a quantidade de simbolos podem
ser utilizados para mensurar o tamanho de uma prova. Para a complexidade
computacional, o tamanho de uma prova é a quantidade de simbolos de sua
representacao.

E bem conhecido que provas podem ser muito grandes. Na M>, algumas
formulas possuem provas em deducao natural com tamanhos com limite
inferior exponencial (3). A redugao do tamanho de provas pode ser realizada,
principalmente, através de duas abordagens: gerar provas ja comprimidas
através de um calculo de deducao natural que seja capaz de gerar provas
menores que a deducao natural usual; comprimir provas em deducao natural

que ja tenham sido geradas.
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Em (4, 5), Paleo propoe um célculo de deducao natural para a MD utili-
zando deep inference, que permite aplicar as regras de inferéncia diretamente
nas subférmulas. Para algumas formulas, esse calculo pode gerar provas qua-
draticamente menores que a dedugao natural usual.

Em (6), Gordeev e Haeusler propéem o método de Compressao Hori-
zontal que permite reduzir o tamanho das provas através da fusdao de nods
com férmulas idénticas que estejam no mesmo nivel na arvore de derivagao
(estilo Gentzen-Prawitz). Essa técnica de compressao ¢ utilizada como uma
ferramenta para a prova da conjectura NP = PSPACE. O objetivo da com-
pressao é que a prova compactada possua tamanho polinomialmente limitado
em relacao ao tamanho da conclusao.

A Compressao Horizontal e outras técnicas de compressao de provas
para outros sistemas dedutivos, (7, 8, 9), utilizam a redundancia de dados nas
representacoes para obter a reducao do espago necessario para representar as
provas. Essa caracteristica também é a base para intimeras técnicas tradicionais
de compressao de dados, e.g., codificagdo de Huffman.

Esta dissertacao de mestrado se propoe a realizar um estudo comparativo
empirico entre técnicas de compressao de provas na MD em deducao natural.
A revisao da literatura identificou apenas duas técnicas de compressao com
essa caracteristica (dedugao natural da MD). A primeira é a Deducao Natural
Contextual (DNc) proposta em 2013 (4) com experimentos reportados em
2015 (5), que demonstraram que a técnica é capaz de gerar provas menores
que a deducao natural usual em alguns casos. A segunda é a compressao
horizontal de provas proposta em 2016 (6) para comprimir provas na MD
de tautologias arbitrarias com garantia que a compactagdo gera provas de
tamanho polinomialmente limitado em relagdo ao tamanho da conclusao.

Apresentamos a primeira implementacao da Compressao Horizontal jun-
tamente com os resultados da aplicacao das técnicas de compressao de provas
e dados para um conjunto de provas na MD.

No Capitulo 2, introduzimos os principais conceitos relativos a provas
formais utilizados no restante do trabalho. Iniciamos com um pequeno resumo
histérico sobre o surgimento das provas formais. Apresentamos o fragmento
puramente implicacional da légica minimal, detalhando sua linguagem, sistema
de deducao natural e semantica. Mostramos como uma prova em deducao
natural de uma mesma féormula pode possuir diferentes representagoes

No Capitulo 3, apresentamos em detalhes a Compressao Horizontal e
a a codificacao de Huffman. Exemplificamos como a Compressao Horizontal
atua na compressao das provas no Capitulo 4 e detalhamos passo a passo

a compressao de uma prova. No Capitulo 5, apresentamos o compressor de
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provas compressing, que implementa a Compressao Horizontal. Detalhamos os
principais aspectos do projeto e justificamos algumas decisdes de projeto na
implementagdo do compressor.

O Capitulo 6 apresenta os resultados dos experimentos dos algoritmos da
Compressao Horizontal e codificacdo de Huffman, detalhando a definicao do
conjunto de provas utilizadas e os softwares utilizados direta ou indiretamente
na experimentagao. Concluimos o trabalho no Capitulo 7, no qual avaliamos
os objetivos inicialmente estabelecidos e os resultados obtidos, destacamos as

contribuigoes do trabalho e exploramos possibilidades de trabalhos futuros.
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2

Provas Formais

Este capitulo apresenta os principais conceitos relacionados as provas
formais utilizados no trabalho. A Secao 2.1 apresenta um resumo historico do
surgimento das provas formais desde Frege até a criacao da deducgao natural
por Gentzen. A Sec¢ao 2.2 apresenta a légica proposicional minimal, detalhando
sua linguagem, sistema dedutivo de deducao natural e semantica. A Secao 2.3
apresenta os dois principais estilos de representacao de provas em deducao

natural propostos por Gentzen e Jaskowski.

2.1
Provas Formais vs Provas Informais

Segundo o dicionario Michaelis da lingua portuguesa, uma prova ¢ “aquilo
que demonstra a veracidade de uma afirmacido ou de um fato; confirmacao,
comprovagao, evidéncia”. Na matemadtica, as provas sao utilizadas para cer-
tificar e comunicar o conhecimento entre especialistas. Provas matematicas
existem desde a Grécia antiga, no entanto, sua forma e organizagao mudaram
bastante ao longo do tempo.

O conceito de prova formal foi gradualmente construido entre o final
do século XIX e o inicio do século XX, as provas matematicas utilizadas
antes desse periodo sdo chamadas aqui de provas informais. Uma prova
informal ¢ expressa em linguagem natural e, possivelmente, contém simbolos
e figuras (10). Esse tipo de prova tem o objetivo de convencer o leitor que a
proposicao matematica em questao é verdadeira ou falsa através da exposicao
de uma sequéncia de argumentos encadeados. Normalmente, para facilitar a
compreensao, algumas informacoes bésicas e passos 6bvios de raciocinio nao
sao adicionados a prova, o que pode deixar algumas lacunas na argumentacao.
No restante do texto, o termo “prova” serd sempre utilizado em referéncia a
prova formal.

No final do século XIX iniciou-se um movimento entre alguns matema-
ticos, conhecido como logicismo, com o objetivo de solidificar os fundamentos
da matematica através da légica. A forma como o conhecimento mateméatico
era construido e repassado ja estava bem estabelecida, e até entdao havia se

mostrada eficiente através da pratica matematica. No entanto, as provas in-
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formais eram passiveis a erros, que poderiam ser propagados caso nao fossem
identificados. Uma solucao desejavel para esse problema seria um método para
construir e especificar provas que, por definicao, admita um processo de che-
cagem mecanica (11).

Uma das primeiras e mais importantes contribui¢oes ao logicismo foi
realizada pelo matematico, légico e filésofo alemao Gottlob Frege (1848 -
1925), que em 1879 publicou o livro Begriffsschrift — escrita conceitual,
conceitografia — considerado um dos principais precursores da l6gica moderna.
Com o objetivo de fundamentar a aritmética por meios puramente logicos,
Frege percebeu que a linguagem natural nao era adequada, pois apresentava
importantes imperfeicoes que a limitavam na tarefa de expressar conceitos
matemadticos com exatidao e clareza (12). Esse problema, observado por Frege
como inerente a linguagem natural, foi uma das principais motivagdes para
a producao do Begriffsschrift, onde Frege introduz uma linguagem baseada
puramente em férmulas (a conceitografia), que possui suas sentengas e regras
definidas de forma clara e precisa.

A conceitografia possui simbolos basicos representando a implicagdo e a
negacdo, e ainda, possui representacoes de quantificagao universal e existencial
(Tabela 2.1). Considerada como a primeira linguagem formal, a conceitografia
possui um sistema dedutivo composto por nove axiomas e uma regra de
inferéncia. O sistema dedutivo (axiomético) de Frege tem como principios que:
axiomas expressam verdades logicas basicas; outras verdades sao derivadas dos
axiomas através da regra de inferéncia modus ponens (13). Provas construidas
construidas com termos (férmulas) de uma linguagem formal e seguindo regras

de um sistema dedutivo sdo chamadas de provas formais.

Tabela 2.1: Simbologia utilizada no Begriffsschrift.

Definicao Simbolo
Implicagdo (Se A, entao B) ———-"f =
—A

Negacao FH— A
Quantifica¢do universal H— C(a)
Quantificagdo existencial e+ C(a)

Ap6s a publicacao do Begriffsschrift, Frege continuou se dedicando ao
objetivo de formalizar a aritmética por meios puramente l6gicos. Em 1893,
publicou o primeiro de dois volumes do Grundgesetze der Arithmetik — Leis
Bdasicas da Aritmética — onde define cinco Leis Basicas (I, II, III, IV, V)

originadas a partir de refinamentos do Begriffsschrift, exceto pela Lei V, que
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introduz a nocao de extensao de um conceito. Nas vésperas do langamento
do segundo volume, em 1902, Frege recebeu uma carta do matemaético e
filosofo britanico Bertrand Russel (1872 - 1970) comunicando a descoberta
de um problema com as Leis Béasicas do primeiro volume. A partir da Lei V,
Russel conseguiu obter uma contradi¢ao, tornando a teoria do Grundgesetze
der Arithmetik inconsistente. Os detalhes da descoberta desse problema, que
ficou conhecido como o paradoro de Russel, foram publicados por Russel no
livrto The Principles of Mathematics em 1903.

Com a descoberta que a teoria desenvolvida por Frege é inconsistente, o
logicismo necessitava de mais aparato tedrico para atingir seu objetivo. Pelos
anos seguintes Russel se dedicou a encontrar uma solucao para o paradoxo, que
inicialmente julgava ser simples, no entanto, s6 chegou a uma solugao em 1908
através da Teoria dos Tipos em Mathematical Logic as Based on the Theory of
Types. Durante esse periodo, Russel comegou a colaborar com seu ex-professor
Alfred North Whitehead (1861 - 1947). O resultado dessa colaboragao foi a
publicagdo dos trés volumes do Principia Mathematica, respectivamente, em
1910, 1912 e 1913.

O Principia Mathematica é considerada a obra mais ambiciosa e impor-
tante do logicismo; Russel e Whitehead ansiavam reduzir toda a matemaética a
légica. Apesar de compartilhar a mesma motivacao filosofica sobre o logicismo
com Frege, Russel utilizou no Principia e em trabalhos anteriores uma notacao
préoxima a utilizada em 1889 pelo matematico italiano Guiseppe Peano (1858 -
1932) no Arithmetices principia, nova methodo exposita. Juntos, os trés volu-
mes sao divididos em seis partes e abordam nimeros reais, ordinais e cardinais,
e teoria dos conjuntos. Um quarto volume foi iniciado abordando a geometria,
mas nao chegou a ser concluido.

A parte I, presente no primeiro volume, introduz alguns conceitos e nota-
¢oes referentes a logica proposicional. O sistema formal para o fragmento pro-
posicional do Principia Mathematica é baseado em dois conectivos primitivos,
negacao e disjuncao, e a partir desses os outros trés conectivos sao definidos,
conjungao, implicacao e equivaléncia (Tabela 2.2). O sistema dedutivo original
¢ composto por cinco axiomas e oito regras de inferéncia (14), no entanto, Paul
Bernays mostrou que um dos axiomas é redundante e pode ser obtido a partir
dos outros quatro (15).

Anos antes do lancamento do Principia Mathematica, em 1898, o mate-
matico alemao David Hilbert (1862 - 1953) publicou o livro Grundlagen der
Geometrie — Fundamentos da Geometria — contendo importantes avangos no
desenvolvimento do método axiomatico. Segundo Hilbert, a construgdo de um

sistema axiomatico possui dois pilares principais: a independéncia dos axiomas
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Tabela 2.2: Conectivos logicos utilizados no Principia Mathematica.

Conectivo Sentido Simbolo Definicao
l6gico
Negacao A ¢é falso ~A primitivo
Disjuncao AouB AV B primitivo
Conjuncao AeB AB ~(~A V ~B)
Implicacao Se A, entao B ADB ~AV B
Equivaléncia A é equivalente a A=B ADBBDA
B

e a consisténcia dos axiomas, i.e, garantia de que a partir dos axiomas nao é
possivel obter uma contradi¢ao. Pelos anos seguintes, Hilbert trabalhou para
provar a consisténcia dos axiomas da geometria através da redugao a prova
da consisténcia da andlise (16). No entanto, diversos fatores atrasaram esse
desenvolvimento. A descoberta do paradoxo de Russel e criticas a um esbogo
da prova da consisténcia da analise evidenciaram a necessidade de desenvolvi-
mento dos formalismos l6gicos para os sistemas axiomaticos.

Apo6s a publicacao do Principia, Hilbert retomou os trabalhos relaciona-
dos a prova da consisténcia de sistemas axiomaticos. Em 1917, Paul Bernays
inciou uma série de contribui¢oes ao trabalho de Hilbert, essas contribuig¢oes
resultaram em alguns importantes avancos na légica formal, tais como o trata-
mento da logica proposicional e da légica de primeira ordem como sistemas axi-
omaticos distintos e a primeira prova da completude do cédlculo proposicional
do Principia. No entanto, muitos problemas relacionados com a axiomatizagao
da matemadtica continuavam em aberto. Por volta de 1920, Hilbert iniciou um
programa de pesquisa, conhecido posteriormente como o programa de Hilbert,
com o objetivo formalizar a matematica através de um sistema axiomatico que
possua uma prova direta da sua consisténcia (17).

Em 1931, o filésofo, matematico e légico austriaco Kurt Godel publi-
cou os dois teoremas da incompletude. O primeiro afirma que qualquer sistema
axiomatico capaz de expressar a aritmética elementar nao pode ser simultanea-
mente completo e consistente. O segundo afirma que qualquer sistema dedutivo
capaz de expressar a aritmética elementar é capaz de provar sua propria con-
sisténcia, se e somente se for inconsistente. Esses dois teoremas mostraram que
os objetivos iniciais do programa de Hilbert jamais poderiam ser alcangados.

Apo6s os resultados da incompletude de Goédel, o matematico e logico ale-
mao Gerhard Gentzen (1909 - 1945) iniciou estudos para provar a consisténcia
da aritmética. Um dos produtos dessa pesquisa foi sua tese de doutorado pu-

blicada em duas partes, em 1934 e em 1935, na qual se propunha investigar
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como as provas matematicas realmente ocorrem na pratica. Inicialmente, Gent-
zen observou que as provas matemaéaticas nao seguiam a estrutura dos sistemas
axiomaticos de Hilbert. No lugar de utilizar axiomas, as provas partiam de
pressupostos para provar proposi¢oes (13). Outras observagoes sao referentes
ao fato de que as conclusoes das provas sao obtidas em partes, por exemplo,

para obter a proposicao “A e B” é necessario obter A e B separadamente

A B
A& B

e que os pressupostos das provas sao considerados em termos de seus com-
ponentes, por exemplo, a partir do pressuposto “A e B” é possivel obter A

separadamente ou B separadamente.

A& B
A

A& B
B

Aos procedimentos de obter a conclusao por partes e considerar os pressupostos
em termos de seus componentes, Gentzen nomeou, respectivamente, de regras
de introducdo e regras de eliminacao. O resultado da investigacao foi a criagao
do sistema dedutivo chamado de dedug¢ao natural (DN), que é composto por
regras de introducao e eliminagdo para os conectivos 1dgicos (18).

Se em uma prova em deducao natural ocorre uma regra de introducao
seguida por sua respectiva regra de eliminacao é dito que a prova contém
um “desvio” que pode ser eliminado. Uma prova sem “desvios” é chamada
de prova normal. O processo de transformar uma prova nao-normal em
normal é chamado de normalizacao. Provas normais satisfazem o principio
da subférmula.

Com a criagdo da dedugao natural, o objetivo de Gentzen era utiliza-la
na prova da consisténcia da aritmética, mas para isso era necessario provar que
toda prova em deducao natural da logica classica possui uma forma normal
(teorema da normalizagdo). No entanto, Gentzen sé obteve o teorema da
normalizacao para a légica intuicionista. Para resolver esse problema, Gentzen
criou um outro sistema dedutivo chamado de cdlculo de sequentes (CS), para
o qual forneceu um teorema equivalente ao da normalizacao, o teorema da
eliminacao do corte. Utilizando DN e CS, Gentzen construiu quatro provas
para a consisténcia da aritmética entre 1934 e 1939 (19).

Posteriormente, o teorema da normalizacao para a logica classica foi
apresentado por Prawitz (20). Hoje, DN e CS sao dois dos principais calculos de
dedugao para a logica classica e intuicionista (proposicional e primeira ordem).
Apesar de terem a origem na matematica, possuem grande influéncia em outras

areas, por exemplo, a computacao.
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2.2
Légica Proposicional Minimal

A Légica Proposicional Minimal (LPM) é obtida da Légica Proposicional
Intuicionista (LPI) através da exclusao do ex falso quodlibet — principio da
explosdo — que afirma que qualquer proposicao poder ser obtida do absurdo.

Para estabelecer um sistema formal l6gico é necessario definir trés com-
ponentes: sintaxe da linguagem, que define como os elementos da linguagem
do sistema formal sdo construidos; o sistema de derivagdo (dedutivo), que es-
tabelece regras para a derivacao de féormulas a partir de outras férmulas da
linguagem; a semantica formal, que atribui significado aos elementos da lin-
guagem. Nessa Secao, apresentamos o sistema formal da LPM e definimos o

seu fragmento puramente implicacional.

2.2.1
Linguagem

Para definir uma linguagem é necessario estabelecer dois componentes
principais: o alfabeto, que contém os simbolos pelos quais os elementos da
linguagem sao compostos; as regras de formagdo dos elementos da linguagem.
O alfabeto da linguagem da LPM (LPx) possui trés conjuntos disjuntos
de simbolos: simbolos proposicionais, conectivos e simbolos auxiliares. Os
simbolos proposicionais representam as proposicoes, i.e, afirmagoes sobre as
quais faz sentido perguntar “é verdadeira?”. Os conectivos associam elementos
da linguagem para formar um novo elemento. Os simbolos auxiliares servem
para organizar a estrutura interna dos elementos. O alfabeto de LPy é

composto por:

— Simbolos proposicionais: {1, A, B,C,..., A, By, ...}
— Conectivos: {A,V,D,—}

— Simbolos auxiliares: {(,)}

Os elementos da LPy,, também chamados de formulas bem formadas
(ou somente, formulas), sdo sequéncias de simbolos compostas por simbolos
pertencentes a uniao desses conjuntos e devem obedecer as regras de formagao
da linguagem. Convencionamos representar formulas por letras mintsculas do

alfabeto grego (o, 8,7, ...).

Definicao 2.1. Férmula bem formada. Uma sequéncia de simbolos do
alfabeto de LPn é uma formula bem formada se e somente se for criada a

partir dessas regras:
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1. Qualquer simbolo proposicional é uma férmula (nesse caso, também

chamado de formula atémica).
2. Se a é uma férmula, '—a’ é uma férmula.
3. Se a e ( sdo férmulas, (a A §)’ é uma férmula.
4. Se o e f sao férmulas, (o V )’ é uma férmula.

5. Se a e  sao férmulas, (o D )’ é uma férmula.

Apenas os conectivos A, V e D sao considerados primitivos da linguagem,

o conectivo = em uma férmula v é uma abreviagao para v D L.

2.2.2
Sistema Dedutivo

Um sistema dedutivo, ou de derivacao, estabelece mecanismos para a
obten¢ao de uma formula a partir de um conjunto de féormulas. Esses meca-
nismos sao baseados em procedimentos puramente sintaticos e nao dependem
de quaisquer significados atribuidos as féormulas. Um sistema dedutivo é com-
posto por um conjunto de axiomas (possivelmente vazio) e por um conjunto
de regras de inferéncia (ndo vazio).

A obtengdo de uma férmula em um sistema dedutivo é realizado através
de uma derivacao, também chamada de deducao. Essa derivacdo ocorre a
partir de dois conjuntos de féormulas, denominados de hipdteses e axiomas,
por meio de aplicagdes sequenciais de regras de inferéncia. Uma regra de
inferéncia permite concluir uma férmula (conclusao) a partir de outras férmulas
(premissas). Quando uma férmula « é derivada a partir de um conjunto de

hipdteses I', utilizamos a seguinte notacao:

I'Fa

Definicao 2.2. Derivagao. Seja um sistema dedutivo com um conjunto de
axiomas A, uma derivagdo de I' F ¢y, é composta por uma sequéncia de formulas
{(po, 1, ..., 0x), onde cada ¢;, para i = 0 até k, satisfaz uma das seguintes

condicoes:

- ¢, e AUT.

— ¢; é a conclus@ao de uma regra de inferéncia e possui as féormulas

{p;, #j-1,....0j_n} como premissas, tal que 0 <n < j < i.
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Derivacoes podem ter diferentes representacoes visuais. No sistema de
deducao, as derivagoes podem ser representadas através de uma sequéncia de
férmulas ou através de uma estrutura de arvore (Segao 2.3).

Se a derivagdo de uma férmula S ocorre a partir de um conjunto de

hipdteses vazio
e

dizemos que a derivacao é uma prova de [ e que [ é um teorema.

Um sistema formal légico pode possuir varios sistemas dedutivos. A
seguir, apresentamos o sistema dedutivo de deducao natural para a LPM, que
possui o conjunto de axiomas vazio e regras de inferéncia de introducao e

eliminagao para cada conectivo (Figura 2.1).

1, +
e
A A
O‘awﬁ AT LAV ) &65 N—E;
QT 3 [a]  [A]
Oé\/ﬁ ! Oé\/ﬂ V_IQ Oé\/ﬁ ol ,}/\/_E
.
[a] a adDf F
S P
aDf

Figura 2.1: Regras de inferéncia da Deducao Natural para a LPM

Nas regras de inferéncia D—F e V—FE, a premissa a da D—F e as
premissas v da V—FE sao chamadas de premissas menores, todas as outras
premissas que nao sao menores sao chamadas de premissas maiores. Em uma
derivagdo, um segmento (ay, ..., a,), onde a; é uma conclusao de uma regra de
introducao e «, é a premissa maior de uma regra de eliminagdo, é chamado
de segmento maximal. Uma derivacao que nao contém um segmento maximal
¢ chamada de derivagio mnormal (20). Prawitz mostrou com o Teorema da
Normalizagao que para o sistema de deducao natural da LPM, se I' F a,
entdo existe uma derivagdo normal de a a partir de I' (20). Uma derivagao

normal satisfaz o principio da subférmula, que estabelece que toda ocorréncia
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de férmula em uma derivagdo I' F « é uma subférmula de o ou de alguma

férmula pertencente a I.

2.2.3
Semantica

Seguindo a seméantica para a LPI proposta por Kripke (21). Um modelo
M é uma tripla (W, R, ®), onde W é um conjunto nao vazio de mundos; R
¢ uma relagao de ordem parcial em W; ® é um funcao binaria, ® : P x W —
{V, F'}, onde P ¢é conjunto dos simbolos proposicionais, tal que, se ®(p,h) =V
e hRK, entao ®(p,h') = V. Se ®(p,h) = V em um modelo M, denotamos
M, h E p. O valor de ® para férmulas proposicionais é definido por inducao

estrutural na definicdo de férmulas:

1. M,hE aA 3, seesomente se M,hFae M,hE}S.
2. M,hE aV S, se e somente se M,hE o ou M,hE}j.

3. M,hF a D p, se e somente se para todo ' € W e hRh', M,h ¥ «a ou
M, N E B.

4. M, hE —a, se e somente se para todo h' € W e hRh, M, ¥ «.

Se para todo h € W em um modelo M, M, h F «, dizemos que « ¢é valida
em M. Se uma férmula é valida em todos os modelos, dizemos que ela é uma

tautologia.

2.2.4
Fragmento Puramente Implicacional

O fragmento puramente implicacional da LPM (MD) é restrito somente
ao conectivo D. A Linguagem e a semantica de Kripke sao restritas as formulas
com apenas o conectivo D. O sistema de dedugao natural contém apenas as
regras de inferéncia D —I e D —F e é correto e completo em relagao a semantica
de Kripke, ou seja, uma féormula o é um teorema, - «, se e somente se « é
uma tautologia, F a.

Statman mostrou que os problemas de determinar se uma férmula é uma
tautologia da LPI e da MD sao PSPACE-Completos (1). Saber se qualquer
tautologia de MD admite provas com tamanho polinomialmente limitado esta

relacionado com saber se NP = PSPACE.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Capitulo 2. Provas Formais 25

2.3
Estilos de Provas em Deducao Natural

Jaskowski e Gentzen conduziram pesquisas paralelas e independentes em
logica, coincidentemente, publicaram em 1934 duas abordagens para a deducgao
natural. Apesar da nao interagdo entre as pesquisas, os dois métodos de
representacao de provas em deducao natural resultantes das duas abordagens
sdo equivalentes para a LPI e a LPC (22) e possuem tradugoes entre si
(23). Cada representagao possui vantagens e desvantagens em relagao a outra,
no entanto, a expressividade de ambas as representagdes é a mesma, sendo
melhores denominadas como estilos de representacao de provas em deducgao
natural.

No estilo de Gentzen, uma prova possui o formato de uma arvore, onde
cada ndé corresponde a ocorréncia de uma férmula na derivagao e a féormula
associada a raiz é a conclusao da derivacao. Denominaremos esse estilo de
representacao como “Gentzen-Prawitz”, apresentada com mais detalhes na
Secao 2.3.1, dado que as convencgoes que utilizaremos aqui foram estabelecidas
por Dag Prawitz (20). As provas no estilo de Jagkowski sdo uma sequéncia
linear de formulas, onde a ultima férmula é a conclusao da derivagao. Na
Secao 2.3.2 apresentamos mais detalhes desse estilo de representacao, que
chamaremos de “Jaskowski-Fitch”, pois, apesar de ser proposta primeiramente
por Jaskowski, a versdo mais utilizada na literatura é um refinamento elaborado
por Fitch (24).

2.3.1
Estilo de Gentzen-Prawitz

As derivagoes nesse estilo sao representadas por meio de arvores, onde
cada n6 ¢é rotulado com uma féormula e cada aresta é rotulada com uma
regra inferéncia. As férmulas associadas as folhas sdo as hipdteses e a férmula
associada a raiz é a conclusao da derivacao. Esse estilo é baseado na forma
como as regras de inferéncia da Figura 2.1 sdo estruturadas. A representacao
de uma derivacao é um agrupamento grafico de sucessivas aplicacoes de regras
de inferéncia, onde cada formula é: exclusivamente uma premissa de uma regra,
simultaneamente uma premissa de uma regra e conclusao de outra regra, ou
exclusivamente a conclusao de uma regra. Como exemplo de derivagao nesse
estilo, a Figura 2.2 mostra a deriva¢do da férmula (A > (B D C)) D (B D
(ADC)) em MD.

A arvore que representa a derivagdo nao possui uma representacao usual
de arvores, onde cada par de nés adjacentes sao conectados por arestas. Cada

linha horizontal representa a aplicacdo de uma regra de inferéncia, onde as
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[A]®) [AD (B D>C)M

B]® B>C -k
8 O—F
=7 D10
ADC )
BD>(ADC(O) o

(AD(BDC))D(BD(ADC(O))

Figura 2.2: Exemplo de derivacao no estilo de Gentzen-Prawitz

premissas sao localizadas acima e a conclusao é localizada abaixo da linha.
Cada formula na arvore é uma ocorréncia de formula. Duas ocorréncias de fér-
mulas sao idénticas se sdo ocorréncias da mesma formula. Uma féormula inicial
é uma ocorréncia de formula que ndo esta imediatamente abaixo de nenhuma
outra ocorréncia de formula. Uma formula final é uma ocorréncia de férmula
que nao estd imediatamente acima de nenhuma outra ocorréncia de férmula.
A conclusao, unica féormula final na derivagao, depende de um subconjunto
(possivelmente vazio) do conjunto das férmulas inciais. As férmulas inciais das
quais a conclusao nao depende sao descartadas na derivagao, sendo chamadas
de hipoteses descartadas. Em MD, a tnica maneira de descartar uma hipo-
tese é através da aplicacdo da regra D—1. Para identificar quais hipoteses sao
descartadas e onde sao descartadas, sdo associados numerais as hipoteses e as
regras de inferéncia onde elas sao descartadas. Na derivacao da Figura 2.2, as
hipéteses A O (B D (), B e A sao descartadas, respectivamente, nas regras
S>—IM, 5@ ¢ 51O,

2.3.2
Estilo de Jaskowski-Fitch

As derivagoes sao representadas por uma sequéncia numerada de passos,
onde cada passo é composto por uma formula e sua referida justificativa. As
hipdteses sao identificadas na justificativa e sdo sublinhadas, a conclusao é a
formula do dltimo passo da sequéncia. A Figura 2.2 mostra um exemplo de
derivacao da férmula (A D (B D C)) D (B2 (ADC)) em MD.
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1 AD(BDCQO) hip

2 B hip

3 _A hip

4 73 (B> (O) Rep, 1

5 B> C D —F, 3,4
6 B Rep, 2

7 C D —FE, 56
8 ADC D —1,37
9 B> (ADC(O) D —1,2-8
10 |[(AD(BDC))D(BD(ADC(C)) > —1I,19

Figura 2.3: Exemplo de derivagao no estilo de Jaskowski-Fitch

Diferentemente do estilo de Gentzen-Prawitz, as subprovas sao explici-
tamente representadas pelos diferentes niveis da prova. Cada vez que uma
hipétese é introduzida, um novo nivel é aberto na prova. Esse nivel, repre-
sentado por uma linha vertical, identifica a subprova onde a hipotese ainda é

valida.
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Compressao de Provas e Dados

3.1
Compressao Horizontal

Proposta por Gordeev e Haeusler (6), a Compressio Horizontal' (CH) é
uma técnica de compressao de provas em deducao natural da MD que utiliza
grafos direcionados para representar as provas. Essa técnica de compressao é
utilizada como uma ferramenta para provar a conjectura NP = PSPACE.
Dada a prova de uma tautologia qualquer da MD, que pode possuir tamanho
exponencial em relagdo ao tamanho da conclusao, o objetivo da CH é que a
prova resultante da compressao possua tamanho polinomialmente limitado em
relacao ao tamanho da conclusao. Na representacao de provas utilizando grafos
direcionados, cada vértice do grafo é rotulado com uma férmula. O processo
de compressao ocorre através da fusdo de vértices rotulados com férmulas
idénticas que estejam localizados na mesma secao horizontal da derivacao,

iniciando no nivel da conclusao e indo até os niveis das hipdteses.

3.1.1
Definicoes sobre grafos

Esta secao apresenta os principais conceitos sobre grafos utilizados para

apresentar a Compressao Horizontal.

Definicao 3.1. Grafo. Um grafo é uma tripla ordenada G =
(V(G),A(G),Ig), onde V(G) é um conjunto nao vazio, V(G) e A(G)
sao conjuntos disjuntos e Iz é uma funcdo de incidéncia que associa
cada elemento de A(G) a um par nao ordenado de elementos de V(G),
Ig : A(G) —» V(G) x V(G). Elementos de V (G) sao chamados de vértices e os

elementos de A(G) sao chamados de arestas.
Exemplo 3.2. Se V(G) = {v1,v2,v3}, A(G) = {a1,as,a3} e Is é dado por
Ig(ay) = (v1,09), Ig(as) = (va,v3) € Ig(az) = (v1,v2), entdo (V(G), A(G), Ig)

¢ um grafo.

1Além da referéncia (6), a descricio da Compressdo Horizontal apresentada neste
trabalho é originada de notas nao publicadas (28) e comunicacao pessoal com Haeusler
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Essa definicao de grafo permite que existam mais de uma aresta entre
um mesmo par de vértices (multiarestas), além disso, permite que existam
arestas que conectam um vértice a ele mesmo (lagos). Grafos que que possuem
multiarestas e/ou lagos sdo chamados de multigrafos. Grafos que permitem no

maximo uma aresta entre cada par de vértices sao chamados de grafos simples.

Definicao 3.3. Grafo simples. Um grafo simples é um par ordenado
(V(G), A(G)), onde A(G) é um subconjunto de pares nao ordenados de V(G),
A(G) CV(G) x V(G). Se a,b e V(G) e (a,b) € A(G), entdo a # b.

Os grafos que possuem o conjunto de arestas composto por pares nao
ordenados do conjunto de vértices sao chamados de grafos nao direcionados. Os
grafos com o conjunto de arestas composto por pares ordenados sao chamados

de grafos direcionados.

Definicao 3.4. Grafo direcionado. Um grafo direcionado é um par ordenado
(V(G), A(@)), onde A(G) é um subconjunto de pares ordenados de V(G),
AG) CV(G) x V(G). Se a,be V(G) e (a,b) € A(G), entao (a,b) # (b, a).

Exemplo 3.5. Se V(G) = {Ul,UQ,Ug}, A(G) = {(Ul,vg),(UQ,’Ug),(’UQ,Ul)},
onde cada elemento de A(G) é um par ordenado, entdo (V(G), A(G)) é um

grafo simples e um grafo direcionado.

Nas defini¢oes seguintes, os grafos sao direcionados e simples.

Defini¢cdo 3.6. Grafos rotulados. Dado um grafo (V(G),A(G)) e um
conjunto de rétulos R. (V(G), A(G),r,) é um grafo rotulado nos vértices, onde
r, € uma fungao que associa cada vértice a um rétulo de R, r, : V(G) — R. Um

grafo rotulado nas arestas possui uma func¢ao r, das arestas para os rétulos,

re : A(G) — R.

Defini¢ao 3.7. Grafos coloridos. Seja um grafo G = (V(G), A(G)), um
grafo com arestas coloridas possui uma coloragao de arestas ¢, ¢ : A(G) — S,
onde S é um conjunto de cores. Um grafo GG é um grafo com arestas n-coloridas,

se |S| = n.

A defini¢ao anterior de grafos coloridos nas arestas é um pouco diferente
da usual, pois permite que arestas da mesma cor sejam adjacentes. Em um
grafo direcionado, duas arestas sao adjacentes se possuem um vértice em

comum.

Defini¢gao 3.8. Caminho. Dado um grafo (V(G), A(G)). Um caminho com
tamanho n é uma lista de n arestas de A(G), {(v],v3), ..., (v}, v})), onde para
v

) # (v, v3).

todo 7, j de 1 até n, vy = vit!, vl £ v] e (vi,v
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Definigdo 3.9. Arvore. Dado um grafo (V(G), A(G)), (V(G), A(G),r) é uma
drvore, onde r € V(G) e para todo v € V(G), existe apenas um caminho de r

para v.

Defini¢ao 3.10. Grau de saida. Dado um grafo direcionado (V(G), A(G)).
O grau de saida de um vértice v € V é a quantidade de arestas que possuem

v na primeira posi¢ao do par ordenado.

Exemplo 3.11. Considere o grafo ordenado do Exemplo 3.5. Os vértices vy,

vy € vg possuem o grau de saida igual a, respectivamente, 1, 2 e 0.

Definicao 3.12. Grau de entrada. Dado um grafo direcionado
(V(G),A(@)). O grau de entrada de um vértice v € V é a quantidade

de arestas que possuem v na segunda do par ordenado.

Exemplo 3.13. Considere o grafo ordenado do Exemplo 3.5. Os vértices vy,

vy € vg possuem o grau de entrada igual a, respectivamente, 1, 0 e 2.

No restante do texto, para um grafo GG, omitimos a identificacao de G

nos conjuntos de vértices e arestas. Um grafo G é denotado por G = (V, A).

3.1.2
Grafos direcionados como derivacoes

No estilo de Gentzen-Prawitz, uma derivacio é uma arvore onde os
nos e as arestas sao rotulados com, respectivamente, formulas e regras de
inferéncia. Baseado nesse estilo, uma derivacao na CH é representada por um
grafo direcionado com arestas coloridas que possui formulas como rétulos nos
vértices.

Nas defini¢goes a seguir, considere as seguintes fungoes que mapeiam
férmulas e conjunto de férmulas em suas respectivas subférmulas. Sub; é
uma fungdo que mapeia uma férmula em um conjunto com todas as suas
subférmulas; Sub, é uma funcdo que mapeia um conjunto de férmulas em um

conjunto da uniao dos conjuntos de subféormulas de cada férmula.

Exemplo 3.14. Seja a formula o = A D (B D (). O conjunto de subférmulas

de « é definido por:
Subs(a) ={A, B, C, BOC, AD(B>C)}
Exemplo 3.15. Seja o conjunto de féormulas

A={(A>(B>C)), (B>(A>C))}
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O conjunto da unido dos conjuntos de subférmulas de cada férmula de A é

definido por:
Sub.(A)={A, B,C, B>C, AD(BD>C), ADC, BO(ADC(C)}

Sejam um grafo direcionado (V, A) e um subconjunto das arestas A’ 2 A.
As fungoes gs : V x A =+ Nege: V x A/ = N mapeiam um vértice em seus
graus, respectivamente, de saida e entrada, considerando apenas as arestas em
%8
Definicao 3.16. Grafo de derivagao. Seja uma derivacao Il de I' F «,
um grafo de derivagdo é um grafo simples, direcionado, colorido nas arestas e
rotulado nos vértices (V, A, r, ¢, 1), onde: V é o conjunto nao vazio de vértices;
A ¢é o conjunto de arestas, A CV x V; ¢ é a funcao de coloracao das arestas,
¢ : A — {0,1}, onde as arestas do conjunto Ap = {(u,v) | c({u,v)) =
0} sdo chamadas de arestas de dedugao e as arestas do conjunto A; =
{{u,v) | c({u,v)) = 1} sdo chamadas de arestas de descarte; o conjunto
de arestas é formado pela unido dos conjuntos das arestas de deducio e
de descarte, A = Ap U Ay toda aresta é exclusivamente de deducao ou
exclusivamente de descarte, Ap N Ay = 0); (V, Ap,r) é uma arvore; [ é a fungao

que rotula os vértices com as formulas, [ : V — Sub.(I') U Subs(«); tal que:

1. O vértice r nao possui arestas dedutivas saindo dele, gs(Ap,r) = 0, e

possui a conclusao da derivagdo como rétulo, I(r) = a.
2. Todo vértice v € V possui ge(Ap,v) igual a 0, 1 ou 2.

3. Para todo vértice v € V, se ge(Ap,v) = 1, entdo ge(Aq,v) > 1el(v) é a

conclusao de uma regra D—1, tal que

o rétulo do vértice w associado a v por uma aresta de deducao (ap)

é idéntico ao consequente de [(v); os rétulos dos vértices (x1,...,2,)
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associados a v por arestas de descarte (aly, ...,ang) sdo idénticos ao

antecedente de [(v).

4. Para todo vértice v € V, se ge(Ap,v) = 2, entao l(v) é a conclusao de

uma regra DO—F tal que

sejam os vértices wy e wy associados a v, onde |[(wy)| < |l(wz)|, o rétulo
de w; é idéntico ao antecedente de [(wy), o rétulo de v é idéntico ao

consequente de [(wsy).

5. Para todo vértice v € V, se ge(Ap,v) =0 e gs(Ag4,v) = 0, entdo [(v) é

uma hipotese de II.

Para exemplificar a representacao de derivagoes por Grafos de Prova, a

Figura 3.1 mostra o grafo que representa a derivacao de
FAD(BDC)D(BDADO))

As arestas com linhas tracejadas sdo arestas de descarte.

Seja uma derivacao Il de I' F «, a conclusao « depende do conjunto
de hipéteses I'. Em um grafo de derivacdo que representa II, o conjunto
de hipoteses é composto pelos rotulos dos vértices que nao possuem arestas
de dedugao incidentes e que nao foram descartados por arestas de descarte.
No entanto, as arestas de descarte (A;) adicionam ciclos no grafo (V, Ap)

(desconsiderando a diregao das arestas).

Definigao 3.17. Seja uma derivacao II de § tendo o conjunto I' de hipoteses.
Uma aplicagdo de D—1 é gulosa, se e somente se, produz o O 3 e descarta

cada ocorréncia nao descartada de o« em II na qual § depende.

Lema 3.18. Seja uma derivacdo II de a. A derivagdo II' resultante da
transformacao de todas as regras D—1 de II em gulosas ainda é uma derivacao
valida de a em MD (28).

Com as regras D—1I gulosas, as informagoes de dependéncias podem ser

diretamente determinadas nos vértices (V') ou nas arestas de dedugdo (Ap)
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(AD(BDC))D(BD(ADC))

Figura 3.1: Exemplo de grafo de derivagao

e portanto, as arestas de descarte deixam de ser necessarias. As defini¢oes a

seguir utilizam grafos de provas com todas as regras D—1 gulosas.

Defini¢ao 3.19. Seja A um conjunto de férmulas de tamanho n e O(A) uma
ordenacao linear das férmulas de A, O(A) = {1, B2, ..., Bn}. Uma cadeia de
bits em O(A) é uma sequéncia de bits (by,ba,...,b,), onde cada b; € {0,1}
com 7 variando de 1 até n. Para todo conjunto de férmulas A de tamanho
n, existe uma funcao bijetora f entre o conjunto de todas as cadeias de
bits de tamanho n e o conjunto das partes de A, f : B(O(A)) — P(A),

f(<bl, --'7bn>) = {5i|bz’ = 1}-

Exemplo 3.20. Seja A = {A,B,C,(A D B)} e uma ordenagdo linear
O(A) = [(A D B),A,C,B], onde (A D B), A, C e B possuem os indices
1, 2, 3 e 4, respectivamente. Para cadeias de bits de tamanho 4, a funcao f da

definicao anterior possui o seguinte comportamento para as seguintes cadeias

de bits: £((0,1,1,0)) = {A,CY; £({1,0,1,0)) = {(A > B),C}.

Em uma derivacao de I' F o, sendo o conjunto A = Sub.(I') U Subs(a),
O(A) pode ser utilizado para associar cada ocorréncia de formula com suas
respectivas dependéncias.

Na defini¢cao a seguir, considere bis como a cadeia de bits que contém

apenas o bit referente a féormula [ igual a 1.
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Definicao 3.21. Grafo de derivagao decorado. Sejam uma derivacao II de
I' F a, um conjunto de férmulas A = Sub.(I') USubs(«), um grafo de derivacao
de II (V, Ap, Ag,r,¢,l) e uma ordenacao linear O(A). (V, Ap,r,c,l,d) é um
grafo de deriva¢do decorado, onde d é uma fungdo que associa cada aresta

(v1,v2) € Ap a uma cadeia de bits que representa as dependéncias de [(v1),

d: Ap — B(O(A)), tal que:

1. Para todo v € V, se v é uma hipétese e I(v) = a, entao d({v,v")) = b

para algum v € V.

2. Para todo v € V, se v é a conclusao de uma regra D—F e possui
— —
wl,w2 € V como premissas, onde d({(wl,v)) = bl e d((w2,v)) = b2,
-
entao d((v,v')) = bl @ b2 para algum v' € V.

w1 Wa
(%
ol @ b3

.fU,

3. Para todo v € V, se v é a conclusdo de uma regra D—I, possui [(v) =
‘a D B e w €V como premissa, onde d({(w,v)) = bl e l(w) = «, entdo
%
d((v,v)) = bl — byoy para algum v' € V.
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A Figura 3.2 mostra um exemplo de grafo de derivacao decorado obtido

a partir do grafo de derivagao da Figura 3.1. Considerando
a=(AD>(BDC)D(BD(ADCO))
e ainda considerando A igual a Suby(«), onde

Suby(a)

10000000

00000100

01000000
Q 10000100
11000100
01000100
B> (ADC(O)
00000100

(AD(BDC))D(BD(AD())

: 00000000
\

Figura 3.2: Exemplo de grafo de derivagdao decorado

Um grafo de derivacao decorado pode ser visto como uma arvore. A
Compressao Horizontal ocorre em um grafo de derivagao decorado fundindo
os vértices que possuem rotulos idénticos e que estejam no mesmo nivel da
arvore. Durante a compressao, algumas informacoes adicionais sao inseridas
no grafo, essas informagoes sao utilizadas para verificar se o grafo resultante
da compressao corresponde a uma derivacao valida. A seguir, definimos a

estrutura do grafo de derivacao utilizado pela Compressao Horizontal.

Defini¢ao 3.22. Estrutura de grafo de derivagao decorado (EGDD).
Seja II uma derivagdo de I' = o, A = Sub.(II) U Subs(cr), um grafo de
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derivagdao decorado de II (V| Ap,l,r,c,d) e uma ordenacao linear O(A).
(V,Ap, Aa, 11, 9,d,p) é uma EGDD, onde:

1. V ¢é o conjunto nao vazio de vértices.
2. Ap é o conjunto das arestas de deducao.
3. Ay € V xV é o conjunto das arestas de ancestralidade.

4. 1:V — A éafuncao que rotula os vértices com suas respectivas formulas

em II.
5. r é araiz de (V, (A))ico(n)), onde (1) = a.

6. g : Ap — {1,... |A|} é a funcdo de coloragdo das arestas de dedugao.
Cada elemento do conjunto {1, ... |A|} pode ser visto como uma cor para

uma aresta de deducao.

7. d: Uicoay Ap — B(O(A)) é a fungio que associa cada aresta de dedugao

(v1,v2) a cadeia de bits que denota a dependéncia de v1.

8 p:Aa — {1,... |Al}*, onde para cada aresta (v1,v2) € Aa, p((vl,v2))
¢ uma cadeia de caracteres (cy, ..., ¢, ), onde cada ¢;, com i = 1 até n, é

um indice da ordenagao linear O(A).

Antes de iniciar a compressao, a EGDD possui apenas arestas de dedugao.
Todas as arestas de dedugao possuem cor 0 e todos os vértices possuem o grau

de saida igual a 1, exceto a raiz, que possui grau de saida igual a 0.

3.1.3
Algoritmo de compressao

A Compressao Horizontal comprime a EGDD através da fusao de vértices
rotulados com férmulas idénticas que estejam no mesmo nivel da arvore de
derivagao. Para cada férmula em cada nivel da arvore, uma estrutura de fila
do tipo FIFO? contendo os vértices rotulados com a respectiva férmula é criada.
As fusdes ocorrem com os vértices que estejam em uma fila com mais de um
vértice. Em cada fila com mais de um elemento, os vértices sao desenfileirados®
e colapsados em pares. O colapso consiste na operagao de remover dois vértices
do grafo e adicionar um novo vértice, que é o resultante do colapso dos vértices
removidos. O colapso sempre ocorre com pelo menos um vértice que ainda nao

foi colapsado. No caso de filas com mais de dois vértices, a partir do segundo,

2 First In, First Out - primeiro elemento inserido é o primeiro a ser removido.
30peracdo de remover um elemento da fila
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os colapsos ocorrem entre o vértice resultante do colapso anterior e um vértice
retirado da fila.

A Compressao Horizontal é executada pelo Algoritmo 1. A funcao
vérticesRotulosldénticos retorna uma lista de filas para cada féormula presente
em determinado nivel da arvore de derivacao. A funcao desenfileirar executa

a operacao de remoc¢ao em uma fila.

Algoritmo 1: Compressao Horizontal

Entrada: EGDD
Saida: EGDD comprimida

1 para nivel = 1 até altura(G) faga

2 vértices_ nivel «— vérticesRotulosldénticos(G, nivel)
3 para vértices € vértices nivel faga

4 vértice 1 < desenfileirar(vértices)

5 enquanto tamanho(vértices) > 0 faga

6 vértice 2 <« desenfileirar(vértices)

7 vértice 1 < colapsar(vértice 1, vértice 2)
8 fim

9 fim

10 fim

A funcao colapsar recebe dois vértices, executa o colapso e retorna o
vértice colapsado. Ao todo, a funcao possui 18 regras distintas para executar
o colapso. A regra aplicada em cada colapso é determinada de acordo com
as caracteristicas dos vértices. A seguir, listamos e ilustramos as principais

caracteristicas dos vértices consideradas no momento do colapso:

— Arestas de ancestralidade
Ao colapsar dois vértices, as premissas de ambos os vértices passam a
apontar para o vértice colapsado. As arestas de ancestralidade servem
para identificar as premissas apos o colapso, que sao adicionadas somente

se o vértice possui premissa(s) antes do colapso.

pl p2 p3 plp2_ p3

4 \\ \\
VA
v ,'
Ol colapsar(u v) / \
[ ]

o t————— S ——
=
—_
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0;1

Ol Ol colapsar(u, v) / \

Cada aresta de ancestralidade possui como rétulo a informagao necessaria

pz\ /53 \ /

para refazer o caminho entre o destino e a origem através das arestas de
deducao, esse caminho ¢ identificado através das cores das arestas de
deducgao. Se o vértice possui premissas antes do colapso, é necessario
atribuir uma cor para sua respectiva aresta dedutiva de saida apds o
colapso. Todas as arestas de deducao que saem de um determinado vértice

possuem cores distintas, exceto para a cor 0.

— Arestas de ancestralidade incidentes
Caso algum dos vértices a serem colapsados possua uma aresta de ances-
tralidade incidente, é necessario atualizar o destino e consequentemente
o rétulo da aresta. Se o vértice possuir premissas, a aresta de ances-
tralidade é redirecionada para as premissas, caso contrario, a aresta é

redirecionada para o vértice imediatamente inferior.

pl p2 pl p2
e ~
U v "' :II u
I‘ *\ 0,1, 1 'l‘ 0717S1’,
Slooof Y v 0
01, e o ,0;s2 \ :lf o
\isls2: ) cola Nooaisls2)s2
¥ L psar(u, v) Nt .
d 14 3 2

— Colapso de arestas
Nem sempre os destinos das arestas de dedugao que saem dos vértices a
serem colapsados possuem destinos diferentes. Caso os destinos ja tenham
sido colapsados no nivel inferior, além de colapsar os vértices, é necessario

colapsar as arestas.
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~

pl P2
4 ’ /v
II OX, /0
II u

! 1

V031581 E \0;1:81!
0;1;81%, V1 0 0; 13815 '. l)\{o,l}

\
\ \ : \ A

colapsar(u, v) oo sl

e q N 3—‘1

A é a cor especial utilizada para indicar que a aresta foi colapsada. As
arestas colapsadas ainda mantém a informacao das cores originais das

arestas.

3.2
Codificacao de Huffman

Proposta em 1952 por David Huffman (25), a Codificacao de Huffman é
uma técnica de compressao de dados sem perdas, que permite recuperar o dado
original a partir do dado comprimido, baseada na substituicao de simbolos do
dado por cédigos. O objetivo é minimizar a quantidade de espaco necessario
para representar o dado atribuindo cédigos menores para os simbolos mais
frequentes e cddigos maiores para os menos frequentes. Para otimizar o uso
do espaco, normalmente, utiliza-se uma codificagdo binaria para comprimir
os dados, no entanto, a codificacdo de Huffman é extensivel para codificagoes

n-arias.

Definicao 3.23. Codificagdo binaria. Seja uma mensagem m com um
alfabeto X, uma codificacao bindria é uma funcao F' que mapeia cada simbolo
de ¥ em uma cadeia de bits, F': ¥ — {0, 1}*, tal que:

1. Para todo simbolo a € X, F'(a) # €, F'(a) nao é vazia.
2. Para todos simbolos a,b € 3, F(a) # F(b).

3. Para todos simbolos a,b € X, F(a) ndo é prefixo de F(b).

A condigao (3) permite que, dada uma mensagem m = (ay, ..., a,) € uma
codificagao bindria F, a mensagem codificada m. = (F(ay), ..., F'(a,)) seja
decodificada sem informacgoes adicionais. Por exemplo, seja uma mensagem
babcb e uma codificagdo bindria, F(a) = 111, F(b) = 010 e F(c¢) = 000.

Uma mensagem codificada 010111010000010 possui apenas uma segmentacao
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possivel baseada na codificacao bindria do alfabeto, 010/111/010/000|010, que
corresponde exatamente a mensagem original babcb.

A construcao da codificacdo bindria utilizada por Huffman é baseada
na probabilidade de ocorréncia dos simbolos do alfabeto na mensagem a ser
codificada, utilizando tabelas auxiliares para atribuir cédigos a cada simbolo do
alfabeto. Seja (s,p), um simbolo e sua respectiva probabilidade de ocorréncia,

a construcao das tabelas auxiliares segue os seguintes passos:

1. Inicialmente, uma tabela com todos os simbolos e suas respectivas
probabilidades ¢é criada, as entradas sao ordenadas em ordem decrescente
das probabilidades.

2. Seleciona as entradas com as menores probabilidades, (s1,p1) e (S2,p2),
cria uma entrada auxiliar ((s1, s2), p1+p2) e adiciona em uma nova tabela

com as entradas de todos os simbolos, exceto s; e s5.

3. Repete o passo 2 até que a tabela criada tenha apenas uma entrada.

A Figura 3.3 mostra um exemplo de criagdo das tabelas auxiliares do
alfabeto ¥ = {a,r,j,I,m,p}, onde as probabilidades de a,r,j,I,m e p sao,
respectivamente, 0.35, 0.20, 0.15, 0.13, 0.12 e 0.05. Para facilitar a visualizacao,

as entradas auxiliares estao destacadas em negrito.

T1 12 T3 T4 75 76

0.35 0.35 0.35 0.37 0.63 — 1.00
0.20 0.20 0.28 /0.35 70.37 A

0.15 0.17/0.20 0.28

0.13 /0.15 /).17

0.12 /}.13

0.05

Figura 3.3: Exemplo de tabelas auxiliares da codificagdo de Huffman

A partir das tabelas auxiliares é possivel construir uma &arvore bindria
para a obtencao do codigo de cada simbolo, tal construcao ocorre percorrendo
as tabelas na direcao inversa da criagdo, onde a raiz da arvore é a entrada
auxiliar com probabilidade igual a 1.0 da ultima tabela e as folhas sao as

entradas originais (tabela T1) das probabilidades dos simbolos do alfabeto.
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Para cada fusao de entradas realizada pelo passo 2 é criada uma ramificacao na
arvore, onde a entrada com a menor probabilidade é atribuida ao filho direito
e a entrada com maior probabilidade é atribuida ao filho esquerdo. Cada arco
da arvore ¢é rotulado com 1 ou 0, os arcos dos filhos esquerdos e direitos sao
rotulados, respectivamente, com 0 e 1. A Figura 3.4 mostra a arvore criada a

partir das tabelas da Figura 3.3.

b e

Figura 3.4: Exemplo de arvore bindria criada a partir das tabelas auxiliares da
codificacao de Huffman

Os cddigos de cada simbolo sao obtidos percorrendo os caminhos da raiz
até cada folha e armazenando os rétulos dos arcos percorridos. A Tabela 3.1
mostra os cédigos obtidos da arvore da Figura 3.4. Os simbolos com as maiores
probabilidades, ’a’ e 'r’, ficaram com os menores codigos, respectivamente, 00
e 10.

Tabela 3.1: Exemplos de codigos obtidos a partir da arvore binaria da codifi-
cacgao de Huffman.

Simbolo Probabilidade Caédigo
a 0.35 00
T 0.20 10
j 0.15 010
1 0.13 011
m 0.12 110
p 0.05 111
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4
Aplicacao da Compressao Horizontal

Como apresentado na Secao 3.1, a CH adiciona algumas informacoes a
prova antes da e durante a compressao, essas informacoes sdo posteriormente
utilizadas na validacao da derivagdo compactada. A CH s6 é realmente efetiva
na compactagao se executar uma certa quantidade de colapsos durante a
compressao. A prova da Figura 3.1, por exemplo, ndo contém nenhum par de
vértices a ser colapsado, nesse caso, a aplicacao da CH resultaria no aumento
do espacgo necessario para representar a prova.

Para exemplificar a aplicacdo da CH, considere a prova da seguinte

férmula denominada Fiby (Figura 4.1)
((A1 D A2) D ((A1 D (A2 D A3)) D ((A2 D (A3 D A4)) D (A1 D A4))))

que na representacao de grafos direcionados contém 17 vértices, sendo que 7

deles serao colapsados durante a compressao.

My ((-ad) Al (o (2 A (a2
1 — clim, (243 o A2 TEM g (43 A4
3 — elimy B A0 ‘ — elimg
o s tror — elimy
(A1 - A4) ‘
(2= (B 1)) = (A1 = Aq)) e .
(A1 = (A2 — 43)) = (A2 (A3 = AL)) = (Al 5 Aq))) 02

— intro,

(AL = A2) = (AL — (A2 = 43)) = ((42 = (43 = Ad)) = (AL = A4))))

Figura 4.1: Prova da férmula Fiby

Neste Capitulo utilizamos como métrica para o tamanho de uma prova
o tamanho do grafo direcionado que o representa (quantidade de vértices +
quantidade de arestas).

O grafo que representa a prova de F'iby possui tamanho 40 (17 vértices
+ 16 arestas dedutivas + 7 arestas de descarte), antes de iniciar a compressao,
as arestas de descarte sao substituidas pelas cadeias de bits de dependéncias
associadas a cada aresta dedutiva, logo, o tamanho do grafo antes de inciar a
compressao € 33.

Considerando o nivel da conclusao como o nivel 1, o primeiro colapso é

realizado no nivel 7 entre os 2 vértices rotulados com a formula "A2’.
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A1 (A1 D A2) A1 Al D (A2D A3) 41 (A1 D A2)
N \
\AZ/ (A2 D A3) A2 A2D (A3D A4)

/ \(:43 /A4)
\ . /
l

(A1 D A4)

l

((A2 D (A3 D A4)) D (Al D A4))

l

((A1 D (A2 D A3)) D ((A2 D (A3 D A4)) D (A1 D A4)))

l

((A1 D A2) D ((A1 D (A2 D A3)) D ((A2 D (A3 D A4)) D (Al D A4))))

N

Figura 4.2: EGDD da derivacao de F'iby

Al A1DA2 Al A1DA2
VARV
A2 A2
| |

A3 A3 D A4

Y
°

Como ambos os vértices possuem 2 premissas e ainda nao foram colapsados,

sao adicionadas 4 arestas de ancestralidade.
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1 A13A2 ADAQ
0: 1\ 0; 1" 102 'o )
A3 A3 D A4
: :

No nivel 8, o primeiro de dois colapsos dos vértices rotulados com "Al’
é realizado com os dois vértices que possuem uma aresta dedutiva apontando
para o vértice rotulado com ’A2’, colapsado no nivel inferior. Ambos os vértices

sao premissas e cada um possui uma aresta de ancestralidade incidente.

Al

A
N\

A3DA4

0;1 0;2

o<
o<

Além do colapso dos vértices, as arestas dedutivas que possuem o vértice
'V2' como destino também sao colapsadas. A aresta colapsada é rotulada
com a cor especial A e com as cores das arestas dedutivas colapsadas, que
nesse caso é somente a cor 0. Como os vértices ndo possuem premissas, as
arestas de ancestralidade incidentes sao rebaixadas e seus respectivos rotulos

sao atualizados.
Al
Afoy l

'/\

A33A4

o< -
o<
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O vértice resultante do colapso anterior é colapsado com o outro vértice
rotulado com A1’ no nivel 8 e que também nao possui premissas. O vértice

A2’ possui 2 arestas de ancestralidade incidentes, mas elas nao interferem no

colapso.
Al Al
o] ]
A2 A2 D A3
: :

Apos o colapso, apenas um vértice é removido do grafo.

/N

A23A3

o<
o< -

O 1ltimo colapso, ainda no nivel 8, envolve os dois vértices rotulados com
Al D A2. Ambos os vértices nao possuem premissas e cada um possui uma

aresta de ancestralidade incidente.

Al D A2 Al D A2
"\ /

A3DA4

0;1

=
[\]

o<

Esse colapso é semelhante ao primeiro colapso dos vértices A1, no entanto, as
arestas de ancestralidade sao removidas em vez de serem rebaixadas, pois, ja
existem arestas de ancestralidade de A3 para A2, e de A3 D A4 para A2 com
os mesmos rotulos. Esse colapso remove 3 arestas, sendo 1 dedutiva e 2 de

ancestralidade.
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Al D A2

Afo} l

A2
/N
A3

A3 D A4

Y
°

A Tabela 4.1 mostra o tamanho do grafo em cada colapso. Apesar de nao
ser a métrica que descreve o real de tamanho da prova, pois sdo adicionadas
informagoes as arestas durante a compressao, o tamanho do grafo evidencia
o comportamento da Compressdao Horizontal durante a compressao de uma
prova. Nos primeiros colapsos o tamanho do grafo de prova é superior ao
tamanho do grafo antes da compressao, mas a medida que colapsos vao sendo
executados e vértices e arestas sdo retirados, o tamanho do grafo tende a

diminuir.

Tabela 4.1: Tamanho do grafo direcionado em cada colapso

Passo Tamanho (vértices + arestas)
grafo inicial 33 (17 + 16)
colapso 1 36 (16 + 20)
colapso 2 34 (15 + 19)
colapso 3 33 (14 + 19)
colapso 4 29 (13 + 16)

O Capitulo 5 apresenta como os grafos de prova (EGDD) da Compressao
Horizontal sao representados em arquivos e o Capitulo 6 apresenta os resulta-

dos de compressao utilizando a representagao em arquivos de texto.
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5
Implementacao da Compressao Horizontal

Esse capitulo apresenta a implementacao do compressing', compressor
de provas que executa o algoritmo da Compressao Horizontal apresentado por
Gordeev e Haeusler (6). O objetivo desta implementacao é fornecer os primei-
ros resultados empiricos da compressao e auxiliar na definicdo do algoritmo,
aperfeicoando procedimentos e estruturas de dados utilizadas durante o pro-

cesso de compressao.

5.1
Decisoes de Projeto

A finalizagao da formalizacao do algoritmo da Compressao Horizontal foi
realizada paralelamente a implementacao do compressing, essa implementacao
tinha o objetivo inicial de retroalimentar a formalizagdo do algoritmo com in-
formagodes sobre a sua execucgao. Para gerar as informacoes sobre a execucao do
algoritmo seria necessario documentar os passos de execugao através da gera-
¢ao de visualizacoes do grafo de prova durante o processo de compressao. Além
da geracao das visualizagoes, outro fator importante considerado durante a de-
finicao das decisoes de projeto foi a necessidade de realizar varias modificagoes
no codigo do compressor durante o desenvolvimento.

O compressing foi implementado utilizando a linguagem de programacao
Python. A escolha da linguagem levou em consideracao a existéncia de uma
implementagao inicial da Compressao Horizontal escrita em Python, além de
que a linguagem nao demanda muito esforgo para alteragoes no c6digo e ainda
possui varias bibliotecas com suporte a operagoes em grafos que possuem

integracao com o pacote de ferramentas de visualizacoes de grafos graphuviz.

5.2
Estrutura do Projeto

Utilizamos o padrao de projeto Adapter para estruturar o projeto. A
adogao do Adapter na estruturacao do sistema permite a integracao de classes
externas ao sistema, convertendo a interface das classes externas a uma

interface esperada pelas classes internas.

Thttps://github.com/flavio-barros/compressing
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A Figura 5.1 mostra um exemplo de como as classes sao estruturadas
utilizando o Adapter. Na Interface sio definidos os métodos que uma classe
interna espera. A classe Adaptador implementa a interface e utiliza os métodos
da classe externa (ClasseAdaptada) para definir os métodos esperados pela

classe interna ( ClasseCliente).

ClasseAdaptada

winterfaces
Interface

2

Adaptador ClasseCliente

Figura 5.1: Exemplo de diagrama de classes do Adapter

No compressing, as classes adaptadas sao dos pacotes que fornecem as
funcionalidades de manipulagao e visualizagdo de grafos. A Figura 5.2 mostra
o diagrama de classes simplificado do compressing. A classe GraphAdapter pos-
sui um objeto da classe DiGraph e implementa a interface Graph, que define
todos os métodos de manipulacao de grafos utilizados no compressing. A imple-
mentacao de cada método da classe GraphAdapter adapta as funcionalidades
oferecidas pela DiGraph, que pertence ao pacote networkz?, para as funcio-
nalidades definidas pela interface Graph. A classe ProofGraph implementa a
EGDD definida na Secao 3.1 utilizando um objeto da classe GraphAdapter. De
maneira semelhante, a classe VisualGraphAdapter converte as funcionalidades
da classe Agraph, do pacote pygraphviz?, implementando os métodos definidos
pela interface VisualGraph. A principal diferenca é que a VisualGraphAdapter
é utilizada por duas classes: a classe VisualProofGraph implementa a visuali-
zagdo do do grafo de um objeto da ProofGraph; a classe VisualCollapseGraph
implementa a geracao da visualizacao de um colapso do processo de compres-

sao, que é um subgrafo do grafo de um objeto da ProofGraph.

5.3
Representacao das Provas

Os grafos de prova sao representados por arquivos DOT, linguagem de
descricao de grafos do graphviz. A linguagem DOT pode representar grafos
direcionados e nao direcionados; subgrafos; atributos de grafos, vértices e
arestas. O compressing aceita somente arquivos .dot que seguem as seguintes

convengoes:

2https:/ /networkx.github.io/
3https://pygraphviz.github.io/
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]
networkx compressing
|
DiGraph T graph
Graph
e
A ProofGraph
GraphAdapter
1
pygraphviz
visualize
«winterface» -
Agraph VisualGraph VisualProofGraph
1 A
: VisualCollapseGraph
VisualGraphAdapter

Figura 5.2: Diagrama de classes simplificado do compressing

— Cada vértice do grafo ¢é identificado por um #d e possui um atributo label,

que tem como valor a formula a qual o vértice é associado.

— Cada aresta de descarte possui um atributo comment com o valor

discharge.

— As arestas dedutivas nao possuem qualquer informacao adicional.

Cada arquivo de saida possui as informagoes da EGDD adicionadas
durante a compressao na forma de atributos de grafo, vértices e arestas. Cada

arquivo gerado pelo compressing segue as seguintes convencoes:

— A representagao dos vértices é idéntica a dos arquivos de entrada.

— As arestas dedutivas que nao foram colapsadas durante a compressao
possuem trés atributos: collapsed, que possui valor False indicando que
a aresta nao foi colapsada; color, que possui como valor o numeral que
indica sua cor; dependencies, que possui como valor a cadeia de bits que

indicam a dependéncia da férmula do vértice que é sua origem.

— As arestas dedutivas que foram colapsadas durante a compressao pos-
suem dois atributos: collapsed, que possui valor True indicando que a
aresta foi colapsada; lambda-colors, que possui como valor as cores das

arestas dedutivas que a originaram.

— As arestas de ancestralidade possuem apenas um atributo, path, que
possui uma lista de cores que representa o caminho, através de arestas

dedutivas, entre o vértice que é seu destino e o vértice que é a sua origem.
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— O grafo possui um atributo, order, que possui como valor a lista de
formulas representando a ordenacao linear utilizada para a construcao

das cadeias de bits de dependéncias.
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Experimentos

Este capitulo apresenta os resultados dos experimentos das técnicas de

compressao aplicadas a um conjunto de provas de tautologias da MD.

6.1
Ambiente Computacional

Todos os experimentos relatados nesta Sec¢ao foram executados em uma
maquina com processador Intel Core i3-6100U 2,30GHz, 8GB de memoria
RAM e com sistema operacional Ubuntu 18.04.1 LTS. O gerador de férmulas
descrito na Secao 6.2 e a implementacdo da codificacio de Huffman', cujos
resultados de compressao sao mostrados na Se¢ao 6.3, foram implementados

utilizando a linguagem Python.

6.2
Provas de Entrada

Provas com tamanho super-polinomial em relacao ao tamanho da con-
clusao sao redundantes, quanto maior a prova, maior a quantidade de redun-
déancias (26). Em um arvore de prova, essas redundancias sdo ramos idénticos
que se repetem ao longo da prova no mesmo nivel da derivacao. Portanto,
para a Compressao Horizontal, quanto maior a prova, maior a quantidade de
colapsos e consequentemente, maior a taxa de compressao. Como observado
no Capitulo 4, quando aplicada a provas que permitem poucos colapsos, a CH
gera provas maiores que as originais. Logo, o conjunto de provas utilizadas
nos experimentos deve ser necessariamente composto por provas grandes, que
possuem tamanhos exponenciais em relagao ao tamanho da conclusao, para
que seja possivel mensurar a capacidade de compressao da CH.

Inicialmente, consideramos trés familias de férmulas para serem utili-
zadas nos experimentos. A primeira familia de férmulas v, definida em (3),
ndo possui provas normais, para qualquer n > 0, com menos de 2" hipdteses

descartadas. v, é definida com segue:

Defini¢ao 6.1. Féormulas Haeusler. Seja x[X,Y] = (X DY) D X) D

X) D Y. Considere os simbolos proposicionais C' e D;, para i > 0. A familia

thttps://github.com/flavio-barros/proof-compressions
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de formulas &; é definida recursivamente como segue:

51 = X[Dh C]
Siv1 = X[Di+17 fz’]

Utilizando &;, a familia de férmulas ¢, para n > 0, é definida como segue,
para ¢ > 1:
VYig1 =841 D C

A segunda familia de férmulas foi retirada da Biblioteca ILTP? (Intuiti-
onistic Logic Theorem Proving (ILTP) Library) que fornece uma plataforma
para testes para provadores de teoremas da légica proposicional e de primeira
ordem intuicionista. Os problemas da biblioteca estdo agrupados em 24 do-
minios, incluindo o SYJ, dominio dos problemas sintaticos intuicionistas (27).
Um dos problemas, o SYJ204, refere-se a uma familia de férmulas ¢,,, tendo
apenas a implicagao como conectivo, que possui somente provas normais de

tamanhos exponenciais. ¢, ¢ definida como segue:

Definicao 6.2. Féormulas SYJ204. Sejam A;, com ¢ > 0, simbolos proposi-

cionais. A familia de férmulas w; é definida recursivamente como segue:

Wy = (Al D) (Al D) Ao))
Wit1 = w; D (Aip1 D (A1 D 4))

Utilizando w;, a familia de férmulas ¢,, para n > 0, é definida como segue,
para ¢ > 1:
Giv1 = Aiy1 D (wir1 D Ay)

A terceira familia de férmulas foi retirada de um exemplo de compressao
em (6). F'ib, possui provas normais maiores ou iguais que fibonacci(n) e é

definida como segue:

Definicdao 6.3. Férmulas Fibonacci. Sejam A;, com i > 3, simbolos

proposicionais. A familia de férmulas o; é definida recursivamente como segue:

O3 = (Al D) (A2 D) Ag))
o;=0i-1 D (Aia D (Ai-1 D Ay))

Zhttp:/ /www.iltp.de/


http://www.iltp.de/
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Capitulo 6. Experimentos 53

Utilizando o;, a familia de férmulas F'ib,,, para n > 2, é definida como segue:

As provas utilizadas nos experimentos foram geradas utilizando o prova-
dor de teoremas NatDProver*, desenvolvido no TecMF?, que recebe féormulas
da MD e devolve um arquivo .dot que contém o grafo de prova caso a prova
seja gerada com sucesso. O NatDProver ainda estd em desenvolvimento, al-
guns erros e comportamento inesperados podem ocorrer durante a geragao das
provas.

Executamos o NatDProver para instancias das trés familias de férmulas
selecionadas para os experimentos. O provador pode apresentar cinco tipos
de retorno em cada execugao: sucesso, geracao da prova e do arquivo .dot
ocorreram com sucesso; erro geracao DOT, a geragdo da prova ocorreu com
sucesso, mas a geracao do arquivo .dot apresentou erro; erro gera¢ao prova,
ocorreu um erro na geracao da prova; falha geracao prova, a geracao da prova
falhou, mas nao ocorreram erros durante a execucgao; timeout, o tempo de
execucao do provador atingiu o limite de tempo definido.

A Tabela 6.1 mostra o retorno obtido do NatDProver para cada instancia
das familias de formulas consideradas. Executamos o provador para 20 instan-
cias de cada familia, o limite de tempo de execucao para cada instancia foi de

30 minutos.

Tabela 6.1: Retornos do NatDProver para cada instancias das familias de
formulas

Familia de férmulas Valor de n Retorno

, 1 erro geragio DOT

¥n (formulas Hacusler) 2-20 falha geragdao prova
1 SUCesso

on (SYJ204) 2-4 erro geragio DOT

5-20 falha geragdao prova
. . . . 3-15 SUCeSSOo
Fib,, (formulas Fibonacci) 16- 20 timeout

Apos as execugoes, o NatDProver nao gerou nenhum arquivo .dot com
provas das féormulas Haeusler, um arquivo para as féormulas SYJ204 e¢ 13

arquivos para as formulas Fibonacci. Como o objetivo do experimento é

3https://github.com/Bpalkmim/NatDProver (Implementagio original)

4https://github.com/flavio-barros/NatDProver (Implementacio alterada para aceitar
entradas por linha de comando)

Shttp:/ /www.tecmf.inf.puc-rio.br/
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observar as taxas de compressao das provas obtidas por cada técnica a medida
que o tamanho das provas aumenta, utilizamos apenas as férmulas Fibonacci

para gerar os resultados mostrados na proxima segao.

6.3
Resultados

Nos gréaficos seguintes, as provas das férmulas de F'ib, sdo mostradas
em termos dos tamanhos das férmulas no lugar dos valores de n, a prova da
formula de n = 3 possui a conclusao com tamanho 13, n = 4 possui tamanho
19, e assim por diante, até n = 15 com a conclusao com tamanho 85.

A Figura 6.1 mostra o grafico que relaciona os tamanhos das férmulas
da familia F'ib,, considerando a quantidade de simbolos proposicionais, e os
tamanhos de suas respectivas provas, considerando o tamanho do grafo de
prova. Na Figura 6.2, os tamanhos das provas sao mostrados considerando os

tamanhos (em kilobytes) dos arquivos DOT que as representa.

2001
.

1751
m 1501
é .
S 1251
5 é
o E
@ 100-
©
2 .
% 75 h '..
5 50
koS .

25 e

JRRTER &
04 @ - @ @ - @ PYRERE L
10 20 30 40 50 20 7 o =

Tamanho da férmula (simbolos proposicionais)

Figura 6.1: Tamanho das férmulas e seus respectivos grafos de prova

A seguir apresentamos os resultados das aplicagoes dos algoritmos de
compressao as provas das formulas de F'ib,,. Os resultados sdo mostrados para
os algoritmos da codificagdo de Huffman e da Compressao Horizontal.

A Figura 6.3 mostra os tamanho dos arquivos originais e dos resultantes
dos algoritmos de compressao, o eixo dos tamanhos dos arquivos esta em
escala logaritmica. Como ja esperado, a Compressao Horizontal ndao possui

bons resultados para as provas menores, apresentando uma taxa de compressao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Capitulo 6. Experimentos 55

6000 -
5000
4000 - o
3000

2000 1

Tamanho da prova (grafo)

1000 4 e

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tamanho da férmula (simbolos proposicionais)

Figura 6.2: Tamanho das férmulas e seus respectivos arquivos de prova

efetiva apenas a partir da férmula com tamanho 37 (n = 7). A partir da formula
com tamanho 30 (n = 8), a Compressao Horizontal obteve resultados melhores
que a codificagdo de Huffman. A maior prova, da férmula com tamanho 85
(n = 15), possui tamanho original 188,6 KB e foi comprimida para 113 KB
pela codificagdo de Huffman e para 9,36 KB pela Compressao Horizontal.
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Figura 6.3: Tamanhos dos arquivos de prova apés a compressao
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A Figura 6.4 mostra as taxas de compressao obtidas para cada férmula.
Para todas as provas, a codificagdo de Huffman obteve taxa de compressao de
aproximadamente 40%), enquanto que as taxas de compressao da Compressao
Horizontal variam bastante de acordo com o tamanho da prova. Para a férmula
de tamanho 13 (n = 3), a taxa de compressao obtida foi de -67% (aumento de
67% do tamanho do arquivo original) e para a prova da férmula de tamanho
85 (n = 15), a taxa de compressao obtida foi de 95%.

Algoritmos e C.Huffman 4 C. Horizontal
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Taxa de compressao
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—-100 1
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Tamanho da férmula (simbolos proposicionais)

Figura 6.4: Taxa de compressao dos algoritmos

Enquanto que para as taxas de compressao, a Compressao Horizontal
obteve resultados mais satisfatorios, para os tempos de execucao, a codificacao
de Huffman apresentou tempos menores para todas as féormulas. O grafico da
Figura 6.5 mostra os tempos de execucoes dos dois algoritmos para todas as

provas, o eixo dos tempos de execucao estd em escala logaritmica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Temp de execucgéo (segundos)

6.00 1
4.00 1

2.00 1
1.00 1

0.10 1

0.01 1

Capitulo 6. Experimentos 57
Algoritmos e C.Huffman 4 C. Horizontal
. A
AT
. “
LA
A
A
A
.
. N J
.A" .0
A °
A °
. .o’
A ry
A L@ e o
@ v -
0 iieiiii-e
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Tamanho da férmula (simbolos proposicionais)

Figura 6.5: Tempo de execucgao dos algoritmos de compressao
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7
Conclusao e Trabalhos Futuros

Com o objetivo inicial de implementar a Compressao Horizontal e com-
parar seu desempenho na compressao de provas em deducgao natural da M>D
com outras técnicas de compressao relatadas na literatura, concluimos esta
dissertacao com o objetivo parcialmente atingido. Identificamos na literatura
apenas a Dedugdo Natural Contextual (4) como técnica de compressao de pro-
vas em dedugdo natural da M D, no entanto, seu provador (5) nao foi capaz
de gerar nenhuma prova das férmulas selecionadas para o experimento.

Implementamos o compressing, compressor de provas em Deducao Na-
tural da MD que utiliza o algoritmo da Compressao Horizontal, e propomos
formatos e convencgoes para os arquivos que contém as provas submetidas a
compressao e para os arquivos que contém as provas comprimidas. Projetamos
o compressor como o padrao de projetos adapter para que possiveis altera-
¢oes de componentes externos (manipulagao e visualizagdo de grafos) sejam
facilitadas.

Na preparagao dos experimentos, selecionamos familias de férmulas na
literatura com as caracteristicas adequadas para mostrar a capacidade de
compressao da Compressao Horizontal, ou seja, formulas que possuem provas
grandes, preferencialmente, com tamanho exponencial em ralacao ao tamanho
da conclusao. Entre as familias de formulas selecionadas, o provador utilizado,
o NatDProver, gerou provas apenas para a F'ib,.

Nos resultados dos experimentos, reportamos as informacoes das execu-
¢oes da Compressao Horizontal e da codificacdo de Huffman para as férmulas
de Fib,,. A Compressao obteve taxas de compressao de até 95%, enquanto que
a codificacao de Huffman obteve aproximadamente 40% de taxa de compressao
para todas as provas.

Nossa principal contribuicao é a implementacao do compressing, que im-
plementa o algoritmo da Compressao Horizontal, capaz de comprimir qualquer
prova da MD para um tamanho polinomialmente limitado em relacao ao tama-
nho da conclusao. Se qualquer tautologia da MD possui provas com tamanho
polinomialmente limitado, entao NP = PSPACE. No entanto, a base de
provas utilizadas para a obtencao dos resultados das taxa de compressao é

limitada, sendo composta apenas por féormulas que compartilham a mesma
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estrutura.

Listamos a seguir os possiveis trabalhos futuros:

— Diversificar a base de provas para os experimentos do compressing,
adaptando um outro provador ja existente ou corrigindo as falhas do
NatDProver.

— Adicionar o algoritmo de verificacdo da Compressao Horizontal, que

verifica se a derivacdo comprimida é vélida, ao compressing.

— Melhorar a interagao do usuario com o compressing, implementando uma

interface por linha de comando.

— Otimizar os algoritmos internos do compressing para melhorar os resul-

tados de tempos de execugao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Referéncias bibliograficas

[1]

2]

8]

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9]

[10]

STATMAN, R.. Intuitionistic propositional logic is polynomial-
space complete. Theoretical Computer Science, 9(1):67-72, 1979.

HAEUSLER, E. H.. Propositional logics complexity and the sub-
formula property. Electronic Proceedings in Theoretical Computer Sci-
ence, 179, 01 2014.

HAEUSLER, E. H.. How many times do we need an assumption to
prove a tautology in minimal logic? examples on the compression
power of classical reasoning. Electronic Notes in Theoretical Computer
Science, 315:31-46, 2015.

PALEO, B. W.. Contextual natural deduction. In: Artemov, S.; Nerode,
A., editors, LOGICAL FOUNDATIONS OF COMPUTER SCIENCE, p. 372—
386, Berlin, Heidelberg, 2013. Springer Berlin Heidelberg.

PALEO, B. W.. Implementation and evaluation of contextual
natural deduction for minimal logic. In: INTERNATIONAL ANDREI
ERSHOV MEMORIAL CONFERENCE ON PERSPECTIVES OF SYSTEM
INFORMATICS, p. 314-324. Springer, 2015.

GORDEEV, L.; HAEUSLER, E. H.. NP vs PSPACE. CoRR, 2016.

VYSKOCIL, J.; STANOVSKY, D. ; URBAN, J.. Automated proof com-
pression by invention of new definitions. In: INTERNATIONAL CON-
FERENCE ON LOGIC FOR PROGRAMMING ARTIFICIAL INTELLIGENCE
AND REASONING, p. 447-462. Springer, 2010.

AMJAD, H.. Data compression for proof replay. Journal of Automated
Reasoning, 41(3-4):193-218, 2008.

BOUDOU, J.; FELLNER, A. ; PALEO, B. W.. Skeptik: A proof com-
pression system. In: INTERNATIONAL JOINT CONFERENCE ON AU-
TOMATED REASONING, p. 374-380. Springer, 2014.

BUSS, S. R.. Handbook of proof theory, volume 137, chapter 1. An
Introduction to Proof Theory. Elsevier, 1998.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Referéncias bibliograficas 61

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

MARFORI, M. A.. Informal proofs and mathematical rigour. Studia
Logica, 96(2):261-272, 2010.

FREGE, G.. Conceitografia: Uma linguagem formular do pensa-
mento puro decalcada sobre a da aritmética. PPGFIL-UFRRJ, 1
edition, 2018.

VON PLATO, J. The development of proof theory. In:
Zalta, E. N., editor, THE STANFORD ENCYCLOPEDIA OF PHILO-
SOPHY. Metaphysics Research Lab, Stanford University, winter 2018 edi-
tion, 2018. URL = https://plato.stanford.edu/archives/win2018/

entries/proof-theory-development/.

LEARY, D. J. O.. The propositional logic of "principia mathema-
tica"and some of its forerunners. Russell: The Journal of Bertrand
Russell Studies, 8:92, 1988.

BERNAYS, P.. Axiomatische untersuchung des aussagen-kalkuls
der “principia mathematica”. Mathematische Zeitschrift, 25(1):305—
320, 1926.

ZACH", R.. Hilbert’s program then and now. In: Jacquette, D., editor,
PHILOSOPHY OF LOGIC, Handbook of the Philosophy of Science, p. 411-
447. North-Holland, Amsterdam, 2007.

ZACH, R.. Hilbert’s program. In: Zalta, E. N., editor, THE STANFORD
ENCYCLOPEDIA OF PHILOSOPHY. Metaphysics Research Lab, Stanford
University, spring 2016 edition, 2016. https://plato.stanford.edu/
archives/spr2016/entries/hilbert-program/.

GENTZEN, G.. Investigations into logical deduction. traducgao
publicada em m. szabo the collected papers of gerhard gentzen.
American philosophical quarterly, 1(4):288-306, 1964.

KAHLE, R.; RATHJEN, M.. Gentzen’s Centenary: The Quest for
Consistency. Springer, 2015.

PRAWITZ, D.. Natural Deduction: A Proof-Theoretical Study.
Dover Publications, 1965.

KRIPKE, S. A.. Semantical analysis of intuitionistic logic I. In:
Crossley, J.; Dummett, M., editors, FORMAL SYSTEMS AND RECURSIVE
FUNCTIONS, volume 40, p. 92-130. Elsevier, 1965.


https://plato.stanford.edu/archives/win2018/entries/proof-theory-development/
https://plato.stanford.edu/archives/win2018/entries/proof-theory-development/
https://plato.stanford.edu/archives/spr2016/entries/hilbert-program/
https://plato.stanford.edu/archives/spr2016/entries/hilbert-program/
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1712666/CA

Referéncias bibliograficas 62

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

HAZEN, A.; PELLETIER, F. J.. Gentzen and Jaskowski natural de-
duction: Fundamentally similar but importantly different. Studia
Logica, 102(6):1103-1142, 2014.

STANDEFER, S.. Translations between Gentzen—Prawitz and
Jaskowski—Fitch natural deduction proofs. Studia Logica, p. 1-32,
2018.

FITCH, F. B.. Symbolic Logic. New York: Ronald Press Co., 1952.

HUFFMAN, D. A.. A method for the construction of minimum-
redundancy codes. Proceedings of the IRE, 40(9):1098-1101, 1952.

GORDEEV, L.; HAEUSLER, E. H.. Huge proofs, redundant proofs
and some reasons in favor of NP=PSPACE. In: EM Ill TiBINGEN
CONFERENCE ON PROOF-THEORETIC SEMANTICS, Tubinga, Alema-
nha, Mar 2019.

RATHS, T.; OTTEN, J. ; KREITZ, C.. The ILTP problem library for
intuitionistic logic. Journal of Automated Reasoning, 38(1-3):261-271,
2007.

GORDEEV, L.; HAEUSLER, E. H.. Horizontal compression of dag-

derivations in m>D. Manuscrito nao publicado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1712666/CA


	Uma Abordagem Experimental sobre a Compressão de Provas em Dedução Natural Minimal Implicacional
	Resumo
	Sumário
	Introdução
	Provas Formais
	Provas Formais vs Provas Informais
	Lógica Proposicional Minimal
	Linguagem
	Sistema Dedutivo
	Semântica
	Fragmento Puramente Implicacional

	Estilos de Provas em Dedução Natural
	Estilo de Gentzen-Prawitz
	Estilo de Jaskowski-Fitch


	Compressão de Provas e Dados
	Compressão Horizontal
	Definições sobre grafos
	Grafos direcionados como derivações
	Algoritmo de compressão

	Codificação de Huffman

	Aplicação da Compressão Horizontal
	Implementação da Compressão Horizontal
	Decisões de Projeto
	Estrutura do Projeto
	Representação das Provas

	Experimentos
	Ambiente Computacional
	Provas de Entrada
	Resultados

	Conclusão e Trabalhos Futuros
	Referências bibliográficas



