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Capitulo 4
O MEFG Aplicado a Mecanica da Fratura

Neste capitulo apresenta-se a implementacdo do MEFG aplicado ao
problema de propagacdo de trincas no contexto da mecanica da fratura linear
elastica - MFLE. O capitulo estd dividido em nove se¢des. Inicialmente discute-se
o conceito basico do enriquecimento descontinuo que permite a constru¢cao de um
campo de deslocamentos discreto e descontinuo a partir do MEF tradicional. Em
seguida, este conceito é generalizado de forma a permitir a representacdo
associada a presencga de uma trinca em meio continuo. Nas terceira e quarta secdes
descreve-se, em detalhes, a construgdo das func¢des de enriquecimento associadas
a ponta-de-trinca e as suas faces — fungfo salto - respectivamente. Na secdo 5,
discute-se o critério adotado para a escolha dos nds associados as funcdes de
enriquecimento. O MEFG possibilita a adocdo de uma estratégia de integragdo
numérica baseada na tradicional quadratura gaussiana. Tal estratégia é
apresentada na sexta secdo, porém, a robustez do algoritmo é afetada em
decorréncia desta escolha. Uma outra solugdo € entdo proposta, na sétima secdo,
onde se estabelece o uso das quadraturas de Gauss-Lobatto e de Gauss-Radau no
contexto de propagacdo de trincas. As duas dltimas secdes apresentam o critério
usado para calcular a direcdo de propagacdo da trinca e a estratégia para a

determinagdo dos fatores de intensidade de tensdo, respectivamente.

4.1 Discretizacao da Trinca.

Nesta secdo s@o apresentados os detalhes da formulagéo e da implementagdo
do modelo de elementos finitos enriquecido usado na representacdo numérica de
uma trinca, da sua propaga¢do em um meio continuo e a comparacao desta com a
representacdo tradicional de trincas pelo MEF. O conceito basico desta
representacdo estd ilustrado nas figuras 4.1 e 4.2. Inicialmente, considera-se um
conjunto de quatro elementos e dez nds, mostrado na figura 4.1, em que a ponta
de trinca encontra-se em um n6 da malha de discretizac@o e arestas de elementos
coincidem com as faces da trinca. Do ponto de vista geométrico, pode-se afirmar

que a trinca estd definida pelas arestas de elementos. J4 na figura 4.2 apresenta-se
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um conjunto de quatro elementos e nove nds, ndo havendo nesta discretizacio a
presenca, explicita, de nenhuma descontinuidade.
O campo de deslocamentos, cldssico do MEF, para os elementos da figura

4.1, é expresso na forma
10
u(x,y) =Y hu, 4.1
i=1

onde u; é o deslocamento do i-€simo né e ; a funcio de forma bilinear associada

a0 1-ésimo no.

10 5

Fig 4.1 Trinca representada em malha de elementos finitos com 4 elementos (10 nés)

Fig 4.2 Malha de elementos finitos com 4 elementos (9 nos)
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Reescrevendo-se (4.1) tem-se

8
u= Zhiul. + houtg + hygu,, ,0U 4.2)
i=1
u= 8 — Uy, +u, + Uy — Uy, hy, U+t | ([ Uy — Uy, “3)
i=1 2 2 2 )
ou ainda,
8
u:Zhiui +(hy + o)ty + (hy =) -ug 4.4)
i=1
onde
M9 + ulO ug —_ ulO
Uy == eug =——— 45
’ 2 b 2 (4.5)

Uma outra representacdo de (4.4) fornece

w=Y hu, +(hy +hy) -, +(hy +hy)-S(x,y)-u, (4.6)

8
i=1

onde S(x,y) € uma fungdo descontinua, denominada funcio salto, definida por

1 se y>0}

4.7
-1 se y<0 7

S(x,y)={

B (1,5) ho (r,s) hi1 (r,s)

(a) (b)

Fig 4.3 Representacdo geométrica das fungbes de forma: (a) modelo com
descontinuidade e, (b) modelo sem descontinuidade.

Observando-se a figura 4.3 conclui-se que a adi¢do das funcdes hg e hjg
pode ser considerada “quase idéntica” a constru¢do da funcdo de forma hyjy,
associada a malha mostrada na figura 4.2. Apenas para os pontos onde a trinca
estd definida esta adicdo nao € rigorosamente observada. Portanto, considerando a

malha na figura 4.2 podemos escrever que
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8
w= Y hu by by S(xy) - ug (4.8)

i=1

Na equacdo (4.8) os dois primeiros termos correspondem a interpolacao
classica completa do campo de deslocamentos do MEF, sem a presenca da trinca
enquanto o ultimo termo representa a inclusdo de um grau de liberdade
generalizado upg e de uma fun¢do descontinua S(x,y) representativa da
descontinuidade associada a presenca de uma trinca na peca. Estas caracteristicas
indicam , na discretizacdo em (4.8), que: a) hd um enriquecimento do campo de
deslocamentos original (note-se que u;; = uy) permitindo a representacdo da
condicdo de descontinuidade do material devido a presenca da trinca; b) o
enriquecimento obtido ocorre de forma localizada devido ao produto A;; S(x,y)

que apresenta valores nao nulos apenas no suporte (subdominio) da funcao A .
4.2 Generalizacao do Modelo

O enriquecimento da discretizacio do MEF tradicional conforme
apresentado na seco acima aponta para dois pontos basicos: a) a defini¢do da
funcdo de enriquecimento a ser utilizada e, b) a criteriosa escolha dos nés do
modelo de elementos finitos passiveis de enriquecimento.

Na figura abaixo s@o apresentadas duas situacdes correspondentes a
generalizagdo para o caso em que a direcdo de propagacdo da trinca nédo coincide

com as arestas dos elementos

1 2
o o 3 4 ! 2 o o
() N ) L= E]
5 6 7 8 5 6 7 8

Fig 4.4 Generalizagdo da condicao de enriquecimento em elementos planos: (a) da
direcdo de propagacao e (b) ponta de trinca
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Na figura 4.4 (a) , os nds marcados por circulos (nés 1,2,5 e 6) devem ser
enriquecidos com funcdes salto incorporando a descontinuidade de dominio ao
modelo tradicional do MEF. Com este conceito de funcdo salto, pode-se
representar a trinca cuja ponta coincide com uma aresta da malha de discretizagdo
por elementos finitos. A figura 4.4 (b) apresenta a préxima etapa da generalizacao
do conceito, nela observam-se dois tipos de enriquecimento: i) os nds indicados
por circulos s@o enriquecidos com a fung¢do salto descontinua e representam, desta
forma, a descontinuidade associada as faces da trinca e, ii) os nés indicados por
quadrados (nds 3,4,7 e 8) sdo enriquecidos com um segundo conjunto de funcdes
de enriquecimento: as funcdes ponta-de-trinca. Assim, para a representacdo das
descontinuidades na trinca denotam-se os nés enriquecidos com a fungao salto de
nés-salto e os nés enriquecidos com as fungdes ponta-de-trinca de nds ponta-de-

trinca. Estas serdo consideradas na secdo seguinte.
4.3 Descricao das Fungdes Ponta-de-trinca.

Considerando-se a figura 4.4 (b) , para a configuracao de trinca mostrada a
discretizacao é representada por
u=Yy hu, +ZbﬁhﬁS(x,y)+th(iclpf’,(x,y)} (4.9)
iel BesS peP I=1
onde I representa o conjunto de todos os nés da malha, S o conjunto de nés com
enriquecimento pela fungdo salto (nés 1,2,5 e 6) e P o conjunto de ndés com
enriquecimento pela fungéo ponta-de-trinca (n6s 3,4,7 e 8). Na equagdo (4.9), b,

I}

e ¢, sdo os graus de liberdade generalizados associados as fungdes salto e

funcdes ponta de trinca, respectivamente. A funcdes de enriquecimento ponta-de-

trinca sdo definidas na forma [35,46,47]

P(r,0)= {ﬁsin%,ﬁcos%,ﬁsin%sin@,\/;cos%sine} 4.10)

onde r e O sdo as coordenadas locais definidas no sistema polar relativo a ponta-
de-trinca, conforme apresentado na figura 4.5
Dois aspectos importantes associados as fun¢des P, (r,0), em (4.10), devem

ser aqui destacados: i) estas quatro fungdes constituem uma base que representa a

solucdo analitica assint6tica para o campo de deslocamentos ao redor de uma
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s <0<

r 120

Fig 4.5 Sistema local na ponta da trinca

trinca na MFLE , conforme demonstrado no Apéndice III e, ii) a primeira fungdo

caracteriza a descontinuidade nas duas faces junto a ponta-da- trinca

0 { +1 para Oﬁﬂ} @.11)
-1 para 0 — -1

enquanto as demais fungdes sdo continuas. E esta descontinuidade que permite a

representacdo da abertura da trinca mesmo com a ponta no interior do dominio do

elemento finito. O campo de deslocamentos torna-se entdo descontinuo ao longo

das faces da trinca. Nas figuras 4-6 a 4-8 é apresentado o efeito do enriquecimento

da equacdo (4.11) na funcdo de forma do elemento. Inicialmente na figura 4.6

apresenta-se a representacdo espacial da funcdo de forma bilinear lagrangeana
hy(x,y)=0.25-(1-x)-(1+y), tipica do MEF. O efeito do enriquecimento desta
funcdo - na forma do produto /;(x, y)\/7 sin(0 /2) - é entdo apresentado na figura

4.7. Nota-se a descontinuidade obtida, usada para representar a presenca da ponta

de trinca. A figura 4.8 apresenta o enriquecimento da funcao de forma tradicional,

obtido com o produto /(x,y) \/7 cos(0/2) sin(0).
Considerando-se a representacdo do caso genérico, mostrada na figura 4.9,
em que a trinca possue duas pontas de propagacio, a discretizac@o € representada

por

4 4

w=Y hu,+Y byhyS(x,y)+ th(Zc;P,‘ (x, y)]+ th(Zd;Pﬁ (x, y)}
iel BeS peR =1 peP, =1

(4.12)

onde P; e P, formam o conjunto de nés ponta-de-trinca para primeira e segunda

ponta respectivamente, cj, ed ; s@o os graus de liberdade generalizados associados

a estas fungdes de enriquecimento e, P'(x,y) e P’(x,y) sdo as funcdes de

enriquecimento para as duas pontas de trinca, respectivamente.
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Fig 4.6 Funcao de forma bilinear tradicional hx(x,y)

Fig 4.7 Fungéo de forma enriquecida - produto hz(X,}’)\/; sin(6 /2)
apresentando a descontinuidade associada a ponta de trinca.

Fig 4.8 Funcao de forma enriquecida - produto hx(x,y) \/7 cos(6 /2) sin(6)
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4.4 Definicao da funcao salto.

Inicialmente, considera-se a trinca definida geometricamente por uma
sequéncia de segmentos de reta mostrada na figura 4.10 (a). Na defini¢do da
func¢do salto, para um ponto P(X,y) pertencente a um elemento possuidor de né-
salto , procura-se o ponto extremidade desta sequéncia de segmentos mais

préoximos, excluindo-se desta busca as pontas da trinca. Com a extremidade V

encontrada, determinam-se os vetores s, =0,V e s, =0,V , associados aos

segmentos de reta da trinca e os vetores p, = ﬁ e p,=0,P, conforme
mostrado na figura 4.10 (b).

A combinacao dos sinais dos produtos vetoriais entre estes quatro vetores,
tomados dois a dois, determina se o ponto P(x,y) estd a direita ou a esquerda dos
vetores §7 € §2 (figura 4.11), conforme mostrado a tabela 4.1 e definindo-se,

assim, o sinal da funcao salto S(x,y), cujo valor absoluto € unitario.

Tabela 4.1 Definigao do sinal de S(x,y)

P2 XS2
<0 >0
<0 sinal de s1 X 82 positivo
prxsi >0 negativo sinal de s1 X 52

4.5 Escolha dos Nés Enriquecidos

A determinagdo dos conjuntos de nds S, P, e P, deve ser feita através de
uma escolha criteriosa. Ao considerarmos a primeira ponta de trinca, determina-se
o(s) elemento(s) possuidor(es) desta ponta e o conjunto P; € entdo constituido por
todos os nods deste(s) elemento(s) . De forma andloga, constréi-se o conjunto P,. A
figura 4.12 ilustra duas possiveis situacdes. Para o enriquecimento com a fungdo
salto, a escolha dos n6és é determinada pela intersecdo do suporte das funcdes de

forma destes com a trinca. No caso em que a trinca divide o suporte em duas
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p2

P(x,y)

Fig 4.10 (a) propagagdo de uma trinca representada pelos segmentos
04V e VO3 ; (b) Vetores Si,S,, p1 € po utilizados na definigao da fungao
salto.
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S2

p1XSl<0

p1X51>0

S1

p1XS1>O

(a) condicao para sy x s <0

S1
(b) condicao para s; x s2 >0

Fig 4.11 Definicdo do sinal da fungéo salto S(x,y) - vide Tabela 4.1.

103


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 4 - Modelo Numérico - W.C.Santana 104

regides distintas seleciona-se o né para o conjunto S. Para a implementagdo deste
critério, identificam-se duas situagdes: i) todo né interceptado pela trinca serd
incluido em S, conforme ilustra a figura 4.13 (a) e (b) ; ii) Seja um elemento
dividido pela trinca em duas regides cujas dreas sao significativas em relacdo a
drea do elemento, figura 4.13 (c). Todos os nds deste elemento pertencem entdo a
S. E importante observar que, quando houver a indica¢do simultinea para os dois
tipos de enriquecimento, prevalecerd sempre a escolha pelo enriquecimento de

ponta-de-trinca - como ocorre na figura 4.12 (b).

£

(b)

Fig 4.12. Enriqguecimento com fungdo ponta-de-trinca: (a) ponta-de-trinca no
interior do elemento; (b) ponta-de-trinca sobre uma aresta do elemento.

A

Fig 4.13: Enriquecimento com funcao salto: (a) e (b) nés interceptados pela trinca e
(c) elemento dividido pela trinca.

4.6 Integracao Numeérica

A representacio tipica de uma trinca — de duas pontas - com uma malha de

elementos finitos enriquecidos € mostrada na figura 4.14 (a). Com o emprego das
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funcdes de enriquecimento ocorrem na malha de discretizagdo elementos com as
seguintes caracteristicas: i) elementos sem enriquecimento; ii) elementos
parcialmente enriquecidos, em que apenas alguns de seus nds possuem graus-de-
liberdade de enriquecimento e iii) elementos totalmente enriquecidos, em que
todos os nds possuem graus-de-liberdade de enriquecimento. Para estes tltimos é
necessdrio considerar um esquema especial de integracdo numérica espacial
porque sdo cortados ou divididos pela trinca e devem ser subdivididos em
subdominios de integracdo devido a descontinuidade das funcgdes de
enriquecimento. A possibilidade natural € empregar-se subdivisdes triangulares
em cada um dos subdominios do elemento, conforme ilustrado na figura 4.14 (b).
Para estes elementos divididos em duas regides distintas definem-se duas
situacdes: i) formam-se duas regides convexas, neste caso um algoritmo de
triangulacdo simplificado € empregado [53]; ii) ocorre a formagdo de alguma
regido ndo convexa e, neste caso, um algoritmo de triangulacdo , baseado no

conceito de avanco da linha frontal pode ser empregado [53].

{7

e
g relihg
S

(b)
Fig 4.14 (a) Trinca e nds enriquecidos e (b) Detalhe dos subdominios de
integracao

Com este esquema de subdivisdes emprega-se um processo de integragdo
numérica por quadratura Gauss — Legendre no interior dos subdominios
triangulares e a ordem de integracdo é determinada em funcdo do tipo de
enriquecimento do elemento. Com os subdominios definidos, a integragdo sobre o

elemento € entdo realizada tomando-se a contribuicdo de cada i-€simo subdominio

Aixubd{)ml’nio _ da forma,

triangular -

Aelem — YAisubdomz’nio (4 13)

i=1
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) £ yda =) £ (e, yyaazeimse (4.14)

Actem =14

E importante observar-se que este procedimento de integracdo requer a avaliagio
das funcdes de enriquecimento em pontos do subdominio triangular e, portanto,
hd a necessidade de obter as coordenadas locais do subdominio (r,s;) , as
coordenada globais (X,Y) e as coordenadas locais (r,s) do elemento. Estes valores
sdo obtidos numericamente conforme apresentado no Apéndice L.

Devido a distor¢dao dos subdominios, podem ocorrer dificuldades de mau
condicionamento do sistema de equacdes em funcdo da md qualidade nos
resultados da integracdo numérica. Em alguns casos torna-se impossivel evitar a
ocorréncia destas distor¢des sem que ajustes na malha sejam realizados. Duas
destas ocorréncias estdo apresentadas nas figuras seguintes. No exemplo da figura
4.15, a interse¢do trinca—aresta de elemento ocorre muito préxima ao né do
elemento e, no caso apresentado na figura 4.16, a ponta da trinca avanga para uma
posi¢do muito préxima de uma aresta ou né do elemento. No primeiro caso o
procedimento consiste em corrigir-se a malha deslocando o né do elemento para o
ponto de intersecdo tornando uma das subdivisdes triangular. No segundo caso, no
momento da propagac¢do da trinca, a nova posi¢do da ponta-de-trinca € verificada
e considerada vilida se estiver a uma distancia conveniente das arestas do

elemento, caso contrdrio reduz-se o tamanho de passo de propagacdo da trinca até

uma posicao adequada.

Fig 4.15 Corregao da malha para a intersegao no - intersegao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 4 - Modelo Numérico - W.C.Santana 107

ponta antiga ponta nova

Fig 4.16 Correcao da posicao da ponta-de-trinca

Note-se que a construgdo destes subdominios de integracdo e os ajustes
acima descritos ndo implicam em modificagdes no nimero de graus de liberdade
da discretizagdo ou ainda em variagdes importantes na malha originalmente
empregada. A subdivis@o do dominio do elemento € utilizada apenas para a
realizacdo da integra¢do numérica, ndo interferindo no processo de interpolagao
das varidveis de estado.

Embora a estratégia anteriormente apresentada leve a um aumento da
robustez do algoritmo para o caso bidimensional, esta ndo é plenamente extensivel
para o caso tridimensional. Na proxima secdo propde-se um esquema de
integracdo que resolve este problema de modo que a integracdo das equacdes
torna-se robusta, sendo este esquema proposto integralmente aplicivel em

problemas tridimensionais.

4.7 Integracao Numérica para o MEFG Aplicado a Mecéanica da

Fratura.

Nesta secao abordaremos as op¢des adotadas para o calculo das integrais do
MEF Extendido. Dois fatores basicos devem aqui ser considerados: a) a presenca,
no interior do elemento, de uma trinca com a conseqiiente imposi¢do de um
campo de deslocamentos descontinuo; b) O uso de fun¢des de enriquecimento nao

polinomiais para a modelagem do campo de deslocamentos na ponta da trinca.
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O primeiro fator requer que o esquema de integragéo seja robusto de modo a
capturar os efeitos devidos a existéncia de uma fun¢io descontinua no dominio do
elemento. Como visto anteriormente, a integracdo numérica empregando a
quadratura Gaussiana requer um numero suficiente de pontos de integragdo
distribuido nas duas regides (dominios) do elemento atravessado pela trinca.

O segundo fator refere-se ao uso de um nimero de pontos de integracao ao
redor da ponta-de-trinca de forma a garantir uma adequada aproximacio das
integrais avaliadas neste dominio. Também, devido & ocorréncia de singularidade,
€ necessdrio evitar-se que coordenadas da ponta de trinca coincidam com algum
ponto de avaliacdo de Gauss.

Uma primeira possibilidade natural é a de subdividir-se os elementos
interceptados pela trinca na forma discutida na secdo anterior, conforme
apresentado pela figura 4.17. Este procedimento de subdivisdo resulta em

nenhuma modificacdo de nimero de graus de liberdade do modelo utilizado.

Trajetéria da
trinca

Figura 4.17 Trés elementos cortados pela trinca e as suas subdivisdes
empregadas para a avaliagdo da integragdo nos dominios.

Este método garante uma distribui¢do adequada de pontos de Gauss em ambos os
lados da descontinuidade (trajetéria da trinca). No entanto, o processo de
avaliacdo do integrando requer a necessidade de mapear as coordenadas locais do
tridngulo em fungdo das coordenadas locais do elemento, através de
procedimentos numéricos, com a ocorréncia de erros de arredondamento e de um
esforco computacional adicional. Um segundo aspecto a ser considerado € a
ocorréncia de subdivisdes distorcidas que afetam a qualidade da integracao e,
eventualmente, o mau condicionamento do sistema de equagdes. Na figura 4.18
apresenta-se o exemplo de uma trinca com configuragdo desfavordvel para a

construcio de subdivisdes do dominio de integracdo numérica. Esta é apenas uma
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ilustracdo e ndo esgota as muitas possibilidades de configuragdes desfavoraveis,
que poderiam ser, eventualmente, contornadas através de procedimentos como: a)
modificacdo de posi¢do de nds da malha ou, b) escolha do tamanho de passo da
trinca em funcdo de uma posicdo conveniente para a ponta da trinca. Entretanto, o
grande nimero de possiveis configuracdes geométricas leva ao questionamento
quanto a robustez desta estratégia de integracdo e ainda ao seu eventual potencial
em aplicagcdes no tratamento da propagacao de trincas em estruturas 3D.

Assim, outras possibilidades com a quadratura gaussiana foram exploradas
no desenvolvimento deste trabalho. A figura 4.19 apresenta, por exemplo, duas
situagdes em que a quadratura tradicional de Gauss-Legendre torna-se inadequada
para capturar a descontinuidade no campo de deslocamentos no dominio do
elemento finito. Nestas situacdes, a fungdo salto de enriquecimento leva a
obtencdo de uma matriz de rigidez singular para o elemento, porque o polindmio

interpolante da quadratura nio captura a descontinuidade nos dois lados da trinca.

Figura 4.19 Exemplos de possibilidades de elementos cortados pela

trinca com indicagao dos pontos de Gauss-Legendre
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Figura 4.20 Esquema para a integragao numérica proposto

A captura da descontinuidade pode ser obtida de forma mais adequada com
os pontos de integracdo distribuidos ao longo das arestas dos elementos conforme
mostrado na figura 4.20. O reposicionamento dos pontos de Gauss nas
extremidades do dominio de integracdo é obtido empregando-se o procedimento
da quadratura de Gauss-Lobatto [58], cuja aproximacdo para a integragdo

unidimensional fornece
+1 2 n=2
[ifede=—cs D+ £+ Y 0, f ) (4.15)

onde n é o nimero de pontos de integragdio empregados, &, € a k-ésima
coordenada do ponto de integragdo, com valor definido no intervalo —1<¢, <1.
Esta coordenada corresponde a k-ésima raiz de P, (x) (primeira derivada em

relacdo a x do polindmio de Legendre de grau n-1). O peso @y é dado por
B 2
n(n=1[P,_ ()

Este esquema de integracdo atende a dificuldade de captura da presenca da trinca

(4.16)

0,

no interior do elemento sendo no entanto inadequado para a integracdo dos
elementos enriquecidos em que a ponta de trinca coincide com o né do elemento,
como mostra a figura 4.21. Para estas situacdes adota-se o procedimento da
quadratura de Gauss-Radau, na qual apenas um limite do intervalo recebe um

ponto de integracdo [58]. Desta forma a seguinte aproximacio € entdo empregada

[eode=Z1rc01+ Yo fE) (4.17)
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com

k

Ll
n’ [P (€T

(4.18)

onde n, &, , P, (§,) tém a mesma defini¢do usada para a equagdo (4.15).

() (b)

Figura 4.21 (a) ponta de trinca coincide com né do elemento; (b) Distribuicdo dos
pontos de integragdo de Gauss-Radau.

Esta nova distribuicdio de pontos de integracdo garante a captura da
descontinuidade e a correta integracdo das fungdes de enriquecimento de ponta de
trinca, para uma adequada ordem de integracdo n, como usual nos métodos de
integracdo numérica espacial.

A implementagdo da quadratura de Gauss-Lobatto para o dominio
bidimensional do elemento finito isoparamétrico segue o mesmo formato da
tradicional quadratura Gauss-Legendre. No entanto, para a quadratura de Gauss —
Radau uma pequena modificacdo faz-se necessdria para levar em conta a presenca
da ponta de trinca: as coordenadas paramétricas locais dos pontos de integragcdo
no elemento (& 1) devem ser multiplicadas por sign(&,ona) € SigN(Mponia) , Sinais

das coordenadas &,oni € Mponra , respectivamente. Assim,

[ FCeyydedy =YY £, - sign(€ )1, - sign(,,, o, -, -det (4.19)

e os pontos de integracdo sdo corretamente distribuidos sobre o elemento evitando
a coincidéncia com a ponta de trinca. A coordenada & dos pontos de integragio, e
seu correspondente peso de integracao « estdo apresentados no Apéndice IV,

para a quadratura de Gauss-Lobatto.
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De acordo com a experiéncia obtida nas andlises reportadas no Capitulo 5, a
ordem de integracdo empregada para o problema da propagacdo de trincas em
funcdo da classificagdo do elemento quanto ao enriquecimento de seus nds e de
uma eventual interseco com a trinca, estd ilustrada na Figura 4.22 e Tabela 4.3,

para sete possiveis posicdes relativas dos elementos vizinhos a trinca.

Figura 4.22 : Posigdes dos elementos em relagéo a trinca para
definicdo do procedimento de integracéo.

Tabela 4.3: Defini¢do da ordem de integracdo

intersecdo | Tipo de enriquecimento | Legenda | Tipode | Ordem de
quadratura | integracdo
ponta 1 Lobatto (i)
sim Radau (ii) 20 x 20
salto 3 Lobatto
misto 6 Lobatto 20 x 20
ponta 2
Histo 5 Legendre
nao salto 4 8x8
Legendre
nenhum 7 2x2

(1) Se a ponta-de-trinca ndo coincide com algum né.
(ii) Se a ponta-de-trinca coincide com algum né do elemento.

O esforco numérico adicional devido ao acréscimo da ordem de integracao é
neste caso compensado pela eliminacdo do penoso processo de construcdo de
subdivisdes dos dominios de integracio. O esquema de integracao assim proposto
adquire robustez e toda a andlise pode ser desenvolvida sem qualquer tipo de

modificacdo na malha originalmente definida.
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4.8 Critério para a Determinacao da Direcao de Propagacao.

Durante o procedimento numérico de andlise, a determinagao da direcao de
propagacao da trinca € obtida adotando-se um dos seguintes critérios, conforme
reportado na literatura [59-62]: a) o critério da tensdo circunferencial maxima ou
critério de tensdo principal maxima, b) o critério da taxa mdxima de liberacdo de
energia e c¢) o critério de densidade minima de energia de deformacgdo. Testes
numéricos comparativos de andlises utilizando estes critérios apresentaram
resultados semelhantes [62] , de modo que, neste trabalho, adota-se o critério da
tensdo circunferencial maxima.

No caso do carregamento plano, em modo misto, as componentes das
tensdes circunferencial e cisalhamento no caso do estado plano, sdo expressas,
respectivamente, por [50]

{cee} K1 {3005(9/2)+cos(3 9/2)}+ K, 1 {—3sen(9/2)—3sen(3 9/2)}

G| 2mr4| sen(6/2)+sen(36/2) 2mr 4 | cos(8/2)+3cos(36/2) |

(4.20)
De acordo com o critério da maxima tensdo circunferencial, uma trinca propaga-
se a partir de sua ponta em uma dire¢do 6. na qual a tensdo circunferencial Ggg é
mdxima, i.e., correspondente a dire¢do principal. O angulo 6, , que define esta
direcdo radial de propagacdo da trinca, é obtido tornando nula a componente

cisalhante em (4.20),
0, = 2arctan L (K, /K, = [(K, /K] )+8) @.21)

e o valor de 6. que maximiza a componente de tensdo Ogg em (4.20) indica a

direcdo de propagacdo da trinca.

4.9 Fatores de Intensidade de Tensao

Os fatores de intensidade de tensdo sdo avaliados a partir das integrais de
interacdo modificadas para avaliagdo em subdominios [61] . No célculo, sdo
adotadas as coordenadas do sistema local x;y;, na ponta da trinca com o eixo x;
paralelo as faces da trinca. Para o problema em modo misto genérico obtém-se a

seguinte relagcdo entre o valor de integral J e os fatores de intensidade de tensdo
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2
J=—"L4+L 4.22)

E E
onde E* é definido em termos de parametros do material E (mddulo de Young) e

Vv (razdo de poisson), na seguinte forma.

; E estado plano de tensdes
E = (4.23)

ﬁ estado plano de deformagdes

Dois estados independentes de tensdo sdo considerados no corpo trincado. O

2

1

estado a, (Gi(j“),ei(j“),u ), corresponde a uma solucdo efetiva, eventualmente

(b)

(b)
ij i

obtida através de procedimento numérico, e o estado b, (G e u, ), que € um
estado auxiliar, construido a partir da solucdo analitica para os campos de tensdo e
deformacao assintéticos, na ponta da trinca para os modos I e II. A integral J para

a soma dos dois estados € dada por [61]

1 0w +u®)
b b b b i i
J o —fr —(ij“’ +0} )Xei‘j“) +e ))5,]. —(G,.(j“’ +0} ))— n,dl (4.24)

Y ox,

onde n; sdo as componentes do vetor normal ao cortorno I" que envolve a ponta da
trinca conforme mostrado na Figura 4.23. Expandindo e reorganizando os termos

da equacao (4.24) obtém-se

JED = J O O g (4.25)
onde 7'“” ¢ a integral de interaciio para os estados (a) e (b)
o(u) o(u')
(a.b) _ (ab)s _ (@ i )b i
1 = J.{W S, -0 O g (4.26)

onde W " ¢ a energia de deformacio de interacio

(a) n(b) (b) (@)

WP =g We® =g® e (4.27)
ij ij ij ij
Aplicando-se a equacdo (4.22) para a interagcao entre os estados (a) e (b)
a 1 a a
7o =K K K K] (4.28)

e reorganizando resulta

Jlsh _ (K\")? -f‘(Kf,a))z + (K" +(KP)? +%(K1(“)K1(b) +K@OKP) (4.29)
E

* *

E E

) ) 2 .
J( +b) =J( )+J(b) +F(K1( )Kﬁb) +KI(I)K1(Ib)) . (430)
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Da comparagdo entre as equagdes (4.25) e (4.30) para os estados combinados
obtém-se

a 2 a a
1% = —(K"K;” +K;"K}) 4.31)

que define a integral de interacdo entre os dois estados auxiliares.

Das equacdes (4.27) e (4.31), os fatores K; e Kj para um problema de
trinca submetida a um carregamento combinado em modo misto podem ser
obtidos. Neste caso, € necessdrio estabelecer as solu¢des auxiliares conhecidas:

Seja o primeiro campo auxiliar denotado pelo indice (2a) . Para um corpo trincado

sujeito a um carregamento em modo I tem-se K\°” =1 ¢ K =0. A equagio

(4.31) resulta entdo em

1440 = %(Kj’) (4.32)

e 1" tem a forma, de (4.26),

a(”i(b)) e a(”i(za)) "

(2a,b) _ (2a,b) (2a)
1 - _I;— w 511’ —0 2 ij j
X, ox,

" (4.33)

com

Werh =g20e = g Ve (4.34)

g
onde os campos auxiliares *"’ e u{*" sdo obtidos da solu¢do analitica assintética

(

classica para o problema da MFLE e os campos para Gi(jb)e u'” sdo fornecidos

pelo MEF.

Observe-se que a integral de contorno (4.33) ndo é adequada para a
discretizacdo de elementos finitos. Emprega-se entdo uma forma equivalente
expressa como integral de dominio, obtida pela multiplicagdo do integrando por
uma funcdo peso suave, g(x), de valor unitdrio em um subdominio que contém a
ponta da trinca e de valor nulo na fronteira Cy que limita este subdominio. Entdo,
para cada contorno I' , como mostrado na Figura 4.23 , pode-se expressar a

integral de interacdo na forma

ou'” ou'”
(ab) _ (abys _ ~@ M _») 9Y;
I —J-{W ,-ol e O g st (4.35)

onde o dominio de integragdo resulta do contomno C=T UC, UC U Cyem é

vetor normal unitdrio direcionado para o exterior do contorno Cp. Usando-se o
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teorema da divergéncia e tomando-se o limite quando o contorno I" tende a zero
obtém-se uma expressdo para a integral de interacdo na forma de integral de
dominio

1,2) _I ) aui2 ) a”il 1,2) dq
1 =], G, ——+0;’ —-W Slj a—dA (4.36)

ij
ox, ox;, x ;

onde foram usadas as relagdes mj = - njem I' e m; = nj em Cy, C, e C.. O dominio
da integral (A) € definido por uma cole¢do de elementos localizados ao redor da
ponta da trinca. Inicialmente obtém-se um comprimento caracteristico hiecal
definido pela raiz quadrada da drea de um elemento tocado pela ponta da trinca.
Um raio de dominio rq € definido na forma

r,=Ah A1, (4.37)

local ®
no caso plano, adota-se o dominio A constituido pelos elementos que possuem
pelo menos um né no interior do circulo de raio rq. A Figura 4.24 apresenta um

conjunto tipico de elementos definindo um dominio A com raio rg.

Fig 4.23 Dominio para integral de interagéo

A I

raq

NV

Fig 4.24 Elementos para a integral de interagéo
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Com a selecdo destes elementos, define-se entdo a funcdo peso g(x,y).
Arbitram-se valores nodais ¢; unitarios em todos os nés interiores ao circulo de
raio rq € valores nodais nulos nos nés exteriores. A fungdo € interpolada com o

auxilio de h; - funcdes de forma lagrangeanas — na forma, para cada elemento j

q,= Zhiqu (4.38)
e qx,y)=Ugy, (4.39)

Apbs o célculo da integral de interagdo, a andlise de propagacdo da trinca é
realizada observando-se as seguintes etapas:

1) calculo de e KI e KII,;

ii) determinagdo da dire¢do de propagacao da trinca;

iii) escolha do tamanho de passo da trinca;

iv) atualizacdo da configuracdo geométrica da trinca;

v) reclassificacao dos nés da malha em funcdo da nova configuracido da
trinca;

vi) Obtencdo da solugdo para os campos de deformacdo, tensdo e
deslocamento, célculo da integral de interagdo para a nova configuracio da trinca

e retorno a etapa i) .
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