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Capitulo 3 - Métodos de Particao da Unidade

Avaliacao Numérica das Técnicas de Discretizacao

Conforme mencionado, no capitulo 2, as técnicas de modelagem e de
andlise desenvolvidas neste trabalho objetivam representar problemas com
“caracteristicas localizadas” inerentes ao contexto da mecanica da fratura. O
termo caracteristica local indica a avaliagdo da solu¢do na vizinhanga de uma
descontinuidade, trinca, interface ou qualquer outro elemento que perturbe a
suavidade desta solucdo. Independentemente da situacdo especifica o objetivo é,
portanto, elaborar-se um método que melhor represente esta caracteristica
localizada com robustez numérica. Assim, neste capitulo comparam-se as
solugdes fornecidas por trés alternativas de métodos de solucdo disponiveis na
literatura: a) o MEF convencional, b) um método sem malha (MSM) - o MGSE e,
¢) o MEFG aplicados a andlise de um problema unidimensional. No texto sdo
destacadas e avaliadas as caracteristicas numéricas de formulacido de cada método
numérico e a sua capacidade e robustez em reproduzir esta caracteristica local do
problema considerado. O capitulo estd organizado em duas sec¢des: na primeira
apresenta-se uma descri¢do do problema unidimensional considerado na andlise e
sua solucdo analitica, enquanto que na segunda secdo sdo apresentadas as
caracteristicas de cada método empregado, os resultados obtidos, e as conclusdes

das analises.

3.1 O Problema Unidimensional Considerado
Para efeito de facil avaliagdo e interpretacdo dos resultados numéricos
considera-se o problema de elasticidade linear , unidimensional, constituido de
uma barra cilindrica de comprimento L, sujeita a uma for¢a de corpo f(x) e uma
carga de tracdo 7', em x=L, conforme apresentado na figura 3.1. A barra tem o
deslocamento na extremidade esquerda restrita por uma mola linear de rigidez k.
O problema de valor de contorno que descreve o comportamento da barra
unidimensional € equacionado na forma
-u w=f/E em Q=(0,L) (3.1a)
-ku(0)=-AEu (0) (3.1b)
u(L)y=T/AE (3.1¢)
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onde A € a drea da secdo transversal e E é o mddulo de elasticidade.
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Fig 3.1 problema unidimensional

Para dar a este problema uma "caracteristica localizada" , considera-se a barra

submetida a uma forca de corpo na forma

x=L/2 )2

2\
f(x)=6x+ i_(L—Zx] e( *

(3.2)

o? o’

onde o pardmetro ¢ assume um valor pequeno em relagdo ao comprimento da
barra, neste caso, foi considerado (a0 / L) = 0.01. Substituindo (3.2) em (3.1) e
desprezando os termos exponenciais no contorno, obtém-se a seguinte solugdo
analitica, conforme apresentado no Apéndice II, para o deslocamento na direcdo

da barra, comA=E =1,

x—L/2 ]2

u(x)=(T+3L2{%+x ]—x3+e_[ o (3.3)

Nas figuras 3.2 (a) e (b) sdo apresentados graficos das distribui¢cdes de f{x) e de
u(x) , respectivamente, considerando-se L=1, T=-2, k=10. Observa-se que devido
ao termo exponencial da for¢a de corpo, a solugdo analitica apresenta uma

caracteristica local na vizinhanca do centro da barra, (x=L/2).
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Fig 3.2 (a) Forga de corpo f(x) utilizada e (b) Deslocamento u(x) ao longo da
barra, considerando-se L=1, T=-2,k=10, nas equagdes (3.2) e (3.3) .
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3.2 Métodos de Particao da Unidade

Nesta secdo serdo abordados trés métodos de particao de unidade (PU): o
MEF, o MGSE e o MEFG. Algumas caracteristicas dos métodos serdo enfatizadas
e em seguida serdo apresentados e comparados os resultados destas técnicas na

analise numérica.

3.2.1 Aproximacao pelo Método de Elementos Finitos Tradicional

A formulacdo da aproximacao pelo MEF é feita com a particdo do dominio
Q em m subdominios (elementos) ,. NOs sdo posicionados nos vértices ou
extremidades de cada elemento. O total de nés no dominio é n e as suas
coordenadas sdo indicadas por xi, Xz,..., X, , enquanto que os elementos por
Q1,...,.Qn. A cada né associa-se uma fun¢do de forma @, que possui um suporte
0y O suporte de uma funcdo nodal é definido pela unido dos elementos
conectados a este nd. A base de fungdes para a aproximacao pelo MEF é formada
pelas funcdes de forma, as quais geram um espacgo de polindmios de grau minimo
igual a um. Espacos polinomiais de maior ordem podem ser construidos
introduzindo graus-de-liberdade e fun¢des de forma internas ao dominio em cada

elemento. A aproximacao pelo MEF é classicamente definida na forma
u"(x)=Y N, (xu, (3.4)
o=l

possuindo as segintes propriedades
® A aproximagdo obtida interpola os valores nodais uy, ou seja, un(xq) = Uq.
e A aproximagio obtida é continua, uy(x) € C(Q).
¢ Se a solu¢do matemaética do problema € linear, a aproximacao € exata.
A primeira propriedade implica em que os coeficientes nodais uy possuem o
significado fisico de valores de deslocamentos nos nés. A terceira propriedade é

conseqiiéncia do fato das funcdes de forma satisfazerem as equagdes

ZNa (x)=1 (3.5)

e ZNQ (X)Xy =x (3.5b)
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de modo que, se os coeficientes nodais uy assumem valores de um campo linear
arbitrario, a aproximacgao (3.4) representa este campo com exatiddo. As equacoes
(3.5) sdo as condigdes de consisténcia ou condi¢cdes de reproducdo da
aproximacdo. A condicdo (3.5a) implica que as fun¢des de forma constituem uma
particio da unidade e corresponde a capacidade da aproximacgdo utilizada em
representar os modos de corpo rigido do elemento, uma das condi¢des para a
convergéncia monotdnica do método. Para a construcdo da matriz de rigidez K e
do vetor forca f, as integrais no dominio sdo substituidas por integrais no dominio
do elemento Q,. Em geral as funcdes de forma s@o polindmiais o que permite
uma integracdo numérica exata desde que a ordem de integracao seja suficiente. A
avaliacdo do vetor f depende da funcdo que descreve a for¢a de corpo. Nos
exemplos apresentados neste capitulo, a integracdo do vetor carregamento leva em
consideracdo a natureza da forca de corpo assumida - equagdo (3.2). Neste caso
adotam-se os mesmos valores da solugéo analitica: L=1.0,T=-2.0, k=10, A=
E = 1.0. Considerando-se a construcdo da aproximacgao de elementos finitos para o
problema unidimensional indicado na secdo anterior, a malha inicial consiste de
19 elementos e 20 nés uniformemente distribuidos no dominio Q = (0,1). A
solugdo numérica (circulos) € comparada a solugdo analitica (linha cheia) na
figura 3.3. Nesta mostra-se que esta aproximacao inicial pelo MEF € incapaz de
reproduzir a "caracteristica local" da solucdo na vizinhanca de x = 0.5. Este fato
ja era esperado pois a caracteristica local da solugdo estd inteiramente contida em
um unico elemento Q9= (x10,x11) = (9/19,10/19). A solugéo pode ser melhorada
refinando-se a discretizagdo, exigindo que novos elementos e novos nds sejam
adicionados a malha. A reconstru¢do de malha no caso 1D é simples mas nos
casos bi e tridimensionais é uma tarefa que demanda um grande esfor¢o e
manipulacdo numérica. Note-se que as dificuldades associadas aos procedimentos
de reconstrucdo de malhas e o fato da solugdo numérica ser dependente de malha
motivam o estudo dos métodos sem malha. As figuras 3.4 e 3.5 apresentam a
solu¢do numérica para os deslocamentos utilizando-se malhas com 40 e 80 nds,

respectivamente. Observa-se que para um melhor resultado hi a necessidade de
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Fig 3.3 Solugao do MEF com malha de 20 nés e a solugéo analitica.
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Fig 3.4 Solugdo do MEF com malha de 40 nés e a solugao analitica.
adotar-se uma estratégia de refinamento ndo uniforme, que nio serd adotada aqui.
Na integragdo numérica empregou-se um ponto de Gauss em cada elemento com
excecdo da regido central do dominio. Definiu-se entdo um intervalo (a,b) =

(8/19,11/19) = (0.4211, 0.5789). Para os elementos com interse¢do com este
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intervalo, empregaram-se 11 pontos de Gauss. A tabela 3.1 apresenta os

resultados obtidos para as discretizacdes com o MEF.
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Fig 3.5 Solugdo do MEF com malha de 80 nés e a solugéo analitica.

Tabela 3.1 Solu¢do do MEF para o problema unidimensional.

Nr nés Nr graus de liberdade uh(x=L/2) Erro
20 20 0.4823 67,3 %
40 40 0.6679 54,7 %
80 80 1.1448 22,3 %

Solugdo analitica: u(x=L/2) = 1.4750

No MEF tradicional as func¢des de forma sdo expressas de forma direta,
calculadas com reduzido esforco computacional, ndo havendo passos
intermedidrios nesta operacdo. Sdo expressdes polinomiais o que favorece o uso
da quadratura gaussiana tradicional na operacdo de integracdo numérica, nesta
simplicidade reside a maior vantagem do método, o seu baixo esforco
computacional.

Entretanto, esta simplicidade € obtida ao custo de definir-se uma estrutura
de elementos finitos — a malha — que influi na qualidade das fung¢des de forma e na
precisdo da solug@o aproximada. Definir uma malha adequada importa em

observar um numero suficiente graus-de-liberdade associados diretamente ao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 3 Avaliagdo Numérica das Técnicas de Discretizagdo - W.C. Santana 82

ndmero de nés, um conjunto de elementos finitos com formas geométricas nao
distorcidas, e a distribuicdo conveniente de nds dentro dos elementos e dentro do
dominio discretizado. A constru¢do de uma malha otimizada é uma tarefa onerosa
e de dificil programacdo. O maior desafio estd na definicdo de um algoritmo
robusto que atenda a todas as situagdes sem a necessidade de intervencdo do
analista em passos intermedidrios da construcdo da malha. A elaboracdo de
geradores de malha representa um desafio para pesquisa na drea de geometria
computacional, especialmente no caso de anélises tridimensionais.

Em resposta a estas dificuldades foram propostos na literatura os métodos
de adaptagdo de malha. Uma estimativa do erro associado a aproximacgdo ¢é
avaliada, e a partir desta, executa-se uma reconstrucio - ou adaptacio - da malha,
em geral empregando-se regras heuristicas: subdivisdo dos elementos, aumento da
ordem de interpolacdo, reposicionamento dos nds ou uma combinacdo destas
estratégias. Isto leva a um processo interativo envolvendo: i) cdlculo das varidveis
de estado; ii) estimativa de erro da aproximacao; iii) reconstrucao ou adaptacdo da
malha e reinicio do processo. O objetivo primdrio € minimizar o erro, i.e.,
encontrar a soluc@o - polinomial — que melhor aproxime a solu¢cdo matematica
para o modelo fisico assumido para o problema. Este processo demanda um
esforco computacional considerdvel e comumente ndo utiliza as informacdes
disponiveis sobre a natureza da solucdo do modelo matematico, por exemplo, se
ela é expressa em termos de fungdes exponenciais, logaritimicas, trigonométricas,
etc.

Nas proximas secOes apresentam-se aplicacdes de duas técnicas de

discretizacdo, que dispensam o emprego de técnicas de reconstrucdo de malha.

3.2.2 Aproximacao Sem Malha

Nesta secdo serd apresentada uma solucdo sem malha, empregando o
Meétodo de Galerkin sem Elementos (MGSE), para o problema unidimensional em
estudo. A formulacdo utilizada nos exemplos é a mesma apresentada no Capitulo

2. A funcio peso utilizada € a fungéo spline cubica descrita a partir da expressao
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g—41’2+4r3 para rsl
3 2

w(r):4g—4+4r2—%r2 para%<r£1 (3.6)

0 para r >1

definindo-se a distancia d, = |x - xu| , a fun¢do peso nodal terd a forma

W (X) =w(r) = W[ dd“ } (3.7)

mol
onde dp define a dimensdo do dominio de influéncia e € calculado através de um
fator s,
ding = Sm Cq (3.8)
co, € uma distancia caracteristica associada ao espagamento nodal em torno do i —
ésimo no. O suporte das fun¢des peso € dado por
Wo = (Xg - Sm Cois Xo, + Sm Cor) 3.9
este intervalo define o dominio de influéncia do o ésimo nd. As funcdes de
forma sao construidas de modo a satisfazer as condi¢des de consisténcia (3.5). A

aproximacao pelo MGSE tera a forma
u,(x) = Y @, (X, (3.10)
a=1

com as propriedades

e A aproximacdo tem continuidade de ordem CY), onde k = minimo
{CY(Q),CP(Q)}.

e A aproximagdo € precisa para o caso de uma solucdo linear.

® A aproximacdo nio interpola o campo nos nds, ou seja, un(x) # uq. -

Observe que C¥(Q) define a ordem de continuidade da fungdo peso nodal e CP(Q)
a ordem de continuidade da base de fungdes adotada. No exemplo considerado,
foi adotada uma base linear p'=[1 , x ]. A precisdo da aproximagio é garantida
pela satisfacdo das condi¢des de consisténcia (3.5). A terceira propriedade indica
uma das desvantagens da abordagem sem malha e que leva ao uso de
procedimentos especiais para a imposicdo das condi¢des de contorno. O
procedimento de integracio numérica também traz dificuldades, conforme
discutido no capitulo 1, sendo uma desvantagem desta abordagem em relagcdo ao

método de elementos finitos. Nas andlises, utilizou-se uma malha de integracao
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com células definidas pelos intervalos entre nés. Adotou-se para estas células o
mesmo critério utilizado para o MEF: um ponto de Gauss nas células fora da
regido central e 11 pontos de Gauss no outro caso. As figuras 3.6, 3.7 e 3.8
apresentam a solucdo exata e a solugdo discreta obtida com o MGSE para os
modelos de 20, 40 e 80 nds, respectivemente. As discretizacdes empregam nds
uniformemente distribuidos no dominio Q. Em cada nd, cy foi definido como a
distancia ao né vizinho mais préximo e adota-se o fator s, = 2. Isto € suficiente
para garantir que a matriz de rigidez K seja inversivel em Q. Observa-se nas
figuras que a solu¢do sem malha tende a reproduzir a caracteristica local do
problema com maior sucesso que o MEF. Nota-se ainda a natureza da solugdo
numérica do MGSE alternando-se em torno da solug@o analitica. Os resultados
numéricos apresentados na tabela 3.2 indicam uma melhor precisio em
comparagdo com a solucdo obtida pelo MEF. No entanto, a constru¢do da
aproximacdo sem malha requer um esforco computacional maior quando
comparada ao MEF tradicional. No caso do MGSE as func¢des de forma sao
obtidas através da solucdo de um sistema de equagdes em cada ponto do dominio

e o procedimento de integracdo numérica, em geral, também € mais caro.
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Fig 3.6 Solucéo discreta pelo MGSE com 20 nés e a solugédo analitica
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Fig 3.7 Solugao discreta pelo MGSE com 40 nés e a solugao analitica
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Fig 3.8 Solugéo discreta pelo MGSE com 80 néds e a solugédo analitica
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Tabela 3.2 Solugdo do MGSE para o problema unidimensional

Nr nés Nr graus de liberdade u"(x=L/2) Erro
20 20 0.7452 49.4 %
40 40 0.9712 34,1 %
80 80 1.3138 10,9 %

Solugéo analitica: u(x=L/2) = 1.4750

Em geral, as func¢des de forma para os métodos sem malha s@o de obten¢do muito
mais onerosa Em cada ponto de avaliacdo destas funcdes torna-se necessario a
solucdo de um sistema de equacdes ou a inversao de uma matriz. Além disto estas
fun¢des nao obedecem as condi¢des de reproducdo do campo de deslocamentos
nodais o que impossibilita a imposicdo direta das condi¢cdes de contorno
essenciais. Esta imposicdo deve entdo ser obtida por procedimentos especiais
conforme descritos no capitulo anterior. Em termos de construcao e modificagao
do modelo discretizado a vantagem dos MSM esta na facilidade de insercdo e
retirada dos nds o que simplifica a andlise e os procedimentos de adaptacio
baseados em estimativas de erro. Esta vantagem pode ser explorada nas andlises
tridimensionais ou andlises que envolvam evolugdo da geometria do dominio
discretizado.

Na tarefa de implementacdo hd a necessidade de buscar-se novos
paradigmas, melhor afinados com a natureza dos métodos sem malha (MSM).
Dois exemplos disto sdo a integracdo numérica das equacdes do modelo discreto e
a determinacdo da incidéncia nodal. Nos trabalhos publicados na literatura,
observa-se o uso frequente da quadratura gaussiana tradicional. No entanto, esta
estratégia € tipica do MEF, ndo sendo a mais adequada para os MSM devido a
natureza nao polinomial das funcdes de forma. Em geral, a técnica de minimos
quadrados mdveis empregada pelos métodos sem malha para a constru¢do das
funcdes de forma resulta em funcdes racionais — ndo polinomiais - cuja
integracdo numérica para estes métodos é ainda tema aberto de pesquisa. Outro
aspecto operacional do método é a ndo existéncia da entidade elemento, com uma
incidéncia nodal pré-definida. Em cada ponto de integracdo ha que se determinar a
incidéncia nodal correspondente, i.e., o conjunto de nds que prestardo
contribui¢do as variaveis de estado naquele ponto, requerendo assim um algoritmo

de busca e selecdo destes nds a ser incorporado ao método. Estes sdo alguns
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exemplos das dificuldades enfrentadas pelo analista, ocorrendo ainda outras
concepgdes de programagio inerentes ao MEF forem mantidas.

Na préxima secdo mostra-se que a aproximacdo pelo MEFG permite
aprimorar a solug@o da técnica de elementos finitos tradicionais com um menor

esforco de avaliagcdo de funcdes de forma quando comparado ao MGSE.

3.2.3 Método de Elementos Finitos Generalizados
No capitulo anterior apresentou-se o conceito do MEFG em que as fungGes
sdo obtidas a partir de uma multiplicacdo entre um conjunto de fungdes {Qq },
que constituem uma particdo de unidade, e um conjunto de funcdes locais de
aproximacdo {Liy} , ver equacdes (2.6 —2.8)
o=, L,,. o=1.n iel(o) . (3.11)
Nesta secdo discute-se como Xq(®y) , 0 espago gerado pela base de fungdes locais
de aproximacdo {Liq} pode ser escolhido de forma a aprimorar a solugdo
aproximada do MEF. Como parti¢do da unidade (PU) adotaremos as fungdes de

forma lineares do MEF, e usaremos nesta secdo a nomenclatura ¢, = N . Para

cada a-ésimo no6 € adotado um conjunto de fungdes locais de aproximagao
{Lia}={ Lia ,L20: » ...} (3.12)
que € a base para o espaco local de funcdes
Xa(My) = espacgo gerado por{Liqy } (3.13)
a escolha mais simples possivel é a de um conjunto de fungdes locais
{Lic } idéntico para todos os nés
{Lie} ={Lia } = {1} (3.14)
de forma que a formulacdo obtida é idéntica ao MEF. Para o caso em estudo, a
aproximacao serd construida da seguinte forma: define-se um conjunto J de nds
cuja PU € enriquecida com fungdes locais g; . Estes nds sdo denominados “nés
enriquecidos”. O né6 enriquecido , e J , terd uma base local de func¢des na forma
{Lia }={ Lia, Loa ,..}={L,g1.22,... } (3.15)
simplificando a formulacio, usaremos apenas uma funcio de enriquecimento para

cada né

{Lio }={ Lia., Loo }={1L.21} . (3.16)

Ja se o0 n6 ndo é enriquecido, o ¢ J , teremos
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{Li« }={ Lio }={1}. (3.17)
Considerando-se I o conjunto de nds da discretizacdo e nE o total de nds
enriquecidos, a aproximacgao para o campo de deslocamentos pode ser descrita na

forma

JEo
W)=Y Noug+Y Ny Y g;(x)a, (3.18)
acl o/ j=1

onde n"* indica o nimero de fungdes de enriquecimento associadas a cada né

enriquecido e uq € ajo, sa0 os graus de liberdade nodais. A aproximacdo possui,

entdo, as seguintes propriedades:

e Continuidade C*(Q) onde k = minimo{C*(Q),C(Q)}, onde CP(Q) indica a

continuidade da parti¢do de unidade , C°(Q2) indica a continuidade das fung¢des de

enriquecimento.

e A aproximacdo é precisa para uma solugdo linear.

e A aproximacdo ndo interpola os valores nodais do campo discretizado u, em
Q.

A segunda propriedade € obtida pelo fato de que a aproximagéo € construida pela

soma da aproximacdo tradicional com termos de enriquecimento. Observa-se

ainda que, se ae J, temos uh(xa):ua +Z_gj(xa)aja , ou seja , ndo ha
J

interpolacdo para os valores nodais uy nas “regides enriquecidas” e uy , 0 € J,
perde seu significado fisico original. A base de fungdes para a aproximagdo no
dominio é constituida pela unido das fungdes de forma convencionais com o

conjunto de produtos entre funcdes de forma e fungdes de enriquecimento

Pl =W OWg N g N ) (3.19)
para observar o comportamento local da aproximagdo considera-se uma
regido D < Q. Todo né cujo suporte intercepta D é entdo enriquecido com uma
funcdo local g;(x). Supondo-se que os tnicos coeficientes nodais ndo nulos sdo os

coeficientes na forma a,q, pode-se escrever
u(x) = ZNa (x)g,(x)=g,(x), se a, =1V (3.20)
u(x) = ZNa (x)x,8,(x)=xg,(x),se a,, =x, Va, (3.21)

como conseqiiéncia direta do fato de que a PU do MEF satisfaz as condi¢des de

consisténcia (3.2). Selecionando a regidao D e a fungdo gi(x) apropriadamente
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obtém-se uma aproximagdo capaz de reproduzir as caracteristicas localizadas da
solucdo matemética de forma simples e eficiente. E importante observar que as
funcdes de enriquecimento ndo podem ser selecionadas arbitrariamente. Para que
se forme uma base de fun¢des adequada para a aproximagao, € necessario que as
funcdes de forma convencionais e as fungdes de enriquecimento sejam
linearmente independentes. Por isso ndo se pode empregar funcgdes de
enriquecimento que sejam constantes ou de ordem linear, do mesmo modo que
deve-se evitar um par de fungdes g; linearmente dependentes. Caso estes cuidados
ndo sejam observados, a matriz K obtida ndo sera positiva definida. A
implementacdo da aproximacdo pelo MEFG ¢ similar a implementacao do MEF.
O suporte das funcdes enriquecidas é definido pela unido de elementos Qg O
procedimento de integracdo numérica deve levar em conta a natureza nao
polinomial destas fun¢des. Em comparagdo com os métodos sem malha a
integracdo € mais simples pois o suporte das fungdes é formado por elementos e
as fungdes g;j(x) sdo conhecidas.

Considerando-se a solucdo do problema unidimensional, devido ao efeito
localizado na variagdo brusca do deslocamento, apenas os nds do elemento
contendo o centro da barra serdo enriquecidos. A funcdo de enriquecimento
selecionada é

(a-Li2 Y
gi(x)=e [ * ] (3.22)
que possui um comportamento localizado uma vez que a fungdo e suas derivadas
tendem a valores nulos em pontos afastados do centro x = L/2. O conjunto J de
noés enriquecidos serd definido por

J={oael: o, "D %} (3.23)
onde D ¢ o intervalo (9/19,10/19). Esta defini¢do de D garante que para a malha
inicial com 19 elementos e 20 nés apenas um né em cada lado do ponto x = L./2
serd enriquecido com g;(x). A figura 3.9 apresenta a solucdo para esta malha ,
observa-se que a aproximagdo enriquecida reproduz adequadamente a
caracteristica local da solucdo matemadtica na vizinhanca de x = 0.5. Isto ja era
esperado pois a informacdo sobre a natureza desta solugdo foi incorporada na
aproximacdo. O procedimento de integragdo numérica € o mesmo empregado para

o MEF. A tabela 3.3 apresenta os resultados obtidos com duas discretizagdes, em
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que uma segunda andlise é considerada na qual o nimero de pontos de Gauss, na
regido central, é aumentado para 14 pontos. A figura 3.10 apresenta a solucao para

este segundo modelo.

185—MmMmMmMm = e
i Sol. Analitica
4
000000 Sol. Numérica
1 ______________
x
= \
®
3
.1:: '.

Fig 3.9 Comparagéao entre a solugao discreta pelo MGEF e a solugao analitica (11 pontos de Gauss)

y P =5
Sol. Analitica
% 000000 Sol. Numérica
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=
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o
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Fig 3.10 Comparagao entre a solugéo discreta pelo MGEF e a solugdo analitica (14 pontos de Gauss)
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Tabela 3.3 Solugao do MEFG para o problema unidimensional

Nr nés Nr pontos Nr graus de u'(x=L/2) (2)
de Gauss (1) liberdade
20 11 22 1.4939 (1.28%)
20 14 22 1.4741 (0.06%)

(1) empregou-se um ponto de Gauss fora da regido central.
(2) solugdo analitica: u(x=L/2) = 1.4750

Na implementacdo do MEFG observa-se uma estreita similitude com a do
MEEF. A experiéncia acumulada com o emprego deste método pode ser estendida e
novas solucdes podem ser propostas a partir de estratégias ja consagradas,
anteriormente aplicadas a outras situacdes. Estas vantagens serdo exploradas na

implementacdo do MEFG apresentada no proximo capitulo.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo foi examinada a capacidade de aproximacgdes de elementos
finitos e de aproximagdes sem malha em reproduzir solu¢des de problemas com
caracteristicas localizadas. Embora no estudo tenha-se considerado apenas um
exemplo unidimensional, as conclusdes podem ser consideradas gerais e validas
para os casos bi e tridimensionais. Observou-se que a aproximagdo empregando a
técnica de elementos finitos tradicional apresenta menor precisdo e sua
convergéncia é dependente da estratégia de refinamento da malha neste tipo de
problema. Dentre as alternativas estudadas a aproximacdo sem malha é a que
demandou maior esfor¢co computacional apresentando dificuldades importantes na
construcdo da funcdo de forma e, em geral, no procedimento de integragcdo
numérica. Neste contexto, a formulacio generalizada (enriquecida) de elementos
finitos apresenta algumas vantagens importantes, enumeradas a seguir:

a) ao incorporar funcdes de enriquecimento adequadas a aproximacio
apresenta uma maior capacidade de reproduzir solugdes com caracteristicas
localizadas. Esta representacdo € obtida de forma que a necessidade de adotar-se
procedimentos de reconstrucdo de malhas é reduzida ou, eventualmente,
eliminada. Os resultados apresentados nas figuras 3.9 e 3.10 e na tabela 3.3
mostram claramente a precisdo e a eficiéncia do MEFG;

b) O esforco computacional é inferior aquele requerido com a abordagem
sem malha pois o campo de funcdes da aproximacgdo € construido a partir da

formulacao tradicional do MEF, que passa a incorporar uma modificacdo local.
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Naturalmente esta abordagem € baseada no conhecimento a priori da natureza da
solugdo. Neste capitulo um termo exponencial foi incorporado a base de fungdes
convencional, porque a solu¢@o analitica é conhecida. No entanto, em geral a
quantidade e a qualidade das informacdes disponiveis a respeito da solugcdo do
problema sdo reduzidas.

¢) nas andlises de problemas em mecanica da fratura é necessdrio definir-
se a forma de representagdo da trinca. O MEF e o MGSE empregam uma
representacdo explicita de trincas. No caso do MEF tradicional esta representagao
€ construida através da coincidéncia entre as faces da trinca e as arestas dos
elementos. J4& nos MSM utiliza-se o critério da visibilidade: ao definir a
incidéncia nodal, em um determinado ponto, os nés situados do outro lado da
trinca ndo sdo visiveis, estes nao contribuem para a avaliagdo da discretizagdo no
ponto. Nos dois casos, estas caracteristicas implicam em modificar a posi¢do de
elementos e/ou dos nds, i.e., readaptar a discretizacdo empregada, sempre que
ocorrer um incremento de propagacéo da trinca.

d) o MEFG oferece a possibilidade de uma representacdo implicita da
trinca, incorporando func¢des de enriquecimento descontinuas ao campo de
deslocamentos do elemento finito tradicional. Desta forma tem-se a vantagem de
realizar toda a andlise de propagacdo de trinca considerando-se uma tnica malha,
dispensando assim o uso de procedimentos de reconstrucao de malha. Uma outra
vantagem observada € a possibilidade de incorporar na discretizacio o
conhecimento prévio acerca da natureza da solucdo do modelo matematico que
descreve o problema fisico. Fungdes de enriquecimento especificas associadas a
nds vizinhos a ponta de trinca possibilitam uma adequada representacdo das
trincas sem que interpolacoes utilizado modelos degenerados, por exemplo, como
no caso de elementos quarter point [50], sejam necessarios pois o emprego destes
elementos demanda por procedimentos de reconstru¢ao de malha.

A discussdo das propriedades de cada técnica de aproximagdo leva a uma
escolha natural pelo uso do MEFG, dentro do contexto da mecanica da fratura
linear elastica. Este método reine vantagens do MEF tradicional, como: a
simplicidade na obtencdo das fungdes de forma, a facilidade para impor-se
diretamente as condi¢des de contorno, o recurso as solucdes ja consagradas para
este método, e uma grande semelhanga no esquema de implementagdo numérica.

Também, como no MGSE, este incorpora as vantagens de dispensar os
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procedimentos de reconstru¢do de malha [53, 54, 55, 56, 57] e adicionalmente
introduz, na solugdo aproximada, informacdes de solugdes analiticas disponiveis e
especificas acerca do problema fisico considerado.

No préximo capitulo apresenta-se a incorporagdo das funcdes de
enriquecimento descontinuas proprias para a representacdo de propagacdo de
trincas na estrutura do MEF. Nesta classe de problemas as informacdes requeridas
sdo as seguintes: a) um campo discretizado da varidvel de estado descontinuo ao
longo de uma aresta , superficie ou linha de descontinuidade e, b) a natureza das
fungdes que descrevem o campo de deslocamentos em uma ponta de trinca. E
enfatizado que a formulagdo enriquecida apresenta a capacidade de representagcao
da geometria da trinca independente da malha de elementos finitos e que o MEFG

reproduz a solucdo descontinua de forma eficiente.
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