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Capitulo 2
Mecanica da Fratura Computacional

Neste capitulo apresenta-se uma revisdo dos principais métodos disponiveis
na literatura para a andlise do problema de propagacdo de trincas no dmbito da
Mecianica da Fratura linear elastica: a) o método de elementos finitos tradicional,;
b) os métodos sem malha e ¢) o método de elementos finitos generalizados.
Quanto aos métodos sem malha discutem-se as caracteristicas dos dois métodos
de uso mais frequente, o método de Galerkin sem elementos (MGSE) e o método
das nuvens hp (MNhp). O método de elementos finitos generalizados foi
empregado por Moes et al [47] para a discretizacdo de propagacdo de trincas ,
baseia-se no conceito de particdo da unidade, originalmente proposto por Babuska

e Melenk [41], também utilizado no método de nuvens hp.

2.1 Discretizacao por Elementos Finitos

Nesta secao discute-se a construgdo da discretiza¢io por elementos finitos
para a andlise do problema de propagacdo de trincas no contexto da Mecanica da
Fratura Linear Eldstica (MFLE). A figura 2.1 apresenta alguns exemplos de
elementos utilizados na mecénica da fratura computacional. Shih et al[48]
recomenda o elemento lagrangeano biquadritico de nove nds para problemas
bidimensionais e o elemento de 27 nds para problemas tridimensionais. Outros
elementos também utilizados sd3o os de 8 e de 20 nds para andlise bi e
tridimensional, respectivamente. Um dos aspectos importantes neste tipo de
andlise € o comportamento do campo de tensdes e de deformacdes na vizinhanga

da ponta de trinca. Nesta regido, as tensdes e deformacdes apresentam uma
singularidade na forma 1/ Jr, onde r é a distancia radial a partir da ponta de

trinca. Para capturar esta singularidade, os elementos quadrilaterais sao
degenerados na geometria triangular, conforme ilustrado na figura 2.2. Esta é

uma forma simples e efetiva de construir elementos que incorporam em seu
campo de deformacdes a singularidade 1/ Jr . Note-se na figura 2.2 que os nés 1,2

e 3 sdo colapsados em um udnico nd cujas coordenadas devem coincidir com a
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ponta da trinca [49,50] , enquanto os nds 4,5 e 6 sdo deslocados de um quarto do

comprimento de lado do elemento.

(a) (b)

(c) (d)

Fig 2.1 Elementos finitos para a andlise de Mecénica da Fratura; Elementos
bidimensionais: (a) 8 nés e (b) 9 nds; Elementos tridimensionais: c) 20 nés e d) 27
nos.

(© 1 4 7

Fig 2.2 Construgao da roseta de elementos singulares; (a) Espago de
coordenadas naturais; (b) Espago fisico e (c) Elementos na ponta de trinca.
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Este procedimento também pode ser aplicado na andlise tridimensional na forma
ilustrada na figura 2.3 onde um elemento degenerado é obtido a partir de um
elemento hexaedral. No Anexo I, € demonstrado que este procedimento de

degeneracdo do elemento plano quadrilateral para a geometria triangular leva a

uma distribui¢do de tensdes variando com 1/ Jr.

Fig 2.3 Elemento obtido do colapso de nés em uma face (pentaedro)
para andlise tridimensional.

2.2 Discretizacao com Métodos Sem Malha

Duas abordagens de discretizagdo que nao utilizam malhas para a
construcdo das correspondentes funcdes de forma de interpolacdo sdo mais
frequentemente utilizadas. Estas permitem obter-se as equacdes algébricas que
governam o problema sem o emprego de uma estrutura de elementos finitos. As
técnicas aqui discutidas sdo: a) o Método de Galerkin Sem Elementos (MGSE) e
b) o Método de nuvens hp. No primeiro método a idéia basica € o uso da técnica
de ajuste de curvas por Minimos Quadrados Méveis (MQM) para a obtencao das
funcdes de forma. Enquanto no segundo método, utiliza-se este ajuste de curvas
em conjunto com o conceito de Particio de Unidade (PU) a partir do qual é

definida uma familia de funcdes de aproximacao.

2.2.1 Método de Minimos Quadrados Moveis (MQM).

Considerando-se um certo dominio Q, limitado pelo contorno em I', um

conjunto de nés € distribuido no dominio e cada né indicado pelo vetor posi¢do xi,
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onde /= 1,N. Neste dominio uma aproximag¢do para o campo de deslocamentos é

definida na forma:
Wx)=p"(®) ax) =¥ p,x) a,(x) 2.1)

onde p(x) é um vetor contendo m mondmios que constituem a base de funcdes
para a aproximagdo. Para o caso unidimensional, esta base de polindmios é
definida por exemplo, na forma

P ) =(p (0. Py (e, (D)= (L, ™) (2.2).
enquanto que a base de polindmios para o caso 2 D fica:

"y (2.3)

m

T 2 2
P Xy =(Lx vy x°,xy,y ,..,x
Na aproximagao por minimos quadrados médveis, a(x) € um vetor de coeficientes

determinado de forma a minimizar um residuo ponderado R e expresso por:
R=Y w(x—x,)(p"(x,) a(x) —u,)* (2.4)
I=1

onde u, (I=1, n) sdo os valores nodais do campo de deslocamentos a ser
interpolado enquanto w, = w(x—x,) 20, Vxe Q, € a fungdo peso, definida para
cada né. Por construcdo a fungdo peso possui valores nao nulos positivos apenas
no subdominio €2, definido para cada i-ésimo nd, também chamado dominio de
influéncia,

w; =wx—-x;) 20 V xe Q. (2.5)

Cada subdominio identifica, entdo, o suporte da funcdo peso e serd referenciado
ainda como o dominio de influéncia de cada né. Este pode, no caso de uma andlise

bidimensional, e de acordo com a conveniéncia, ter formas circulares ou

s

Fig 2.4 : Dominios de influéncia circulares e retangulares [10]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 2 - Mecénica da Fratura Computacional - W.C.Santana

30

retangulares , conforme mostrado na figura 2.4. E, no caso tridimensional, pode

ainda ser definido por esferas ou cubos. Na equacdo (2.4), n define o nimero de

nés que possuem fungdes peso ndo nulas em cada ponto x .A equacgdo (2.4) pode

ser expressa, também, na seguinte forma matricial

R=(Pa—u)" W(Pa—u)

onde
uTz(ul,uz,K 7
(2(x) (X)) A Pa(X)]
P= (X)) pr(X,) A pa(Xy)
M M O M
n(x,) p(X) A Pua(X)]
€
w(x—X,) 0 A 0
W=W(x)= WXX) A 0
M M (@) M
0 0 0 wkx-x,)

(2.6)

2.7

(2.8)

(2.9)

A condi¢do de minimo para o funcional R(a(x)) é estabelecida para determinar-se

o vetor de coeficientes a(x). Assim, a partir da eq. (2.4) tem-se
SR=(P&a) W(Pa—u)+(Pa—u) W(P&a)
em que a condicdo de minimo fornece
6a’P"WPa—5a"P"Wu+a'P"WP& —u’ WPéa =
=28a"P"WPa-28a"P" Wu=0
porque W € simétrica, ou ainda
OR=A(x)a(x)—B(x)u=0
com

A=P"T W(x)P

B=P" W(x).
Avaliando-se o vetor de coeficientes da equagéo:
a(x)=A"'(x)B(x)u

pode-se expressar a solugc@o aproximada, utilizando (2.1):

(2.10a)

(2.10b)

(2.10c)

2.11)

2.12)

(2.13)
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uh(x)ziq), Xu, =Pu=p’ ®ax) =p" WA ®BXu  (2.14)

I=1
com as fun¢des de forma assim definidas:
O=[0,(x) A D,x)]=p"®)A®)BX) (2.15 )
®,=p" A ®)p(x,) wx-x,) (2.15b)
A equacio (2.14) permite representar-se o campo de deslocamentos no dominio Q
a partir dos valores nodais u , das fungdes de aproximacéo p(x) e das fun¢des peso
consideradas w(x) .

Na escolha da fungdo peso w;(x)=w( x-x; ) duas condi¢des basicas devem
ser atendidas: i) ser positiva e ii) as derivadas devem ser continuas até a ordem
Le [N], ou seja, wi(x) € C". Desta forma vérias fungdes peso tém sido propostas
na literatura; as primeiras funcdes peso utilizadas no MGSE foram a fungdo

Gaussiana truncada:

o~/ _ i

Wi (d12k ): (l_e—(dml/v)Zk ) e di = du (2.16)
0, sed; >d,,
e a funcgdo conica:
d 2%k
Wl(dlzk): l—( Idml) , se d, <d,, 2.17)
0, sed, >d,,

nas expressoes acima d; =||X—X ,|| e c¢ € uma constante que controla o peso
relativo. Note-se que quando c decresce, obtém-se um valor maior para wj(x)
correspondente aos pontos mais proximos a X, € menor para 0s pontos mais
afastados. O pardmetro dy; define o dominio (suporte) para a funcdo peso
w, (d ,2k ) que para valores ndo nulos define o dominio de influéncia do né X, . Em
Belytschko et al [9] demonstra-se que a funcdo peso gaussiana possui derivadas
definidas até a ordem (m-1) desde que k seja um valor inteiro positivo. Na

literatura utiliza-se o valor k = 1. Uma definicao para ¢ é dada em [9] por:

¢ =0, (2.18)
com

¢, =max|x; —x,| (2.19)
JeSy
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onde Sy € o menor conjunto de nés vizinhos a X, que define um poligono

envolvente, conforme mostrado na figura 2.5. Se os nds sdo uniformemente
distribuidos no dominio, c; corresponde a distdncia méxima entre nds vizinhos.
Valores para o em (2.18) sdo definidos no intervalo 1< o <2; valores préximos
de 1 sdo utilizados em problemas envolvendo singularidades e gradientes
elevados. A escolha de dm; deve garantir que a matriz A , na equacdo (2.11), seja

inversivel.

N/
AN

5

Fig 2.5 : Exemplo tipico de definicdo do dominio S;

Um dominio maior de influéncia do né x; , requer maior nimero de nds inclusos
e, portanto, maior quantidade de informac¢ao disponivel para o processo de MQM.
Por exemplo, adota-se em [9] dm; = 4c como uma dimensdo de dominio de
influéncia que garante um nimero de amostragens para o qual a matriz A €
inversivel. Em um caso unidimensional com base linear p'(x) = [1, x] pelo menos
dois nds vizinhos a x; devem ser incluidos com um peso niao nulo para que o
processo de MQM seja possivel. Portanto, quanto maior a dimensdo da base p'(x),
maior serd a quantidade de nés exigida no processo. Em problemas 2D nao basta
apenas observar a quantidade de nés em uma unica dire¢do pois os nés inclusos
no dominio de influéncia nao devem, também, ser colineares. Por serem muitas as
possiveis configuracdes para uma distribui¢do nodal arbitriria € necessario ter-se
cuidado no critério a utilizar para a escolha do pardmetro dm; e uma forma de
implementacio mais robusta € incluir testes de condicionamento da matrtiz A. Ha

diversos tipos de funcdes peso para o processo de MQM propostos na literatura.
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Lancaster e Salkauskas [15] ao proporem o método de MQM, estudaram uma

func¢do peso singular na forma
Wi (x) = ||x—x, ||71 w( x-x, ) (2.20)

que permite construir-se uma interpolacdo de MQM na forma u(xy) = u;. Em geral
o processo de ajuste de curvas por MQM nio satisfaz esta propriedade. Kaljevic
and Saigal usaram em [20] esta abordagem para estabelecer uma formulagdo
alternativa do MGSE em que a imposicao das condi¢des de contorno essenciais €
explicita. Observa-se que ndo h4 nenhuma exigéncia para que o suporte da fungdo
peso seja uma circunferéncia, suportes na forma de elipses ou retingulos podem
também ser usados como mostra a figura 2.4. Uma funcdo de suporte retangular

pode ser definida na forma de um produto

w(d)=w(d,)w(d,) (2.21)

com

d./ Y
w(d, )= 1‘( ' dm,x) » se dy <d,, (2.22a)
0, sed, >d,

dlv i
e wld,)= 1_( %} € dy = duy (2.22b)

0, sed, >d,,

onde dyi € dpy sdo as dimensdes do dominio de influéncia em x e y
respectivamente. A vantagem destas funcdes peso, obtidas do produto de duas
fun¢des unidimensionais, € a de permitir o uso de uma técnica de integracdo de

maior precisdo. Esta técnica esta discutida na se¢do 2.2.5.

Caracteristicas da aproximacao por MQM. Algumas caracteristicas da
aproximacao apresentada devem ser identificadas:
a) Pode-se demonstrar que a aproximacao por minimos quadrados méveis

reproduz com exatiddo polindmios de ordem menor ou igual a m [9], caso os

valores para U, sejam obtidos a partir de um polindmio

u,=p (x,)o (2.23)
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onde o € um vetor de coeficientes. Para que o polindmio arbitrado em (2.1) seja
representado com exatidao basta tomar um vetor de coeficientes a(x) idéntico ao
vetor O . Isto € suficiente para garantir que o residuo R expresso por (2.4) atinja
um valor minimo. A unicidade dos valores de a(x) € garantida, no caso
unidimensional, pois m+1 pontos distintos definem um tnico polindmio de ordem
m. Nos demais casos, esta propriedade pode ser verificada algebricamente.
Reescrevendo-se (2.23) em forma matricial

u=Pa (2.24)

e utilizando-se as identidades (2.1) e (2.11-2.14) tem-se:

W' @)=p" XA x)Bx)Po=p " x)A"' x)PT Wx)Pa

=p' (AT ®AXa=p"(x) (2.25)
b) como conseqii€ncia da propriedade anterior, temos as identidades
Zcp, (x)=1 Vx (2.26)
I1=1
Yo,x,=x Vx (2.27)
I1=1
ZCI)I(X) xj,=x  Vx VIi<m (2.28)
I1=1

que sdo propriedades de consisténcia da aproximacao.

¢) A identidade (2.26) indica que a aproximag¢do por minimos quadrados
moveis € uma particao da unidade [9].

d) A aproximagdo por minimos quadrados méveis ndo satisfaz a seguinte
condig¢do de interpolacdo

CIDi(Xj)=8ij (2.29)

De um modo geral, as fungdes de forma assim obtidas ndo siao nulas ao longo do
contorno I', o que dificulta na imposi¢do das condi¢des de contorno essenciais. As
estratégias propostas para tratar-se esta dificuldade serdo discutidas na terceira
secao.

Neste momento, € interessante observar a natureza das funcdes de forma
obtidas pela aplicacdo da aproximacao por minimos quadrados méveis, através de
um exemplo unidimensional. Com esta finalidade, mostraremos também que as

fungdes de forma apresentadas em (2.15) podem ser obtidas a partir das condicdes
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de consisténcia (2.26-2.28). Considere-se um conjunto de n nds distribuidos no
intervalo [a,b] eR' e que para a aproximagdo por MQM uma base linear
pT(x) =( 1, x) éutilizada . Podemos reescrever a fungio de forma como
D, =(al(x)+02(x)x,) w(x—=x,;) (2.30)
@, =o' (x)p(x,) wx—x,) (2.31)
onde a fun¢do de forma pode ser interpretada como sendo o produto de duas
funcdes: a fungdo peso nodal e uma fungdo de correcio dada por Ol(x)" p(x) .

Ao substituirmos a forma (2.31) nas condi¢des de consisténcia (2.26) e (2.27)

obtemos
()= A7 (x)p(x) (2.32)

o que demonstra que as fungdes de forma obtidas satisfazem as condi¢des de

consisténcia por construcao. Este raciocinio pode ser extendido para os casos de

. ~ 2 3 - . ~
aproximagdes em R ouem R”. No caso unidimensional, com a base de fungdes
linear, pode-se escrever

1
A)=| Y w(x—x,) . x; (2.33)
1

1 I

invertendo-se a expressao acima, com o auxilio da identidade em (2.32) obtém-se

ol(x)= D) MR (2.342)
Zwl Zwlxlz _( Wi X; )2
a2(x)= B WY (2.34b)

N V)
ZWI Zwl'xl _(Zwlxl)

e as func¢des de forma P, sdo entdo obtidas substituindo-se estes resultados em
(2.31). Estas func¢des nao sao polindmios e sim fungdes racionais de x. Repetindo-
se o desenvolvimento acima para o caso geral verifica-se que as fun¢des de forma
obtidas sdo fungdes racionais das coordenadas espaciais. Esta caracteristica
introduz dificuldades no procedimento de integracdo numérica.

A comparagdo destas com as fungdes de forma do Método de Elementos
Finitos permite verificar-se que a diferengca fundamental entre as duas técnicas
estd na avaliacdo das funcdes de forma, havendo contudo situacdes em que as

aproximacdes sdo semelhantes. No método sem malha, o comportamento das
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func¢des de forma € determinado pela definicao do dominio de influéncia. Se este é
escolhido de modo a ter dimensdes minimas e limitadas pelo espacamento nodal,
na forma mostrada na figura 2.6, observa-se que a funcdo de forma do método

sem malha serd similar a funcdo de forma do MEF.

4
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Fig 2.7 : Fungbes de Forma do MGSE

Como exemplo, considere-se uma distribuicao uniforme de 5 nés, (x1,x2,x3,X4,X5) =
(0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0), sobre um intervalo (0,4) € R'. Uma aproximagao por

minimos quadrados mdveis serd entdo avaliada. Fun¢des peso sdo definidas com
diferentes suportes para o n6 central, x = 2.0. A fracdo entre o raio do dominio de
influéncia e o valor de espagamento nodal , d/h, é denominada razdo de

influéncia. A funcdo de forma do né central da figura, construida para diversos
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valores de d/h, é apresentada no gréfico da figura 2.7. Esta mostra que, para uma
razdo de influéncia d/h préxima de 1, a fungdo de forma do MGSE ¢€ similar a do
MEF. No exemplo mostrado considerou-se uma base linear de fungdes mas
também é possivel obter-se funcdes de forma idénticas as do MEF através da
técnica de MQM. Assim, considerando-se a distribuicdo de nés no plano,
mostrada na figura 2.6, tome-se a regido hachurada como o dominio de influéncia
do nd 1. As fungdes peso de cada né sdo escolhidas como fungdes constantes no
interior dos dominios de influéncia. No caso do né 1, na figura 2.6, a fungdo peso

w(X—X,) tem valor unitdrio no dominio de influéncia e valor nulo nos demais

pontos. O dominio de influéncia do né 1 é subdividido em 4 4reas retangulares
sendo uma delas claramente identificada na figura como o elemento finito

definido pelos nés 1,2,3 e 4. Escolhendo um vetor pT(x) =( 1L x y, xy)

como base para a aproximacdo e aplicando a aproximac¢do por MQM no

subdominio de influéncia referente ao elemento finito, obtém-se de (2.8)

1 XV A
1 x X

pP= 2 Y2 2 Y2 , (2.35)
I ox; vy x5y,

1ox, oy, Xy,

a matriz W(x) torna-se uma matriz identidade, e rescrevendo-se as equacdes de
(2.11) a (2.15) teremos

D= [1, x, Y, xy] P (2.36)
A equagdo (2.36) expressa as fungdes de forma obtidas pela formulagcio do MGSE
e coincide com as func¢des de forma do MEF para o elemento retangular de quatro
nés [21]. Neste caso, o vetor p(x) escolhido coincide com o campo de
deslocamentos deste elemento. E importante enfatizar que a defini¢io do dominio
de influéncia determina o comportamento das funcdes de forma do MGSE. Se o
dominio de influéncia tem dimensdes superiores aos limites impostos pelo
espacamento nodal, a aproximacao pelo MGSE terd um comportamento distinto e
de maior ordem do que o obtido com o uso do MEF. Entretanto isto € alcancado
ao custo de uma maior largura de banda no sistema de equagdes e a um acréscimo

no esforco computacional para obter-se as fun¢des de forma.
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Imposicao das condicoes de contorno. Uma das dificuldades inerentes aos
métodos sem malha estd na dificuldade em impor-se as condi¢des de contorno
essenciais, decorrente do fato de que as funcdes de aproximacao nao satisfazem a
propriedade de interpolacdo: P, (x j)zai.i , além das funcdes de forma, em geral,
assumirem valores ndo nulos no contorno do dominio. Vairias estratégias
numéricas t€m sido propostas na literatura para resolver esta questao:

i)  Multiplicadores de Lagrange [17];

i1) Principio Variacional Modificado, PVM [18];

iii)) Método de Penalidades [26];

iv) Uso de fungdes peso singulares [20];

v) Acoplamento com Elementos Finitos [21,22,32].

A primeira abordagem € a que apresenta maior precisdo na imposicdo das
condi¢des de contorno apresentando, no entanto, a desvantagem de produzir um
sistema de equagdes ndo positivo definido com matrizes esparsas. Através de uma
modificacao no principio variacional [18] é também possivel obter-se um sistema
de equacgdes sem estas desvantagens, mas a precisd@o obtida na imposi¢do das
condi¢des de contorno é menor quando comparada com a primeira abordagem. O
Método de Penalidades [26] oferece uma precisdo compardvel ao PVM e ndo
introduz novas incégnitas na formulacdo, porém exige que se estime, através de
experimentacdes numéricas, o valor do pardmetro de penalizacdo. Kaljevic [20]
apresenta uma formulacdo para o MGSE empregando fungdes peso singulares
para a aproximacdo por MQM. As funcdes de forma obtidas satisfazem a
propriedade de interpolacgdo e, através de manipulagdo algébrica, a singularidade é
eliminada da expressdo para a funcdo de forma. A estratégia mais simples e
eficiente para a imposi¢ao das condi¢des de contorno utiliza o acoplamento com o
MEF. Em Hegen [21] foi utilizado o fato de que a aproximacdo por MQM
equipara-se a formulacdo de elementos finitos quando o dominio de influéncia é
um elemento. Acoplou-se assim o0 MGSE ao MEF, arbitrando um dominio de
influéncia coincidente com elementos virtuais na regiao adjacente ao dominio
discretizado pelo MEF. Belytschko et al [32] desenvolveram uma forma
alternativa de acoplamento empregando fungdes de acoplamento para combinar os
campos de deslocamento aproximados pelo MEF e pelo MGSE em uma regido de

fronteira, fig 2.8. Este acoplamento tem a forma
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u=Rs u? (x)+(1-Rg)u™" (x) (2.38)

onde uM%F e uMF s30 os campos de deslocamento do MGSE e do MEF

respectivamente. E Ry = f(R), com RZZ[ N (x), x; € Tysqe onde R é

definido em termos das funcdes de forma do MEF definidas para os nds da

interface entre a regido discretizada pelo MGSE e a regido de acoplamento. Uma

Regido do MGSE {2g)

Regifo do Contorno {2p)
Contorno Essencial (T'g)

Fig 2.8 — Acoplamento MEF - MGSE [22]

desvantagem desta abordagem refere-se ao procedimento de integragdo numérica
das funcdes de forma obtidas. Ele exige um esfor¢co computacional maior quando

comparado com o esfor¢o de integracdo das funcdes de forma do MGSE original.

2.2.2 - Formulacao do MGSE

Nesta secdo apresenta-se a formulacio para a discretizacdo de problemas
de valor de contorno pelo MGSE. Para isto, utiliza-se a forma fraca (variacional)
do problema de elasto-estdtica através do método de Galerkin. O principio
variacional emprega multiplicadores de Lagrange para impor as condicdes de
contorno essenciais e € modificado para que o sistema de equagdes resultante seja
representado por uma matriz tipo banda.

Considerando o problema bi-dimensional com pequenos deslocamentos no
dominio Q limitado por I', a equacdo de equilibrio fornece

Vo+b=0 em Q (2.39a)

onde G € o tensor tensdo associado ao campo de deslocamentos u e b é o vetor

forca de corpo. As condi¢gdes de contorno sao dadas por

o-n=t emT, (2.39b)

u=u emT, (2.39¢)
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onde a barra sobreposta indica valores prescritos no contorno e n indica o vetor
unitdrio normal ao contorno.

A forma fraca (variacional) da equagdo de equilibrio € descrita

considerando-se as fungdes de teste OvV(X)e H 1(Variagf)es do campo de
deslocamento) e OA(x)e H % onde H' e H’ sdo espagos de Sobolev de ordem 1 e
0 respectivamente [18]. Também considere as fungdes teste u(x)e H boe

Ax)e H 0 e prescricdes das condi¢cdes de contorno naturais e essenciais,
respectivamente. As equagdes (2.39 a) e (2.39 b) sdo satisfeitas desde que
[V.8vicdQ-[8v-bdQ — [8v-tdT — [8A-(u—w)dl
Q Q Iy Ty

(2.40)
- jav-x-dr:o Vove H' ,8he H®
Iy

onde V vé a parte simétrica de Vv . Para obter-se a modifica¢do no principio
variacional integra-se por partes o primeiro termo de (2.40) resultando em

jav-zdr - jav:(Va +b)d Q- jav-idr -
T Q

L

SA-(u—u)dl — [&v-A-dT=0 (2.41)
] ]

ou

- jév:(Vc +b)d Q- jév.(i—t)dr - f&-(u—ﬁ)df—
Q T, L,
[ov-(A=1)-dr=0 (2.42)

onde t=0-n ¢ a intensidade de forca aplicada no contorno. A partir de (2.42)
observa-se que para quaisquer variagcdes v e OA, O primeiro termo fornece a
equacdo de equilibrio, o segundo termo a condi¢do de contorno natural e o
terceiro termo a condi¢do de contorno essencial. O dltimo termo deve ser sempre
nulo para uma variagdo Ov arbitréria, portanto

A=t em T (2.43)

ou seja, os multiplicadores de lagrange A tém o significado fisico de intensidade
da forca aplicada no contorno I'y . Substituindo-se (2.43) em (2.40) resulta no

Principio Variacional Modificado
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[V, dvicdQ-[dv-bd @~ [8v-1dT — [8h-(u—uydl = [8v-h-dr=0
Q Q

It Ty Ty
(2.44)
No caso de elasticidade linear onde
e=Vu, o=De (2.45)

uma versao discretizada da forma fraca em (2.44) é obtida a partir da aproximagao
para o vetor solucdo u e para a fungdo teste v através de (1.14) . O sistema de

equacdes resulta na forma

Ku=f (2.46)
onde K e f sdo obtidas da montagem das submatrizes Kjj (2x2) e f1 (2x1):
K,, = [B/DB, dQ - [® SNDB,dl' - [B{DN'S® dl (2.47)
Q T, L,
f,=[® tdl +[® b dQ+ [B/DN'SWIC (2.48)
r Q L,
onde
1 v 0
D= E ~|v 1 0 , no caso de estado plano de tensoes (2.49)
1-v 0 0 (l—vy
2
q)l,x 0
B[ = 0 (D]’y (250)
q)l,y (Dl,x
0
N:{”x ”‘} (2.51)
0nyn,
0
S :{Sx } (2.52a)
0 sy
| Lse uy € prescrito em I, 7 59h
52710, 5 u, € prescrito em I, (2.52b)
B 0,se u, é prescrito em I, )52
Sy = l,se uy é prescrito em T, (2.52¢)

Integracao Numérica e Implementacdo. O procedimento de integracdo
numérica das expressoes (2.47) e (2.48) exige a subdivisdao do dominio em uma

estrutura de células ou de elementos conforme apresentado na figura 2.9, onde sdo
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observadas duas formas de execugdo de integragdo numérica. A primeira
alternativa, mostrada na fig 2.9(a), foi a utilizada nas implementacdes iniciais do

método [9,17].

célula

L A

o

Y
ENZ

N

Fig 2.9 : (a) Estrutura de células de integracéao e (b) Malha de elementos finitos

Nesta, uma estrutura de células uniformes € construida de forma a cobrir todo o
dominio e em cada célula sdo distribuidos pontos de integracdo. Ao percorrer
estes pontos verifica-se se sdo internos ou nao ao dominio da estrutura. Em caso
positivo, considera-se a contribuicio deste ponto para a integracdo. Esta
alternativa apresenta porém a desvantagem de ndo representar exatamente a
geometria do dominio e os pontos de integracdo localizados fora do dominio Q
tem de ser desconsiderados, introduzindo erros na integragdo. Belytschko [9]
apresenta exemplos em que esta alternativa é empregada com um erro de 1% na
norma de energia e de 0.1% no célculo de fatores de intensidade de tensdo. A
segunda alternativa utiliza uma malha de fundo composta de elementos, o que
permite representar com melhor precisdo a geometria do dominio, a partir desta
malha estabelecida, a integracdo numérica € realizada nos mesmos moldes da
integracdo gaussiana com o MEF tradicional. O recurso ou ndo a este
procedimento de integracdo baseado em malhas de elementos é que caracteriza
um método sem malha como "verdadeiro" (truly meshless) ou nao. Observe-se
que a malha ou estrutura de células é empregada apenas para a realizacdo da
integracdo numérica ndo influenciando o ndmero de graus de liberdade da
discretizacdo. Nas duas alternativas a integragdo das funcdes de forma exige um
grande nimero de pontos de Gauss em comparacdo com o MEF tradicional.
Belytschko [9] sugere que se d€ preferéncia a usar um maior nimero de células
(elementos) com uma menor ordem de integracdo. O procedimento de integracdo

numérica das expressdes do MGSE apresenta basicamente duas dificuldades: a) as
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-—==—== célula de integracao
N(x,y) _ fu’nqﬁo de forma
e IO

Fig 2.10 — Relagéo espacial entre dominios radiais de
influéncia  (suporte  circular) e células de
integracao.[23]

dominio de influéncia

célula de integragdo

L L L L J
r——1
1 1
o .
| —
a
_____ 0
* | ] L ]
|
_____ _1
L ] L
1]
L] L ] - L]
e [~ >
[H

Fig 2.11 — Relagao espacial entre dominios de
influéncia retangulares e células de integracao. [23]
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fungdes a serem integradas ndo sdo polindmios, conforme foi discutido na se¢do
2.2.2 e b) o suporte destas fun¢des ndo coincide com o subdominio de integragao.
A figura 2.10 ilustra este aspecto da integracdo para o caso de fungdes peso de
suporte circular. Dolbow e Belytschko [23] apresentam uma investigagdo do
procedimento de integracdo numérica no contexto do MGSE na qual sugerem que
seja dada preferéncia ao uso de funcdes de suporte retangular. Estas fungdes
podem ser construidas para o caso 2D, por exemplo, pelo produto de fungdes peso

dependentes de uma tnica coordenada espacial, w(x—x;)=w(r,)-w(r,), onde

r, :|x—x1|/dmxe ry :|y—y1|/dmy , onde dmx e dmy indicam o dominio de

influéncia em x e y respectivamente. O uso deste tipo de suporte permitiria entao
0 uso da técnica de envolvimento do dominio de influéncia (Bounding Box
Technique). Nesta abordagem os subdominios de integracio sao determinados em
fungdo dos suportes (retangulares) das funcdes peso. A figura 2.11 apresenta um
caso de aplicac@o desta técnica em um dominio retangular. A desvantagem ¢é que
esta técnica gera um numero de células de integracdo maior do que os demais
métodos. No entanto este efeito pode ser compensado pelo uso de uma menor
ordem de integracdo em cada célula. Dolbow and Belytschko [23] realizaram
testes numéricos em casos 1D e 2D e concluiram que esta técnica € util,
principalmente, nos casos em que ocorre uma grande variagdo no espagcamento
nodal no dominio. Nestes casos os demais métodos de integracdo levam a
solugdes com problemas de convergéncia ndo monotdnica na solu¢do numérica e
a uma queda na taxa de convergéncia do método. A aplicacdo da técnica de
envolvimento de subdominios elimina estas dificuldades.

Implementacdo do MGSE. Considerando-se uma malha de células de integragdo,

para a modelagem mostrada na figura 2.12, nota-se que o arranjo de células é
independente dos nds e tem um padrao regular. Em alguns casos é conveniente
que este arranjo de células seja refinado localmente [26]. As etapas de
implementacido do método, apresentadas na Tabela 2.1, sdo muito similares as de
um programa geral de elementos finitos. Para obter as equacdes discretas
considera-se uma célula de cada vez e, em cada célula, toma-se cada ponto de
Gauss. Neste procedimento é util definir um dominio de influéncia para cada
ponto de Gauss, ou alternativamente, relacionar em uma lista os nés que possuam

valores ndo nulos de fungdo peso no ponto de Gauss avaliado. Na figura 2.12
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estdo apresentados dois exemplos de definicio de dominios de influéncia para
dois pontos de Gauss (Xg) . Observa-se que o dominio de influéncia €

interrompido ao encontrar um contorno ou uma linha de descontinuidade (trinca).

dominio de influéncia

| I | | |

~ g ~L-L_bL_bo_L_
i 1 ) 1 1 células
L

Fig 2.12 — Estrutura de células de integragao onde os dominios de influéncia de dois pontos

de Gauss sao apresentados [9].

A contribui¢do do ponto de Gauss X ao sistema linear de equagcdes depende dos
nés no dominio de influéncia de X ou ainda, dos nés que possuam fungdo peso
ndo nula no ponto de Gauss. Apenas para estes nds o ponto de Gauss fornece uma
contribui¢c@o ndo nula para o sistema.

Tabela 2.1 Programa para o MGSE

1. Em cada célula do dominio

2. Em cada ponto de Gauss Xg na célula C
a. Se X € externo ao dominio, va para 2 g;
b. Verifique todos os nds, na célula e nas células vizinhas, para
determinar os m noés, x;= 1... m , no dominio de influéncia de Xg ;
c. Se ha um segmento do contorno na célula C, ou nas células
vizinhas, e se x1 -Xg cruza o segmento do contorno, va para 2 g;
d. Calcule @, (X;) e @, ;(Xs)

e. Calcule as contribuicdes as expressoes (2.47) e (2.48);
f. Monte a contribui¢cao de cada no;
g. final da condi¢do em 2.a.

3. Final da lista de pontos de Gauss.

4. Final da lista de células.

5. Resolva o sistema Ku = f.

6. P6s — processamento para cdlculo de tensdes e deformacdes.
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A consequéncia disto € que os nds que estejam suficientemente afastados
(dependendo da dimensdo do dominio de influéncia) ndo sao acoplados. Assim,
este elemento de acoplamento tem entdo valor nulo na matriz K. Da tabela 2.1,
observa-se que no passo (2 a) verifica-se a localizacdo do ponto de Gauss no
interior do dominio. Ele torna-se desnecessario na alternativa de uso de uma
malha de integracdo composta por elementos finitos. Também, no passo 2c
verifica-se se o dominio de influéncia € interrompido por uma “fronteira interna”,
uma trinca ou um furo, por exemplo. Apenas 0s nés xyque possam ser conectados
a X sem cruzar um contorno sao incluidos no dominio de influéncia (critério de
visibilidade, cujos detalhes estdo descritos na préxima secao). Belytschko [17]

determina a ordem de integracdo em funcdo da quantidade de nés em cada célula

e sugere usar ng X ng pontos de Gauss em cada célula onde ng = \/Z +3emé o
nimero de nés na célula.

Discretizacio de Descontinuidades. Os Métodos sem malha exigem a
implementacdo de técnicas especiais para a discretizacdo de descontinuidades.
Nesta secao discute-se uma das técnicas de discretizagdo propostas na literatura
[9] para o tratamento de descontinuidades ocasionadas por trincas . O critério de
visibilidade é uma forma simples que permite introduzir a condi¢do de
descontinuidade na formulacdo destes métodos. Este critério consiste em
considerar-se que o contorno do corpo e qualquer linha interna de descontinuidade
(trinca) sdo opacos. O significado de ser opaco € de que ao construir o0 dominio de
influéncia de um né imagina-se que ha um raio de luz entre um ponto qualquer
deste dominio e este nd. Se o raio de luz encontra um contorno ou linha de
descontinuidade, que sdo opacos, ele € interrompido e o ponto ndo € incluido no
dominio de influéncia. Na figura 2.13 € apresentado um exemplo tipico do caso de
dois nés I e J vizinhos a uma trinca. Observa-se na figura que os pontos existentes
na regido indicada sdo descartados pois os raios de luz que unem estes pontos ao
centro do dominio de influéncia cortam a trinca. O uso deste critério introduz uma
descontinuidade na funcdo peso e na funcdo de forma, sempre que o dominio de
influéncia de um n6 € interrompido por uma linha de descontinuidade (trinca). A

figura 2.14 apresenta graficos em isovalores para as fungdes peso e funcdes
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dominio de influéncia
noJ nol

/ B

linha de descontinuidade

Fig 2.13 — Dominios de influéncia de nds adjacentes a uma trinca; a regiao
indicada é removida do dominio de influéncia [26].

.
trinca

(a) tuncao peso —no J (b) funcio peso — nd I

.
.
trinca trinca

(¢) fungéo de forma —n6 J (d) funciio de forma —né I

Fig 2.14 — Curvas de isovalores da funcdo peso e da
fungcdo de forma associada aos nos adjacentes a uma
trinca [34].
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de forma dos nés I e J da figura 2.13. Pode-se observar na figura que as funcdes
sdo descontinuas ao longo da trinca. Uma desvantagem do critério de visibilidade
€ que ele também provoca uma descontinuidade da solucdo aproximada, no
interior do dominio, sem correspondéncia com a descontinuidade fisica da trinca.
Este efeito indesejavel ocorre apenas para os nds vizinhos as pontas de trinca.
Observa-se que na figura 2.13 ao longo da reta AB apenas o ponto B apresenta um
valor nulo para a fungao peso. No entanto, em todos os pontos descartados (regido
hachurada) a funcio peso é nula. Esta descontinuidade da fungdo peso € herdada
pela funcdo de forma e resulta em descontinuidades no interior de Q. A figura
2.14 apresenta as curvas de isovalores para as fungdes peso e as fungdes de forma
associadas aos nos I e J. As descontinuidades sem correspondéncia fisica com a
trinca estdo mostradas em 2.14 (b) e (d). As fun¢des de forma dos nés I e J sdo
apresentadas na figura 2.15. Nota-se, em 2.15 (b), as descontinuidades
inadequadas. Entretanto, Krysl and Belytschko [34] demonstram que embora estas
descontinuidades sejam inconvenientes elas nao impedem a convergé€ncia do
método. Dois critérios foram propostos para eliminar estes efeitos: a) o critério da

difracdo e b) o critério da transparéncia. Os detalhes destes dois critérios podem

ser obtidos na literatura indicada [9].

(a) funcao de forma—né J

(b) fungéo de forma —né |

Fig 2.15 — Funges de forma de nds adjacentes a uma trinca (critério de visibilidade) [9]
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Enriquecimento. A abordagem até aqui apresentada para o MGSE tem sido
usada com sucesso na andlise de problemas de mecanica da fratura envolvendo
trincas estaciondrias e também em problemas de propagacdo de trincas. No
entanto o uso do MGSE em sua forma original apresenta alguns inconvenientes:
a) hd a necessidade de construir-se uma distribuicdo nodal suficientemente
refinada nas regides vizinhas as pontas de trinca, b) o campo de tensdes obtido
nestas regides apresenta um comportamento de convergéncia ndo monotdnica
quanto ao refinamento, em torno da solugao analitica e ¢) os resultados numéricos
para os fatores de intensidade de tensdo calculados a partir do conceito de integral
J apresentam uma consideravel dependéncia da dimensdo do dominio de
integracdo adotado. O primeiro inconveniente listado ndo chega a ser de grande
relevancia pois no contexto da abordagem de modelos sem malha o procedimento
de adaptacdo e refinamento da discretizagdo ndo envolve problemas como
distorcdo de elementos, por exemplo. No entanto, as demais defici€ncias
apresentadas sdo indesejaveis pois levam a necessidade de um maior nimero de
graus de liberdade (nds) para a solucdo do problema. Fleming er al [35]
apresentam uma técnica de enriquecimento da discretizacdo do MGSE que
permite a reducdo do niimero de graus de liberdade além de melhorar a precisdao
dos resultados numéricos, eliminando os inconvenientes da formulacio original
do MGSE indicados acima. Neste trabalho sdo apresentadas duas alternativas de
enriquecimento do MGSE, ambas envolvendo a inclusdo, na formulacdo do
método, dos primeiros termos da expansdo que descreve o campo de
deslocamentos na ponta de uma trinca.
No primeiro método, o campo de deslocamento discretizado (trial

function) u ,’; (x)=p"(x)a, (x), =12 ¢éaumentado pela inclusdo dos termos

e

Y k7L () +kiQ),(x)] ., a=12 (2.53)

j=1
onde pT(x) indica a base de fungdes descritas na equagdo (2.2), a(x)é o vetor
das incégnitas para o processo de MQM, o refere-se as componentes cartesianas,

nc é o nimero de trincas, k] e kj sdo incégnitas associadas a j - ésima trinca. No

caso de uma base linear tem-se

pP'®=[Lx,yl e a'®=[q(x),a,(x),a;(x)] (2.53)
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enquanto no caso de uma base quadratica
P =[x yat ay,y'] e al (%)=[a(X),a(x).a5(X),a,(%),d5(X), a6 (X)]
(2.54)
e as fungdes Q,, (x) e O,,(X), que descrevem o campo de deslocamento na ponta

da trinca sdo [50]

(2.55a)

1 / r 6] 2( 0

0, x) = i\ 2 sen(—2 K+1-2cos (—2 ﬂ (2.55b)
1 / r 0 1 2( 0

0, (x)= i\ 2 sen(—2 K+1+2cos (—2 ﬂ (2.55¢)

I o B k1o 2sen?( @
0,,(x)= n ZRCOS[ZIK 1-2sen (2ﬂ (2.554d)

onde r é a distancia radial para a ponta da trinca, 8 € o angulo indicado na figura

2.16, u é o médulo de cisalhamento e k € a constante de Kolosov definida por

:{ 3—4v estado plano de deformacées (2.56)

3-Vv)/(1+V) estado plano de tensoes
Assim, os coeficientes a(x)sao funcdes das coordenadas espaciais obtidas através

da minimizagdo de

2
" - L o
J=) —wx—-x,)| p (X;)a,(X)+ ) [k/Oj, (x)+k; 05, (x)]—u ,
; 2 1 [ 1 o ; 1 =la 2220 Ia

(2.57a)
onde n € o nimero de nds na vizinhanca de x que possuem valor nao nulo de

fun¢do peso. A expressdo final para a aproximacgao é dada por

nc

u %) =Y @, 0, + Y [/ 0L, (0 + k104, (] (2.57b)

onde u,, =u,, — Z[klelfx (x)+kJQJ, (x)], e as fungdes de forma P, (x) sdo as
j=1

descritas em (2.15). Ha, portanto, um acréscimo de duas incdgnitas para cada

ponta de trinca.
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r
\0
»x

Fig 2.16 Sistema local de coordenadas na ponta da trinca

No segundo método , a base das fungdes de forma é expandida incluindo-

se termos com a variacdo radial Jrea variagdo angular em (2.55). Fleming et all
demonstram em [41] que as equagdes em (2.55) podem ser obtidas a partir de

combinagdes lineares dos termos da base de funcgdes

pT x)= [l, X, Y, \/7 cos(g} \/7 sen(g} \/7 sen(g jsen(e), \/7 cos(g ]sen(e)}
(2.58)

(note-se que os termos lineares nao tém relagdo com o campo de deslocamento na

ponta da trinca). O campo de deslocamentos € entdo definido por
uy (x) = Y @, ()uq (2.59)
1=1

Ao contrdrio do primeiro método , esta alternativa ndo acrescenta incognitas no
sistema linear de equacdes. No entanto ao aumentar a dimensdo da base de
funcdes hd uma demanda por maior esforco computacional a considerar na
inversdo da matriz A(x), quando o procedimento de MQM ¢ utilizado. No caso da
representacao de trincas multiplas, termos adicionais devem ser acrescidos a base
de representacdo das funcdes para cada trinca. As duas alternativas exigem ainda
uma estratégia de acoplamento entre os campos discretos de deslocamento. Na
vizinhanca de uma ponta de trinca este campo discreto € enriquecido e, em pontos
externos a esta vizinhanca, a formulacdo original do MGSE ¢ utilizada . Na
fronteira entre as duas regides define-se um campo de deslocamentos que acopla
as duas formulagdes . Nos casos envolvendo trincas curvas (formadas por
segmentos de reta) € necessdrio estabelecer-se um mapeamento que alinhe a
descontinuidade da formulacdo enriquecida (2.57b), em O=1m, com a
descontinuidade real da trinca . Observe-se que nos dois métodos a estratégia de
enriquecimento esta associada a uma regido definida pelos nés que possuem uma

base de fungdes enriquecida.
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Exemplo Numeérico. Nesta secdo apresenta-se um exemplo numérico de
aplicacdo do MGSE que consiste da andlise de um problema da viga em balango
apresentada na figura 2.17. A viga é submetida a uma carga P aplicada na
extremidade livre. A acdo desta carga é representada por uma variagao parabdlica
de intensidade de forca correspondente a componente de tensdo Ty, . Para o

estado plano de tensdes a solugdo analitica para este problema é expressa por [51]

__by _D
U, =-— 6EI{(@ 3x)x+ 2+ V)(y? )} (2.60)

2

u, = P {3Vy (L- x)+(4+5V)D

L—x)x> 2.61

onde o momento de inércia I da viga é expresso por

D3
=1 2.62
12 (2.62)
by
rl]
/ [} A
D x
/ \ - (Espessura unitaria)
/ »
|
Mo
-t - -

Fig 2.17 — Viga em balango considerada para comparagdo com a solugéo analitica
de Timoshenko e Goodier

e as tensdes correspondentes ao campo de deslocamento em (2.60) e (2.61) sdo

P(L—x)y

o, (xy)=- i (2.63a)

G, (x,y)=0 (2.63b)
Py( D?

(x, LI el 2.63

7,(xy)= 21[ R ] (2.63¢)

Na solu¢ao numérica do problema empregam-se os valores: E = 2.0x 10", v=0.3,
D=6,L=24¢eP=100. A figura 2.18 (a) apresenta um exemplo de discretizacdo
empregando uma distribui¢do uniforme de nds. Nela, empregam-se cinco nds ao

longo da altura da viga e 15 nés ao longo do comprimento, num total de 75 nds.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 2 - Mecénica da Fratura Computacional - W.C.Santana

53

Na figura 2.18 (b) observa-se a malha de integrac@o correspondente a este modelo

de 75 nés com um total de 4 x 14 = 56 células de integracao.

T T T T T T
N
e o o o o F-d--b—d——Ll_d
[ R R
[T S I I A
e o o o o F=1-——r=—a--r=——--r-—"--1--
[
JE AP Y R
[
[

Fig 2.18 (a) distribuicdo uniforme de nés e (b) malha de integracédo

correspondente.

Para a solugdo foram usados seis modelos com 27 (3x9), 44 (4x11), 75 (5x15),
100 (5x20), 175 (7x25) e 270 (9x30) nds, respectivamente. Uma comparagdo do

deslocamento uy (x=L , y=0) do ponto A fornecido pelos modelos numéricos com

a solucdo analitica é apresentada na tabela 2.2 onde se observa que a solucado

discreta converge monotonicamente com o numero de nds para a solugdo

analitica. Em cada célula de integragdo foram empregados 4 x 4 pontos de Gauss.

Ao longo do contorno em x = 0 foram usados 4 pontos de Gauss em cada aresta de

célula de integracdo para a imposicdo das condi¢es de contorno essenciais pelo

método de multiplicadores de Lagrange. No contorno, em x = L, o vetor forca foi

obtido, com esta mesma ordem de integracao.

Tabela 2.2 - Solugdes discretas para a viga engastada modelada pelo MGSE

Modelo Nr de nés uy (L,D/2)x100 (1) Erro (%) Nr Células
I 27 -0.132 179 0.67 2x8
1I 44 -0.133460 0.04 3x10
III 75 -0.133466 0.025 4x14
v 100 -0.133471 0.021 4x19
\'% 175 -0.133486 0.01 6x24
VI 270 -0.133491 0.0067 8x29
(1) Solug@o analitica : uy (L,0)x100 = -0.1335
Utilizou-se a spline ctbica como fungao peso
g—4r2 +4r° para r Sl
3 2
w(r):<%—4+4r2—fr2 para%<r£1 (2.64)

0 para r >1
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definida no plano xy pelo produto

WX —xX;) =w(r)w(r,) =w,w, (2.65)
onde

r, :”x—x,”/dmxe ry :”y—y,"/dmy (2.66)
e as dimensdes dos dominios de influéncia em x e y sd3o expressas,
respectivamente, por

dm,=d dm,=d_,c

maxCxl v = @maxCyr (2.67)
cx1 € ¢y definem o espacamento nodal nas dire¢des x e y respectivamente, 0
parametro dp,.x foi utilizado com o valor de 3.5. A figura 2.19 apresenta o grafico
para a tensao normal Oy, ao longo da altura da viga, para a posi¢ao x = L/2. Para a
posi¢do x = 0 o resultado numérico obtido é idéntico modificando-se apenas a
escala de valores da tensao que é multiplicada por dois. Na figura 2.20 apresenta-
se o grafico para a tensdo normal ao longo da altura da viga onde sdo comparados
os valores numéricos com a solugo analitica 6xx = 0, para a posicdo x = L. Nota-
se que o resultado obtido ndo reproduz esta solugdo exata. No entanto, os valores
numéricos sdo pequenos em relacdo as distribui¢des obtidas, para outras posicoes
(exemplo x = L/2). A figura 2.21 apresenta o gréfico para a tensio cisalhante ao
longo da altura da viga. O grifico é o mesmo para as posi¢des x= L/2 e x= L.
Note-se a boa aproximacdo obtida pelo MGSE para a condi¢do de contorno
natural (T, = 0) nas superficies livres. A figura 2.22 apresenta este resultado para
a posicao x=0. Nesta posicdo a precisdo da solugdo discreta € prejudicada pelo
erro associado a imposicdo das condi¢des de contorno essenciais pelo método de
multiplicadores de Lagrange. Nota-se ainda, nestes graficos, que a solugdo
discreta do MGSE dispensa o uso do procedimento de suavizacdo de tensdes de
uso comum no MEF, uma consequéncia da forma como € construido o campo de
tensdes. Os resultados acima demonstram uma boa convergé€ncia da solugdo
discreta em relacdo a solugdo analitica do problema. Os testes realizados na
obtencdo desta convergéncia mostraram a sensibilidade do procedimento de
integracdo no emprego de métodos sem malha. Na préxima se¢do o método de
nuvens na forma hp € apresentado. Este oferece a possibilidade de implementagdo
de técnica de solucdo numérica enriquecida de uma forma mais geral do que as

apresentadas anteriormente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816264/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816264/CA

Capitulo 2 - Mecénica da Fratura Computacional - W.C.Santana 55

300

200

100

1 I 1

) | I
-3 -2 -1 0 1 2 3
Altura'y

Fig 2.19. Tens&o normal (ox) ao longo da altura da viga, para x = L/2 (modelo de 270 nés).
Os circulos indicam a solugao discreta e a linha cheia representa a solugao analitica.

0.05 [ : : ; :
9 | : : | |
&] 1 1 i : :
Q Jy | I | !
o | : ; ; ;
O 1 ! ! ' 1
%‘ . . ; 5;%
i IIM .
o — R
b O| O ] 1 i o ¥
dgo v T4 °
o9 : : .o
@ i i 1 i
; ; : ! i g
1 1 I 1 1)
, : l : ; o)
hia " 2 A 0 1 2 3
Altura 'y

Fig 2.20. Tensdo normal (G,,) ao longo da altura da viga, para x= L (modelo de
270 noés). Solugdo analitica : o =0
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Fig 2.21. Tensdo de cisalhamento ao longo da altura da viga
(modelo de 270 noés), os graficos sdo idénticos para x= L/2 e x=L.

Altura y

Fig 2.22. Tensdo de cisalhamento ao longo da altura da viga, para x=0
(modelo de 270 nds)
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2.2.3 Método de Nuvens hp. Nesta se¢do apresenta-se 0 método de nuvens
hp na forma proposta por Duarte e Oden [36,37,38]. Este método apresenta
algumas vantagens em relagao ao MGSE onde a mais importante € a facilidade de
construgdo das fungdes de aproximagdo que sdao obtidas com um esforgo
computacional compardvel ao da construcdo das funcdes de forma do MEF
tradicional. Além desta, o método permite também, a implementacdo de uma
estratégia de adaptagdo tipo hp com simplicidade e efici€ncia nao oferecidas pelo
MGSE. E, também, oferece a possibilidade de utilizar-se uma estratégia de
enriquecimento que evita a necessidade do emprego de técnicas de acoplamento.
Na primeira parte desta secdo apresenta-se o conceito de Particao da unidade das
fungdes de forma e discutem-se as propriedades destas fun¢des no MGSE. Estas
fungdes servem de base para a construcdo das funcdes de aproximagio do método
de nuvens hp cuja construgdo € discutida na segunda parte.

Particao de Unidade. Considera-se um dominio Q limitado por um contorno
I' e, sobre este dominio, define-se uma cobertura T, :{coa }g:] de Q composta
por N subdominios (segmentos / circulos / esferas) ®, com centro nos pontos

X, - O dominio é completamente coberto de forma que Qc Yy .
Uma classe de fungdes {(p(x}g:1 ¢ uma particdo de unidade para a

cobertura T, se ela possuir as seguintes propriedades

1) ¢, e C7(0,) , 1SN (2.68)

2 Y 9.®=1, VxeQ (2.69)

(@) (b)

Fig 2.23 — Cobertura de Qe em 2D, (0) com drculos cenfrados nos Nés () com elipses

e retangulos [36].
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z

Nas aplicagdes praticas, a primeira propriedade ndo € exigida empregando-se
frequentemente fun¢des com ordem de continuidade limitada. Ha vérias formas de
se construir uma particao da unidade (PU): o exemplo mais frequente é a obtencao
das fun¢des de forma do MEF. Note-se que na construgdo da cobertura podem ser
utilizados circulos (caso R?) ou ainda elipses, retangulos, etc. As fungdes de

forma do MGSE, também chamadas de fun¢des de MQM sdo exemplos de
particdoes da unidade. Condidere-se como PU, neste estudo, as funcdes {(pa }g:]
construidas a partir de um procedimento de MQM, na forma descrita na se¢do

2.2.1. Considere ainda L; o conjunto de polindmios de grau menor ou igual a k.
Duas alternativas para a construcdo de um polindmio podem ser desenvolvidas: a

primeira é através de um produto de polindmios na forma
Ly, = Li(x))L;(xy)L, (x3) , 0<i,jm<k (2.70)
onde L;(x;)é um polindmio de grau i na coordenada espacial x;. A partir da

equacio (2.70) pode-se construir um polindmio completo de qualquer grau desde
que estejam presentes todos os termos necessarios. A tabela 2.3 apresenta o
retangulo de Pascal para o caso das func¢des do R?, uma visualizacdo dos termos

necessérios para a constru¢cdo de um polindmio completo na forma (2.70).

Tabela 2.3 — Reténgulo de Pascal. Os elementos Lij = LiL; = x f necessdrios para formar um

polindmio completo (2.70).

Grau Lo(x2) Li(x2) L (x2) L(x2)
0 Lo(x1) Loo Lo, Lo» Loz
1 Li(x1) Lyo Ly L, Lis
2 Lo(x1) Ly Ly Ly Ly
3 L3(x1) Lo L3 Ly L33
M M M M M O

A segunda alternativa para a constru¢io dos polindmios € através da defini¢do de
I1; ; o conjunto dos menores polindmios completos de ordem k. A tabela 2.4
apresenta o tridngulo de Pascal, uma forma de visualizar os termos destes

polindmios.
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Tabela 2.4 — Triangulo de Pascal. Os elementos Lij = LiLj= x y] necessdrios para formar um

polindmio completo (ITy) em R?.

0 Loo

1 Lo Lo,

2 Ly Ly Loy

3 Ls Ly, Ly Los
M M

. . N ~
Considerando-se agora um conjunto S ]’f, = {(p]& }azl , contendo N fungdes de forma
de MQM com as seguintes propriedades:

i) dado um elemento L;, € Li , ou seja, um polindmio de grau menor ou igual a k.

Tem-se que
N
Ly () =Y Ly, (%) 0% (%) @.71)
o=1

~ . .- ~ N
a expressdo acima indica que as fungdes {(PI& }a:1 sdo capazes de representar,

através de combinacdes lineares, um polindmio de grau menor ou igual a k. Esta

propriedade foi demonstrada em (2.23-2.25).
ii) Sllf, :{(pﬁ }gzl ¢ um conjunto de fungdes linearmente independentes. Esta

propriedade é demonstrada em [34]. Na pratica, devido ao esforco computacional
para inverter a matriz A(x), o MGSE emprega funcdes de, no maximo , k =2, que

corresponde ao uso de uma base de fun¢des em R’

P’ (%) =(Lxy.x" xpy%) (2.72)
O caso mais simples de fungdes de MQM ocorre para pT(X) = {1}, ou seja , k=0.
Neste caso tem-se as funcdes de forma de Shepard e sua constru¢do nio exige a
inversdo de uma matriz:

Wo (X)

05 =0 (%) = = 2.73)
PIRIACY

Na expressdo acima, indica-se o f — ésimo né na vizinhanga (dominio de
influéncia) do n6 x,. Apesar de facilidade de obtencao, as fun¢des de Shepard tém
a desvantagem de representar apenas fungdes constantes. A seguir, apresenta-se
uma nova classe de fungdes de aproximacao, a familia de fungdes do método de

nuvens hp. Esta nova classe de fungdes € obtida a partir do conjunto de funcdes
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S Ilf, = {(p/& }Zzl e tem a capacidade de representar qualquer polindmio de grau p,

onde p=k.

A Familia de fungbes F\”. O problema de estabelecer-se uma base de
fungdes capaz de gerar um espago de funcdes polinomiais de grau menor ou igual

ak=l,L por exemplo, de modo que a expressao Lia cespago gerado { base

k=1°
escolhida } torne-se verdadeira é aqui tratado. Uma escolha possivel é tomar o

conjunto de mondmios indicados na tabela 2.3 .
{Loo’Llo’LonLu}: {1’ X y’XY} (2.74)

Teremos entdo que Li=i cespago gerado{1,x,y,xy}. Suponha-se entdo que
deseja-se modificar esta base para que ela seja capaz de gerar um espaco de
funcdes de grau p=3. A tabela 2.3 indica os termos a serem acrescentados a base
original (2.74). Estes termos formam um conjunto de 12 mon6émios sublinhados

na tabela 2.3, e sdo os mondmios de maior ordem. Podemos entiao escrever que
Lp=3 Cespagco gerado {{1,x,y,xy}Y {termos de maior ordem}}. Investiga-se
agora o mesmo problema porém, no contexto das fun¢des de métodos sem malha.

Supondo-se conhecida uma base para o espaco de polinémiozkzl C espaco

gerado{ {(p’&zl }Zzl }, ou seja, uma base formada por fungdes de MQM, deve-se

identificar os termos a serem acrescidos a esta base para que ela torne-se capaz de

gerar um espaco de polindmios de grau p = 3. Duarte and Oden [37 - 42]

demonstram que estes termos sdo obtidos do produto, (p]&Llj (x) , entre as funcdes

k=1 N . .. ~

¢, € os mondmios de maior ordem indicados na tabela 2.3. Estes termos sdo

funcdes de maior ordem e a base assim obtida define a familia de funcdes
k=1,p=3 e .

Fy~"P™" . No caso geral, para valores de k e p=k arbitrarios, pode-se escrever a

definicao

Frr ={ot oy ot oL,

(2.75)
ISa<N; O0<i,jm<p, ioujoum>k, p=k}

onde a idéia para a defini¢do de (2.75) € a de adicionar-se elementos apropriados

ao conjunto de funcdes S Ilf, = {(p/& }Zzl , de modo que o conjunto de funcdes obtido

represente, através de combinagdes lineares, qualquer polindmio de grau p >k .
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Devido a propriedade da PU, (Z:=1(pl&(x):1)’ estes elementos sao

precisamente o produto ,(p/&Lij (x), das fungdes de MQM com os mondmios de

. . . k, . .
maior ordem associados ao problema. O conjunto Fy'”, assim formado, possui as

seguintes propriedades:
N
Propriedade i) Se as fungdes de PU, S Ilf, = {(p/& }azl , s20 linearmente independentes

~ . k P P . ~ .
em R" , entdo o conjunto Fy”também é um conjunto de fungdes linearmente

independentes em R".

Para a demonstragio desta propriedade supde-se que

N
Y |awob 0+ Y by, 08L,, (0 |=0 (2.76)

o 0<i,jm<p
iou joum>k

N
ou Y 00 ag+ Y oLy, (®) =0 (2.77)
a O <i,jm Spk
rou joum >,

N . ~ . .
Uma vez que {(pf; }azl € um conjunto de fungdes linearmente independentes, de

(2.77) obtém-se que

a, + waijijm (x)=0 (2.78)
0<i,jm<p
iou joum>k

observando-se que o conjunto {L.. (X)}é formado por fungdes linearmente

ijm

independentes e que nao existe combinacdo linear de fungdes L (X)que seja

ijm
igual a uma constante, teremos que

a, =0, by, =0 (CQD). (2.79)

oijm

Propriedade ii) L p Cespaco gerado {F Nk”’ }

Para a demonstragdo, considere-se L, ,0<r,s,t < p e espaco gerado {F el } ,
entdo 3 a, e b, tais que
N
L. (x)= Z ag 9~ (x) + wajm@ggjm (x) (2.80)
o 0<i,jm<p

iou joum>k

Agora, se r,s e t < k toma-se
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ao =L, (Xo) ,4=1K N (2.81)
baj, =0 (2.82)

que corresponde a propriedade (2.71) da PU formada pelas fungées de MQM.

Ser,set 2 k toma-se

aq =0 ,%=1K N (2.83)
_Jl sei=r,j=s,m=t _
bayjp, = ... “FLKN (2.84)
0 no caso contrdrio
e teremos entao
): asPs(x)* Zbaym P4L,, (x) | =L, (x) (2.85)
’
porque Zgzl(Pl& x)=1,e
2 (bam(P’&Lm (x)) =L, (x)i P5 (x) =L, (X) (2.86)
o o

A primeira propriedade implica que os elementos de F ,{‘,”’ podem ser utilizados

para formar uma base de fun¢des enquanto que a segunda propriedade garante que
qualquer polindmio de ordem menor ou igual a p estd contido no espago gerado
por esta base de funcdes, Assim, que este polindmio pode ser representado por

combinagdes lineares dos elementos da base de fungdes. (CQD).

Implementacao. Em termos praticos, na implementagido do método de nuvens
hp ndo ha a necessidade de utilizar-se o caso geral da familia de funcdes tF,f,"’} ,
a grande vantagem do método estd na constru¢do de uma aproximacdo com a

. ~ k=0,p=1 ~
familia de funcgdes iFN 221} que corresponde ao uso de uma base de fungdes

composta pelas fungdes de Shepard, P70 =04 (x), cuja construcdo demanda
pouco esforco computacional, acrescidas por termos de maior ordem

Py L..

;im (X) que tornam a nova base capaz de representar polindmios de qualquer
grau. Desta forma, é possivel construir uma discretizagdo sem malha e o esforco
computacional associado a construcdo das funcdes de aproximacao € comparavel

ao esforco em outras técnicas tradicionais como o MEF. A figura 2.24 (a) ilustra
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a fun¢ao de Shepard , (p’(;zo =@, (x) , obtida para uma distribui¢do nodal com N =

25 nés. Nesta mesma figura, os casos (b) e (¢) apresentam esta fun¢do de Shepard

enriquecida.

A implementagdo das fun¢des de maior ordem @ L, (x)em R" € feita das

ijm
seguinte forma:

a) define-se uma subregido mestre (esfera/circulo/segmento) de raio unitdrio @,
o, =< R":[g| <1} (2.87)

em que os mondmios de maior ordem podem ser construidos na forma;

Ly (G w.p)=cy/p" (2.88)
b) Em seguida faz-se um mapeamento ,F, : ®, — ®,, que leva a subregido a
uma regido de dimensao h,

o, :{xe R" :||XOc —x||<ha} (2.89)
cuja fungcdo de mapeamento tem a forma

F,&=h&6+x,, &ecb, (2.90)

assim as funcdes sdo definidas como

90 Ly, () = 0Ly 0Fi %)= 04 0L,, (F5'(0)= 0,01, ( x=xa) j

2.91)
= [ ((x’y’z)_(xoc’yoc’zoc)) _ X=Xy i Y= Vo ' <= 2Zq 3
_(p“(x’y’Z)L”’"( AX =Pl T, e e

(2.92)

A familia de funcdes FNk”’ representa uma generalizacdo de algumas

classes de funcdes usadas como fungdes de aproximagao na solu¢ao de problemas

de valor de contorno. As fungdes de Shepard correspondem a familia

F ={ol 0% n 0% } (2.93)
e as funcdes de MQM utilizadas pelo MGSE correspondem a familia
s SR (2.94)

A classe de funcdes do método de nuvens hp € uma generalizacdo das duas

familias acima citadas e € descrita na forma
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(a) fungdo 2D, @f ™ da familia Fy-57

(b) funcio 2D, y@~="da familia Fry_3'

(c) fungdo 2D , xy 9"~ da familia Fi=0>?

Fig 2.24 — Fungdes 2D do método de nuvens hp: (a) @~ ; (b) yoi" e (c) xy @~ [37]
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o A
(P{{ L, (Pg L., K (Plzcv L,
Fy? =10fLey  @5Lo, K QWL | (2.95)
M M O M
(Pf Ly (PIE L_y K (Plzcv Li_y

Na prética, a implementacao numérica do método, faz uso apenas do caso k=0,
p21. Duarte and Oden mostram em [37] que nao h4 vantagens, em termos de taxa
de convergéncia, em utilizar-se as fungdes para o caso k>0. Outra caracteristica

importante do método € de que as fungdes de maior ordem sdo incorporadas a

particio da unidade né a né. Assim {@ L, (X)} pode definir um conjunto

ijm
diferente de fun¢des para cada n6 x,, . Portanto, cada né pode ter uma funcdo de
aproximacdo capaz de representar polindmios de graus diferentes,
independentemente da defini¢do feita para a funcdo de aproximacdo dos nés
vizinhos. Isto torna o procedimento de adaptacao tipo p ou mesmo hp muito mais
simples e eficaz no método de nuvens hp quando comparado, por exemplo, com o

MGSE.E importante observar que nio hd nenhum impedimento para que se
construa uma familia de funcdes {FNk”’ }, capaz de representar fungdes ndo

polinomiais, bastando que sejam inseridos os termos corretos na base de fungdes,
este fato permitiria, por exemplo, enriquecer a discretizacado de nuvens hp com
fungdes associadas ao campo de deslocamento na ponta de uma trinca. Esta
estratégia de enriquecimento, no contexto do método de nuvens hp, dispensa o uso
de técnicas de acoplamento. Portanto ela € mais simples que no caso do MGSE.

. - k . . . . . ~
Com a familia de fungdes F, ¥ assim obtida, pode-se construir a discretiza¢do na

forma
N
' ()= Y 0o (0| g + Y gLy (X) (2.96)
o=l j

onde uy € aqj sdo graus de liberdade generalizados, JlLogi (X)Jl ¢ um conjunto

contendo os termos de maior ordem, fungdes polinomiais (mondmios) ou funcdes
especiais de enriquecimento da discretizacdo. Incorporando-se a fun¢do unitéria,

f(x) = 1, que multiplica uy, a0 conjunto {Laj (x)} pode-se escrever
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N
0=y Y ay 0a00Lyx) 2.97)

a=l iel(a)
onde /(ot) é um conjunto de indices. Cada i-ésimo indice de /(o) indica uma

fun¢do contida no conjunto {Lw. (x)}o qual estd associado ao a-ésimo né.

2.3 Discretizacao Com o Método de Elementos Finitos Generalizados

A andlise de problemas tridimensionais através do método de elementos
finitos tradicional é geralmente realizada através de procedimentos de geracdo de
malhas. Como elemento bédsico para estes geradores tridimensionais utiliza-se
geralmente o elemento tetraédrico para discretizar pecas tridimensionais
complexas. Busca-se também obter procedimentos que minimizem a necessidade
de intervencdo do usudrio na construcdo da malha. As principais desvantagens
destes codigos de geracdo automdtica de malha sdo:

i) Gera-se um nimero de elementos, suficiente para manter a razido de
aspecto dos elementos dentro de limites que ndo comprometam a condicdo da
transformagdo jacobiana. Isto ocorre, por exemplo, na discretizagdo de dominios
que possuem zonas de transicdo entre componentes com variagdes ndo suaves das
dimensdes.

ii) O emprego de uma aproximagdo polinomial das varidves de estado no
dominio no MEF convencional, requer um ndmero elevado de elementos para
representar a solugdo em pontos de concentracdo de tensdes e regides de
singularidade como os existentes em cantos e arestas do dominio. Frequentemente
as malhas obtidas nestas regides ndo sdo adequadamente refinadas, devido a dois
motivos: a) € comum que se imponha um limite maximo para o total do nimero
de graus de liberdade criados na malha. b) alguns geradores sdo incapazes de
gerar uma malha adequadamente refinada nestas regides sem criar um grande
nimero de elementos nas regides vizinhas. Esta pratica leva a resultados
imprecisos mesmo em pontos do dominio distantes das singularidades devido ao
efeito da “poluicao numérica” [43] .

iii) Os geradores automdticos de malha 3D impossibilitam o uso de
aproximacdes p — ortotropicas, especialmente no caso dos elementos tetraédricos.

Estas aproximacdes possuem ordem polinomial diversa nas diferentes diregdes.
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Em andlises de componentes com materiais ortotrépicos ou que possuam uma
dimensdo muito menor que as demais torna-se vantajoso utilizar uma
aproximacao p — ortotropica para obter resultados precisos com um menor niimero
de graus de liberdade.

O MEFG, Método de FElementos Finitos Generalizados, foi proposto
independentemente por Babuska e colaboradores [40,41,42,44] e por Duarte e
Oden [43,45]. Babuska apresentou-o como “método especial de elementos
finitos”, “método generalizado de elementos finitos” ou “método de particao da
unidade de elemento finito” enquanto Duarte e Oden apresentaram o método com
o nome de “método hp de elementos finitos baseado em nuvens”. Os vdrios
métodos sem malha propostos mais recentemente podem ser reconhecidos como
casos especiais do método generalizado de elementos finitos. O ponto em comum
a todos estes métodos € o emprego da condi¢do de Particdo da Unidade (PU) das
fungdes de forma, o que significa empregar um conjunto de fungdes cuja soma é
unitdria em qualquer ponto x de um dominio Q. Esta propriedade da PU ¢
utilizada para enriquecer a discretizacdo considerada aprimorando sua capacidade
de representacdo polinomial ou capacitando-a a representar fung¢des ndo
polinomiais. Nesta secdo apresenta-se a formulacdo do Método de Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) na forma proposta por Duarte, Babuska and Oden
[43]. Sao discutidas as dificuldades associadas ao procedimento de geracdo de
malhas para o caso mais geral de andlise tridimensional. Em seguida apresentam-
se as formulagdes uni e bi dimensional incluindo-se as vantagens oferecidas pelo
método. Para uma visdo geral do potencial do método, apresenta-se uma
abordagem genérica tratando o problema de mecanica estrutural no contexto da
elastoestdtica. Nos itens seguintes discute-se com mais detalhes como o método

pode ser usado para a andlise de problemas de mecanica da fratura.
Se u € uma funcao definida em um dominio Q R! , uma cobertura aberta

¢é definida na forma

=0}, QcU), o, (2.98)
para €, unido de N subconjuntos abertos ®, ,denominados de suportes ou
nuvens, com centro em X, . A unido destes subconjuntos cobre todo o dominio.

Cada intervalo aberto ®, consiste em um suporte para uma func¢do local u,, que
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serd uma aproximacdo local para u. Presume-se que € possivel definir, em cada
suporte, um espaco de funcdes X, (®,) o=1,...,N, de modo que exista uma
funcdo u, < X, (®,) que seja uma aproximacdo adequada para a funcdo global
u definida no suporte. A adequacdo desta aproximacido deve ser definida em
sentido especificado. Conforme ilustrado na figura 2.25 onde mostram-se os nds

X1, Xq € XN,localizados no dominio €, e suas respectivas nuvens ®;,0y € M.

Figura 2.25: Aproximagdes locais definidas em cada suporte Wy,

As fungdes locais sdo definidas nestas nuvens por uj,uq € un, respectivamente.
Assume-se que a funcdo local escolhida representa adequadamente, em cada
nuvem, a solu¢@o u do problema. As aproximagdes locais u,, a=1,...,N, devem
ser combinadas, de forma que se obtenha uma aproximacdo global uy, para u. E
desejavel que esta aproximacado global seja definida de forma que a diferenca

entre up, € u , definida em alguma norma, seja limitada pelo erro local u - u, .
Isto pode ser obtido nos métodos de parti¢do da unidade a partir de funcdes @,

definidas nos suportes ® a=1,.,N, as quais satisfazem as seguintes

o
propriedades
i) ¢,€Co(m,),s20, I<asN

i) Y o,0=1 VxeQ (2.99)
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e definem uma particdo da unidade subordinada a cobertura aberta T, . Exemplos

classicos de particao da unidade sdo: os elementos finitos lagrangianos, as funcdes
obtidas pelo método de minimos quadrados méveis e as fungdes de Shepard . No
caso da particdo da unidade de elementos finitos, os suportes (nuvens) sdo

definidos pela unido de elementos que compartilham um né vértice x, € a

implementacdo € essencialmente a mesma do método convencional, com
diferencas apenas na defini¢do das fun¢des de forma, como € mostrado adiante.
Esta alternativa de particdo da unidade elimina as dificuldades de integracao
numérica associadas a técnica de minimos quadrados méveis utilizada em alguns
métodos sem malha. Pode-se entdo empregar no MEFG as mesmas rotinas de
integracdo nimerica ja estabelecidas para o MEF cldssico. Uma discretizag¢do uni-
dimensional de elementos finitos é mostrada na figura 2.26. As funcdes de
particdao da unidade sdo as funcdes ‘chapéu” classicas ( hat functions), associadas

a cada né x,. O suporte (nuvem) M, € definido pela unido dos elementos T, €

TOL—] .

Figura 2.26: Particio da Unidade de um elemento finito uni-
dimensional [43]

Considere-se agora o elemento T, com 0s nés X, € X4 indicados nas
figura 2.26. Se as seguintes funcdes de forma estio associadas ao elemento:

SOL ={(pcx’(pcx+l }X{L ucx’ua+l }:{(pa ’(poz+1 ’(pocucx’ (paua+l ’(pcx+luoz ’ (poz+1ucx+l}
(2.100)

o elemento T, terd um total de seis funcdes de forma (trés em cada nd) obtidas do

produto entre as fungdes de forma lagrangianas clissicas do MEF (uma parti¢iao

da unidade) e as funcdes locais u,,u,,, que, por hipdtese , aproximam
adequadamente a fun¢do u no elemento 7T,. Esta idéia pode ser generalizada
aumentando-se o nimero de fun¢des u, eu,,,0 que resultaria em um espaco de

funcgdes S, de dimensdo ainda maior, e portanto de maior ordem.
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N

Gragas a propriedade da particio da unidade das funcdes de forma de
elementos finitos, combinacdes lineares das fungdes de forma, conforme as

definidas acima, podem reproduzir as aproximacdes locais u,eu,;. Desta

forma
Polly + Pyl =g (P + Py )=Uy (2.101a)
PolUgst T ParUar Ugyy (Pg + Pyy)=Ugyy (2.101b)
1.e.,
u,,U,,, € espago gerado por {S,} (2.102)

A idéia basica nos métodos de particio da unidade e em particular no
MEFG ¢ usar-se a PU para combinar os espacos que definem aproximacdes
localizadas. As funcdes de forma sido construidas de forma a reproduzir as
aproximacgoes locais definidas em cada nuvem @, através de combinacdes
lineares.

Com as fung¢des de discretizagdo definidas em 2.73 pode-se entdo definir

em um elemento T, a discretizacdo
u = a, + a,.,+o,u.b, ,+o.u. . b, ,+ u,b + u,. b
To _(poc o (poc+1 o+l (poc o“a,l (poc o+1%a,2 (poc+1 oa“o+l,1 (poc+1 o+17a+1,2

(2.103)

o+l

2
u‘?q =Z(pi a; + i lba,juoz+j—1 (2.104)
=0, =

de modo andlogo pode-se definir a contribuicdo da nuvem @y, para a discretizagao

2
uil)a =Py | o +Zba,juoc+j—l (2.105)

J=1

e a discretiza¢do no dominio Q

2
ué:zu‘};a =Z(p0€ Ay +z;b0c,juoc+j—l (2106)
o o j=

nas expressoes acima, @, define a PU , ay e by definem graus de liberdade

generalizados € U1 s30 os termos de maior ordem (mondmios ou fungdes

especiais) usados para enriquecer a discretizacao.

Caso bidimensional . Considerando-se as figuras 2.27 e 2.28, definem-se para o

caso plano as nuvens ®, em uma malha de elementos triangulares e quadrilaterais
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respectivamente. Em cada nuvem define-se uma funcdo de forma global N.

Fig 2.27 Fung¢do de forma global N, definida na nuvem
®, , elementos triangulares [45]

Adota-se o conjunto de fungdes de forma lineares (p=1) como a PU da

discretizacdo , @, =N, . Observe-se que as nuvens podem ser definidas por

poligonos ndo convexos e o pardmetro 4 ou hy da malha define a dimensdo da
nuvem (um conjunto de elementos) e ndo a dimensdo de um elemento da nuvem.
Nesta formulacdo a imposi¢ao das condi¢cdes de contorno essenciais pode ser feita
explicitamente desde que os ndés com graus de liberdade prescritos ndo sejam

enriquecidos.

Fig 2.28 Funcdo de forma global N, definida na nuvem @,
elementos quadrilaterais [45]

A partir da PU escolhida pode-se obter uma discretizagdo de ordem p>1

acrescentando termos (mondmios) de maior ordem
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¢y, =N

i

L (2.107)

o1

onde Li define um mondmio. Observe-se que como as funcdes Ny, definem uma

PU
Y 0 =Y NoLi =LY N, =1L (2.108)
o o o

conclui-se entdo que € possivel representar polindmios a partir de combinacdes
lineares das func¢des @i . A escolha dos mondmios (L; ) deve ser cuidadosa para
evitar a formac@o de um conjunto de fun¢des linearmente dependente. Para a PU

de elementos finitos € possivel definir constantes ayo ,ayq € R, 00 =1,...,n tais que

Y aNg=x (2.109 a)
o

ZawNu =y (2.109 b)
o

as expressdes acima mostram que os polindmios x e y pertencem ao espaco gerado
por {Ny}. Nao se deve entdo utilizar os monémios {1,x,y} como termos de maior
ordem. Observe-se que esta formulagdo permite construir uma discretizagao p-
hierarquica com ordem p=1 distinta em cada nuvem @y,

Para comparar-se esta forma hierdrquica com a formulagao tradicional do

ay
\_7
®  Linear
@ Linear + Quadratico O Quadratico
Linear + Quadratica + Cibic @ Quadratico + Cibico

Fig 2.29 (a) Discretizagdo p-hierarquica pelo MNhp e (b) Discretizacdo p -
hierarquica tradicional [45]

MEEF hierarquico, considere-se a figura 2.29 (b) que apresenta uma discretizagdo
tipica da formulagdo tradicional, com o uso de graus de liberdade generalizados,
associados as arestas dos elementos. Na discretizacdio do MNhp a adaptacao p —
hierdrquica, mostrada na figura 2.29 (a) envolve apenas graus de liberdade

associados aos nés do vértice da malha. Isto propicia uma estrutura de banda mais
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compacta na formagdo das matrizes associadas ao sistema de equacgdes. Esta
caracteristica também facilita a implementagdo da adaptacdo tipo h pois para
qualquer ordem p de discretizacdo as equagdes de restricdo a serem impostas
envolvem apenas os graus de liberdade associados aos nds vértices.

A figura 2.30 apresenta a interse¢ao entre duas nuvens Mo, ¢ @ . Observe-
se que a cada n6 Xy € Xg pode-se associar fungdes de aproximagdo de ordens py €
pg distintas de modo que estratégia de adaptacdo tipo h, p ou hp podem ser
implementadas. Uma importante propriedade do MEFG, observada em testes

numéricos [43] , € a sua insensibilidade a distor¢do dos elementos. No MEF

\

=

=

////%

ﬂ!}’f,",/i
0

-

7

Fig 2.30 Nuvens ®, € g . Polindmios de ordem distinta p, € pg sdo
associados as nuvens ®, ¢ 0 [45]

tradicional os termos polinomiais sdo incorporados a discretizacdo através de
coordenadas locais do elemento. Quando o elemento é distorcido, os termos de
ordem superior a um perdem a capacidade de representacdo polinomial, no caso
dos elementos triangulares isoparamétricos. Para os elementos quadrilaterais a
capacidade de representacdo polinomial quadritica (p=2) pode ser mantida se
incluido o termo associado ao nono nd (xzy2 ). Estas observagdes sao vélidas para
o caso de elementos de baixa ordem para a condicdo de distor¢do angular [52]. Na
discretizacdo pelo MEFG a capacidade de representacdo polinomial € mantida
para qualquer ordem implementada [45,52]. Isto ocorre porque nos termos de
maior ordem NgL;, 0 mondmio L; é definido em coordenadas globais do sistema.
A formulagido também oferece a possibilidade de construir discretizagdes p —
ortotrOpicas, bastando construir aproximacdes de ordem distinta em cada

coordenada espacial.
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Fig2.31  N(x,y) bilinear em x=(0,0)

Fig 2.33  N(x,y) na figura 2.6 multiplicada por y* [45]

A figura 2.31 apresenta a fungdo bilinear N(x,y) associada ao n6 de localizagdo
(0,0). As figuras 2.32 e 2.33 ilustram as funcdes obtidas pela multiplicacdo de

N(x,y), na figura 2.31, pelos mondmios e y2 respectivamente. Uma segunda
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vantagem do método € de que, ao contririo das discretizagdes sem malha, o
MGEF nao apresenta dificuldades na representacdo de dominios compostos por
mais de um tipo de material. Também, € possivel incluir nos termos de maior
ordem fungdes especiais para a discretizagdo de problemas especificos como a
andlise de trincas e de pontos de concentracao de tensdes. Nos préximos capitulos

esta possibilidade serd explorada em detalhes.
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