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Apêndice A 

A.1. Estimacão por Máxima Verossimilhança do Processo de Difusão 

O princípio da máxima verossimilhança nos diz que a escolha do 

parâmetro deve proporcionar uma maior ocorrência dos dados observados. Neste 

caso, os parâmetros são números e não variáveis aleatórias como na estatística 

Bayesiana. Para implementar esta metodologia precisamos saber a distribuição de 

probabilidade da amostra de dados {Xt}, dado um parâmetro livre θ do modelo. 

Esta distribuição de probabilidade é chamada de função 

verossimilhança ( )θ;}{ tXf . Logo, de acordo com o princípio da máxima 

verossimilhança, devemos escolher o parâmetro θ tal que: 

                                         ( )θθ
θ

;}{argˆ
}{ tXfmáx=                                                (A1) 

Como a função logaritmo é crescente monotônica, maximizar o logaritmo 

desta distribuição de probabilidade é o mesmo que maximizar sua função. Desta 

forma é comum se trabalhar com a seguinte expressão:  

                                         ( ) ( )θθ ;}{;}{ tt XfLNXL =                                        (A2) 

Encontrar a função de verossimilhança não é uma tarefa fácil. No estudo 

de série de tempo, a melhor maneira para encontrá-la é encontrar primeiro a 

função verossimilhança condicional em logaritmo, ( )θ;...,,, 021 XXXXf ttt −− , que 

significa a maior chance de se obter Xt+1, dado os valores observados passados, 

Xt,, Xt-1,..., e dados os valores dos parâmetros θ. Como a probabilidade conjunta é 

o produto das probabilidades condicionais, a função logaritmo verossimilhança é a 

soma das funções logaritmo verossimilhança condicionais: 

                                     ( ) ( )∑
=

−−=
T

t
tttt XXXXfLNXL

1
021 ;...,,,;}{ θθ               (A3) 

Assumindo distribuição normal para os desvios em relação à média, 

( )θε ;...,,, 021 XXXXEX ttttt −−−= , temos que: 
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                    ( ) ( ) t

T

t
tt LNTXL εεπσα 1

1
`

2
12

2
;;}{ −

=
Σ−Σ−= ∑                                (A4) 

Os estimadores obtidos possuem algumas propriedades assintóticas de 

grande utilidade. A distribuição das estimativas é assintoticamente normal e o 

estimador é assintoticamete eficiente, ou seja, nenhum outro estimador 

proporciona uma menor matriz de covariâncias definida pela matriz de 

informação de Fischer. 

Através de algumas condições de regularidade, θ̂ é consistente e possui a 

seguinte distribuição assintótica: 

               ))(,0(~)ˆ( 1 θθθ −− INn
a

;  








∂∂
∂

−≡
∞→ `

)(1lim)(
2

θθ
θθ L

n
EI

n
                  (A5) 

Para estimar o parâmetro θ̂  por máxima verossimilhança a partir dos 

dados históricos, estamos supondo que possuímos uma seqüência de n+1 

observações passadas de X(t) colhidas em uma amostra de datas não estocásticas 

to< t1<,...,< tn, que não possuem intervalos necessariamente iguais. No caso de 

estimações de parâmetros para o processo de difusão, a função densidade de 

transição fK  deve possuir uma forma fechada, o que muitas vezes não é o caso. 

Segundo o teorema demonstrado por LO (1988), podemos caracterizar fK como 

uma solução de uma equação diferencial parcial, fixando as variáveis condicionais 

X(k-1) e tK-1 e permitindo que fK seja uma função de X(k) e tK.1 Em alguns casos, 

mesmo obtendo fK, os estimadores de máxima verossimilhança não satisfazem as 

condições de consistência e normalidade assintótica. No capítulo 3, realizamos a 

inferência considerando as taxas de retorno de X(t), r(t)≡ LN (X(t)/X(t-1)). 

Obtemos uma seqüência estacionária r(1),r(2),...,r(n) de onde podemos extrair os 

                                                

1 Segundo LO (1988),  fK   deve satisfazer a equação de Folker-Planck : 

 
2

22 )(
2
1)(

X
fb

X
af

t
f KKK

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂ , sujeita à condição inicial  

)1()((),1(),(( 11 −−=− −− kXkXtkXtkXf kkK δ  

onde )1()(( −− kXkXδ é uma função Delta-Dirac centrada em X(k-1). Em relação à função 
Delta-Dirac ver HUANG e LITZENBERGER (1988) p. 137-141 e MERTON (1990) p. 441-448.   
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estimadores dos parâmetros do processo de difusão, em particular o estimador de 

σ. Aplicando o lema de Itô em r(X,t)=LNX(t) obtemos: 

                                   dzdtXddr σσµ +−== )
2

(ln
2

                                           (A6) 

Isto significa que considerando uma variação infinitesimal de X temos:  

)(ln)(ln tXTX − ~ N )](,))(
2

[( 2
2

tTtT −−− σσµ    (A7) 

As taxas de retorno instantâneas de X(t) são variáveis aleatórias iid 

distribuição normal de média µ-σ2/2(T-t) e variância σ2(T-t). Definindo h como 

o período entre as observações e substituindo )2/( 2σµα −≡ , a função de 

verossimilhança de uma amostra de retornos possui o seguinte formato: 

                  ∏
=




















 −
−− ∑

== =
n

k

hhr
h

n

Kn

n

k

K

ehfrrf
0

)(
2
1

22
0

0

2

)2(),;,...,( σ
α

πσσα                    (A5) 

2

1
2

2
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2
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k
K
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k
Kn α
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==
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os estimadores de máxima verossimilhança serão: 

 →=
∂

∂
=

∂
∂

0
),(

;0
),(

α
σα

α
σα LL

∑
=

=
n

k
K hr

nh 1
)(

1α̂ ; ∑
=

−=
n

k
K hhr

nh 1

22 )ˆ)((
1ˆ ασ      (A6) 

Como os retornos são iid com distribuição normal, as condições de 

regularidade para a consistência e normalidade assintótica dos estimadores são 

satisfeitas. 

A.2. Modelo Garch (1,1)   

Uma observação básica sobre o retorno dos ativos financeiros em um curto 

período é que altos retornos são geralmente acompanhados de retornos elevados. 

A volatilidade do retorno dos ativos possui uma correlação serial. Para capturar 

esta correlação serial verificada através das funções de autocovariâncias das 

volatilidades, ENGLE (1982) propôs a classe de modelos autorregressivos 
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condicionais na variância ou Arch. A variância condicional é uma função lag das 

inovações ao quadrado: 

                                           22 )( tt L εαωσ +=                                                     (A7) 

onde α(L) é um operador polinomial de lags. Para manter a variância condicional 

positiva, α(L) e ω devem ser funções não negativas. Com o objetivo de modelar a 

persistência nos movimentos da volatilidade, BOLLERSLEV (1986) propôs o 

modelo Garch, modelo autoregressivo condicional heterocedástico generalizado 

                                      22
1

2 )()( ttt LL εασβωσ ++= −                                        (A8) 

por analogia aos modelos Arma, chamamos esta forma funcional de Garch (p,q) , 

onde a ordem do polinômio B(L) é p e a ordem do polinômio α(L) é q.  

Condicional nos parâmetros do modelo e numa estimativa da variância 

inicial, os dados possuem distribuição normal e, desta forma, podemos construir 

uma função de verossimilhança de forma recursiva. Definindo o vetor de 

parâmetros estimados por θ, denotamos )(θσ t  como o desvio padrão condicional 

no tempo t dados os parâmetros do modelo e o histórico dos retornos. Desta 

forma, temos que: 

                                               
)(

)( 1
1 θσ

εθ
t

t
tv +
+ ≡                                                    (A9) 

Quando θ contem o verdadeiro parâmetro do modelo )(θtv  é iid com 

função densidade dada por: 

                                           2
)(

1

2
1

2
1))((

θ

π
θ

+−

+ =
tv

t evg                                      (A10)  

Desta forma, podemos construir a função verossimilhança e estimar os 

parâmetros do modelo. As estimações do modelo Garch (1,1) no capítulo 2, 

formando as curvas de volatilidade expostas nos gráficos (4.9)-(4.10), produziram 

os seguintes coeficientes para as séries de tempo estudadas: 
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Coeficiente Desvio Padrão Estatística -z Prob.  
C 0.000977 0.000815 1198012 0.230900
ω 0.000078 0.000022 3501703 0.000500
α 0.162789 0.033300 4888607 0.000000
β 0.730246 0.054025 1351684 0.000000  

Tabela A.1 – Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos da Petrobras 

Coeficiente Desvio Padrão Estatística -z Prob.  
C 0.000975 0.000861 1131606 0.257800
ω 0.000018 0.000006 3115889 0.001800
α 0.060112 0.007518 7995923 0.000000
β 0.915826 0.011899 7696959 0.000000  

Tabela A.2 – Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos do Petróleo 

Coeficiente Desvio Padrão Estatística -z Prob.  
C -0.000086 0.000444 -0.194419 0.845800
ω 0.000006 0.000002 2827433 0.004700
α 0.081106 0.015380 5273330 0.000000
β 0.893619 0.019928 4484192 0.000000  

Tabela A.3– Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos das Oil Majors 

Coeficiente Desvio Padrão Estatística -z Prob.  
C -0.001006 0.000671 -1499535 0.133700
ω 0.000018 0.000008 2145799 0.031900
α 0.061562 0.018818 3271397 0.001100
β 0.897908 0.030715 2923383 0.000000  

Tabela A.4 – Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos da Carteira Telecom 
Int. 

C oefic ien te D esvio  P adrão E sta tís tica  -z P rob .  
C -0 .001035 0 .001111 -0 .932118 0.351300
ω 0 .000061 0 .000021 2964141 0.003000
α 0 .089577 0 .019823 4518829 0.000000
β 0 .857289 0 .028330 3026134 0.000000  

Tabela A.5 – Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos da Telemar 

Coeficiente Desvio Padrão Estatística -z Prob.  
C -0.000713 0.000957 -0.74482 0.456400
ω 0.000055 0.000025 2207828 0.027300
α 0.070216 0.019017 3692185 0.000200
β 0.862786 0.042876 2012265 0.000000  

Tabela A.6 – Coeficientes do Modelo Garch (1,1) para os Retornos da Carteira Telecom Br 
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Apêndice B 

B.1. Curvas para os Valores da Opção de Espera no Setor de 
Telecomunicações  

O cálculo dos valores das opções reais de espera foi realizado através da 

regra ótima de decisão para o investimento utilizando as seguintes variáveis: 

I - Custo do Investimento: US$ 100 milhões 

V - Valor do Projeto de investimento: US$ 200 milhões  

σ - Volatilidade: Curvas de Volatilidade Anuais de 30, 90, 180 e 360 dias    

δ - Fluxo de Caixa do Projeto: 8.00% ao ano 

r - Taxa de Juros Real sem Risco: 4.00% ao ano 

F(V )- Valor da Opção Real : 

Se V>V* → F(V)= V-I                                                                     

Se V≤ V* → = F(V)= 






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Gráfico B.1: Curva para o Valor da Opção do Projeto - F(200) 
 Volatilidade de 30 dias-Telecomunicações
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Telemar 134.21 100.00 105.12 86.18

Telecom Br 122.69 100.00 102.43 33.56
Telecom Int 101.37 100.00 100.00 0.08  

    Tabela B.1 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Telecomunicações 

 Gráfico B.2: Curva para o Valor da Opção do Projeto - F(200) Volatilidade de 
90 dias - Telecomunicações
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Telemar 125.29 100.00 107.61 46.86

Telecom Br 112.73 100.00 104.05 12.26
Telecom Int 101.37 100.00 100.00 0.08  

    Tabela B.2 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Telecomunicações 

 Gráfico B.3: Curva para o Valor da Opção do Projeto - F(200) 
 Volatilidade de 180 dias-Telecomuniçaões
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Telemar 117.11 101.16 108.19 17.83

Telecom Br 107.86 100.26 104.35 2.90
Telecom Int 100.33 100.00 100.00 0.00  

    Tabela B.3 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Telecomunicações 

Gráfico B.4: Curva para o Valor da Opção do Projeto - F(200) 
Volatilidade de 360 dias - Telecomunicações
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Telemar 111.48 100.00 105.51 92.18

Telecom Br 106.06 102.78 104.58 0.46
Telecom Int 100.19 100.00 100.00 0.00  

Tabela B.4 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Telecomunicações 

B.2. Curvas para o Valor da Opção de Espera no Setor de Petróleo 

O cálculo dos valores das opções reais de espera foi realizado através da 

regra ótima de decisão para o investimento utilizando as seguintes variáveis: 

I - Custo do Investimento: US$ 100 milhões 

V - Valor do Projeto de investimento: US$ 150 milhões  

σ - Volatilidade: Curvas de Volatilidade Anuais de 30, 90, 180 e 360 dias    

δ - Fluxo de Caixa do Projeto: 8.00% ao ano 

r - Taxa de Juros Real sem Risco: 4.00% ao ano 

F(V )- Valor da Opção Real : 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115498/CA



   93

Se V>V* → F(V)= V-I                                                                     
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 Gráfico B.5: Curva para Valor do Projeto  F(150)
Volatilidade de 30 dias
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Petróleo 86.49 50.00 61.12 94.98

Petrobras 84.59 50.13 59.51 43.83
Oil majors 68.33 50.00 50.38 14.84  

                   Tabela B.5 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Petróleo 

 Gráfico B.6: Curva para o Valor da Opção do Projeto - F(150) 
 Volatilidade de 90 dias - Petróleo
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Petróleo 68.21 62.27 65.38 1.73

Petrobras 84.59 50.13 59.51 43.83
Oil majors 68.33 50.00 50.38 14.84  

               Tabela B.6 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Petróleo 

 Gráfico B.7: Curva para Valor do Projeto  F(150)
Volatilidade de 180 dias
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Petróleo 70.81 52.63 65.65 23.53

Petrobras 73.17 53.81 59.38 10.29
Oil majors 58.35 50.00 51.01 2.73  

              Tabela B.7 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Petróleo 

 Gráfico B.8: Curva para Valor do Projeto  F(150)
Volatilidade de 360 dias
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F(V) Máximo Mínimo Média Variância
Petróleo 68.21 62.27 65.38 1.73

Petrobras 64.59 57.06 59.50 1.86
Oil majors 50.53 50.00 50.00 0.01  

             Tabela B.8 – Estatísticas do Valor da Opção de Espera do Setor de Petróleo 
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