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O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno
aplicado a problemas de potencial em materiais com
gradacgao funcional

Neste capitulo ¢ apresentada apenas a determinacdo das solugdes
fundamentais para problemas de potencial que utilizam materiais com gradagao
funcional (FGM), tanto em problemas no regime permanente como para
problemas dependentes da freqiiéncia.

Observa-se ainda que a determinacdo de uma solugdo fundamental para
materiais com gradagdo funcional, no escopo da formulagdo hibrida dos elementos
de contorno, recai exclusivamente em fungdes de variaveis reais para ambos os

problemas bidimensionais e tridimensionais.

5.1.
Solugao fundamental para problemas de potencial em regime
permanente (equacgao de Laplace)

Considera-se o problema de potencial independente do tempo, com as
propriedades do material variando com a dire¢do z, como ilustrado na Figura 5.1,
para o caso de problemas bidimensionais. O problema ¢ descrito em termos das
coordenadas globais (X, Y, Z), onde se procura uma solu¢do fundamental
relacionada com as coordenadas locais (x, y, z). Haverd posteriormente uma
mudancga das coordenadas cartesianas para coordenadas cilindricas ou polares, de
acordo com a dimensdo do problema, para se obter a solucdo das equacdes
diferenciais resultantes.

Considerando um problema de potencial em regime permanente, a equacao
do fluxo, para o potencial ¢* =¢*(x, y, z), ¢ dada por:
q,=—k(z) 9", , (5.1)
em que k(z)=k f(z) é o parAmetro fisico do material (condutividade térmica, por
exemplo).

Como ilustrado na Figura 5.1, Z ¢ a coordenada global Z do valor de
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referéncia k da fungdo k(z), correspondendo a z em coordenadas locais (x, y, z).

A equacdo de balango de fluxo do problema, sem considerar fontes no

dominio, ¢ dada por:

qi>i = 0. (52)
Entdo, segue-se da eq. (5.1) que
k¢, +k,.9",.=0, (5.3)
ou
* k, *
¢ it—9¢,.=0. (5.4)
k
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Figura 5.1 — Sistema de coordenadas para descri¢ao de um FGM

Para problemas tridimensionais, procura-se uma solugio ¢ =¢*(x, y, z) da
eq. (5.4) em coordenadas cilindricas (p, @, z), que seja independente da

coordenada angular € , desta forma satisfazendo a

* 1 * * k’z *
) ,pp+;¢ A . ¢, =0. (5.5)

Expressando o potencial ¢* como produto de duas fungdes

¢ =h(r)p(z) (5.6)
onde r=+/p° +z° , obtém-se para a eq. (5.4), ap6s algumas manipulagdes,
B 420, +h, | e Pos |2y e K P | (5.7)
r k p)r )% k p

Para problemas bidimensionais, procura-se uma solugdo ¢ =¢" (x, z) da

eq. (5.4) em coordenadas polares (r, @), que seja independente da coordenada
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angular @ , desta forma satisfazendo a

¢*9rr+l¢*ar+%¢*:00+&(¢*9r senf+¢ ﬁj =0, (5.8)
r r k r
desde que
. * . cos@
¢, =¢, senf+¢,, (5.9
Expressando novamente o potencial ¢* como produto de duas fungdes
¢ =h(r)p(2) (5.10)
onde z =rsen#, obtém-se para a eq. (5.4), apés algumas manipulagdes,
PV SR LI 5 ESA /S ey 5 Ny (5.11)
r k p)r P k p

Para que as eqgs. (5.7) e (5.11) sejam consistentes, considera-se que os

termos expressos em fungdo exclusivamente da varidvel z sejam constantes, ou

seja,
ﬁ_kkﬁ& = A4 =constante e (5. 12)
p kop
k. . 5D
—242-—% |z =B = constante. (5.13)
k p

Entdo, seis casos particulares devem ser considerados, em principio, para se
chegar a valores factiveis de padroes de variagdao da propriedade k(z) do material.
Logo, a constante 4 da eq. (5.12) pode assumir valores negativos, positivos ou ser
igual a zero, e a constante B da eq. (5.13) pode ser igual ou diferente de zero,

como mostrado na Tabela 1.

5.1.1.
Primeiro caso: solugao exponencial

Neste caso considera-se que a constante 4 da eq. (5.12) assume valores
negativos (4=—-/%<0), e a constante B da eq. (5.13) ¢ igual a zero (B=0).

Esta suposicdo conduz a mais freqliente variagdo das propriedades do
material sugerida na literatura de materiais com gradacao funcional.

As egs. (5.12) e (5.13) sdo reescritas na forma do sistema de equacdes

diferenciais
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D>z +&&= B

kp zlz P (5.14)
—=4+222=0
k p
A solucdo geral do sistema (5.14) ¢ dada por:
k(z)=k, e (@e® +1], (5.15)
em que
ky =k e (e +1) (5.16)
é obtido de forma que k(z)=k , e
p(2)= py e (ae® +1)", (5.17)
onde
po =k ™ (e 1) (5.18)

que sera apropriadamente avaliado apos a definicdo da fungdo 4(r). As fungdes
das egs. (5.15) a (5.18) sdo obtidas em termos das constantes o, B ¢ k do
material, que sdo definidas experimentalmente. Além disso, k(z) ¢
intencionalmente expressa como fung¢do de Z=z+Z,, de modo a sempre

representar a mesma descricdo do material, independentemente da posi¢ao do
sistema local de referéncia, de acordo com a Figura 5.1.
De acordo com as suposi¢des feitas no sistema (5.14) a eq. (5.7), para

problemas tridimensionais, € reescrita na forma

h,,,.+gh,r—,82h =0, (5.19)
r
cuja solugdo h(z)=h(z,B) é
Wr. B) = C, senh(ﬂr)+ C, cosh(B3r) ' (5.20)
r r

Analogamente, a eq. (5.11), para problemas bidimensionais, ¢ reescrita como

ho+Ln —Bh=0, (5.21)
r

e sua solugdo A(z)=h(z,B) é
h(’”:ﬂ)zclKo(ﬂ”)'f'czlo(ﬂ’”): (5.22)

onde K, e I, sdo fungdes de Bessel modificadas de ordem zero do primeiro e
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segundo tipo, respectivamente.

As constantes C, e C, das eqgs. (5.20) e (5.22) devem ser obtidas de modo
que a solugdo fundamental ¢* =#h(r)p(z) corresponda a uma fonte unitaria
concentrada aplicada em r =0, independentemente do valor de A, e recaia na
solu¢do fundamental em meio homogéneo quando S =0. Entdo, as eqs (5.20) e

(5.22) podem ser reescritas na forma:

h(nﬁ)=—M (5.23)

4

para problemas tridimensionais e

- ﬁ):L{KO(m)+ {m@j N 7}10@)}, (5.24)

2

para problemas bidimensionais, respectivamente, onde ¥ ¢ a constante de Euler.
A solugio fundamental ¢°=h(r)p(z), como mencionado anteriormente,

deve corresponder a uma fonte unitaria concentrada aplicada em r=0,
independentemente do material do meio ser nao-homogéneo. E de acordo com

esta afirmacdo que se determina o valor de p, na eq. (5.18) para ambos os casos

tridimensional e bidimensional.
Ao invés das eqgs. (5.15) a (5.18) , uma solugdo mais restrita do sistema

(5.14) pode ser obtida, correspondendo a & =0, na forma

k(z)=k e 7) ¢ (5.25)
plz)=k ' ePF77) (5.26)

Este ¢ o caso de materiais com gradacdo exponencial encontrado na literatura, no

qual solugdes fundamentais reais, dadas pelas egs. (5.23) e (5.24) para h(r) e as
acima para p(z) e k(z), ja tém sido testadas com éxito. No entanto, as eqs. (5.15)
a (5.18) permitem uma maior flexibilidade no padrio de variagdo de k(z).

A Figura 5.2 mostra dois graficos de alguns padrdes de variagio de k(z),

dado pelas egs. (5.15) e (5.16), para o caso exponencial, para alguns valores de «

e [ . No primeiro grafico o valor f=1.5 esta fixo e a varia de 0.0 a 0.22. No

segundo fixa-se o valor de @ =0.2, variando  de 0.0 a 1.6.
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Figura 5.2 — Padrdes de variacéo ilustrativos da fungao exponencial k(z)

5.1.2.
Segundo caso: solugao parabdlica

138

Neste caso supde-se que ambas as constantes 4 da eq. (5.12) e B da eq.

(5.13) sejam iguais a zero, que ¢ a hipotese mais simples possivel. Entdo, o

sistema (5.14) torna-se

D> +&&:0

p k p
LT I
p

e sua solucao mais geral ¢

k(z)=k, (@ Z+1),
em que

ko =k(aZ +1)°

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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é obtido de forma que k(z)=4k , e

plz)=p,(@z+1)", (5.30)
onde
po=ky' (@Z,+1)". (5.31)
As fungoes das eqs. (5.28) a (5.31) sdo obtidas em termos das constantes «
e k do material, que sdo definidas experimentalmente. Além disso, como no caso
anterior, k(z) ¢ intencionalmente expressa como fungio de Z=z+Z7,, de modo a
sempre representar a mesma descricdo do material, independentemente do sistema
local de referéncia. O parametro p, ¢ avaliado de acordo com o mesmo tipo de
consideracdo do primeiro caso.
A propriedade k(z) do material varia de acordo com uma fungio polinomial

do segundo grau, a qual representa aproximadamente e € uma alternativa a fungao

exponencial do primeiro caso. Nota-se ainda que a condicdo aZ+1#0 ¢

necessaria.
A eq. (5.7), para problemas tridimensionais correspondentes a este tipo de

variagao, vale:
2

h, +—h, =0, (5.32)
r

cuja solucao ¢

h(r)=—471” . (5.33)

Analogamente, para problemas bidimensionais, a eq. (5.11) € reescrita na forma

1

h,, +—h, =0, (5.34)
r
e sua solucao ¢ dada por:
h(r)= _In(r) . (5.35)
2r

Nas egs. (5.33) e (5.35) as constantes de integragdo foram obtidas de modo
que a solugdo fundamental ¢* =#h(r)p(z) corresponda a uma fonte unitaria
concentrada aplicada em » =0, independentemente do valor de ¢, e recaia na
solucao fundamental em meio homogéneo quando a =0.

A Figura 5.3 mostra o grafico de alguns padrdes de variagdo de k(z), dado
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pelas egs. (5.28) e (5.29), para o caso polinomial, para alguns valores de « .

1_‘
0.8
0.6

0.4

0.2

0 . v v v r v v v v r v —>
2 4
Figura 5.3 — Padrdes de variagéo ilustrativos da fungdo polinomial k(z)

5.1.3.
Terceiro caso: solugao trigonométrica

Neste caso considera-se que a constante 4 da eq. (5.12) assume valores
positivos (A= 3> >0), e a constante B da eq. (5.13) é igual a zero (B =0). Entdo,
o sistema (5.14) torna-se

D>z +&&=IB2

k
kp P (5.36)
ULEI, L)
p
A solucao geral do sistema (5.36) ¢ dada por:
k(z)=k, [asen(BZ)+cos(BZ) ], (5.37)
em que
k, :E[asen(ﬂ2)+ cos(ﬁ?)]_2 (5.38)
é obtido de forma que k(z)=k , e
p(z)=p,asen(BZ)+cos(BZ)] ', (5.39)
onde
po =k;' [arsen(B2,)+cos(BZ,)]". (5.40)

As funcgdes das eqgs. (5.37) a (5.40) sao obtidas em termos das constantes «
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B e k do material, que sdo definidas experimentalmente. Além disso, observa-se

que, a exemplo do primeiro caso, uma translacdo de coordenadas também ¢

possivel neste modelo de material, pois as constantes & e¢ £ foram ajustadas de
modo a expressar k(z) como fun¢io de Z =z+Z,, de acordo com a Figura 5.1.

De acordo com estas suposigoes, a eq. (5.7), para problemas

tridimensionais, € reescrita na forma

h,rr+gh,r+,82h =0, (5.41)
r
cuja solugio A(z)=h(z,B) ¢
h(r, ,B)=—M. (5.42)

drr

Analogamente, a eq. (5.11), para problemas bidimensionais, ¢ reescrita como

h +lh,r+,82h= 0, (5.43)
r

e sua solugdo A(z)=h(z,B) é

- ﬂ):i{ln(§j+y}]o(ﬁr)—iYO(ﬂr), (5.44)

onde, J, e Y, sdo fungdes de Bessel de ordem zero do primeiro e segundo tipo,
respectivamente e ¥ € a constante de Euler.

Semelhantemente aos casos anteriores, as constantes de integracdo foram
obtidas de modo que a solugio fundamental ¢" =A(r)p(z) corresponda a uma
fonte unitaria concentrada aplicada em » =0, independentemente do valor de S,
e recaia na solugdo fundamental em meio homogéneo quando £ =0. O parametro
p, ¢ avaliado seguindo o mesmo tipo de consideragdo dos casos anteriores.

A Figura 5.4 mostra dois graficos de alguns padrdes de variagio de k(z),

dado pelas eqgs. (5.37) e (5.38), para o caso trigonométrico, para alguns valores de

o e [. No primeiro grafico o valor f=1,5 esta fixo e o variade 1 a 1,8. No

segundo fixa-se o valor de & =1, variando £ de 0 a 1,6.
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0.2 k=1.0
o=1.0
7=00 k@)
0 3 1.5 2

Figura 5.4 — Padrdes de variacao ilustrativos da fungao trigonométrica k(z)

5.1.4.
Casos sem significado fisico

O conjunto mais geral de suposicdes para se determinar um padrao de
variagdo das propriedades do material, de acordo com o sistema formado pelas

egs. (5.12) e (5.13), pode ser expresso como

k
Poz Doz Po = g =27 0u 0

k
lf P (5.45)
(i+2&]z:3:1¢0
k P

Este sistema admite trés solucdes possiveis, de acordo com os valores
atribuidos a constante 4. A primeira delas, correspondendo ao quarto caso,

considera 4 =0, logo, o sistema (5.45) tem como soluc¢ao:

k(z)=k, 2 @z +1) e (5.46)
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p(z)=p, @z +1)". (5.47)
A eq. (5.7), para problemas tridimensionais, € reescrita na forma
b+ 2 0, =0, (5.48)
e sua solucao geral ¢
h(r)=C,+C,r . (5.49)
A eq. (5.11), para problemas bidimensionais, ¢ reescrita como
b+ A0, =0, (5.50)
tendo como solugdo
h(r)=C,+C, r . (5.51)

A segunda solucdo do sistema (5.45), que corresponde ao quinto caso,

considera 4=+/3" e vale

k(z)=k, z[aJﬂ(ﬂz)+ ' (/32)]Z e (5.52)
pe)=pyz* [aJ@l(ﬂz)+ Yo ()" . (5.53)
A eq. (5.7), para problemas tridimensionais, ¢ reescrita na forma
hot 2 e ph=0, (5.54)
r

e sua solucio geral h(z)=h(z,3,1) ¢
-1
h(r,B,A)=r 2 |C Y. (Br)+C, J@(ﬁr)]. (5.55)

A eq. (5.11), para problemas bidimensionais, ¢ reescrita como

h,rr+ﬂh,r+ﬁ2h =0, (5.56)
r

tendo como solugio A(z)=h(z,B,1):

h(r,B,2)= ﬁ[cl Y. (Br)+C, Jg(ﬂr)]. (5.57)

A terceira e ultima solugdo, correspondendo ao sexto caso, considera
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A=—/3?, desta forma, o sistema (5.45) tem como solugio:

k:koz[omz_l(ﬂz)Jrlgz_l(ﬁz)]z e (5.58)

p=p k(gL (B2 (5.59)

A eq. (5.7), para problemas tridimensionais, € reescrita na forma

h + 250 g0, (5.60)
r

e sua solugdo A(z)=h(z, B,4) vale

h(r,ﬂ,l):r% C, K%(,Br)+ C, Il;,(,Br)]. (5.61)

A eq. (5.11), para problemas bidimensionais, ¢ reescrita como
o+ g0, (5.62)
r

tendo como solugio 4(z)=h(z,8,1):
-2
h(r,B.A)= rT[c1 K, (8r)+C, Ii(,Br)]. (5.63)

Embora, nestes trés ultimos casos, tenham sido encontradas solucdes
matematicas reais, como visto nas egs. (5.46), (5.52) e (5.58), elas correspondem a

padrdes de variacao da propriedade k(z) do material que ndo podem ser expressos
como fungdo de Z=z+Z,. Isto significa que ndo ¢é possivel realizar uma

translacdo das coordenadas locais nestes modelos de material, de acordo com a
Figura 5.1. Desta forma, as solugdes correspondentes as variagdes de k(z) do

quarto, quinto e sexto casos, ndao devem ser consideradas como solugdes
fundamentais validas para materiais com gradacao funcional.

A Tabela 1 mostra um sumario de todas as solugdes fundamentais existentes
de problemas tridimensionais e bidimensionais de potencial em regime
permanente para materiais com gradagdo funcional, em termos das suposicoes
feitas para as constantes 4 e B das eqgs. (5.12) e (5.13), respectivamente. Observa-
se que funcdes de Bessel e fungdes de Bessel modificadas do primeiro e segundo

tipo e de ordem genérica sao utilizadas em alguns casos.
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5.1.5.
Implementagao numérica para problemas bidimensionais

Para os trés primeiros casos mostrados anteriormente, uma implementagao
numérica para problemas bidimensionais requer a avaliagdo do potencial ¢* em

coordenadas polares, de acordo com a eq. (5.10). Entdo, o fluxo nas dire¢des das

coordenadas ¢ dado por

YRCT ARG
0, =KL o g =k (564

que sdo necessdrios na obtengdo do fluxo normal ao contorno para uma
determinada discretizagdo do material:

or 00
—_——g,—, 5.65
on 9o an ( )

9=-9,
para um vetor 7 unitario normal a superficie (contorno).

Uma vez que, para problemas bidimensionais, nos casos 1 € 3, a expressao

do potencial ¢° envolve fungdes de Bessel, uma adequada implementagdo
yr . ~ kS J 4 A

numérica requer uma expansdo de ¢, ¢, ¢ g, em série do pardmetro B do

material, de modo a considerar explicitamente o termo logaritmico In(r) na

avaliagdo numérica das matrizes H e C* do Método Hibrido Simplificado dos

Elementos de Contorno, quando o intervalo de integragdo incluir »=0.

Como ilustragiio, a expressio expandida de ¢"até B°, para o caso 1, é

¢’ =p(z){ﬁzr2 Pl AT i {1+ pr B, ﬂéﬂ ln(r)}. (5.66)

4 128 13824 4 64 2304

Os termos ndo afetados por In(r) sdo polinomiais que multiplicam a fungdo
regular p(z) da eq. (5.17), certamente possiveis de ser avaliados pela quadratura
de Gauss-Legendre. Observa-se ainda que necessariamente k(z)>0 em todo
dominio. Ja os termos que multiplicam In(») devem ser avaliados usando pesos

logaritmicos.
Para o fluxo da eq. (5.65), também necessario na avaliacdo da matriz H, ha

uma singularidade do tipo 1/r, que é a mesma singularidade encontrada me

problemas com materiais homogéneos, ja resolvida no Capitulo 2.
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5.2.
Solugao fundamental dependente da frequiéncia

Considera-se, neste caso, o problema de potencial dependente do tempo,
com as propriedades do material variando com a direcdo z, como ilustrado na
Figura 5.1, para o caso de problemas bidimensionais. O problema ¢ descrito em
termos das coordenadas globais (X, Y, Z), onde se procura uma solugdo
fundamental relacionada com as coordenadas locais (x, y, z). Posteriormente,
como em problemas em regime permanente, havera uma mudanga das
coordenadas cartesianas para coordenadas cilindricas ou polares, de acordo com a
dimensdo do problema, para se obter a solugdo das equacdes diferenciais
resultantes.

Considerando um problema isotropico de potencial, a equagdao do fluxo,

para o potencial ¢* =¢"(x, y, z), é dada por:

q,=—k(z)¢",, . (5.67)
em que, k(z):/; f (z) ¢ o parametro fisico do material (condutividade térmica,
por exemplo).

Sem considerar fontes no dominio, a equagdo de balango de fluxo do
problema, para um calor especifico ¢, (z) =c, f (z), ¢ dada por:

4 =—C, (Z)aai;- (5.68)
Como ilustrado na Figura 5.1, Z ¢ a coordenada global Z do valor de referéncia

k da fungdo k(z) e do valor ¢, para a fungdo c, (z), correspondendo a z em

coordenadas locais (x, v, z). Entdo, segue-se da eq. (5.68) que,

k¢*,i[+k,z¢*,z=cpaa—¢;. (5.69)
Considerando o potencial expresso numa formulacao dependente da freqiiéncia,
na forma:
9" =9, (0)p,(0) (o) (5.70)
onde 7(¢,w) ¢ definido como
afg;w) = —o1(t,0), (5.71)

aeq. (5.69) torna-se
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# k, B 7 s
Pt 0 =—k’¢p", (5.72)
para uma constante de separa¢ao (nimero de onda) k2= w/c , onde ¢ = k / c, €a
difusividade térmica de referéncia da coordenada global Z que corresponde a
coordenada local z.
Para problemas tridimensionais, procura-se uma solugdo ¢ =¢° (x, v, z) da

eq. (5.72) em coordenadas cilindricas (p, 6, z), que seja independente da

coordenada angular @ , desta forma satisfazendo a

k}: ¢, =—k¢". (5.73)

¢ ’pp+;¢ ’p+¢ ’zz+

Expressando o potencial ¢ como produto de duas fungdes
¢ =h(r)p(z) (5.74)

onde r=+/p° +z° , obtém-se para a eq. (5.72), ap6s algumas manipulacdes,

b 2 +h, |0 Pe |2 g Pe Fo P | g (575
r k p)r p k p

Para problemas bidimensionais, procura-se uma solugio ¢" =¢"(x, z) da
eqg. (5.72) em coordenadas polares (r, 9), que seja independente da coordenada

angular @ , desta forma satisfazendo a
¢*,”,+%¢*,r+%2¢* ,99+%(¢*,,, senf+¢°,, #j =—k¢", (5.76)

desde que,

5. =4, senf+g,, 5 (5.77)
r

Expressando novamente o potencial ¢@* como produto de duas fungdes

¢" =h(r)p(z) (5.78)

onde z=rsenf, obtém-se para a eq. (5.72), apds algumas manipulagdes,

B in an [ Bz o P |2 g Pm R P | o (579
r k p)r p k p

Observa-se que a unica diferenca entre as eqs. (5.75) e (5.79) e suas
correspondentes do item anterior ¢ o termo que contém o nimero de onda do lado

direito da igualdade. Desta forma, considera-se novamente que para que as egs.
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(5.75) e (5.79) sejam consistentes, os termos expressos em funcdo exclusivamente

da variavel z sejam constantes, ou seja,

Prz Koo Po: _ +3° = A =constante e (5.80)
p kp
k.. . P
=2z 4282 |z = ) = B= constante. (5.81)
k p

Novamente, seis casos particulares devem ser considerados, divididos em
dois grupos, para se chegar a valores factiveis de padrdoes de variacdo das

propriedades k(z) e ¢ , (z) do material.

O primeiro grupo consiste em supor A =0 na eq. (5.81). Entdo, a eq. (5.75),

para problemas tridimensionais, € reescrita como:

drr

h .+gh,r+l//2h=0, (5.82)
r

onde y’ =k > + 3%, e sua solucio geral h(z)=h(z,p) é

h(rp) = C,sen(yr) N C, cos(l//r). (5.83)

r r

Para problemas bidimensionais, a eq. (5.79) ¢ reescrita na forma:

h

Srr

+lh,,+y/2h =0, (5.84)
r

onde sua solugdo ¢
hry)=CJ,(wr)+C, Y, (wr). (5.85)
As fungdes p(z) e k(z) sdo obtidas de acordo com os mesmos critérios
mostrados no item anterior, em que, a constante 4 da eq. (5.80) assume valores
positivos, negativos ou zero, gerando assim fungdes trigonométricas, exponenciais
e parabolicas, respectivamente.
Uma avaliacdo adequada das constantes de integracdo das eqs. (5.83) e

(5.85) resulta nas fungdes 4(z)= h(z,y)

h(r,y;):—% e (5.86)
h(w)=$[ln(%j+7}Jo(w)—%Yo(w), (5.87)

respectivamente, normalizadas para campos potenciais ¢ = h(r)p(z) originados

por uma fonte unitdria aplicada em » =0, independentemente do valor de .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

150

Estes campos recaem na solu¢do fundamental de problemas em regime

permanente em meio homogéneo quando ¥ =0, ou seja,

h,,,+3h,,:o = h(r)p(z)=- L (5.88)
r drrk

h +h—0:>h()()= In(r) (5.89)
o 2k

A Tabela 2 sumariza todos os trés casos deste primeiro grupo para
problemas tridimensionais e bidimensionais, incluindo também os casos
particulares de problemas em regime permanente e problemas em meio
homogéneo, para mostrar como eles se relacionam.

Na Tabela 2, p,(z), p,(z) e p,(z) sdo as expressdes de p(z) das egs.

(5.17), (5.30) e (5.39), respectivamente; e p, (z): 1/ k é a expressdo de p(z) para

material homogéneo. A expressio geral de h(r,ly= K2+ ,82) ¢ dada pelas egs.
(5.86) e (5.87), e particularizada como h(r)zh(r,l// :O) nas eqgs. (5.88) e (5.89)
para o caso de problemas em regime permanente com material homogéneo.

Da maneira como foi formulada nas eqgs. (5.86) e (5.87), h(r,l// =\/? ) €

uma fun¢do complexa no caso de um problema em regime permanente em meio
com gradacdo exponencial (primeiro caso do item anterior). Entretanto, pode-se

reescrever as egs. (5.86) e (5.87) na forma

v ) cosh(fr) (5.90)
Wy ==F )= { J(Br)+ [ (fj y}l()(ﬂr)}, (591)

respectivamente, que sao funcdes reais.

Problema em regime Problema dependente da
permanente freqiiéncia
Material homogéneo ¢" = p,(z)h(r,0) ¢ = po(z)h(r,l;)
. Caso 1: exponencial ¢ =p, (z)h(r,wl—ﬂzj ¢ =p, (z)h(r, k> —ﬂz)
Material
com : - - =
gradagio Caso 2: parabolico o =p, (z)h(r,O) ¢ =p, (z)h(r,k)
funcional
(FGM) Caso 3: trigonométrico ¢° = py(z)h(r, B) ¢ =p; (Z)h(r, V2 + 57 )

Tabela 2 — Sumario das solugdes fundamentais dependentes da frequéncia para FGM
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No segundo grupo, supde-se que A#0 na eq. (5.81). Logo, a fungdo h(r)
das eqgs. (5.75) e (5.79) ¢ obtida em termos do parametro ', especificado como

wi=k +p% e A:

-1

hw+£;£hw+wgh:0:3 h=r 2 ché(erwgJ@(wrﬂe:(59m
1 , = ]

hw+;h”ﬂyh=0 = h=r c;Y4w7ﬁ4gJ4wry (5.93)

As solugdes gerais das egs. (5.80) e (5.81), escritas como

k
BN Sy
p k p

(52+2£ijz=ﬂ¢o
k p

(5.94)

sdo exatamente as mesmas obtidas no item anterior, considerando os mesmos
critérios, e correspondem aos quarto, quinto e sexto casos de FGM.

Novamente observa-se que, embora, nestes trés Ultimos casos tenham sido
encontradas solu¢des matematicas reais, como visto nas eqs. (5.46), (5.52) e
(5.58), elas correspondem a padrdes de variagdo da propriedade k(z) do material
que ndo podem ser expressos como fungdo de Z =z +Z,. Isto significa que nao ¢é
possivel realizar uma translagdo das coordenadas locais nestes modelos de
material, de acordo com a Figura 5.1. Desta forma, as solucdes correspondentes as
variagdes de k(z) do quarto, quinto e sexto casos, ndo devem ser consideradas
como solucdes fundamentais validas para materiais com gradagdo funcional.

Para problemas governados por equacdes diferenciais hiperbolicas (equacao
de Helmholtz da acustica, por exemplo) a eq. (5.69) ¢ reescrita como

k’z ¢,,, _L82¢*
k7 ¢ ar?

¢ it (5.95)

onde, ¢’ =E/ﬁ ¢ a velocidade de propagacdo da grandeza potencial ¢° de
referéncia da coordenada global Z , que corresponde a coordenada local z, para a
densidade p e a constante & do meio.

Supondo-se que ¢  pode ser expresso como uma fun¢do harmonica,

segundo a eq. (5.70), e a propriedade da eq. (5.71) seja reescrita na forma
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2
%tz,(n) =—0’7(t,0), (5.96)
ot
pode-se, entdo, escrever a eq. (5.95) exatamente na forma da eq. (5.72) como
¢ it k]: ¢',.=—k’¢", (5.97)

onde, agora, o nimero de onda k = w/c.

A partir deste ponto, toda a metodologia para se determinar a solugdo
fundamental de problemas governados por equacdes diferenciais hiperbolicas ¢ a

mesma empregada para equagdes diferenciais parabdlicas.

5.3.
Exemplos

g.g;:%nio irregular simplesmente conexo com variagao exponencial
da propriedade do material

Neste primeiro “patch test”, uma fonte singular ¢ aplicada no ponto indicado
na Figura 5.5 de coordenadas globais (0,8, 0,2), gerando um campo potencial ¢
dado pelo produto das eqs. (5.17) e (5.24), para um material com k(z) variando
exponencialmente, de acordo com o primeiro caso do item 5.1. Os parametros do

material sio a=0,215, f=15 ¢ k =5,0, para a coordenada de referéncia
Z =0,2, como mostrado na Figura 5.5. Agora, recorta-se o contorno indicado e

aplicam-se os efeitos do campo potencial ¢, considerando uma malha de

discretizacdo, iniciando na origem e seguindo no sentido anti-horario , com um
total de 15 ou 38 elementos lineares com quase o mesmo comprimento. Neste

exemplo foram impostas condi¢cdes de contorno de Dirichlet, com os potenciais
nodais d avaliados diretamente do campo potencial ¢° aplicado, que permitem
avaliar os parAmetros p°, de acordo com a eq. (2.146), e expressar diretamente os

resultados em pontos do dominio, de acordo com as egs. (2.15) e (2.76).
Nas Figura 5.6, Figura 5.7 ¢ Figura 5.8, sdo mostrados o potencial e os

fluxos na direcao x e z,

X z z X
49:=—49,——549> 9. =—49. ——5 94, (5.98)
r r r r
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avaliados ao longo do segmento de reta tracejado (Figura 5.5) para cada uma das
discretiza¢des implementadas, numa comparacdo com os valores analiticos.

As Figura 5.9 e Figura 5.10 mostram, para cada discretizagdo, o fluxo nodal
equivalente avaliado ao longo dos n6s do contorno como o vetor p da eq. (2.147).

Os valores analiticos sdo obtidos como o vetor p da eq. (2.133), para fluxos

normais ¢, correspondentes ao campo potencial ¢ aplicado. As linhas verticais

separam cada um dos cinco lados do dominio recortado.

Embora, neste exemplo, tenham sido consideradas apenas condigdes de
contorno de Dirichlet, condi¢des de contorno de Neumann e também condigdes de
contorno mistas podem ser facilmente simuladas como um novo “patch test”,
como serd visto no proximo exemplo, chegando a um padrao de convergéncia
similar.

Nota-se ainda que, apesar da segunda equacdo do sistema (2.138) ndo ser
necessaria para condigdes de contorno de Dirichlet ja4 que se esta interessado
apenas nos resultado em pontos do dominio, a avaliagdo da matriz H esta
implicita na eq. (2.137), visto que a base V tem que ser obtida de acordo com a eq.
(2.68) de modo a ser possivel determinar os termos da diagonal principal da
matriz U". Além disso, a comparagdo numérica do fluxo nodal equivalente,
mostrada nas Figura 5.9 e Figura 5.10, faz uso de todas as equagdes envolvidas no

problema.

(0,45, 0,88)

(0, 0,58
(0,86, 0,43)

(0,8,0,2)

0,24 / /0,29, 0,29)

(0,05,0,12) Fonte

0

> (070)

Figura 5.5 — Esquema da func¢éo k(z) e do contorno irregular com a fonte indicada


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

154

29 ]
28
27 Potencial u x 107
26
25
24 é ° ° AnalitiCO
] - -—- 15 elementos
23 ] — 38 elementos

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.6 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado

o o Analitico
1 ---- 15 elementos
4 1| —— 38 elementos \
0 0,2 0,4 0,6 0,8

Figura 5.7 — Fluxo na direc&o x ao longo do segmento de reta tracejado

10
] Fluxo ¢.x 10”
6
2
-2
-6
1l - Analitico
-10 | ---- 15 elementos
RVE | e 38 elementos
0 0,2 0.4 0,6 0,8

Figura 5.8 — Fluxo na diregcéo z ao longo do segmento de reta tracejado
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] h . 2
81 . Fluxo nodal equivalente x 10
6 P .

] . o o Analitico
4 / \ -a--=- 15 elementos

: J \\

] A s
24 ‘ a
] /-’/
0 ; [ 4 \\‘
:./ ‘\‘ .——-o\\‘
\ -8
-2 LT e T
T T T = T

2 4 6 8 10 12 14
Figura 5.9 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 15 elementos
4

Fluxo nodal equivalente x 10’

o o Analitico

- 38 elementos

5 10 15 20 25 30 35
Figura 5.10 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 38 elementos

Como o Me¢étodo Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno
considera condigdes de contorno de Neumann em termos de fluxos nodais
equivalentes obtidos por trabalhos virtuais, podem ser observadas discrepancias

entre os valores numérico e analitico do fluxo nodal equivalente sobre os nds de

canto, verificadas nas Figura 5.9 e Figura 5.10.

5.3.2.

Dominio irregular simplesmente conexo com variagao exponencial
da propriedade do material e condigées de contorno mistas

A Figura 5.11 mostra o mesmo exemplo anterior, exceto que, para a fonte

singular, o campo potencial resultante ¢ prescrito somente ao longo dos dois
primeiros lados do contorno irregular (iniciando na origem e seguindo no sentido
anti-hordrio), enquanto que o fluxo nodal equivalente a este campo potencial ¢

aplicado ao longo dos trés lados restantes (contorno pontilhado), simulando,

155
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assim, condi¢des de contorno mistas.

As Figura 5.12, Figura 5.13 e Figura 5.14 mostram o mesmo tipo de
resultados das Figura 5.6, Figura 5.7 e Figura 5.8, respectivamente, para uma
comparagdo da precisdo dos resultados. Embora quase imperceptiveis, os

resultados obtidos aqui sdo menos precisos.

14Z
(0,43, 1.).,.!.‘\(0,45, 0,88)

(0,05 8),

0,2

n—4------

0

Figura 5.11 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte indicada
29

28

27

26

25
24 4 o o Analitico

1 - -—- 15 elementos
— 38 elementos

23

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.12 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado

10
9
5
7
6
s ° - Analitico
1| ---- 15 elementos
4 1| —— 38 elementos
0 0,2 0,4 0,6 0,8

Figura 5.13 — Fluxo na diregédo x ao longo do segmento de reta tracejado
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10
] Fluxo ¢, x 10°
6
2
-2
-6
1| - - Analitico
-10 | ---- 15 elementos
RVE | e 38 elementos
0 0,2 0.4 0,6 0.8

Figura 5.14 — Fluxo na direc&o z ao longo do segmento de reta tracejado

5.3.3.
Cavidade irregular em dominio infinito com variagao exponencial da
propriedade do material

Neste exemplo, o mesmo recorte irregular ¢ considerado como uma
cavidade em um dominio infinito, para uma fonte singular aplicada no ponto
indicado na Figura 5.15 de coordenadas globais (0,5, 0,7), gerando um campo
potencial ¢* dado pelo produto das egs. (5.17) e (5.24), para um material com
k(z) variando exponencialmente, de acordo com o primeiro caso do item 5.1. Os

parametros do material sdo =0, f=18 e¢ k =5,0, para a coordenada de

referéncia Z =—0,05, como mostrado na Figura 5.15. As malhas de discretizagao,

iniciando na origem e seguindo, agora, no sentido horario, sdo as mesmas dos
exemplos anteriores com um total de 15 ou 38 elementos lineares com quase o
mesmo comprimento.

Tanto o potencial como os gradientes nas direcdes x e z, sdo avaliados ao
longo do segmento de reta externo tracejado (Figura 5.15) e mostrados nas Figura
5.16, Figura 5.17 e Figura 5.18, respectivamente, numa comparagdo com oS
valores analiticos. O sistema (3.25) e as eqgs. (3.21) e (2.15) sdo usados para se
obter os resultados numéricos.

As Figura 5.19 e Figura 5.20 mostram, para cada discretizacdo, o fluxo

nodal equivalente avaliado ao longo dos nés do contorno como o vetor p da eq.
(3.16). Os valores analiticos sao obtidos como o vetor p da eq. (2.133), para

fluxos normais ¢, correspondentes ao campo potencial ¢* aplicado, exatamente
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como nos exemplos anteriores, mas usando integragdo no sentido horério.

linhas verticais separam cada um dos cinco lados da cavidade recortada.

AZ .\&Oa35a 1’1)
1_

0
-0,05
Figura 5.15 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte indicada

11
10
9
8-
75 o o Analitico
- —-—- 15 elementos
6f — 38 elementos

0 01 02 03 04 05 06
Figura 5.16 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado

== Fluxo ¢, x 10"
0]
1_‘ o o Analitico
1 - ——- 15 elementos
1 — 38 elementos
22 s
3

0 o1 02 03 04 05 06
Figura 5.17 — Fluxo na direcéo x ao longo do segmento de reta tracejado
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Fluxo ¢, x 10"

2 - o o Analitico
- —-—- 15 elementos
— 38 elementos

T

0 01 02

Figura 5.18 — Fluxo na diregéo z ao longo do segmento de reta tracejado

03 04 05 06

A

i
/
i
, \ ’
\ ,
,
I
I
'
1

I

Fluxo nodal equivalente x 10™

o o Analitico
-a--s- 15 elementos

Figura 5.19 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 15 elementos

6 8 10 12 14

Fluxo nodal equivalente x 10’

o o Analitico
-—-— 38 elementos

T

5 10

Figura 5.20 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 38 elementos

15 20 25 30 35
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5.3.4.
Dominio irregular multiplamente conexo com variagao parabdlica da
propriedade do material

Neste exemplo, um recorte multiplamente conexo ¢ considerado, como
ilustrado na Figura 5.21, para uma fonte singular aplicada no ponto indicado de

coordenadas globais (0,48, 0,34), dentro da cavidade circular de raio igual a 0,14,

gerando um campo potencial ¢* dado pelo produto das egs. (5.30) e (5.35), para
um material com k(z) variando parabolicamente, de acordo com o segundo caso
do item 5.1. Os parametros do material s3o o =4,5 e k=50, para a coordenada

de referéncia Z =1,85, como mostrado na Figura 5.21. As malhas de

discretizagao iniciam no ponto (0,28, 0) e seguem no sentido anti-horario, com um
total de 47 ou 78 elementos lineares com quase 0 mesmo comprimento, nos quais
10 ou 20 elementos, respectivamente, aproximam a cavidade circular.

Tanto o potencial como os gradientes nas diregcdes x e z, sdo avaliados ao
longo do segmento de reta tracejado (Figura 5.21) e mostrados nas Figura 5.22,
Figura 5.23 e Figura 5.24, respectivamente, numa comparacdo com os valores
analiticos. E usada a superposicdo dos efeitos de um problema com dominio
simplesmente conexo e de um problema de cavidade em dominio infinito como
visto no item (3.4).

As Figura 525 e Figura 5.26 mostram, para cada discretizagdo, a
comparagdo dos valores numéricos do fluxo nodal equivalente avaliado ao longo
dos nos do contorno com os valores analiticos, como descrito nos exemplos
anteriores. Os resultados para a cavidade circular interna s3o dados como um

conjunto separado do lado direito das figuras.

117 (0,43, 1)
0071 (0,36, 0,93)
(0,48, 0,66)
0,43)
K2)
" s 15 028,00 (0,71,0)

Figura 5.21 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte indicada
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10 |
1 Potencial u x 10~
8 -
6
4] o o Analitico
1| ——-- 47 elementos
2 1| —— 78 elementos

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.22 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado

11 | \
] -1 !
10 Fluxo ¢, x 10 1 o o Analitico
1 ———- 47 elementos
8 _ —— 78 elementos
6 -
4
21

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.23 — Fluxo na diregéo x ao longo do segmento de reta tracejado

] Fluxo ¢, x 10"

-2
o o Analitico

-4 * ———- 47 elementos
1 — 78 elementos

-6

-8

-10 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.24 — Fluxo na direc&o z ao longo do segmento de reta tracejado
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i . -2 S
15 Fluxo nodal equivalente x 10 ¢ '8
1 L] L]
10| - - Analitico
]| -a--=- 47 elementos * !
5 s
J ¥
poea
0 de i\. e
: i‘ ,’ \ SBog »
‘-‘o / ° [ 4 se®
-5 ‘\n /‘ boeeet
\.\ V”
l'n
10 20 30 40

Figura 5.25 — Fluxo nodal equivalente para discretizagao com 47 elementos

81 Fluxo nodal equivalente x 10”

o o Analitico
== 78 elementos

| 20 40 60
Figura 5.26 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 78 elementos

5.3.5.
Dominio irregular multiplamente conexo com variagao
trigonométrica da propriedade do material

162

Neste exemplo, um recorte multiplamente conexo ¢ considerado, como

ilustrado na Figura 5.21, para uma fonte singular aplicada no ponto indicado de

coordenadas globais (0,7, 0,6), dentro da cavidade circular de raio igual a 0,1,

gerando um campo potencial ¢* dado pelo produto das egs. (5.39) e (5.44), para

um material com uma variagdo trigonométrica de k(z), de acordo com o terceiro

caso do item 5.1. Os pardmetros do material sio o =125, f=15¢ k=5, paraa

coordenada de referéncia Z =1,2, como mostrado na Figura 5.21. As malhas de

discretizacdo iniciam no ponto (0,2, 0) e seguem no sentido anti-horario, com um

total de 48 ou 76 eclementos lineares com aproximadamente o mesmo
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comprimento, nos quais 10 ou 16 elementos, respectivamente, aproximam a
cavidade circular.

Tanto o potencial como os gradientes nas diregdes x e z, sdo avaliados ao
longo do segmento de reta tracejado (Figura 5.21) e mostrados nas Figura 5.22,
Figura 5.23 e Figura 5.24, respectivamente, numa compara¢cdo com os valores
analiticos. E usada a superposi¢do dos efeitos de um problema com dominio
simplesmente conexo e de um problema de cavidade em dominio infinito como
visto no item (3.4).

As Figura 5.25 e Figura 5.26 mostram, para cada discretizacdo, a
comparacao dos valores numéricos do fluxo nodal equivalente avaliado ao longo
dos ndés do contorno com os valores analiticos, como descrito nos exemplos
anteriores. Os resultados para a cavidade circular interna s3o dados como um
conjunto separado do lado direito das figuras.

147 (0,04,0,67) 2043, 1)

(0,0,71) Fonte
g(o,% 0,6)
®
N (0,86, 0,43)

N\
(0,53, 0,43)
N\

A

0 KZ) (0,62, 0,05)w

4 14 (0.2,0) (0,63, 0)
Figura 5.27 — Esquema da funcao k(z) e do contorno irregular com a fonte indicada

Potencial u x 10

o o Analitico
———- 48 elementos
— 76 elementos

T T T T T

0 0,2 0,4 0,6 0,8
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Figura 5.28 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado

4
_ Fluxo ¢, x 10"
3
2
. « o Analitico
E ———- 48 elementos
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0 0,2 0,4 0,6 0,8
Figura 5.29 — Fluxo na dire¢céo x ao longo do segmento de reta tracejado
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Figura 5.30 — Fluxo na direcéo z ao longo do segmento de reta tracejado
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Figura 5.31 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 47 elementos

Fluxo nodal equivalente x 10°

o « Analitico
--—a 76 elementos

10 20 30 40 50 60 70
Figura 5.32 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 78 elementos

5.3.6.
Fluxo sob uma barragem

A Figura 5.33 ilustra um exemplo de fluxo de dgua sobre uma fundagio
impermeavel (Cheng [41]), para um solo com permeabilidade exponencial, de

acordo com o primeiro caso do item 5.1, cujos parametros sdo « =3,3478,
B=17 e k =1, para a coordenada de referéncia Z =0. Um caso homogéneo

com k=1 também ¢é analisado, para comparar como a solugdo analitica de
Polubarinova—Kochina [53]. Devido a simetria do problema, apenas metade do

dominio ¢ discretizado, com as seguintes condigdes de contorno:

¢=1 ao longo de BD, ¢ =0 ao longo de AC, (5.99)
a9 .
™ =0 ao longo de AB, CE e também DE, (5.100)
n

j& que o segmento DE estd distante o suficiente para truncar a solu¢do. Nesta
analise ndo foi utilizado nenhum elemento especial para tratar a singularidade do
ponto B. Como conseqiiéncia disto, 130 elementos lineares foram usados na
discretizagdo do contorno, com um refinamento da malha em torno da
singularidade, como mostrado no detalhe da Figura 5.33.

As Figura 5.34, Figura 5.35 e Figura 5.36 mostram os resultados numéricos
obtidos por esta formulagao para ambos os casos homogéneo e exponencial, tanto
do fluxo ao longo dos segmentos AC e BD, quanto do potencial ao longo da base

AB da fundagdo, em comparagao com os resultados da literatura.
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3 =2
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(-10, 0) (-0.5,0) (0,0) (0,5,0) X
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D X
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E C
5 —172 -} —078 -076 . —074 -072 0
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-0,05
-0,1
-0,15
-0,2

Figura 5.33 — Fluxo de agua sobre uma barragem e malha de elementos de contorno

0,0
I\A
0,2
N i
= -0,4—_
g - —— Homogéneo
= 1 (Polubarinova [53])
e i
51 '0’6‘_ ---- Exponencial (Cheng [42])
] o Homogéneo (SHBEM)
-0,8- s Exponencial SHBEM)
1 C
-1“-/ R
U-——r— 7 T T T T T e T T T T ] T T T T
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
Fluxo

Figura 5.34 — Fluxo ao longo do segmento AC
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6 -
] |—— Homogéneo
5] (Polubarinova [53]) o
1 |---- Exponencial (Cheng [42])
4 o Homogéneo (SHBEM)
1| =  Exponencial SHBEM) I
=

0;_]') T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T \
-1,0 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5
coordenada X
Figura 5.35 — Fluxo ao longo do segmento BD

1,0
o —— Homogéneo
1\ (Polubarinova [53])
0,87 . ---- Exponencial (Cheng [42])
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= 0,6 X = Exponencial (SHBEM)
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2 N
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1B \
1
0,0""I""I""I""I""
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,0
coordenada X

Figura 5.36 — Potencial ao longo da base AB da fundacao

5.3.7.
Conducao de calor transiente unidimensional em uma placa
quadrada com FGM

Neste exemplo considera-se uma placa quadrada de um material com
gradacdo funcional de condutividade térmica e calor especifico variando

exponencialmente na forma

k(z)=5¢" e c,(z)=1¢", (5.101)

como mostrado na Figura 5.37 [26], correspondendo a k=5, c,=le Z=0,de

acordo com a notagao introduzida no item 5.2. As condi¢des de contorno sao:
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#(X,0,t)=0, ¢(X,1,¢)=100, (5.102)
%(0, Z,1)=0 e a—‘b(l, Z,1)=0. (5.103)
an a1
E a condicao inicial é
#(X,Z,0)=0 em todo dominio. (5.104)

Este ¢ um problema de fluxo de calor transiente unidimensional, visto que tanto a
temperatura quanto a variagdo das propriedades do material ocorrem somente na
direcdo Z.

A estrutura ¢ modelada com 80 elementos lineares de mesmo comprimento
ao longo do contorno, apesar de haver um gradiente infinito ao longo do lado
Z =1 no instante 1 =0.

A Figura 5.38 mostra os resultados da temperatura ao longo do lado X =0;
que sdao os mesmos ao longo do lado X =1 e ao longo de qualquer segmento de
reta no dominio X =const., pois o problema ¢ unidimensional; para alguns

instantes de tempo, comparados com a solugao analitica dada pela série infinita

1— —2pz > . 2 2, 92) =
¢(X,Z,t)=10016v+ZCn sm(nizZ)e*ﬁZe*(” 7B e (5.105)
- n=l1
B
onde C = 200n72zc0s2(n72z)e
B +nm
Z)
1
¢ =100
= =
T T
& &
H H > ¢=00 >
0 20 00 0 1y

Figura 5.37 — Propriedades do material, esquema da estrutura e condi¢des de contorno
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] Analitico
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- °

B S

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
coordenada Z

Figura 5.38 — Potencial ao longo do lado X = 0 para alguns instantes de tempo

5.3.8.
Fluxo linear sobre um lado de uma placa quadrada com FGM

Neste exemplo considera-se a mesma placa do problema anterior, com as
mesmas propriedades do material e a mesma discretizacdo do contorno, mas agora

com as seguintes condi¢des de contorno:

#(X,0,¢)=1000X , (5.106)
k(Z)§—¢(O, Z,t)=-5000, k(Z)a—¢(l, Z,1)=5000 e (5.107)
1 a1
9¢
k(Z)%(X, 1,¢)=-15000X , (5.108)

como ilustrado na Figura 5.39. E adotada a condigio inicial de temperatura:

#(X,Z,0)=0 em todo dominio. (5.109)

A Figura 5.40 mostra os resultados da temperatura ao longo do lado X =1
para alguns instantes de tempo, comparados com os resultados encontrados por

Suthadhar el al [26].
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Figura 5.39 — Propriedades do material, esquema da estrutura e condi¢des de contorno

Sutradhar [26]
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800
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>
<
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400

200+

coordenada Z
Figura 5.40 — Potencial ao longo do lado X =1 para alguns instantes de tempo
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