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O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno
aplicado a problemas dependentes do tempo

Neste capitulo ¢ mostrada a formulagdo do Método Hibrido Simplificado
dos Elementos de Contorno no dominio do tempo. Depois ¢ encontrada uma
solugdo fundamental no dominio da freqiiéncia. E finalmente ¢ apresentada uma
metodologia que faz uma analise no tempo a partir da formulacdo dependente da

freqiiéncia.

4.1.
Equacoes basicas da elastodinamica e solugao fundamental

Introduzindo o efeito do tempo, na teoria apresentada no item 2.1, que se

deve a inércia do corpo elastico. Tenta-se encontrar um campo u,, correspondente

as tensoes o,

7

que satisfaca a equagdo diferencial de equilibrio dindmico
0,.,+b - pii,=0. 4.1)
A eq. (4.1) ¢é definida no dominio €2, para uma dada for¢a de massa b, e
uma densidade de massa p. Os indices i e j podem assumir os valores 1, 2 e 3,
correspondendo as coordenadas globais x, y e z, respectivamente. Um indice apos
uma virgula indica uma derivada na dire¢do correspondente. indices repetidos
representam a soma de trés termos (para o caso mais geral de problemas
tridimensionais). O ponto indica derivada no tempo.

O campo de deslocamentos deve satisfazer as condi¢des de contorno
u,=u, em I, (4.2)
Onde u; sdo os deslocamentos prescritos no contorno I',. Tem-se também
que o campo de tensdes o0, deve estar em equilibrio com as forgas #, prescritas no
contorno I' . Conseqiientemente

o;n, =t em I',. (4.3)

Encontrar uma solugdo que satisfaca exatamente as trés condi¢des impostas
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s0 ¢ possivel em alguns casos particulares. Com a intencao de incluir o efeito do
tempo supoe-se

u,=u,d (¢t) em T sendoque u, =iz, em T, (4.4)
que ¢ um campo de deslocamentos conhecido em todo o contorno em termos da

funcdo de interpolacdo u, , dados os parametros nodais dependentes do tempo

d (), onde n representa o grau de liberdade do modelo discretizado.
Supde-se também um outro campo de deslocamentos com seu campo de
tensdes correspondente, na forma:
u, =u; +u’ e (4.5)
0, =0, +0) em Q, (4.6)
para todo o dominio, de forma que o equilibrio dindmico imposto na eq. (4.1) seja

identicamente satisfeito.

A expressdo acima sugere que se possa adotar uma solugdo particular

arbitraria u/”, que corresponda ao campo 0/, que seja solugdo de

)

o, +b—pii’ =0 ¢ Q. (4.7)

J

Analogamente, pode-se encontrar uma solugdo homogénea u;,

1

correspondente ao campo de tensdes 0;. , que seja solugdo da equacdo
o, —pPi; =0 e Q. (4.8)
Esta solu¢do caracteriza uma solucao fundamental do tipo
u; =u, (0)p,(0) ¢ o} =0,,0)p,), (4.9)
obtida em termos de alguns pardmetros nodais p, (t) que variam no tempo. Como
conseqiiéncia, esta fungdo de interpolacao satisfaz a propriedade

Oijm>

pi, =0 e Q,. (4.10)
Entretanto, para um dominio Q, que envolva a for¢a concentrada p’ (¢),
Jo, (05, —piis, JaQ==6,,. (4.11)
O indice m corresponde ao grau de liberdade do modelo discretizado.
Conforme as hipdteses dadas, procuram-se os campos de deslocamentos u,
definido na eq. (4.4), u/, definido pela eq. (4.7), e u, , definido pelas eqgs. (4.8) e

(4.9), de forma que a eq. (4.3) seja melhor satisfeita.
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4.2,
Equilibrio de forgas nodais

Uma relag@o de equilibrio que envolva p* = p;, (t) da eq. (4.9) poderia ser

obtida como um dos itens do Método Hibrido dos Elementos de Contorno, o qual
tem hipoteses até aqui idénticas as consideradas neste capitulo. Porém, segundo
Chaves [20], ndo ¢ preciso langar mao do potencial de Hellinger-Reissner.

Considere o principio dos trabalhos virtuais aplicado num dado instante ¢,

[ 0,88, dQ= (b, - pii, )ou, dQ+ [ 1, 8u,dT, (4.12)
para um campo de deslocamentos arbitrario du; definido como

_1

de 2(8u[,j+8uj,i) em Q e (4.13)

g

ou,=0em T,. (4.14)
Substituindo o campo de deslocamentos e de tensdes dados pela eq. (4.5) e

(4.6), respectivamente, na eq. (4.12), de acordo com as eqgs. (4.7) e (4.8), e que

satisfaca a eq. (4.1), mas ndo atende a eq. (4.3), obtém-se
[ (o) +00)oe, d=| (b, - pii; - piif Jou, dQ@+ [ £,6u,dT,  (4.15)
Em virtude do campo de tensdes adotado, o tensor de tensdes € simétrico.

Levando em conta essa simetria e de acordo com a eq. (4.13), pode-se reescrever

o principio dos trabalhos virtuais da eq. (4.15) como
[ (o) +00 )ou,,,d@=[ (b, - pii; — piif Jou, dQ+ [ 1,5u,dT,  (4.16)

Integrando-se por partes o termo do lado esquerdo da equacdo acima e

aplicando o Teorema de Green resulta em

[ oym,ou,dr—{ (0., ~pii; Jou, dQ = [ ,8u,dT - [ o7m,du,dl  (4.17)
Promovendo-se a discretizagio numérica de o, como uma série de

solugdes fundamentais para foras p (¢) aplicadas no contorno, e de du, em

termos de fungdes de interpolagdo polinomial no contorno, de acordo com a eq.

(4.4), obtém-se

gm"l j¥"in im™~in Jjin

8d,\[ &1, A0+ 8, )p;, =8d, ([ 1, dT~[ onu, dT).  (@4.18)

que, para quaisquer valores de dd =06d, , resulta na equacao matricial de equilibrio

n?’

H'p =p-p’ (4.19)
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onde

H=H, :jra.* nu dTC+6, u, (4.20)

gm"l j%"in im~in
¢ uma matriz de transformacdo cinematica entre os deslocamentos nodais d ¢ os

deslocamentos nodais d” relacionados com as forgas singulares p°,
p=p, = tu,dr (4.21)

¢ um vetor de forgas nodais equivalentes, em termos energéticos, as forcas de

superficie ¢, para o campo de deslocamentos adotado no contorno, €

p’=p, =] ofnu,d (4.22)

Jjin
¢ um vetor de forgas nodais energeticamente equivalentes as forcas de massa b, .

A eq. (4.19), como ja mostrado, também aparece na formulacdo do Método
Hibrido dos Elementos de Contorno, que tem como base o potencial de Hellinger-
Reissner. Observa-se que a matriz definida na eq. (4.20) ¢ singular e deve ser
obtida em termos de valor principal de Cauchy, como soma da parte finita com o

termo descontinuo no local. Uma vez que esta singularidade so afeta os termos da
diagonal da matriz H (para p’(t) e d,(t) coincidentes no mesmo no), estes

termos podem ser obtidos indiretamente através de uma propriedade de
ortogonalidade.

Pensando a solucdo fundamental como uma soma de uma parte estatica e
uma parte dependente do tempo, propde-se a divisdo de H em duas matrizes, uma
dependente do tempo e outra nao:

H=H,+H(t), (4.23)
onde, H(f) é completamente determinada e H, corresponde a matriz da

formulagdo estatica. Portanto a seguinte propriedade de ortogonalidade ¢ valida:
H,W=0, (4.24)
onde W ¢ uma base, por conveniéncia normalizada, dos deslocamentos de corpo
rigido. Da mesma forma, a ortogonalidade da eq. (2.52) pode ser demonstrada
para as componentes do carregamento nodal equivalente da eq. (4.19) que

independem do tempo
W' (p, - p})=0. (4.25)

Isto quer dizer que embora a matriz H, seja singular, o sistema da eq.
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(4.19) ¢ consistente e tem solucdo Unica, mesmo quando particularizado para
problemas estaticos. Como conseqiiéncia da ortogonalidade em (4.24), deve haver

uma base normalizada V que atenda a
H,V=0. (4.206)
Desta forma, conforme as propriedades de ortogonalidade das eqs. (4.24) e

(4.26), as forcas singulares p, da eq. (4.19) satisfazem a

V'p; =0. 4.27)

4.3.
Compatibilidade de deslocamentos

Os deslocamentos no dominio de um corpo elédstico em equilibrio dindmico
podem ser descritos, de acordo com as egs. (4.5) e (4.9), como:

u,=u, p, +ul em Q, (4.28)

onde u, ¢ a solugdo fundamental dependente do tempo, em termos de

deslocamentos, correspondente as forgas singulares p, , ¢ u/ corresponde a uma
solucdo particular.

A eq. (4.28) ¢ valida para todo €2, como conseqiiéncia do campo de tensdes
considerado, para a eq. (4.4) satisfeita em todo o contorno I'. Contudo, ¢ possivel
forgar que essas duas hipoteses sejam satisfeitas nos pontos nodais, ou seja,

U'p =d-d’, (4.29)
considerando que U™ sdo deslocamentos da solu¢do fundamental medidos nos
pontos nodais e d” os da solugdo particular. A matriz U" =U, correspondente a
solugdo fundamental € simétrica por constru¢cdo. Como os termos que se referem a

deslocamento medido no mesmo ponto de aplicagdo da for¢a ndo podem ser
calculados diretamente, para que a eq. (4.29) tenha qualquer utilidade os valores
da diagonal principal de U® devem ser obtidos indiretamente através de
propriedades a ser definidas.

De fato, seguindo a hipdtese de uma solugdo fundamental dividida em duas
parcelas, pode-se dividir a matriz U em uma parte estatica e outra dependente do
tempo:

U =U;+U(¢), (4.30)
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na qual, U*(t) ¢ completamente determinada ¢ U, corresponde a matriz da

formulacao estatica.

A matriz U, nesta equagdo ¢ a mesma definida no item 2.5, com a mesma
forma de determinar os elementos de sua diagonal principal. Isto significa que se
faz necessario determinar a base ortonormal de forgas desequilibradas do sistema
interno V=V e a matriz de constantes C=C,, ambas do problema estatico,
para que a propriedade de ortogonalidade

(U;+We)v=0 (4.31)

determine os termos da diagonal principal de U, .

4.4.
Determinagao da matriz de rigidez

As eqgs. (4.29) e (4.19) definem a formulacdo do Método Hibrido

Simplificado dos Elementos com solu¢do fundamental dependente do tempo:
Up =d-d’
; ) (4.32)

H'p =p-p’

onde H' e U” s3o matrizes ndo-singulares.
Entdo, calculada a diagonal principal de U, obtém-se o valor de p* na
primeira equacao do sistema (4.32) e substitui-se o resultado na segunda equagao

obtendo:
p-p’=H'(U")"([a-a"), (433)
onde
K=H"(U")" (4.34)
¢ uma matriz de rigidez.

Como foi apresentado, o Método Hibrido Simplificado dos Elementos de
Contorno nao ¢ desenvolvido em uma base variacional. Por este motivo, a matriz
de rigidez nao ¢é necessariamente simétrica. Observa-se, entretanto, que quando ha
o aumento da discretiza¢do a matriz tende a ser simétrica.

Esta falta de simetria da matriz de rigidez K da eq. (4.34) esta dentro da
tolerancia dos erros cometidos em virtude da discretizagdo, conforme se verifica

numericamente. Além disso, o termo estdtico K, implicito em K ¢é, por
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construgdo, ortogonal a movimentos de corpo rigido. Todavia, devido a
metodologia empregada na solugcdo de problemas dindmicos (que serd mostrada
mais a frente), esta matriz de rigidez precisa ser simetrizada, o que ndo se aplica a
discretizagdes grosseiras da malha de elementos de contorno. Supde-se portanto

que, ao invés da expressao (4.34), pode-se usar

K:%[HT(U*)I +(U*)"H] : (4.35)

4.5.
Formulagao no dominio da freqiiéncia

A fim de elaborar uma formulagdo dependente da freqiiéncia, adotam-se os
campos u, da eq. (4.4) e u; da eq. (4.9), como o produto de fungdes dependentes

do tempo e das variaveis espaciais, para um dado valor de freqiiéncia ® (uma

constante de separagdo), o que resulta em:

u,=u,d (o) z(t,0) em T, (4.36)
u =u, (o)p. (o) 7(t,0) e (4.37)
o, =0,,(0)p,(®)7(t0) em Q. (4.38)

Esta formulagdo leva a determinacdo de uma solu¢ao fundamental que, por
defini¢do, satisfaz a equagdo de equilibrio dindmico da eq. (4.8), para 7(¢,w)
definido de tal forma que

2
Ilte) g(t’;(”) ——0’7(1,0). (4.39)

Apos a separagdo de varidveis e para uma dada freqiiéncia circular ® a eq
(4.8) torna-se:

Oy T O’ pu;, =0 ¢ Q. (4.40)

J im
que em termos de deslocamentos se expressa:

(clz—czz)u* Ao u;, o u, =0 (4.41)

Jm? ji im? jj

onde c, :\/2G(l—v)/ p(1-2v) ¢é a velocidade de propagacio de uma onda

irrotacional € ¢, =4G/p ¢é a velocidade de propagagdo de uma onda de

cisalhamento no meio elastico.

A solucdo da equacdo diferencial acima ja é conhecida na literatura ([21],
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[22], [23], [24] e [33]). Para problemas bidimensionais, por exemplo, a solucao ¢
uma combinacdo linear das equacgdes de Bessel de ordem zero de primeiro e
segundo tipo:

2
u = _k_lzq)l+(1)2_ 22 00, d99, - 12 00, d99, o, |5 (442)
ks ri\ dr  dr riy\ dr  dr

onde k, =w/c,, k,=0/c,,

_ Lz i * _
q>l_ﬁ{5Yo(klr) {ln[2j+7+2(3_4v)} Jo(klr)} e (443)

L LAV P Y _ -
@2_2”G{2Y0(k2 ) {ln(2]+7+2(3_4v)} 3, (k, )}. (4.44)

Nas eqs. (4.43) e (4.44), J, e Y, sdo fungdes de Bessel de ordem zero do
primeiro e segundo tipo, respectivamente e » ¢ a distdncia entre o ponto m € o
ponto de aplicagio da fonte singular p, .

Uma imposi¢do conhecida como condi¢do de radiacdo de Sommerfeld diz
que a velocidade proveniente da solugdo fundamental deve tender a zero (i, —0)

no infinito.

Isso forga que a solugdo seja expressa como uma funcao complexa. Segundo
Dumont & Oliveira [21], essa necessidade so existe no Método dos Elementos de
Contorno convencional, onde ndo ¢ considerado o balanco de forgas
adequadamente. Esta formulacdo simplificada baseia-se nas mesmas
consideragdes da formulacdo hibrida, que ¢ variacionalmente consistente, o que
garante o equilibrio das for¢as em regides finitas e que elas se dissipem no
infinito. Além disso, observa-se que as funcdes de Bessel, juntamente com as suas
derivadas, tendem a zero com o aumento de seu argumento, o que satisfaz
automaticamente a condi¢do de Sommerfeld. Sendo assim, nesta formulacao
trabalha-se exclusivamente com variaveis reais, o que elimina os inconvenientes
da formulacdo complexa. (Nada impede a utilizacdo de uma solugdo fundamental
complexa na formulacdo hibrida [34]). Em todo caso, este ¢ um tema polémico,

que ainda esta por ser investigado em profundidade.

Separando a solugdo fundamental em dois termos, pode-se expressar u,, (0)

daeq.(437)e O';.m (m) da eq. (4.38), da seguinte forma:
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(0)«0,,(0)+0;, (), (4.45)

ijm

(0) e o

ijm

u; (©)—u; (0)+u

im im

onde, u; (®) e O (®) correspondem a solugio do problema estatico, enquanto

ijm

que os termos u], (0) e O (co), que ndo apresentam singularidade, correspondem

ijm
a parcela da solugdo fundamental dependente da freqiiéncia.
De acordo com as eqgs. (4.36) a (4.39), o sistema (4.32), para um dado valor
de freqiiéncia m, torna-se:
{U* (0)p*(0)r(t,0)=d(0)z(t,0)-d" (t,o) (4.46)
H' (0)p"(0)7(,0)=p(.0)-p" (o)

onde d’(t,0), p(t,0) e p’(t,®) sdo componentes harménicos dependentes do

tempo pertencentes aos vetores d”, p e p” respectivamente.
Em conseqiiéncia da forma da solugdo fundamental considerada na eq.
(4.45), pode-se escrever as matrizes U” ¢ H formalmente como sendo:
U'(0)=U;+U; e H(w)=H,+H, (4.47)
Nas eqgs. (4.46) e (4.47), os termos que dependem de ® sdo ndo-singulares e
os que possuem subscrito (0) correspondem a formulacdo estatica. Além disso, os
termos da diagonal de U, podem ser calculados através da propriedade de
ortogonalidade da eq. (4.31), que afeta exclusivamente a formulacdo estatica.
Entdo, para um carregamento periddico, aplicado com uma dada freqiiéncia
o, a resposta estacionaria da estrutura ¢ obtida a partir do sistema
{U*(w)p*(w)= d(w)-d; (449)
H'(0)p"(0)=p, -p.,

4.51.
Solugao fundamental para equagoes diferenciais hiperbdlicas e
parabdlicas

A propagagdo de uma grandeza potencial ¢ em um meio isotropico
homogéneo ¢ governada pela equacdo diferencial hiperbdlica linear da onda

(equacdo de Helmholtz da acustica, por exemplo):

_19%
b= c? 9t?

(4.49)

onde, ¢’ =k/p ¢ a velocidade de propagacio da grandeza para a densidade p e a
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constante £ do meio. Nesta equagdo o potencial ¢ ¢ fun¢do da posi¢do e do tempo.

Supondo que ¢ pode ser expresso como uma fun¢do harmdnica, segundo a
eq. (4.37), onde a propriedade da eq. (4.39) ¢ valida, pode-se escrever a eq. (4.49)
na forma:

¢ =—k’0", (4.50)

onde k = w/c é o namero de onda.

As solucdes fundamentais da eq. (4.50) para problemas tridimensionais e
bidimensionais valem:

_G sen(l;r)_l_ C, cos(l?r) .

r r

?, (4.51)

o, =C 1, kr)+C, Y, (kr), (4.52)
respectivamente. Onde J, e Y, sdo fung¢des de Bessel de ordem zero do primeiro
e segundo tipo, respectivamente, e » € a distancia entre o ponto m e o ponto de
aplicagdo da fonte singular p . As constantes C, e C, devem ser obtidas de
modo que a solu¢do fundamental corresponda a uma fonte unitaria concentrada

aplicada em » =0, sem levar em conta o valor de k , e recaia na solucdo estatica
quando a freqiiéncia for nula (@=0), sendo possivel separar a solugdo
dependente da freqiiéncia da solugdo estatica. Entdo, as eqs (4.51) e (4.52) podem

ser reescritas na forma:

o, =—4ﬂ+k+ﬁ[l—cos(l;r)] e (4.53)
¢;:,=-1;7<;j+ﬁ{m[gj+y}o@r)_gyo(;r)ﬂn@)}, st

respectivamente, onde se separa explicitamente o termo dependente da freqiiéncia
do termo da solugdo estatica (¢ a constante de Euler).
A solugdo fundamental de uma equacdo diferencial do tipo parabolica

(equagdo da difusdo térmica, por exemplo):

109
= 4.55
Pu="% (4.53)

onde ¢ :k/ ¢, ¢ a difusividade térmica do meio para o calor especifico ¢, ¢ a

condutividade térmica k£ do meio, ¢ a mesma das eqs (4.53) e (4.54). Entretanto,
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deve-se observar que para este tipo de problema a condi¢do da eq. (4.39) ¢

reescrita na forma:

07(t,0)

Y —07(t,0) (4.56)

e constante de separagdo (nimero de onda) ¢ dada por k = Jo/c.

4.5.2.
Exemplos

Alguns exemplos académicos serdo mostrados a seguir para validar a
exatiddo e convergéncia deste método proposto. Todos os exemplos sdo do tipo
“patch test”. O contorno escolhido da estrutura ou cavidade ¢ bastante irregular
com bordos salientes. Além disso, os campos aplicados representam,
relativamente grandes gradientes, desta forma configurando testes rigorosos para a

formulagao.

45.2.1.
Dominio irregular simplesmente conexo submetido a um campo
potencial

A Figura 4.1 apresenta um dominio irregular simplesmente conexo

submetido a um campo potencial originado por uma fonte aplicada no ponto
indicado. Para um ntimero de onda & =0.0379382, aplica-se, primeiramente, um
campo dado pela fungdo Y, (l; r), para simular condi¢des de contorno de Dirichlet,

resolve-se o sistema (4.48) e avaliam-se alguns resultados em pontos internos ao
longo dos segmentos de reta indicados, mostrados nas Figura 4.2, Figura 4.3 ¢

Figura 4.4. Num segundo exemplo, repetem-se todas as avaliagdes anteriores dos
resultados, mas agora para um campo potencial dado por J 0(1; r), que ¢
polinomial, com os resultados mostrados nas Figura 4.5, Figura 4.6 e Figura 4.7.
Em ambos os casos, a discretizagdo do contorno foi feita de modo a se terde 2 a 6

elementos em cada lado do contorno irregular (iniciando na origem e seguindo no

sentido anti-horario), para teste da convergéncia.
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Figura 4.1 — Esquema do corpo de contorno irregular com a fonte indicada
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Figura 4.2 — Potencial ao longo do segmentos de reta indicados na Figura 4.1
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Figura 4.3 — Fluxo na diregédo x ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1
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Figura 4.4 — Fluxo na dire¢éo y ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1
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Figura 4.5 — Potencial ao longo do segmentos de reta indicados na Figura 4.1
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Figura 4.6 — Fluxo na dire¢&do x ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1
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Amplitude do Gradiente q, sobre o SR1
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Figura 4.7 — Fluxo na direg&o y ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1

45.2.2.
Cavidade irregular em dominio infinito submetido a um campo
potencial

A Figura 4.8 mostra uma cavidade irregular em um dominio infinito

submetido a um campo potencial originado por uma fonte aplicada no ponto

indicado. Para um nimero de onda k =0.0379382, aplica-se, um campo dado

pela fun¢do
p=2m(&/2)+ 7)1, (6r)-7v, &) (4.57)

para simular condi¢des de contorno de Dirichlet, resolve-se o sistema (4.48) e
avalia alguns resultados em pontos internos ao longo dos segmentos de reta
indicados, mostrados nas Figura 4.10, Figura 4.10 e Figura 4.11. Num segundo
exemplo, repetem-se todas as avaliagdes anteriores dos resultados, mas agora para

um campo potencial com um namero de onda cinco vezes maior

k =5x0.0379382, com os resultados mostrados nas Figura 4.12, Figura 4.13 ¢
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Figura 4.14. Novamente, em ambos os casos, a discretizacdo do contorno foi feita
de modo a se ter de 2 a 6 elementos em cada lado do contorno da cavidade

(iniciando na origem e seguindo no sentido horario), para teste da convergéncia.

354 (15, 35)
30
(23, 25) (51, 25)
25+ X SR1 °
207 1(0, 20)
(Fonte
154 (] 30, 15)
104 (10, 10), ¢ SR2 (38,5_, 10)
(10,5, 10)

5,
o] &0, 0) .

0 10 20 30 40 50

Figura 4.8 — Esquema da cavidade de contorno irregular com a fonte indicada

Amplitude do Potencial sobre o SR1
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10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
Figura 4.9 — Potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura 4.8
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Amplitude do Gradiente q, sobre o SR1
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Figura 4.10 — Fluxo na dire¢&do x ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8

Amplitude do Gradiente q, sobre o SR1
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Figura 4.11 — Fluxo na dire¢édo y ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8
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Figura 4.12 — Potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura 4.8

Amplitude do Gradiente q, sobre o SR1
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Figura 4.13 — Fluxo na dire¢&do x ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8
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Amplitude do Gradiente q, sobre o SR1
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0,02 -+ — 6 elementos
0,01

0 \

-0,01
-0,02 —
-0,03 T T T T T T .

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
Figura 4.14 — Fluxo na diregéo y ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8

4.5.2.3.
Corpo elastico com contorno irregular submetido a um campo de
deslocamentos

A Figura 4.15 apresenta um corpo eldstico irregular submetido a um campo

de deslocamentos u, originado por uma forca unitaria aplicada na direcdo x no
ponto indicado. O mddulo de elasticidade transversal, o coeficiente de Poisson e a
densidade do material valem, respectivamente: G =9640 KN/cm”, v=0.30 e
p=1.0 Kg/cm3 .

Para uma freqiiéncia ®=0.05, aplica-se, um campo de deslocamentos de
acordo com a eq. (4.42), para simular condi¢des de contorno de Dirichlet, resolve-
se o sistema (4.48) e avalia alguns resultados em pontos internos ao longo dos
segmentos de reta indicados. Esses resultados estdo mostrados nas Figura 4.16,
Figura 4.17, Figura 4.18, Figura 4.19 e Figura 4.20.

As Figura 4.21 e Figura 4.22 mostram, para cada discretizagdo, o

carregamento nodal equivalente avaliado ao longo dos nos do contorno como o
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vetor p da eq. (4.33). Os valores analiticos sdo obtidos como o vetor p da eq.

(4.21), para forgas no contorno ¢, correspondentes ao campo de deslocamentos u,

aplicado. As linhas verticais separam cada um dos cinco lados do dominio
recortado.

A discretizagdo do contorno foi feita com 24, 44 ¢ 73 elementos lineares, de
mesmo comprimento, (iniciando na origem e seguindo no sentido anti-horario),

para teste da convergéncia.

354e—p (15,35)

] \

30

Forca
Singular

25

20-

157 7
(30,15)

, (15,12),
10-

0 5 10 15 20 25 30
Figura 4.15 — Esquema da estrutura de contorno irregular com a forga singular indicada
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Figura 4.16 — Amplitude do deslocamento na direcdo x sobre os segmentos de reta

indicados na Figura 4.15
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Figura 4.17 — Amplitude do deslocamento na dire¢édo y sobre os segmentos de reta

indicados na Figura 4.15
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Figura 4.18 — Amplitude da tens&o O, sobre os segmentos de reta da Figura 4.15
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Figura 4.19 — Amplitude da tenséo o, sobre os segmentos de reta da Figura 4.15
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Figura 4.20 — Amplitude da tensao 7, sobre os segmentos de reta da Figura 4.15
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Figura 4.21 — Carregamento nodal equivalente na diregdo x para as trés discretizagbes
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Figura 4.22 — Carregamento nodal equivalente na direcdo y para as trés discretizacdes
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Como o M¢étodo Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno
considera condi¢gdes de contorno de Neumann em termos de carregamento nodal
equivalente obtido por trabalhos virtuais, podem ser observadas discrepancias
entre os valores numérico e analitico do carregamento nodal equivalente sobre os

nos de canto e vizinhanga, como nas Figura 4.21 e Figura 4.22.

4.6.
Analise transiente a partir da formulagao no dominio da frequéncia

A formulacdo apresentada no item 4.5 baseia-se na existéncia de uma
solu¢do fundamental, introduzida pelas eqs. (4.37) e (4.38), que por definicao
satisfaz a eq. (4.40) para uma dada freqiiéncia circular ®. Entretanto, ao invés de
formular o problema para um dado valor de freqiiéncia circular, pode-se expressar
a solucao fundamental como uma série infinita de freqiiéncias. Por exemplo,
expandindo a eq. (4.54) em série de ® resulta em

. () +[r2p(1n(r)_1)}m2 +[r4p2(3—2 1n(r))}m4 .

O = 27k Sk’ 2567k’

{,m P’ (6 In(r)-1 1)}06 +[r8,04(25 ~12In(r))

o +0(w'"). 4.58
27648k’ 3538944 k> } ( ) ( )

Conseqiientemente, as matrizes H ¢ U™ do sistema (4.48), bem como a
matriz de rigidez K, sdo também definidas em termos de séries de freqiiéncias

para um nimero # arbitrario de termos, na forma:

H:Zn:m”Hi, U*:Zn:mZiUf e K:K0+Zn:co2iMi (4.59)

i=0 i=0 i=1

onde, K, ¢ a matriz de rigidez do problema estatico e os outros termos da
expansao de K, que nao apresentam singularidade na integral, sao aqui chamados
de matrizes de massa generalizada M.

Para obter a matriz de rigidez K como uma expansdo em série de

freqiiéncias, a partir da eq. (4.34), é necessario calcular a inversa de U" também

como série de freqiiéncias.
Uma vez que as matrizes U, de U" ndo sdo singulares pode-se obter sua

inversa de forma trivial, ja que, para um ntimero » arbitrario de termos
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(U)' =Y 0¥X, +0(w>™), (4.60)

i=0

onde a primeira matriz da série ¢ obtida invertendo-se diretamente a matriz U, do

problema estatico

« -1
X, =(U;)", (4.61)
e as matrizes seguintes sdo obtidas de acordo com a férmula de recorréncia:

X, ==X Y U'X_,, i=12,..,n. (4.62)
j=1
Finalmente, expressa-se a matriz de rigidez K, de acordo com a eq. (4.34),
como uma série de freqiiéncias, como:

K=H'(U)' =30’ YH'X, . (4.63)
2. 2,

i=0

Deve-se, ainda, considerar a simetrizacdo da matriz de rigidez, entdo:

K :%(KO +Kg)+i%21(Mi +M7). (4.64)

Uma vez obtida a matriz de rigidez K em série de freqiiéncias deve-se

procurar uma metodologia para obter a solucao do problema novamente no tempo.

De acordo com a defini¢do da fungdo 7(f,) na eq. (4.39), dependente do

tempo, pode-se compor um vetor d de deslocamentos onde se procura uma série
de Fourier:

d=d()=Yd (0, (4.65)

J=—o0

onde, , =27 /T é a freqiiéncia definida em fun¢do do niimero j em um intervalo
de tempo T = ¢;- 1.

Na formulagdo dependente da freqiiéncia, dado um vetor de forgas p(¢)
dependente do tempo atuando em um corpo eldstico, o comportamento da
estrutura sem amortecimento pode ser modelado como

i[Ko—imifM,-j(aj—aﬁh(z,wj>:p<f>—pb<f>. (4.6

J=—oo i=1

Nesta equacdo expressa-se K, como a matriz de rigidez do problema
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estatico. Os demais termos na série de K vistos na eq. (4.63) sdo aqui chamados

matrizes de massa generalizada M,, (Dumont e de Oliveira [22]). A matriz M,

corresponde exatamente a matriz de massa obtida na formulagdo classica de
dinmica, onde a série ¢ truncada para termos maiores que . Convém observar
que, conforme proposto por Przemieniecki [36] para problemas de vibracao livre,
o desenvolvimento de K segundo a equagdo eq. (4.63) da origem a uma matriz de
rigidez e outra de massa, ambas dependentes da freqiiéncia. Na formulagao
presente, chama-se, de maneira conceitualmente indevida, matriz de rigidez
apenas ao termo K.

Os vetores d; sdo as incognitas do problema, determinados como fungéo

dos carregamentos nodais equivalentes p(t) aplicados, bem como velocidades e

deslocamentos nodais iniciais. O nimero de termos n da série € arbitrario.

De acordo com Dumont e de Oliveira [22], a vantagem de uma formulagao
que utiliza série de freqiiéncias ¢ a maior precisdo no céalculo da equagdo
diferencial de equilibrio do corpo elastico.

De acordo com a eq. (4.65), pode-se expressar a eq. (4.66) alternativamente

como:

2i

[Ko—i(—l)fM,.Fj(a—a%p(r)—pb(r) @67)
que ¢ um sistema acoplado, com equagdes diferenciais de movimento de alta
ordem que faz uso das matrizes obtidas na formulacao dependente da freqiiéncia.

Deve-se, agora, procurar uma solucdo para a eq. (4.67). Para comegar, ¢
preciso resolver um problema ndo-linear de autovalores relacionados com a
equagao (4.66), que pode ser escrito como

K,®-> M,0Q* =0 (4.68)

i=1

que, para n = 3, por exemplo, resultaria em

(K,-0™M, -0*M, —0’M, )d =0 (4.69)

Este problema nao-linear de autovalores ¢ dificil de resolver, uma vez que a
convergéncia numérica ndo ¢ facilmente garantida. Admitindo-se que se pode
resolver esse problema adequadamente, observa-se que sua solucdo & parte da

solucao de um problema maior (expandido),
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K, 0 0 0 @ @ @
00 01 0,n-1
0 M, M, M, ® ® ®
10 1 Ln-1
0 M, M, 0 : . : -
i 0 Mn 0 0 | (I)n—],() (I)n—],l (I)n—l,n—l
M, M, M, .. M, | o ® o o o 0
M. M .0 00 o - 0,n-1
Mz 53 o <I> <I> N <I>1;,H 0 @ . 0 || (470)
_Mn 0 0 0 | q)n—l 0 (I)n—l,l q)n—l,n—l 0 0 e Q,zlfl

onde

O, =0, Q=0 c ®, =0, Q% comi=1...n-1e j=0,....n-1 (471)

Os autovalores e autovetores do sistema expandido das egs. (4.70) e (4.71)

sdo em geral complexos. Entretanto, para uma aplicagdo pratica, ¢ requerida

apenas a avaliacao dos subconjuntos reais de ® e Q.

Sendo o problema de autovalor expresso através da eq. (4.70) linear em Qi ,

os autovetores correspondentes constituem uma base ortogonal, porém ainda nao

ortonormal. Pode-se aplicar o seguinte critério de normalizacdo para estes

autovetores:
cDoTo chTo CD:—IO Mo M, M, M. D, o, Dy,
T T v (M My 0 @ @, (4.72)
(D-01 (D.n Qn.—l,l M, 0 :10 :11 1:,n71 -1 :
q)g,n—l (I)Irl—l o (I):—l,n—l M 0 0 . 0 q)n—l,O (Dn—l,l T q)n—l,n—l

n

Calculando a submatriz (0,0) do sistema acima e levando em conta a eq.

(4.71), segue que ®,, =P ¢ uma base ortonormal somente se

D0V O™ 0Q* 7 =1 (4.73)

i1 j=i
A expressdo acima, quando n = 3, vale
O'M®P+Q O M, ®+Q'®P"M D+
O'M,0Q° +Q°® M, 0Q% + "M, 0Q* =1 (4.74)
Deve-se trabalhar com ® de forma que a equacdo acima seja verdadeira.

Considerando ® como sendo os autovetores ndo-normalizados que satisfazem as
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eq. (4.68) e (4.70) pode-se normaliza-los a partir da matriz diagonal A
®=PA (4.75)

Substituindo-se essa equacao em (4.73) obtém-se

1
n n . o~ ~ X 75
A:(ZZQZH'@TM jtpszz'-zj : (4.76)

i=l j=i

Além disso, ja que a eq. (4.72) normaliza os autovetores em relagdo a massa
do sistema expandido, pré-multiplicando-se a eq. (4.70) pela base transposta de

autovetores do sistema aumentado resulta em um conjunto de equacdes

desacopladas em Qi. Levando em conta a eq. (4.73), o subconjunto de equagdes

relacionado com o subscrito 0, o inico de interesse, resulta em

n-l n—i
[(I)TKO(I) +> ) Q¥0'™ ,, 0QY J =Q°. (4.77)

i=l j=1

que, para n = 3, se escreve
(@K, 0+Q°0™M,0Q” + Q’0'M,0Q* +Q'® M, 0Q’ )-
(@"™M,0+Q°0"M,0+Q‘D"M,® +

O"M,DQ’ + Q°0 M, DQ* + O "M, 0Q* Q> =0. (4.78)

Em virtude da ortogonalidade fica, para n = 3,

(@K, @+ Q°0"M,0Q° + Q°® "M, 0Q" + Q'®'M,0Q’)=Q>.  (4.79)

4.6.1.
Técnica de superposi¢cao modal

Independentemente da forma do vetor de deslocamentos d(¢)—d”(¢) na eq

(4.67), pode-se introduzir um conjunto auxiliar de vetores de deslocamentos

d(l.)(t), nos quais o subscrito entre parénteses indica que eles constituem um

conjunto diferente dos apresentados nas eqs (4.65) e (4.66), tal que

[azi(d—db)

> com i=1,..,n—-1 (4.80)

d,=(-1)

Assim, a eq. (4.67) pode ser reescrita na forma
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'K, 0 0 0 |[d-a’
0 M2 M3 n d(l)
0 M, M, 0 [ dy (+
0 M, 0 0 || d,.,
_Ml M, M, Mn_ d-d’ p-p’
M, M, 0 || dy 0
M, .o 0 [dy =y 0 ¢, (4.81)
M, 0 0 0 ||d,., 0

sendo os pontos derivadas em relagdo ao tempo.

Agora, a partir da eq. (4.80), aproximam-se os deslocamentos d(¢) e d(i)(t),

dependentes do tempo, através de uma soma finita de termos que resultam do
produto dos modos da primeira coluna dos autovetores do sistema e das

amplitudes n=n(¢), vetor que passa a ser a incognita do problema:

d-da’ @
d o0’
Ol=e T ) (4.82)
2n-2
di [019)
De acordo com isso, a equagdo (4.81) se torna
'K, 0 0 .. 0]
()
0O M, M, -- M, 5
[0 19) .
0 M, M, - 0 : (11—11 )+
: : : .o -
0 M, 0 - 0
™M, M, M
Ml M2 3 0 1)) p_pb
, s e ,
- P Ginip)=] © 4.83
M, P e o |0 Ha-i)=] (4.83)
: : : ' : (I)an_z 0
M, 0 0 0 |

. , g ~ T
Finalmente, pré-multiplicando esta equagdo por ®@,,, levando em conta a eq.

(4.71) e considerando que os autovetores sdo normalizados de acordo com

equacdo (4.73), de tal forma que a eq. (4.77) seja satisfeita, chega-se a uma
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expressao, para a submatriz (0,0), dada por:
Q*(n-n'J+ii-it’ =@ (p-p’). (4.84)
Esta equagdo constitui um sistema desacoplado, com tantas equagdes
diferenciais de segunda ordem no tempo quanto o numero de autovalores que esta
sendo considerado, e pode ser integrada por qualquer procedimento conhecido.
Esta equacdo ¢ equivalente a

n 2i
an+ﬁ:(I)T[(p—pb)+(Ko—Z(—l)iMi aat”}db}' (4.85)

4.6.2.
Consideragao de condigées iniciais nao-homogéneas

Para problemas em que as condigdes iniciais ndo sao homogéneas, precisa-
se expressar N(t=17,) e N(t=¢,) em fungdo de d(r=¢,) e d(t=¢,). Para isso,
deve-se resolver o sistema geralmente retangular da eq. (4.82), levando em conta

valores desconhecidos de 1. Pré-multiplicando a matriz de rigidez aumentada da

eq. (4.81) na eq. (4.82), depois pré-multiplicando-se o resultado por Q") obtém-

SE:
'K, 0 0 0 | q
0 M, M, - M|,
(@7 Q" .. @"0T)| 0 M, M, 0 Vl=0M, (4.86)
NI
(o M, 0 - o |U"

j& que os autovetores satisfazem a eq. (4.77). Fazendo os produtos matriciais e

considerando a eq. (4.80) obtém-se

n—1 n—i ) 2j
N=Q @K d+ Zl“m-zqu(— 1)’M,,, %

J=1

(4.87)

Contudo, esta equagdo so ¢ aplicada se os deslocamentos d e suas derivadas
até a ordem 2n—1 forem conhecidos no inicio do intervalo. Em geral apenas os
deslocamentos e velocidades (e ndo suas derivadas) sdo conhecidos no inicio do
intervalo. Por isso deve-se encontrar uma expressao alternativa.

Substituindo os valores de d(l.)(t) da eq. (4.82) na eq. (4.86), obtém-se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

120

K, 0 0o ... 0
()]
0 M, M, - M, OQ?>
<q)T Q2pT ... QZ"—2(I)T> M, M, - 0 : n=Qn. (4.88)

: : oo cI)Q.Z”*Z

10 M, 0 - 0|

Realizando as operag¢des matriciais, chega-se a
oK @h=0"K,d (4.89)

uma vez que de acordo com a eq. (4.77) os produtos matriciais que envolvem n
simplificam para o termo entre colchetes. Conclui-se que, sem nenhuma hipotese
suplementar, se a eq. (4.82) ¢ valida, entdo

n=lo"k @] oK, d (4.90)
também ¢ valida e, conseqiientemente,

nt=1,)=[0"K,®' ® 'K dlr=1,) ¢ 4.91)

We=1,)=0" K0 oK dl=1,). (4.92)
Estas s3o as relagoes desejadas para expressar as condig¢des iniciais nodais de um

problema transiente.

4.6.3.
Avaliacao de resultados em pontos do dominio

O campo de deslocamentos em todo o dominio ¢ dado pela eq. (4.9), que em
termos de freqiiéncia vale
u; =u;,(0)p, (@) 7t0) ou u = o’ulp, (o) w). (4.93)
J=0

Sendo u, () uma fungdo conhecida, resta calcular o produto p’ (o)z(t,®).

Sabe-se que, da primeira equagdo do sistema (4.32), p* = p.(0)z(t,0) ¢

dado por

1

p' =(U")"d. (4.94)

onde a inversa de U” ¢é definida na expressio (4.60) ¢ d é definido na eq. (4.82).

Substituindo-se essas duas defini¢des na equacdo acima resulta em:

p’ {z@zkuz‘qum. (4.95)

k=0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

121

Assim, tem-se genericamente que

p =@ (4.96)
De onde se supde que
> :(zmzfuj“jm, (4.97)
i=0
ou, para n=3
O =U, ©+U; ®Q>+U; ®Q*+U; ®Q°. (4.98)

Substituindo a expressdo de p~ da eq. (4.95) na eq (4.93) chega-se a uma
expressdo para avaliagdo de resultados em pontos internos

v =13 S w0 ) oo by (4.99)
i {Z[z i ( J k) } }

j=0_k=0
ou, para n=3
ES £ .,*1 £ vil ES .,*1 3 *71 * *71 ES .,*1
u, =[u? U; q>+(u? U, +u,'U; )q>92+(u? U, +u'U; +u'U; )q>94+

+ (u?*Uj‘1 +ul'UL U +u§*U:;‘1)<1>96] n. (4.100)

4.6.4.
Exemplos

4.6.4.1.
Carregamento senoidal aplicado ao recorte irregular de um elemento
de trelica 1

Como um exemplo académico simples, considera-se uma elemento de
trelica elastica de dimensdes 30 x 35 x 1 (elemento tracejado), mostrado na Figura

4.23, submetido a uma carga pulsante de intensidade total P(t)=10sen(1.35w0,¢),
onde o, =0.048 ¢ a primeira freqiiéncia natural da trelica. Um recorte irregular é

feito no elemento de trelica e na seqiiéncia submetido a forcas nodais equivalentes
dependentes do tempo aplicadas ao longo das linhas recortadas, que correspondem
a resposta analitica do problema inicial. O recorte ¢ discretizado com 94
elementos lineares com quase 0 mesmo comprimento.

Devido ao carater unidimensional da solicitagdo (o coeficiente de Poisson ¢

igual a zero), este problema pode ser resolvido como problema de potencial.
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A Figura 4.24 mostra as quarenta primeiras freqiiéncias naturais do corpo
formado pelo contorno irregular, obtidas pela solucdo do problema nao-linear de
autovalores da eq. (4.68), para as quatro primeiras matrizes de massa
generalizadas. As quarenta primeiras freqiiéncias naturais analiticas do elemento
de trelica também sdao mostradas, para efeito de comparagao.

Na Figura 4.25 ¢ mostrado o deslocamento do ponto A indicado na Figura
4.23, normalizado em relacdo ao deslocamento estatico para uma carga P =10,

dentro de um intervalo de tempo de 300 a 1200 segundos.

AN . >
Figura 4.23 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de trelica

FREQUENCIAS NATURAIS
3.5 -
3 Elemento de treliga 1 matriz
(analitico)
25 -
27 Corpo irregular
(numérico)
1.5 -
1
05 | g 4 matrizes
: 3 matrizes

T T T T T T T T T 1
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40
Figura 4.24 — As 40 primeiras frequéncias naturais do corpo e do elemento de treli¢a
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—— Analitico
..... 1 matriz
--- 2 matrizes
——- 3 matrizes
----= 4 matrizes

Deslocamento Normalizado

T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Tempo (s)
Figura 4.25 — Resposta do deslocamento no ponto A indicado na Figura 4.23

4.6.4.2.
Carregamento senoidal aplicado ao recorte irregular de um elemento
de trelica 2

Considera-se, agora, uma trelica elastica de dimensdes 50 x 35 x 1 (elemento

tracejado), mostrado na Figura 4.26, submetido a uma carga pulsante de
intensidade total P(t)=10° sen(1.35w,¢), onde ®, é a primeira freqiiéncia natural

da treliga. Um recorte irregular ¢ feito no elemento de trelica e na seqiiéncia
submetido a for¢as nodais equivalentes dependentes do tempo aplicadas ao longo
das linhas recortadas, que correspondem a resposta analitica do problema inicial.
O recorte ¢ discretizado com 59 elementos lineares com aproximadamente o
mesmo comprimento. A expansdo em série de freqiiéncia ¢ feita para n=3. As
propriedades do material da estrutura estdo mostradas na Figura 4.26.

Devido ao carater unidimensional da solicitagdo (o coeficiente de Poisson ¢
igual a zero), este problema pode ser resolvido como problema de potencial.

Na Figura 4.27 ¢ mostrado o deslocamento do ponto interno A indicado na
Figura 4.26, a partir do instante inicial até 0.5 segundos. Ja na Figura 4.28 ¢
mostrado o deslocamento ao longo do segmento de reta tracejado indicado na
Figura 4.26 em alguns intervalos de tempo. Em todas as figuras com resultados
deste exemplo tomou-se como resposta analitica a solu¢do em série de Fourier do

problema de trelica.
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.......................................................

(50,357
E =210.000 Mpa ; |
p=7850kg/m3 ...

(15,20) A

(262 15)\ (30, 15)

e mmmm g

108

Figura 4.26 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de trelica

6E ——— Analitico
A A Y I A I NN N O 59 elementos

T 4
2 E
£ 0 ;
S 3
§ -2—
SR
A -4

FE

Figura 4.27 — Resposta do deslocamento no ponto A indicado na Figura 4.26

Deslocamento X 10

— Analitico

-10 * ...... 59 elementos

5 10 15 20 25
Figura 4.28 — Resposta do deslocamento ao longo do segmento de reta da Figura 4.26
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4.6.4.3.
Aplicagao subita da aceleragao da gravidade sobre corpo irregular

Este exemplo utiliza a mesma estrutura do exemplo anterior, com as
mesmas propriedades do material e com a mesma discretizacdo do contorno,
entretanto, um outro conjunto de solicitagdes ¢ aplicado. Agora se considera a
aplicacdo subita da aceleracdo da gravidade com condig¢des iniciais homogéneas,
como ilustrado na Figura 4.29. Entdo, o corpo ¢ submetido instantinea e
simultanecamente a forcas de superficie, correspondentes a solu¢ao analitica da
resposta da treliga sobre as linhas recortadas, bem como a forcas de massa,
correspondentes ao peso do material.

Uma solugdo particular da eq. (4.7) é

- =V
o’ =—pg(¢—y), obtendo ui’:%, (4.101)
onde ¢/ ¢ o comprimento da trelica, g € a aceleragdo da gravidade e E ¢ o modulo
de elasticidade do material.

A Figura 4.30 ilustra os deslocamentos nodais ao longo do contorno
irregular em alguns instantes de tempo. A resposta no tempo do deslocamento do

ponto A indicado na Figura 4.29 estd mostrada na Figura 4.31. A Figura 4.32

mostra o resultado dos deslocamentos ao longo do segmento de reta tracejado

p

indicado na Figura 4.29.
< > e» @ e @G> @G> @G> @G> @ @G> @ > > e e . —_—
el 35m |
= : i
el
S lg=-9,81m/52 !
S5 e
=B :
I [ Y] i
Lz (20, 30) !
| & 20,262) |
: ~ ( > > ) :%
! '
! '
! '
'

(10, 15)
°A

N
Figura 4.29 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de trelica
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1
g 3
< 24
o ]
Z 34
9 ]
= ]
L -4
E ;
S ] Analitico
S =D
@ 1 | = =-- 59 elementos
1) ]
Q -6
-7 - Deslocamento nos pontos nodais

(.)....é....l.o....l.s....2.0....2.5....30
Figura 4.30 — Deslocamentos nodais ao longo do contorno
Deslocamento do ponto A

O-
ERE
< i
8 ] Analitico
8 -2 — — —- 59 elementos
g 4]
15) 4
§ ]
2 37
8 p
a o]
-4+
o 005 01 015 02
Tempo (s)

Figura 4.31 — Deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.29

e

4 m)

1
[\

1
W

Analitico

— — — - 59 elementos

1
(9}

Deslocamento (10
A

1
N

Deslocamento ao longo do
segmento de reta

1
~

s 0 15 20 262

Figura 4.32 — Deslocamento ao longo do segmento de reta tracejado da Figura 4.29
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4.6.4.4.
Velocidade inicial constante aplicada a um elemento de trelica

Considera-se um elemento de trelica, engastado e livre, que nao esta
submetido a nenhum carregamento externo, mas apenas a uma velocidade inicial

constante v, em todo o dominio (Figura 4.33). Novamente, este problema pode

ser resolvido como um problema de potencial. Um total de 34 elementos
quadraticos, de mesmo comprimento, foi usado para discretizar o contorno. A
expansao em série de freqiiéncia ¢ feita para n=3.

A Figura 4.34 ilustra os deslocamentos nodais ao longo do contorno da
estrutura em alguns instantes de tempo. A resposta no tempo do deslocamento do
ponto A indicado na Figura 4.33 esta mostrada na Figura 4.35. A Figura 4.36
mostra o resultado dos deslocamentos ao longo do segmento de reta tracejado

também indicado na Figura 4.33.

2
E =210.000 Mpa p =7.850 kg/m3
(1,6) (29,6) |
.................... B
(10, 3) vy =-2,5m/s -
A D
30 m | o
[

Figura 4.33 — Elemento de trelica submetido a velocidade inicial constante

107 Deslocamento nos == 10,02
ntos nodai =
= pontos nodais = =T
en 5
IS :
= ] t=0,012
8 J
= 0
O .
g ] Analitico
Q
= - — — — - 34 elementos
7 -5
(] 4
A
] =008
.10 0,004 ~=
0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.34 — Deslocamentos nodais ao longo do contorno
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Deslocamento (10

Deslocamento do ponto A

A

2_: Analitico
— — — - 34 clementos
0
_2-:
-4 M
0 002 004 006 008 0,1

Tempo (s)

Figura 4.35 — Deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.33

1 p——
10'_ Deslocamento ao longo =" t=0,02
] do segmento de reta 0016 _

S 4
@ O]
=
=z 1 =0,012
5 0=
E 1=
g Analiti
2 : nalitico
% -5 1 — — — - 34 elementos
A
] —_ t=0,008 .
-10 20,004 = z
15 10 15 20 25 29

Figura 4.36 — Deslocamento ao longo do segmento de reta tracejado da Figura 4.33

4.6.4.5.

Recorte numa membrana circular submetida a velocidade inicial

constante

128

Considera-se a avaliagdo do campo de deslocamentos de uma membrana

circular, como mostrado na Figura 4.38, submetida a velocidade inicial dada por

v, =(r—1)sen(8).

(4.102)

Este problema pode ser resolvido no escopo da teoria de potencial [52], como

ilustrado num instante de tempo na Figura 4.37. Como um exercicio académico,
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recorta-se uma parte da membrana e discretiza-se o contorno com 34 elementos
quadraticos, como ilustrado na Figura 4.37. Prescreve-se deslocamento zero na
extremidade circular da membrana, e em seguida um carregamento nodal
equivalentes dependente do tempo, avaliado como solu¢do do problema da
membrana completa ¢ aplicado no restante do contorno recortado.

A resposta do deslocamento no ponto A, indicado na Figura 4.37, ¢
mostrada na Figura 4.39 em funcdo do tempo, e comparada com o resultado
analitico obtido da anélise da membrana completa. Esta solu¢do analitica ¢ obtida

como séries de fungdes de Bessel [52]. A expansdo em série de freqii€ncia é feita

para n=3.
14
0.54
[ 34 elementos quadraticos|
A
" (0.8, 0.6)
0,0,5)
(0,35, 0,45)
-0.54
14, ' ' ' '
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.37 — Esquema do recorte na membrana e detalhe da discretizagdo do contorno

0,02 -

0,01 -

0,011

-0,02

-1 | 0 -(i,S -1
Figura 4.38 — Esquema do campo de deslocamentos num Instante de tempo
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Deslocamento do ponto A

N A "
N . n
S 10/
b
E .
8 I
=
E 0] —— Analitico
2;3 - ——- 34 elementos
?3 -5 I I
a I
-10]
\
v 1
1 2 4 6 8 10

Tempo (5)
Figura 4.39 — Resposta do deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.37

4.6.4.6.
Conducgao de calor em uma placa quadrada

Este problema foi proposto por Bruch e Zyvoloski [45] e consiste na
condugdo de calor num dominio quadrado, ilustrado na Figura 4.40 . As condicdes
de contorno sao de valores prescritos da temperatura:

$(1,2,t)=1.0 e ¢(X,1,t)=1.0
e de fluxo:
q,(0,2,6)=0.0 ¢ q,(X,0,£)=0.0.
A condicao inicial é
#(X,2,0)=0.0.

Tem-se o calor especifico ¢, =1 e a condutividade térmica isotropica do meio

k=1.

Este problema foi modelado com 80 elementos lineares distribuidos de
acordo com a Figura 4.40, como maior refinamento da malha em torno dos cantos
(X=1,Z=0) e (X=0,Z=1), onde hd uma mudanga abrupta do valor inicial da
temperatura de 0.0 para 1.0, gerando um gradiente de temperatura infinito no local
para o instante ¢ =0.

A Figura 4.41 e a Figura 4.42 mostram os resultados ao longo do lado
Z =0, que s3o os mesmos ao longo do lado AB (X =0), pois o problema ¢

simétrico em relagdo ao eixo Z = X ; para alguns instantes de tempo comparados
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com a solugao analitica:

2 2 . 2 2
(2n-1y7 7 +(2/—1) Ll

¢(X,Z,t)=l.0+ii€nicos[(zn_zl)ﬂx}cos[(zj _l)ﬂz}eH o H (4.103)

2

n=i j=1

onde

_=le(=1)" (=)™
" 22n-1)(2j-1)°

(4.104)

Na Figura 4.42, a variagdo da temperatura ¢ mostrada numa escala pequena para

melhor visualizar os resultados.

ZA
1

qx= 090

0=1,0

qz= an

0 1°x A B
Figura 4.40 — Esquema da estrutura e discretizagdo do contorno

{¢=0.61 e —o—s 4T
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2 ]
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0,27 - ° Analitico )
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T =y T g T
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Figura 4.41 — Variagdo da temperatura ao longo do lado AB
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Figura 4.42 — Variagdo da temperatura ao longo do lado AB em escala menor
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