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O Método Hibrido dos Elementos de Contorno e sua
formulagao simplificada aplicados a problemas estaticos

Desenvolve-se neste capitulo a formulagdo do método hibrido dos
elementos de contorno e também de sua formulacdo simplificada, aplicados a
problemas da elastostatica em dominios simplesmente conexos, além de serem
abordados os requisitos tedricos basicos necessarios ao seu desenvolvimento.

Inicialmente define-se o potencial de Hellinger-Reissner [7] através da
expressao generalizada da energia potencial total de um meio eléstico. A partir do
potencial de Hellinger-Reissner, faz-se o desenvolvimento do método hibrido dos
elementos de contorno, inicialmente sem a consideragdo de forcas de massa. A
presente formulagdo também poderia ser deduzida a partir do principio da energia
potencial total estacionaria (de Carvalho [10]) que, no entanto, por ser mais
restritivo, forneceria as relagdes de uma maneira menos direta.

Posteriormente, sdao feitas consideragdes fisicas sobre as relagdes obtidas.
Sao discutidos aspectos relativos as transformagdes lineares entre os dois sistemas
de coordenadas, necessarios para o estabelecimento do método. Faz-se uma
exposi¢ao também das caracteristicas inerentes a matriz de flexibilidade.

Em seguida ¢ apresentada a expressao para a obtencdo dos valores dos
deslocamentos no dominio através de consideragdes de deslocamentos de corpo
rigido. Mostra-se ainda que a equagdo de equilibrio nodal no contorno, decorrente
do potencial de Hellinger-Reissner, pode ser obtida diretamente por meio do
principio dos trabalhos virtuais. Este procedimento da origem ao Método Hibrido
Simplificado dos Elementos de Contorno.

Finalmente ¢ feita uma particularizagdo do método para problemas de

potencial.

21.
Equacgoes basicas da elasticidade linear

Seja um corpo eléstico sujeito apenas a pequenos deslocamentos. Os
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deslocamentos de um elemento infinitesimal deste corpo sdo descritos, na teoria
da elasticidade, segundo dois sistemas de coordenadas:

e Um sistema global ou externo, onde se tém deslocamentos absolutos u;.

Sobre estes deslocamentos realizam trabalho forgas externas que podem

ser classificadas em dois tipos: for¢as de massa b,, definidas por unidade

de volume e que atuam no dominio €2, ou seja, no interior do corpo; e

forgas de superficie ¢,, definidas por unidade de area e que atuam no

contorno I .
e Um sistema local ou interno, em que se tém deslocamentos relativos

(deformagdes) &, referidos a um elemento infinitesimal d€2, sobre os
quais realizam trabalho as forgas de superficie (tensdes) o, .

O contorno do corpo ¢ conceitualmente dividido em duas partes

I'=I'_+TI,, onde se ttm em I, forcas prescritas e em I, deslocamentos
prescritos u,, conforme representado na Figura 2.1. Seja um conjunto de forgas

externas conhecidas, atuando sobre o corpo elastico, € que sdo descritas no

sistema global por b,, atuando em € e ¢, atuando em I',. A analise deste corpo
consiste na determinag@o dos deslocamentos u, que ocorrem em € e em I', das
reagdes de apoio que surgem em I, e das tensdes 0, em Q, causados pelas

solicitagdes externas. E necessario, entdo, o estabelecimento de relacdes de

transformagao entre forcas e deslocamentos entre os dois sistemas descritos.

X3

X
X3
Figura 2.1 - Corpo elastico em equilibrio
Entre as forgas descritas no sistema global e as tensdes do sistema local ha

as relacdes de transformacao estatica (equilibrio), que sdo:
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0;,,+b; =0, (2.1)
0,=0, em Q¢ (2.2)
on, =t em I, (2.3)

onde 77, séo os cossenos diretores de um elemento de superficie dI".

Entre os deslocamentos descritos no sistema global e as deformag¢des do

sistema local existem as relacdes de transformagao cinematica:

y

E; =%(ui,_/.+uj,i) em Q e (2.4)

u,=u, em I . (2.5)
No sistema local existe também a relagdo entre tensdes e deformacodes
(relacdo constitutiva):

o, =Cy,u,,, em Q (2.6)
onde C,, , para um material linearmente elastico, isotropico € homogéneo, vale

2Gv
Cie = —54‘/5/{/, + G(é‘ik5jff + 5[(55_/1{ ) 2.7)
1-2v
onde v ¢é o coeficiente de Poisson, G é o modulo de elasticidade transversal ou de
cisalhamento e 547 ¢ o delta Kronecker
I se i=j
51‘/' = Lt (2.8)
‘ 0 se i#j
A eq. (2.6) pode ser expressa, de acordo com a eq. (2.4), para este tipo de

material, na forma

2Gv

o; :G(ui’-’+uf’i)+m

y

Uy 0y (2.9)

Utilizando-se desta relacdo, a eq. (2.1) também pode ser expressa em

termos de deslocamentos, resultando na equagao de Navier

Gui’kk+iuk’ki+bi =0. (2.10)
1-2v

2.2
Solugao fundamental

O campo de tensdes e de deslocamentos no dominio, este tltimo a menos de

uma constante, podem ser pensados como uma superposi¢cdo de uma solugao
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particular arbitraria o/ € uma solugdo homogénea 0'; da eq. (2.1) na forma

u, =u; +ul e (2.11)
0, =0,+0) em Q, (2.12)
em que
o7, +b,=0 ¢ (2.13)
0;,,=0 em Q. (2.14)

Supde-se como uma aproximagdo para 0, a expressdo em série em termos

de parametros nodais de for¢a p, a se determinar, dada por
Oy =0 P> (2.15)
na qual a fungdo de interpolagdo das tensdes o, ¢ chamada de solugdo
fundamental em termos de tensdes. Como conseqiiéncia, esta fungdo de

interpolagdo satisfaz a propriedade
Opmr;=0em Q. (2.16)
Entretanto, para um dominio €2,que abranja o ponto de aplicagdo de uma forca

concentrada p, ,

(2.17)

.
J-Qo O-ijm v j dQ = _é‘im ‘

O campo dos deslocamentos correspondente ao campo de tensdes o
também ¢ obtido, de forma aproximada e a menos de uma constante, a partir de

uma expressdo em série em termos de pardmetros nodais de for¢a p’ , na forma

% s re~ _ I I s r
u, =u,, pm+uisrs =(uim+uiscsm)pm+u'r (218)

onde u,, ¢ chamada solu¢do fundamental em termos de deslocamentos.
Na eq. (2.18), u;, ¢ um conjunto de funcdes arbitrarias de deslocamentos de
corpo rigido, que aparecem multiplicadas por parametros arbitrarios 7.. No termo

mais a direita da eq. (2.18), estd apresentada uma forma alternativa de se
expressar os deslocamentos u; . Isto serd melhor explicado no item 2.5.
Uma expressdo para a solucdo fundamental em termos de deslocamentos

pode ser obtida a partir da equagdo de Navier (eq. (2.10)). Essa expressdo ¢

amplamente conhecida da literatura e para problemas da elastostatica em estado
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plano de deformacao vale

. -1

u, = m[(?) - 4V)ln(r)§im -7, 7, ]+ Const.0. (2.19)

m

onde r ¢ a distancia entre o ponto de aplica¢do da forca p, e o ponto onde se quer
medir o valor da fun¢do. O termo r,, denota a derivada do raio na diregdo i. Essa

funcao é também chamada de solu¢ao fundamental de Kelvin.
A expressao da solugdo fundamental em termos de tensdes correspondente a

funcao do campo de deslocamentos da eq. (2.19) ¢ dada por

. -1
O-j/‘m :m[(l _2V>(r’i 5jm + r’_/ é‘lm _r’m 5[] )+ 2””« r’_/‘ r’m]‘ (220)

A partir das tengdes o;; da eq. (2.15) pode-se definir um campo de forcas #;
no contorno, dado por
t; =01, =Dy Pn (2.21)
onde p, ¢ chamada solugdo fundamental em termos de forgas. A expressdo de
p,, correspondente a fungdo do campo de tensdes da eq. (2.20) é

or

. -1
= J(1-2v)o. o |——=0=2v)r,.n —r, n)r. (2.22
pzm 47[}"(1—1/){[( V) 1m+r1rm]an ( V)(rznm rmnt)} ( )

2.3.
O Potencial de Hellinger-Reissner

A expressao da energia potencial total de um corpo eldstico sujeito a

pequenos deslocamentos ¢ dada por

M= U,le,)dQ - [ bu,d@ = ,u,dr (2.23)

a menos de uma constante. Neste funcional, o primeiro termo corresponde a

energia total interna de deformacao, onde

)

|
U, (g,_.,.)zae,.jc,k(gﬂ (2.24)

e os demais referem-se ao potencial das forcas externas b, e ¢, que atuam no

corpo. Este potencial foi estabelecido sob as condigdes restritivas de
compatibilidade geométrica dadas pelas eqgs. (2.4) e (2.5).

Pode-se, no entanto, formular um potencial de forma independente destas
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restri¢des, de forma que estas ndo sejam atendidas previamente. Isto pode ser
proporcionado através do acréscimo, no funcional, destas condigdes de restri¢gao
por intermédio de multiplicadores de Lagrange. O novo funcional resulta entdo

em uma forma generalizada da energia potencial total:

I, = IQUO (ng JaQ —jgbi u, dQ +LB(”1-’«/+”J%)_€U }1@/ de

- jra fu, dT + IF,, (i, —u,)A, dT (2.25)

onde 4, e A, sdo os multiplicadores de Lagrange. Os novos termos que surgem

nesta equacdo compensam a eliminacdo feita previamente das condigdes
restritivas.

Este novo potencial ¢ fun¢do das varidveis ¢;, u;, 4, ¢ A, completamente

i

independentes entre si, a principio, sem qualquer relacdo direta com as forcas

prescritas b, e ¢, e com os deslocamentos prescritos i, .

Pode-se reconhecer nos multiplicadores de Lagrange um sentido mecanico:

a variavel A; corresponde as tensdes no dominio, enquanto A, refere-se a forgas

no contorno. Além disso, observa-se que a imposi¢do da estacionariedade do
potencial de eq. (2.25) estabelece que as varidveis presentes devem ser
relacionadas entre si através das egs. (2.1) a (2.6).

A expressio de II, na eq. (2.25) ¢, para finalidades praticas,
excessivamente geral. Pode-se supor que o tensor das tensdes seja simétrico, como
na eq. (2.2), que as condi¢des de contorno em termos de deslocamentos estejam
previamente satisfeitas, como na eq. (2.5), e que a densidade de energia interna

seja expressa em termos de tensoes, isto €, define-se
USlo,)=0,e,-U,le;). (2.26)
Para materiais linearmente elasticos, os valores dos termos U, (O'l.j) e
U, (é‘lj) na verdade sdo iguais. A diferenca existente consiste na forma como estas
duas parcelas sdo descritas, conforme representado na Figura 2.2.

Além disso, a partir da consideracdo da simetria de ¢, pode-se escrever um

iy

dos integrandos da eq. (2.25) na forma

jQ%(ui,j+uj,i o, d2=| u,,, 0,dQ, (2.27)
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que, apos a aplicacao do teorema de Green e posterior integragdo por partes, pode

Ser reescrito como

J.Q%(ui,j-f-uj,i o, 4@ = [ wo,n,dr - [ uc,,,dQ. (2.28)

8U, =¢,80,

80,.].1
Ui, )

U, :cijﬁsij

U:€;)

>
—++

o€,
g
Figura 2.2 - Grafico da energia interna de deformacao
Com isto, recai-se, a partir da eq. (2.25), no potencial de Hellinger-Reissner
[10]:
-1, =[ [vs(0,)+(0,,,+b Ju, ] 4@ ~ [ &,m,u T +] tuar, (229)

fung@o unicamente dos deslocamentos u; e das tensdes o (independentes entre
si).

Supondo-se também que as tensdes estejam em equilibrio com as forcas de
massa no dominio, como na eq. (2.1), chega-se a origem da formulacdo hibrida
dos elementos finitos, desenvolvida por Pian [8], em que se tem um campo de
tensdes no dominio e um campo de deslocamentos no contorno. Esta mesma
formulagdo foi estendida ao Método Hibrido dos Elementos de Contorno,

conforme sera apresentado a seguir.

2.4,
Formulagao do Método Hibrido dos Elementos de Contorno (MHEC)

Na formulacdo hibrida dos eclementos de contorno, a descricio do
comportamento da estrutura deve ser feita através do estabelecimento de dois
sistemas de coordenadas.

Tem-se um sistema global ou externo, que descreve no contorno I' um
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campo de deslocamentos u; aproximados da seguinte forma
u,=u,d emI, (2.30)
onde d, sdo pardmetros nodais de deslocamentos de determinados pontos do

contorno, a se determinar. Nesta equacdo, o subscrito »n varia de 1 ao nlimero de
parametros de deslocamentos utilizados para discretizar o contorno, ou seja, o
numero de graus de liberdade.

Na eq. (2.30), u,, sdo funcdes de interpolacdo de deslocamentos, as mesmas

geralmente usadas nos métodos de elementos de contorno, escolhidas de tal forma

que coincidam identicamente com os deslocamentos prescritos #, em I, , isto &,

i, =u, d, aolongode T, (2.31)
para alguns parametros nodais de deslocamentos d, conhecidos.

Tem-se também um sistema local ou interno, que descreve no dominio €

1

um campo de tensdes 0, em equilibrio, como a superposi¢do de uma solugio
particular arbitraria o, referente a forgas de massa, € uma solu¢do homogénea
o, . Este tiltimo campo de tensdes ¢ descrito por intermédio de pardmetros nodais
p. , correspondentes a solu¢do fundamental, como visto na se¢do 2.2. No caso de

uma solugdo fundamental singular, como adotado aqui, os pardmetros nodais p,
correspondem a forcas concentradas aplicadas fora do dominio €, porém
infinitamente préoximas do contorno e coincidentes com os pontos de aplicacao
dos parametros nodais de deslocamentos d, da eq.(2.30).

A utilizacdo destes dois sistemas de coordenadas, para a descricdo do
comportamento da estrutura, tem como base a idéia de que o dominio €2 da
estrutura estd contido no dominio de dimensdes infinitas Q°, onde a solu¢do
fundamental foi estabelecida, conforme esta representado na Figura 2.3.

Estes dois sistemas de coordenadas, somados a parcela de for¢as de massa,

podem ser relacionados através do potencial de Hellinger-Reissner

-1, =[ [Us(o;+07)+ o), ulda -] (o) + o7 hpu dr + [ 1u,dr. (232)
onde

Uél(o; +0'§’)=%(0'; +07 gy, 4u?,) (2.33)
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¢ a densidade de energia complementar, ou seja, expressa em termos de tensdes.

----------- *
— I >
e Q M
/ Y
/ N\
/ == - ui \\
/ — S
/ 7’ N \
A Q L
[ ! \
| \ / 1
i * P i
1 \ G.+0 . 7 i
~ U] y P 1
x2 ‘\ \\ ” 4
\ ~J e - /
. T /
\ '/
N ’/
N .
N "
x ~ < ’_/‘

*3

Figura 2.3 - Sistema de coordenadas (interno e externo), para descrigdo do
comportamento da estrutura.

No desenvolvimento que se segue, considerar-se-a I, =T" ja que se tem
garantido a priori que os deslocamentos u, satisfazem sempre a condigdo de

compatibilidade no contorno da eq. (2.5).

A condigdo de estacionariedade do funcional II,, para as consideragdes
feitas, resulta em
-8M, =0=3] [U¢ (o) +07 )+ o), u,] 4@
—6j o +al juy AU +8[ i, dT. (2.34)
A variagdo do termo da energia interna ¢ dada por
aj (07 +07)da= jaa u' dQ+j oy ul,, dQ, (2.35)
que, apos integragdo por partes e aplicagdo do teorema de Green, recai em
5[ US (o +07)dQ = soynu; dT- | 807, u; dQ
+[doynup dr-[ 80;,,uf dQ. (2.36)
A substituigdo de wu;, o0,,, e 0,7, das eqs. (2.18), (2.17) e (2.21),

respectivamente, nesta equagao, resulta finalmente em

SJ.QUSC(O';)dQ=8p;[(jrp;,luln dl'+9,,u, )pn+J-p,m rdr+o, u’

im~"in im~"i

oo, |[ oy ar+s, ] ¢, p; 237)
que pode ser escrita como

5[ Us(o; +07)da=3p, (F,, p;+b)) (2.38)
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onde

F=F, =| p,u, dC+6,u, (2.39)

im~"in

¢ uma matriz de flexibilidade simétrica que relaciona forgas e deslocamentos do

sistema interno de coordenadas, e

b’ =b) = [ pul dT+6,u? (2.40)

im~"i

¢ um vetor de deslocamentos nodais do sistema interno de coordenadas
equivalente ao campo de deslocamentos referentes as for¢as de massa. A segunda

expressdao em colchetes da eq. (2.37) desaparece, ja que a condig¢do de equilibrio

[ pndr+6, =] 0,.,dQ2+8, =0 (2.41)

m

¢ satisfeita para qualquer valor de C, p., pela propria defini¢do da solugdo

fundamental.

A integral do segundo termo em colchetes da eq. (2.34) pode ser escrita,

depois da substituigdo de o,,

e de u, através das eqgs. (2.17) e (2.30),
respectivamente, como

8! O-l/ /ul dQ _Spm 5tmum d _8d é‘mulm p;z (242)
A variagdo da primeira integral de contorno da eq. (2.34) ¢ dada por

=8[ (o +07 J,u,dU ==5[ o, dC =5 om,u,dT, (2.43)
que pode ser expressa, depois das substitui¢des de 0,7, e u, das egs. (2.21) e
(2.30), como
8[ oynu, dr=~3p;, [ piu,dr d,~5d, ([ pju,dr p,+[ ofnu,dr). 2.44)
Somando-se as eqs (2.42) e (2.44) , chega-se a
6'[ O-lj ’j l dQ 6'[ O-‘*‘njui dr = _Sp;kn Hmn dn _Sdn (Hnm pm + pf )9 (245)
onde
p’=p, =] ofnu,d (2.46)
¢ um vetor de for¢as nodais do sistema externo de coordenadas, energeticamente

equivalente as forcas de massa b, , e

H=H,,=| p,u,dl + &,u, (2.47)

im™~in

¢ uma matriz de transformagdo cinematica entre deslocamentos dos sistemas

externo e interno de coordenadas. Esta matriz corresponde @ mesma matriz H
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obtida na formulacdo convencional dos elementos de contorno (Brebbia et al
[11]), sendo que neste contexto, geralmente ndo lhe ¢ atribuido nenhum
significado fisico.

Finalmente, a ultima integral da eq. (2.34) resulta, apos a substitui¢do de u,,
dado na eq. (2.30), em
8| tu,dr'=3d,p,, (2.48)

onde
p=p,=]tu,dr (2:49)

¢ um vetor de forcas nodais equivalentes, em termos energéticos, as forcas de

superficie ¢, para o campo de deslocamentos adotado no contorno, segundo a

eq.(2.30). Este vetor ¢ obtido de modo completamente analogo ao que ¢ feito no
M¢étodo dos Elementos Finitos.
A partir das egs. (2.38), (2.45) e (2.48), ¢ possivel reescrever a variagdao do

potencial de Hellinger-Reissner, dado pela eq. (2.34), na forma discretizada:

5p,, (F,, pi+bt—H, d )-8d,(H,, p,+p’'—p,)=0. (2.50)

mn
A matriz de incidéncia cinematica H permite escrever que

b’=Hd’ (2.51)

onde d”é um vetor de deslocamentos nodais do sistema externo de coordenadas

equivalente ao campo de deslocamentos referentes as forcas de massa (Dumont

[51]).

Entdo, substituindo a eq. (2.51) na eq. (2.50) e para valores arbitrarios de

dp, e dd, ,aeq.(2.50) resulta no sistema de equagdes

{F p=Hd-d’) (2.52)
H'p =p-p’
Este sistema de equacdes tem exatamente a mesma forma do sistema
proveniente da formulagdo hibrida do Método dos Elementos Finitos.
Pode-se observar de imediato que, para a obtengdo das matrizes de
flexibilidade F e de incidéncia cinematica H ¢ requerida apenas a integra¢ao no
contorno I' da estrutura. Esta caracteristica intrinseca dos métodos de contorno

advém da natureza da solucdo fundamental adotada, a qual atende a equagdo

(2.16) de equilibrio no dominio €.
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24.1.
Obtengao da matriz de rigidez

Em relagdo a obtengdo de uma solucao tnica para o sistema (2.52) existem
dois aspectos de fundamental importancia a serem considerados. O primeiro diz
respeito a integracdo das matrizes de incidéncia cinematica H e de flexibilidade F,
obtidas pelas egs. (2.47) e (2.39), respectivamente, que, por causa da natureza da
solucdo fundamental, envolvem integrandos singulares nos termos sobre suas
diagonais principais. O segundo aspecto refere-se a inversibilidade de F.

No caso da matriz de incidéncia cinematica H, a singularidade na integral ¢
avaliada em termos de valor principal de Cauchy, como uma soma de partes
finitas, mais um termo descontinuo local (Dumont [2]). Esta integragdo singular
pode, no entanto, ser avaliada por consideragdo de movimentos de corpo rigido.
Na formulagdo convencional dos elementos de contorno esta singularidade ¢
tratada usualmente deste mesmo modo (Brebbia et al [11]).

Por outro lado, a matriz de flexibilidade F, que nio existe na formulacao
convencional, apresenta uma singularidade que ndo pode ser calculada por
nenhuma técnica de integracdo. Desta forma, os termos de sua diagonal principal
devem ser obtidos através do estabelecimento de relagdes de transformagdo entre
os dois sistemas de coordenadas usados na formula¢do deste método (Dumont
[2]).

No sistema externo ou global, os deslocamentos nodais (d—d”) descrevem
um campo de deslocamentos compativel em todo o contorno I'. A estes
deslocamentos (d—db) correspondem as forgas nodais (p—pb) energeticamente
equivalentes as solicitagcdes externas que atuam no contorno. Os deslocamentos

(d —db) podem assumir valores arbitrarios, porém as forcas equivalentes (p —pb)

devem ser sempre auto-equilibradas. Logo, se estes deslocamentos
corresponderem a movimento de corpo rigido, as forcas nodais equivalentes
devem ser nulas. Em termos de trabalho virtuais, isto significa que

W' (p-p’)=0, (2.53)
onde W ¢ uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal do espaco dos
deslocamentos de corpo rigido. De fato, os deslocamentos de corpo rigido em um

corpo elastico podem ser descritos de infinitas formas. Por conveniéncia, escolhe-
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se um conjunto de funcdes de deslocamentos corpo rigido u, que, quando
medidas nos pontos nodais do contorno, construa uma matriz W=W __ cujas
colunas formam uma base ortonormal do espago dos deslocamentos de corpo
rigido. Entao,

W'w=I, (2.54)
onde, I ¢ a matriz identidade. Embora seja possivel conceber um nimero infinito

de combinagdes lineares de um conjunto normalizado de deslocamentos de corpo
rigido u; , pode-se demonstrar que a eq. (2.54) implica que

WW' = matriz idempotente tnica (Chaves [20]). (2.55)

Pode-se ainda definir um projetor ortogonal aos deslocamentos de corpo rigido
(1-WW"), onde,

I-WwwW')w=0. (2.56)
De fato, nao ¢ dificil obter um conjunto de fung¢des de deslocamentos de corpo

rigido normalizado u, a partir de um conjunto de deslocamentos de corpo rigido
arbitrario u, (Chaves [20]).
No sistema interno ou local, as for¢as nodais p° definem um campo de

tensdoes em equilibrio no dominio €. A partir deste campo de tensdes obtém-se

um campo de deslocamentos definido em todo o dominio, exceto no ponto de

aplicagdo das forgas concentradas p*, onde ocorre uma singularidade , € a menos
de uma constante. A estas forgas nodais p° correspondem deslocamentos nodais

d’ que podem ser definidos a partir do principio dos trabalhos como
d =Fp". (2.57)
em termos da matriz de flexibilidade F previamente definida. Estes deslocamentos
nodais equivalentes ndo existem fisicamente, de modo a serem diretamente
mensuraveis, mas sdo grandezas mecanicamente equivalentes, em termos de
deslocamentos, ao campo de deslocamentos correspondente as forgas singulares
aplicadas.
Da primeira equag¢do do sistema (2.52), juntamente com a eq. (2.57),
conclui-se que H ¢ uma matriz de incidéncia cinematica que relaciona os

deslocamentos nodais (d—db) do sistema externo com os deslocamentos nodais

equivalentes d* do sistema interno de coordenadas
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d' =H(d-da"). (2.58)
Da segunda equacio do sistema (2.52) advém que a matriz H' realiza uma
transformacdo de equilibrio entre for¢as nodais p* do sistema interno e as forgas
nodais equivalentes (p —pb) do sistema externo de coordenadas
(p-p')=H"p’ (2.59)
que equivale ao principio da contragradiéncia.
A condicao de ortogonalidade de (p—pb ) ao espago de deslocamentos de
corpo rigido, como visto na eq. (2.53), leva a
HW =0, (2.60)
ou seja, a matriz de incidéncia cinematica H ¢ singular, ¢ seu espaco nulo é W, o
que permite concluir que deslocamentos de corpo rigido (d—db) nao podem ser
transformados em deslocamentos nodais equivalentes d”.

Baseado no fato de que as forgas nodais equivalentes (p —-p’ ) sdo nulas para
os deslocamentos de corpo rigido (d —-d’ ), além de que H' ¢é uma matriz singular
que realiza a transformacao de equilibrio entre as forgas nodais (p—pb) ep,
conclui-se que devem existir forgas p° que ndo podem ser transformadas em

forcas nodais equivalentes (p—pb), referentes a deslocamentos de corpo rigido.
Logo,

H'V=0, (2.61)
onde V ¢ uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal do espago de
forcas p° que correspondem a forgas nodais equivalentes (p—pb)

desequilibradas, ou seja, correspondem apenas aos deslocamentos de corpo rigido,

de tal modo que
vV'v=lI. (2.62)
De fato, a matriz V ¢ um conjunto de autovetores correspondentes aos

autovalores nulos da matriz H' e deve ser obtida neste contexto. Entretanto, tal
procedimento pode encontrar problemas de mau condicionamento. Uma solugdo

para este problema ¢ considerar que, se ambos os conjuntos de deslocamentos
(d —db) e d sdo fisicamente os mesmos grau de liberdade, entdo as bases Ve W

sdo linearmente dependentes. Como conseqiiéncia, ha uma base ndo-normalizada
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~

V cuja normalizacdo produz a base ortonormal V, que pode ser projetada em W

na forma
WWTV =W (2.63)
Entdo, V pode ser obtida como solugio do sistema
H +WWT V=W (2.64)
Como a matriz (HT + WWT) ¢ ndo-singular por construgdo, V tem solugdo tnica
na equagao acima. Conseqiientemente, a normalizacdo da matriz V leva & base V

que satisfaz a eq. (2.61).

A partir da eq. (2.57) pode-se concluir, pelo principio dos deslocamentos
virtuais que caso as forgas nodais p* pertencam ao espago coberto pela base V,

estas realizardo trabalho nulo sobre qualquer configuracdo virtual de
deslocamentos relacionados a deformagdes, ou seja,

FvV=0. (2.65)
Isto significa que a matriz de flexibilidade F do sistema interno ¢ singular, € o

espago nulo desta matriz é o mesmo da matriz H' . Tem-se assim a condi¢do
necessaria e suficiente para a completa determinacao dos termos da diagonal
principal de F. Observa-se ainda que esta determinagdo pressupde que os sistemas

interno e externo de coordenadas sejam energeticamente equivalentes.
A singularidade de H' significa que certas for¢as p” ndo podem ser
transformadas em forgas nodais equivalentes (p—pb). Isto implica a nao-

existéncia de uma solucdo Unica para o sistema (2.52). Esta unicidade da solugao

deve entdo ser provida, adicionando-se a condig¢do de ortogonalidade
Vip =0 (2.66)
para completar, entdo, o sistema (2.52). Em outras palavras, o vetor p°

correspondente a solugdo desejada do sistema deve ser ortogonal as forgas
pertencentes ao espaco coberto pela base V.

A partir da eq. (2.66), pode-se resolver a primeira equagdo do sistema (2.52)

para as forgas concentradas p° formalmente como:
p =(-VvV)[FI-vv")+VvVv'['H(d-a") (2.67)

onde (I -VV' ) [F (I -VV' )+ vv'! ]_1 ¢ chamada de inversa de Bott-Duffin da
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matriz de flexibilidade F e (I—VVT) ¢ o projetor ortogonal ao espago coberto
pela base V (Bem-Israel e Greville [13]).
Considerando a eq. (2.65), a eq. (2.67) pode ser simplificada para
p =(-vV")[F+vV'['H(d-a"). (2.68)
Agora, substituindo a eq. (2.68) na segunda equacdo do sistema (2.52) e
considerando a eq. (2.61), obtém-se a expressao final:
p-p’' =H'[F+VV'['H(d-d"), (2.69)
onde
K=H'[F+VV'['H (2.70)
¢ uma matriz de rigidez. Esta matriz ¢ simétrica positiva semi-definida por
construcdo ortogonal a deslocamentos de corpo rigido:

W'K=KW=0. 2.71)

2.5.
Avaliacao de deslocamentos em pontos do dominio considerando
deslocamentos de corpo rigido

No processo de solugdo de um problema geral de elastostatica, pelo Método

Hibrido dos Elementos de contorno, um vetor de deslocamentos nodais (d—db) e

um vetor de forcas nodais equivalentes (p—p”) sdo completamente definidos em

termos das solicitagdes estaticas: forgas de massa aplicadas no dominio €2, forgas

de superficie aplicadas ao longo da parte I, do contorno e deslocamentos
prescritos ao longo da parte complementar I, do contorno. Na seqiiéncia, um

vetor p° é também obtido, no qual, por meio das egs. (2.12) a (2.15), pode-se

finalmente expressar a solu¢do completa do estado de tensdes em todo o dominio.
Todavia, o campo de deslocamentos no dominio ¢ avaliado a menos de uma
constante que deve ser obtida a partir de consideragdes de deslocamentos de corpo
rigido.

O campo de deslocamentos no dominio de um corpo elastico pode ser
expresso, a partir de um campo de tensdes definido pelas eqs. (2.12) a (2.15) e

considerando deslocamentos de corpo rigido, como

u, =u, p, +u’ +u.r, emQ, (2.72)
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ou de uma forma alternativa
w, =, +ulC, )p) +u’ +ur, em Q, (2.73)
onde:

e u, ¢ asolugdo fundamental expressa em termos de deslocamentos, que

m

pode ou ndo ser singular em algum ponto fora do dominio € ;

e y, ¢ um conjunto normalizado de deslocamentos de corpo rigido obtido

a partir de um conjunto arbitrario de deslocamentos de corpo rigido

(Chaves [20]);

e (_ ¢ uma matriz de constantes que sera obtida para que o termo da eq.

(2.73), referente a solucao fundamental, seja ortogonal aos deslocamentos
de corpo rigido;

e u” ¢ um campo de deslocamento relacionado a solugdo particular da
equacgao diferencial (2.1);

e 7, ¢ um conjunto de pardmetros de corpo rigido que estdo relacionados

aos deslocamentos nodais.

A solugdo fundamental u; depende do tipo de problema em analise e
consiste em um conjunto de fungdes conhecidas, com exce¢do de uma quantidade
arbitraria de deslocamentos de corpo rigido, que sera considerada em termos do
produto u; C_ .

Para problemas bidimensionais de elasticidade pode-se expressar fungdes
arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido %, como

— o~ |10 =y
u, =u’ = , (2.74)
’ 01 «x

onde as colunas correspondem a diferentes deslocamentos de corpo rigido, que
sdo translagdo na direcdo x, translagdo na direcdo y e rotagdo na direcdo z,
respectivamente.

A matriz C_, tem que ser avaliada de tal modo que o termo em parénteses
da eq. (2.73) torne-se ortogonal a deslocamentos de corpo rigidos, deslocamentos

estes que sdo considerados subseqiientemente por meio do produto u, 7, .

Para que a matriz C,, seja obtida segundo seu proposito introduz-se a
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seguinte condi¢ao de ortogonalidade

[ wluy, +u,C,, ) dQp;, =0, (2.75)

valida para qualquer p, . Para a avalia¢do da matriz de constantes C=C,,, deve-

sm

se considerar

C'=C,, = | uju, dQ (2.76)
uma matriz com tantas linhas quanto o nimero de deslocamentos de corpo rigido
e tantas colunas quanto o numero de graus de liberdade; e também
C'=C} = | uju d (2.77)
uma matriz quadrada simétrica positiva definida cuja ordem ¢ o numero de
deslocamentos de corpo rigido.
Contanto que as matrizes C" ¢ C* possam ser avaliadas, pode-se expressar
aeq. (2.75), de acordo com as egs. (2.76) e (2.77), como
cC+C'C=0, (2.78)

logo, a matriz de constantes C_, sera

sm

c=—(c')'c". (2.79)
Agora, deve-se descobrir como avaliar as matrizes C" ¢ C"adequadamente.

Pode-se proceder considerando um campo de tensdes auxiliar o

a
ijr >

tal que

ol =il (2.80)

iiroj

Um conjunto adequado de tensdes o,

i que corresponde a um estado plano

de tensoes, tal que a eq. (2.80) seja satisfeita, pode ser expresso pela matriz

0 0 —xy
0, =10 0 xy|, (2.81)
y x 0
na qual as linhas correspondem as tensdes o,,, 0, € 0, , respectivamente, € as

colunas correspondem aos diferentes deslocamentos de corpo rigido, de acordo
com as colunas de u, naeq. (2.74).
Substituindo a eq. (2.80) na eq. (2.77) e aplicando integragdo por partes,

obtém-se

ijris 2 j

C'=C, =] op,,u,dQ = | (opu;),dQ~[ opu;,,dQ.  (282)
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Aplicando o teorema de Green a primeira integral da eq. (2.82) e

substituindo o campo de tensdes auxiliar o, pelo gradiente de deslocamentos u;,

correspondente na segunda integral eq. (2.82), obtém-se

C J. O-yrnj is dr J. ukr A Ct]k€ uIS >j dQ =
- j ognul, d0 = uf.,, o}, dQ. (2.83)
Finalmente, sabendo que a integral que contém as tensdes O,

correspondentes ao deslocamento de corpo rigido u; ¢ obviamente nula, a

expressdo para a determinagdo da matriz C" ¢ encontrada, utilizando somente

uma integral de contorno

ijril j%is

Cc =C. =j o’nu drl. (2.84)

O mesmo procedimento usado na matriz C" pode ser aplicado a matriz C*,

de acordo com a eq. (2.76)
C*ECfm:.[QO';,,jufmdﬂzL st ) dQ= | o, dQ = ofnu;, dT

ir'l j7%im
— [ i Coty,, 4Q = j g ,uy, dr = uf., o, dQ. (2.85)
Diferentemente do que acontece na eq. (2.83), a tltima integral da eq. (2.85)

ndo ¢ nula, ja que o0, ¢ um campo de tensdes relacionado a solugdo

fundamental. Entdo, deve-se aplicar integracdo por partes na ultima integral da eq.

(2.85)
C'=C,, =[ o5nu,dr - j ul o, ), dQ+ [ w0, d2. (2.86)
Aplicando o teorema de Green a segunda integral da eq. (2.86), encontra-se

a expressdo final para a determinagdo da matriz C*, utilizando somente integrais

de contorno, que ¢

¢ =C,, =[ oynu,dr-([ uio;,n d2-u:s,) (2.87)

J 5 im

A partir da eq. (2.81) pode-se obter os deslocamentos u,, na forma

y Xy Y
ut =L 4 127 (2.88)
Glog o o,
4 12

Uma outra forma de se obter a matriz C* é considerar um outro campo de
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tensdes auxiliar o}, relacionado com a solugdo fundamental u,, , tal que

ol =u . (2.89)

ijm? im

Um conjunto apropriado de tensdes o, para estado plano de tenséo ¢, para
forga p, aplicada na dire¢do x

o 2 [B2v —16v2 —14) In(r)+ 24v2 [+ (13- 36v )x> + (7 28v)y* }

2.90
” 64Gr(v—1)r (290)
o 2 [(16v2 =16y +6) In(r)+ 241> |+ (1= 200 )x> + (7 - 28v )y } 21

» 64G (v —-1)r? '
v |2av =160 =10) In(r)+8(1—v —v2 )]+ (1+ 4w )x> = (5—12v)y*}

ol = - (2.92)

64Gr(v-1)r

Para for¢a p, aplicada na diregdo y, tem-se
o _ i l16v* ~16v +6) In(r)+ 2412 |+ (7-28v ) + (1-20v )y }

" L (2.93)
64Gr(v-1)r
w1 B2v—16v2 —14) In(r)+ 2402 |+ (7-28v )2 + (13- 36v )y }
o = S (2.94)
64Gr(v—1)r
2 2 2 2 2
O_a*:x{r [24v —16v> =10) In(r)+8(1—v —v? )|~ (5= 121 )x> + (1 +4v )y } 2.95)

v 64Gr(v—1)r
Substituindo a eq. (2.89) na eq. (2.76) e aplicando integracdo por partes,
obtém-se

C*

C,, = upop,,, dQ = j ou ), dQ- [Lupsy o dQ. (2.96)
Aplicando o teorema de Green a primeira integral da eq. (2.96) e
substituindo o campo de tensdes auxiliar o, pelo gradiente de deslocamentos
u, correspondente na segunda integral da eq. (2.96), obtém-se
C =G, =[u opn dr=[ ul,, Cyuf, dQ=
= [ uj oo, dC= | o), uf,,, dQ2. (2.97)
Igualmente ao que acontece na eq. (2.83), a integral que contém as tensoes

o,, correspondentes ao deslocamento de corpo rigido u; ¢ obviamente nula.

Entdo, uma outra expressdo para a determinagdo da matriz C* é
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c'=C :jru; oun, dr. (2.98)

rm ijm

Contanto que uma expressdo analitica de o7,

;m esteja disponivel, de tal modo

que a eq. (2.89) seja satisfeita, a eq. (2.98) pode ser um modo mais conveniente de

avaliar a matriz C* que o matematicamente equivalente dado pela eq. (2.87).
Finalmente, resta determinar um modo de avaliar os parametros de corpo

rigido r,, introduzidos na eq. (2.73), em termos dos deslocamentos de corpo
rigido contidos nos deslocamentos nodais (d—d" ) Para isto, sejam W e¢ U"
matrizes cujas colunas representam os valores de u;, e u, avaliados nos pontos
nodais ao longo do contorno I', respectivamente, € seja r um vetor que contenha
os parametros de corpo rigido r,. Entdo, avaliando a eq. (2.73) nos pontos nodais
ao longo do contorno I', obtém-se a equacao matricial
d=(U"+WC)p* +d’ + Wr. (2.99)
Deve-se observar que, para uma solu¢do fundamental baseada em fungdes
singulares (a esséncia dos métodos dos elemento de contorno), os valores dos

termos da diagonal principal de U" s3o indeterminados, desde que eles

correspondam a deslocamentos medidos no mesmo ponto de aplicagdo das forgas
singulares. A obten¢do dos termos da diagonal principal de U® serd mostrada
mais adiante . Para 0 momento, admite-se que a matriz U" pode ser determinada
completamente. Pré-multiplicando a eq. (2.99) pela matriz W' e isolando r,

resulta em

r=W'd-a’"-(U"+wc)p'] . (2.100)

2.6.
Equilibrio de forgas nodais em termos de trabalhos virtuais

Seja o principio dos trabalhos virtuais aplicado ao corpo eléstico estudado

no item 2.1:

[ 0,8, dQ= b du,dQ+ L ¢, 6u, dT (2.101)

para um campo virtual arbitrario de deslocamentos du; tal que

_L

o¢ 2(8u,.,j+8uj,i) em e (2.102)

g
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ou,=0em T,. (2.103)
formulado para que se possa determinar um campo de tensdes o, em equilibrio

com as forcas de massa b, e as forgas externas aplicadas no contorno ¢,.

O campo de tensdes pode ser pensado como uma superposi¢do de uma
solugdo particular arbitraria o) e uma solugdo homogénea o) da eq. (2.1), de
acordo com as eqgs. (2.12) a (2.15), deste modo satisfazendo automaticamente as
egs. (2.1) a (2.3).

A partir das condi¢des de compatibilidade dadas pelas egs. (2.102) e (2.103)
e da hipdtese a cerca do campo de tensoes dada pelas egs. (2.2) e (2.12), pode-se
reescrever a eq. (2.101) na forma

[ (o5 +07bu,., d@= b,6u,dQ+ 1,5u,dr. (2.104)

Fazendo integracdo por partes e aplicando o teorema de Green no primeiro

termo da eq. (2.104), resulta em

[ on,8u,dT=[ o, 8u,dQ = 1,8u, dT~[ o/n,8u,dT.  (2.105)

Promovendo-se a discretizagdo numérica de o, como uma séric de

ij b
N . . .
solugdes fundamentais para forgas p, aplicadas no contorno, e de du;, em termos

de fun¢des de interpolagdo polinomial no contorno, conforme ja foi desenvolvido

para o Método Hibrido dos Elementos de Contorno no item 2.4, obtém-se

8d,\[ pu, AU+, )p;, =8d, ([ tu, dU~[ o2nu,dr).  (2.106)

im™~"in Jjin

que, para quaisquer valores de dd =06d, , resulta na equacao matricial de equilibrio

H'p =p-p’ (2.107)
onde

H=H,,=| pu,dl + &,u (2.108)

im~"in
¢ uma matriz de transformacgado cinematica entre os deslocamentos nodais d e os
deslocamentos nodais d” relacionados com as forgas singulares p”,
p=p,=| tu,dr (2.109)
¢ um vetor de forgas nodais equivalentes, em termos energéticos, as forcas de

superficie ¢, para o campo de deslocamentos adotado no contorno, €

p’=p’ =jra,;’n.u‘ dr (2.110)

Jjin
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¢ um vetor de forgas nodais energeticamente equivalente as forcas de massa b, .

A eq. (2.107) é um subconjunto das equagdes obtidas no Método Hibrido

dos Elementos de Contorno, todavia, ela foi obtida aqui sem fazer qualquer

referéncia ao potencial de Hellinger-Reissner.

2.7.

Formulagcao do Método Hibrido Simplificado dos Elementos de
Contorno (MHSEC)

Na formulagdo hibrida simplificada dos elementos de contorno, a descri¢ao

do comportamento da estrutura também ¢ estabelecida através de dois sistemas de

coordenadas:

Um sistema global ou externo, que descreve no contorno I um campo de

deslocamentos u; aproximados de acordo com as egs. (2.30) e (2.31).

Um sistema local ou interno, que descreve no dominio € um campo de
tensdes 0, em equilibrio, como uma superposi¢do de uma solugio
particular arbitraria o), referente a forgas de massa, ¢ uma solugio
homogénea o . Este tltimo campo de tensdes ¢ descrito por intermédio

de parametros nodais p, , correspondentes a solu¢do fundamental, de
acordo com as eqgs. (2.12) a (2.15). No caso de uma solugdo fundamental
singular, como adotado aqui, os pardmetros nodais p, correspondem a

forcas singulares aplicadas fora do dominio €2, porém infinitamente
préximas do contorno e coincidentes com os pontos de aplicagdo dos

parametros nodais de deslocamentos d,, da eq.(2.30).

Como visto no item 2.5, o campo de deslocamentos no dominio de um

corpo elastico pode ser expresso, a partir de um campo de tensoes definido pelas

egs. (2.12) a (2.15) e considerando deslocamentos de corpo rigido, como

u, =u, p, +ul +u.7, emQ. (2.111)

Avaliando a eq. (2.111) nos pontos nodais ao longo do contorno I'; e

escolhendo um conjunto de func¢des de deslocamentos corpo rigido u; de forma

que, quando medidas nos pontos nodais do contorno, resulte na base ortonormal

W ; obtém-se a equagdo matricial
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d=Up +d"+WF. (2.112)

Pré-multiplicando a eq. (2.112) pelo projetor ortogonal a deslocamentos de
corpo rigido (I— WW"), obtém-se

I-wwW"u'p =(I-ww")(d-d’), (2.113)

ja que (I -WW' )W =0. Esta equagdo de compatibilidade nodal de

deslocamentos juntamente com a equagdo de equilibrio nodal de forcas dada pela

eq. (2.107), formam o Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno:

fiowr o =f-ww o) i
Hp =p-p

Pode-se observar de imediato que, para a obtengdo da matriz de incidéncia

cinemdtica H ¢ requerida apenas a integracdo no contorno I' da estrutura, por

outro lado, a matriz U" requer somente a avaliagdo da solugdo fundamental em
termos de deslocamento diretamente nos pontos nodais, restando determinar

apenas os valores de sua diagonal principal,.que serd mostrado no proximo item.

2.71.
Obtencao da matriz de rigidez

Para um dominio finito, um problema geral da elastostatica com condi¢des
de contorno mistas pode ser formulado considerando o sistema de equagdes

(2.114), com condigdes de ortogonalidade ja conhecidas:
HW=0, H'V=0, W'(p-p’)=0 ¢ V'p'=0. (2.115)
Entdo, para que o sistema (2.114) seja consistente, a seguinte propriedade de
ortogonalidade
I-WwW"u'v=0 (2.116)
deve ser satisfeita. Esta propriedade deveria fornecer os subsidios para a
determinagdo dos termos da diagonal principal da matriz U", que ndo podem ser
diretamente obtidos para uma solucao fundamental singular. Entretanto, o produto
(I—WWT )U ¢ por construcdo singular, que faz com que a eq. (2.116) seja
impraticavel.
Para determinar os termos da diagonal principal de U" deve-se considerar a

forma alternativa da eq. (2.111):
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u, = (ulm +u.C,, )p; +ul +ulr, (2.117)
que quando avaliada nos pontos nodais do contorno e considerando um conjunto
de fungdes de deslocamentos corpo rigido u; de forma que, quando medidas nos
pontos nodais do contorno, resulte na base ortonormal W, recai em

d=(U"+WC)p" +d" +Wr. (2.118)
Esta equagdo possibilita a determinagdo dos termos da diagonal principal de U”.
De fato, a eq. (2.118) foi estabelecida sob a premissa de que as parcelas do campo
de deslocamentos no dominio relativas a solucdo fundamental e a solucdo

particular sdo ortogonais a deslocamentos de corpo rigido. Como conseqiiéncia, a

matriz de deslocamentos nodais (U* + WC) da eq. (2.118) tem que ser ortogonal

a qualquer conjunto de forgas p” desequilibradas. Visto que um conjunto de forgas

desequilibradas ¢ representado pela base ortonormal V, obtida de acordo com a

eq. (2.66), chega-se a seguinte condi¢do de ortogonalidade:
(U +wWC)v =0. (2.119)
Com a equacdo acima torna-se possivel determinar um tnico conjunto de

termos da diagonal principal de U”.

Pré-multiplicando a eq. (2.119) pelo projetor ortogonal a deslocamentos de
corpo rigido (I ~-WW' ), obtém-se, desde que (I -WW' )W =0, que também

I-WWT)u'v=0. (2.120)

Esta condi¢do de ortogonalidade demonstra que na eq. (2.113) somente forgas p”

auto-equilibradas sdo transformadas em deslocamentos (d—db ) Como

conseqiiéncia, o sistema proposto (2.114) do Método Hibrido Simplificado dos
Elementos de Contorno ¢ completamente consistente com as propriedades

espectrais dadas pelas eqgs. (2.115) e (2.116).
Pode-se resolver a eq. (2.113) para se obter as forgas singulares p*, com

base na propriedade espectral da eq. (2.66), de acordo com a teoria das matrizes

inversas generalizadas (Bem-Israel e Greville [13]), como:
p =I-vV)[I-wwW U I-vv" )+ VW' [ (I-wW")d-a’) (2.121)
onde a expressio (I-VV")[I-WW U (I-VV")+VV"|" ¢ a inversa de Bott-

Duffin da matriz (I —WW' )U* .
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Considerando a condi¢ao de ortogonalidade da eq. (2.120), a eq. (2.121)

pode ser simplificada para
p ==V )[I-wwW U + v ' I-ww")d-d") . (2122
Substituindo a expressdo de p* da eq. (2.122) na eq. (2.107), e considerando
a condi¢do de ortogonalidade da eq. (2.61), obtém-se uma expressao final:
p-p)=H"[I-WW U + VW[ (I-WW")d-d")  (2.123)
onde
K=H'[[-ww" U + V' [ (1-ww") (2.124)
¢ uma matriz de rigidez. Nota-se que esta matriz ¢ por constru¢do ortogonal a
deslocamentos de corpo rigido:
WK=KW=0. (2.125)
Como a eq. (2.113) foi formulada sem uma base variacional, a matriz d rigidez K
resultante ndo é simétrica, apesar de U" ser simétrica. Entretanto, K tende a ser
simétrica com o refinamento da malha de elementos de contorno.
Neste ponto se encerra toda a teoria do Método Hibrido dos elementos de

contorno e de sua formulagdo simplificada aplicados a problemas da elastostatica

em meio simplesmente conexo homogéneo e isotropico.

2.8.
Particularizagao para problemas de potencial (Equacgao diferencial de
Laplace e Poisson)

A solug@o numérica da equacdo de Laplace e Poisson pelo Método Hibrido
dos elementos de Contorno e sua formulagdo simplificada, segue a mesma
metodologia da apresentada para problemas de elasticidade até aqui. Todavia,
alguns conceitos precisam ser reapresentados no escopo da teoria dos problemas
de potencial.

Considera-se um corpo submetido a fontes de energia b em seu dominio €2

¢ a fontes de energia g ao longo da parte T, do contorno. Além disso, o potencial

¢ ¢ conhecido na parte complementar [, de I. Procura-se por uma aproximagao

adequada do campo dos fluxos que satisfaga ambas as equacdes de equilibrio no

dominio,
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q,,,=b emtodo Q, (2.126)
e ao longo da parte I', do contorno,
gn,=—q em I . (2.127)
O campo potencial correspondente tem que satisfazer a condi¢do de contorno
¢=¢ aolongode I,. (2.128)
Como ja desenvolvido anteriormente, nestas formulagdes hibridas assume-
se que o campo potencial
¢=4¢,d,, de modo que, p=¢ ao longo de T, (2.129)
¢ conhecido ao longo de todo o contorno I" em termos de fungdes de interpolagdo

polinomiais ¢, e alguns parametros nodais de potencial d,. Assume-se também

um campo de fluxos ¢g,, com seu correspondente campo de potencial ¢,

q:,=q,+q ¢ ¢=¢ +¢" (2.130)
em todo o dominio €2, de modo que a equacdo de equilibrio (2.126) ¢
identicamente satisfeita. Isto significa que pode-se definir uma solucdo particular

arbitraria g, na qual satisfaz a equacdo
q/,,=b emtodo Q, (2.131)

e, mais importante, significa que pode-se determinar uma solu¢do homogénea ¢,
que satisfaca identicamente a equacao

q,,, =0 emtodo Q. (2.132)
Isto caracteriza uma solucao fundamental a ser determinada em termos de alguns

pardmetros nodais de fontes de energia p, , na forma:

4 =qwPn © ¢ =¢,p,+9C, (2.133)
em que o subscrito m refere-se a cada um dos graus de liberdade do modelo
discretizado.

A solugdo fundamental em termos de potencial para a equacao de Laplace:

¢°,.=0em Q (2.134)

vii

para problemas bidimensionais em meio homogéneo e isotrdpico &

@ = —Lln(r)+ Const. (2.135)
2wk

onde k ¢ a constante do meio e r ¢ a distancia entre o ponto de aplicagdao da fonte
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p,, €0 ponto m onde se quer medir o valor da fungéo.

Feitas estas consideragdes, relaciona-se o campo potencial no contorno,
definido pela eq. (2.129), com o campo de fluxos no dominio, dado pelas eqs
(2.130) a (2.133), através de um principio variacional em termos do potencial de

Hellinger-Reissner:
— oIl , =5IQ[U0C (@ +a7)+4;. 9] Q-5 (¢ +47 Jodr +8[ godr.  (2.136)
Apo6s a interpolagdo das varidveis ¢, de acordo com a eq. (2.129), bem
como ¢;, de acordo com a eq. (2.133), chega-se a expressdo matricial ja
conhecida:
8 *T( % b T T, * b _
p"' (Fp’ —Hd+b’)-3d"(H"p" +p’ —p)=0. (2.137)
onde; p° e d sdo vetores contendo os pardmetros nodais p, e d,; a matriz

simétrica do tipo “flexibilidade” F, a matriz do tipo “transformacdo cinematica” H

e o vetor b’ de potenciais nodais equivalentes a fontes no dominio sio definidos

em termos de integrais de contorno, na forma

F| [F, s s
H(=|H,, |=| 16, (-7 )dT+ 6, ((5,,);: (2.138)
bb bb ¢P ¢P

r
e p’ e p sdo vetores de fluxos nodais equivalentes as fontes no dominio b e as

fontes ¢ no contorno, respectivamente, definidos como
b pl=lp; p)=[o(-arn 7)ar (2.139)

Entdo, para valores arbitrarios de dp° e dd, de acordo com a eq. (2.51), a eq.

(2.137) recai no sistema de equagdes do Método Hibrido dos Elementos de

Contorno

{F p' =Hd-d’) (2.140)

H'p =p-p’
no qual sdo validas todas as propriedades de ortogonalidade ja mostradas que
torna o sistema consistente.
O conceito de deslocamentos de corpo rigido, no contexto de problemas de

potencial, pode ser pensado como um campo potencial constate e a matriz W

torna-se um vetor normalizado de potenciais nodais constantes, onde W'W =1.
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Da mesma forma deve-se pensar a entao matriz e agora vetor V no sistema interno
de coordenadas.

O campo potencial no dominio levando-se em consideracdo um campo
potencial constante normalizado ¢°, obtido a partir de um campo potencial
constante arbitrario 5 ¢, € determinado na forma

o=, +0°C,)p, +9" +o°c. (2.141)

Avaliando a equacdo acima nos pontos nodais, obtém-se a eq. (2.118). Pré
multiplicando a eq. (2.118) por W' recai em

I-wwW")u'p* =(1-ww")[d-d"). (2.142)

Para problemas de potencial uma funcdo arbitraria de potencial constante

pode ser expressa na forma

~

o =1. (2.143)
Entdo, um conjunto adequado de fungdes de fluxo ¢, necessario para a

determinacdo das matrizes C" e C" vale
1| x
q/ =—{ } (2.144)

Além disso, pode-se representar o potencial ¢ requerido na definigdo de C”

como
&" =%(x2 +37). (2.145)

Finalizando, um conjunto apropriado de fungdes de fluxo ¢; relacionadas a

solugdo fundamental ¢ , pode ser expresso na forma

¢“ = —é[x In(>)—2x + y arctg(x/y)] (2.146)

" =—8i[y In(r?)-2y+x arctg(y/x)] (2.147)
/4
Aplicando a condigdo de contorno da eq. (2.127), a partir da formulagdo de
Galerkin
R={ (¢,,,~b)3¢dQ (2.148)
onde, (qi,i—b) ¢ a funcdo ponderadora e 6¢ sdo os coeficientes de ponderacao,

chega-se a seguinte expressao
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.\ +a7)8p, d@ =~ bsgd0- [ 75pdr. (2.149)
Apds a interpolagdo das varidveis ¢, de acordo com a eq. (2.129), bem

como ¢; , de acordo com a eq. (2.133), chega-se a expresséo ja conhecida:

8d,([ ~4,1.0,dT+6,,8,|p, =54, [ 70,dT~ [ ¢'ng,dr). (2.150)
que, para um conjunto arbitrario de potenciais nodais 6d =dd, , obtém-se equagado
matricial de equilibrio de fluxos nodais

H'p =p-p’. (2.151)
A eq. (2.142) juntamente com a eq. (2.151) formam o sistema de equagdes do

Me¢étodo Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno

{(I ~WWT)U'p =(1-WWT)d-d") , (2.152)

H'p =p-p’
no qual sdo validas todas as propriedades de ortogonalidade ja mostradas que

torna o sistema consistente.

29.
Exemplos

29.1.
Corpo elastico com contorno irregular (problema de elasticidade)

Neste primeiro “patch test”, uma forca unitdria singular ¢ aplicada na
dire¢do x no ponto indicado na Figura 2.4 de coordenadas globais (0, 30), gerando

um campo de deslocamentos u, dado por:

N S E S
uX_Sﬂ(l—V)GLZ (3 4v)1n(r)} e (2.153)
1 x(y-30)
u =
Y 8x(l-v)G 7

, (2.154)

onde r=4/x*+(y—30)", para o coeficiente de Poisson v=0.3 e o modulo de
elasticidade transversal G =9640 KN/cm® . Agora, recorta-se o contorno indicado
e aplica-se os efeitos do campo de deslocamentos u,, considerando uma malha de

discretizacdo, iniciando na origem e seguindo no sentido anti-horario, de modo a

se ter de 2 a 6 elementos em cada lado do contorno irregular.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

54

Neste exemplo foram impostas condi¢des de contorno de Dirichlet, com os

deslocamentos nodais d avaliados diretamente do campo de deslocamentos u,

aplicado, que permitem avaliar os pardmetros p°, de acordo com a eq. (2.122), e

expressar diretamente os resultados em pontos do dominio, de acordo com as egs.
(2.15) e (2.72).
Para efeito de verificacdo da convergéncia dos resultados, os deslocamentos

nas diregdes x ¢ y ¢ as tensdes O, , 0, ¢ 7, , avaliados ao longo dos segmentos de

reta indicados na Figura 2.4 sdo respectivamente mostrados nas Figura 2.5, Figura
2.6, Figura 2.7, Figura 2.8 e Figura 2.9, numa comparacdo com os valores
analiticos.

Embora, neste exemplo, tenham sido consideradas apenas condigdes de
contorno de Dirichlet, condi¢des de contorno de Neumann e também condi¢des de
contorno mistas podem ser facilmente simuladas como um novo “patch test”,
chegando a um padrao de convergéncia similar. Nota-se ainda que, apesar de que
para condic¢des de contorno de Dirichlet a segunda equagado do sistema (2.114) ndo
¢ necessdria, ja que se estd interessado apenas nos resultado em pontos do
dominio, a avaliagdo da matriz H est4 implicita na eq. (2.113), visto que a base V
tem que ser obtida de acordo com a eq. (2.64) de modo a ser possivel determina os

termos da diagonal principal da matriz U .

35{‘ Forca (15,35)
| Singular
30§-/—>

1(0,30)

25
20-

15

.
(15.12) (30,15)

10

0 5 10 15 20 25 30
Figura 2.4 — Esquema da estrutura de contorno irregular com a for¢a singular indicada
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Deslocamento (u ) Deslocamento (u )

Deslocamento (u , )

-2,9E-05
-3,0E-05
-3,1E-05
-3,2E-05
-3,3E-05
-3,4E-05

-3,5E-05

-1,8E-05
-2,0E-05
-2,2E-05
-2,4E-05
-2,6E-05
-2,8E-05
-3,0E-05
-3,2E-05
-3,4E-05
-3,6E-05
-3,8E-05

-2,2E-05
-2,3E-05
-2,4E-05
-2,5B-05
-2,6B-05
-2,7E-05
-2,8E-05
-2,9E-05
-3,0E-05
-3,1E-05
-3,2E-05

Deslocamento ( u, ) sobre o SR1

55

— Analitico

— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos

— 5 Elementos

— 6 Elementos

0 2 4 6 8

Deslocamento ( u, ) sobre o SR2

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

s

s

//

— Analitico

— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos

— 5 Elementos

— 6 Elementos

5 7 9 13 15 17 19 21 23

Deslocamento ( u, ) sobre o SR3

1 13 15 17

— Analitico

— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos

— 5 Elementos

— 6 Elementos

19 21 23 25 27 29 31

33 35

Figura 2.5 — Deslocamento na dire¢do x ao longo dos segmentos de reta indicados na
Figura 2.4
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0,0E+00 ~

Deslocamento ( uy ) sobre o SR1

-5,0E-07

-1,0E-06

-1,5E-06

-2,0E-06

-2,5E-06

-3,0E-06

Deslocamento (u )

-3,5E-06

-4,0E-06

-4,5E-06

-5,0E-06

0 2 4 6 8

1,0E-06

Deslocamento ( u, ) sobre o SR2

0,0E+00

-1,0E-06

-2,0E-06

-3,0E-06

Deslocamento (u )

-4,0E-06

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

-5,0E-06

5,5E-06 -

Deslocamento ( u, ) sobre o SR3

11

13

15

17

23

4,5E-06

25

3,5E-06

2,5E-06

1,5E-06

5,0E-07

-5,0E-07

Deslocamento (u )

-1,5E-06

-2,5E-06

-3,5E-06
11

13

15

17

19 21

23 25 27 29 31

33 35
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— Analitico
— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos
— 5 Elementos
— 6 Elementos

— Analitico

— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos

— 5 Elementos

— 6 Elementos

— Analitico

— 2 Elementos
3 Elementos
4 Elementos

— 5 Elementos

— 6 Elementos

Figura 2.6 — Deslocamento na diregéo y ao longo dos segmentos de reta indicados na

Figura 2.4
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Tensio (G )

Tensdo (o )

Tensdo (o )
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Tensao ( o, ) sobre o SR1

3,0E-03
-2,0E-03
N N — Analitico
-7,0E-03 & — 2 Elementos
3 Elementos
-1,2E-02 4 Elementos
— 5 Elementos
-1,7E-02 \ — 6 Elementos
-2,2E-02 T
'2,7E'02 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tensao ( c, ) sobre o SR2
1,0E-02 -
5,0E-03
0,0E+00 — \g — Analitico
-5,0E-03 / — 2 Elementos
1 .0E-02 W 3 Elementos
’ 4 Elementos
-1,5E-02 — 5 Elementos
-2,0E-02 — 6 Elementos
-2,5B-02
'3,0E'02 T T T T T T T T T 1
5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Tensao ( o, ) sobre o SR3
-0,003 \\
-0,005 \
-0,007
— Analitico
-0,009 \ — 2 Elementos
-0,011 \ 3 Elementos
-0,013 / 4 Elementos
0.015 \ // — 5 Elementos
’ — 6 Elementos
N
J
-0,019 N/
‘0,021 T T T T T T T T T T T 1
11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Figura 2.7 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura

24
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Tensio ( o, ) sobre o SR1
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0,006
0,004
0.002 L — Analitico
<= P — 2 Elementos
E 3 Elementos
.; 0 ;W' 4 Elementos
E \ ) — 5 Elementos
-0,002 \vg/ — 6 Elementos
-0,004
'0,006 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tensio ( o, ) sobre o SR2
0,02
0,01
0 — — Analitico
b% — 2 Elementos
- ~ 3 Elementos
g -0,01
@ \ 4 Elementos
5] —
= -0,02 5 Elementos
— 6 Elementos
-0,03
'0,04 T T T T T T T T T 1
5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Tensio ( o, ) sobre o SR3
0,02 -
0,015 [
— Analitico
’E, 0.01 — 2 Elementos
- 3 Elementos
'§ 4 Elementos
E 0,005 — 5 Elementos
/ — 6 Elementos
0
%/
'0,005 T T T T T T T T T T T 1
11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Figura 2.8 — Valores da tenséo 0, ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura

24
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Tensio ( 1y, ) sobre o SR1

0,007
0,006
/\\(\ —
0,005 — Analitico
-~ / \ m — 2 Elementos
N 0,004 ' 3 Elementos
S / m 4 Elementos
5 0,003 — 5 Elementos
=
0,002 6 Elementos
0,001
0 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tensio ( 1y, ) sobre o SR2
0,025
0,02
— Analitico
oy 0,015 / — 2 Elementos
[
< 0.01 3 Elementos
$ %Q 4 Elementos
2 L
; 0.005 — 5 Elementos
— 6 Elementos
0
'0,005 T T T T T T T T T 1

0,008 -
0,006 / \
_ 0,004 \ — Analitico
Z 0,002 — 2 Elementos
N \ 3 Elementos
o 0
g R 4 Elementos
E -0,002 \\\ — 5 Elementos
— 6 Elementos
-0,004
N\
-0,006
—07008 T T T T T T T T T T T 1

1 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Figura 2.9 — Valores da tenséo 7, ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura
24
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29.2.
Dominio simplesmente conexo irregular sujeito a um campo
potencial

Como um segundo exemplo académico, a Figura 2.10 apresenta um
dominio simplesmente conexo irregular de constante k=1, submetido a um

campo potencial

6=——In[(x+107 + (y—25] (2.155)
4k

originado por uma fonte aplicada no ponto indicado de coordenadas (10, 25).

Neste exemplo foram impostas condi¢cdes de contorno de Dirichlet, com o

potencial nodal d avaliados diretamente do campo potencial ¢ aplicado, que

permitem avaliar os parAmetros p°, de acordo com a eq. (2.142), e expressar

diretamente os resultados do potencial e dos gradientes nas diregdes x e y em
pontos do dominio, de acordo com as egs. (2.141) e (2.133), respectivamente.
Estes resultados estdo mostrados nas Figura 2.11,Figura 2.12 e Figura 2.13,
respectivamente.

A discretizacao do contorno foi feita de modo a se ter de 2 a 6 elementos em
cada lado do contorno irregular (iniciando na origem e seguindo no sentido anti-

horario), para teste da convergéncia.
35 A

30
] Fonte

25;0
1(-10,25)

20

15

R
(15,12), (30,15)

10-

0 1 s
-0 5 0 5 10 15 20 25 30
Figura 2.10 — Esquema do dominio de contorno irregular com a fonte singular indicada
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-0,42

0,44 AN

61

Potencial sobre o SR1

-0,46

— Analitico

~-0,48

— 2 Elementos

-0,5
-0,52

3 Elementos
4 Elementos

Potencial (¢

-0,54

— 5 Elementos

— 6 Elementos

-0,56

-0,58

-0,6

0,42 -
0,43

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Potencial Sobre o SR2

0,44

— Analitico

-0,45

— 2 Elementos

-0,46

3 Elementos
4 Elementos

-0,47

— 5 Elementos

Potencial (¢ )

-0,48

— 6 Elementos

-0,49
-0,5

-0,51

-0,51 -

Potencial sobre o SR3

-0,515

— Analitico
— 2 Elementos

-0,52

-0,525

\ 3 Elementos
4 Elementos

Potencial (¢ )

-0,53

\ — 5 Elementos
— 6 Elementos

-0,535

11

17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Figura 2.11 — Valores do potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura

2.10
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Figura 2.12 — Valores do gradiente na diregdo x ao longo dos segmentos de reta
indicados na Figura 2.10
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Figura 2.13 — Valores do gradiente na dire¢cdo y ao longo dos segmentos de reta
indicados na Figura 2.10
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