PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Ricardo Alexandre Passos Chaves

O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno

Aplicado a Problemas Dependentes do Tempo

Tese de Doutorado

Tese apresentada ao Departamento de Engenharia
Civil da PUC-Rio como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de Doutor em Ciéncias de
Engenharia Civil: Estruturas.

Orientador: Ney Augusto Dumont

Rio de Janeiro
Setembro de 2003


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

PONTIFfCIA UNIVERSIDADE CATéLlCA %&%w =
DO RIO DE JANEIRO Por
‘.

Ricardo Alexandre Passos Chaves

O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno
Aplicado a Problemas Dependentes do Tempo

Tese apresentada como requisito parcial para obtencdo do
titulo de Doutor pelo Programa de Pds-Graduagdo em
Engenharia Civil do Departamento de Engenharia Civil do
Centro Técnico Cientifico da PUC-Rio. Aprovada pela
Comissao Examinadora abaixo assinada.

Prof. Ney Augusto Dumont
Presidente/Orientador
Departamento de Engenharia Civil — PUC-Rio

Prof. Euclides de Mesquita Neto
UNICAMP

Prof. Joao Luis P. Roehl
Departamento de Engenharia Civil — PUC-Rio

Prof. Raul Rosas e Silva
Departamento de Engenharia Civil — PUC-Rio

Prof. Remo Magalhédes de Souza
UFPA

Prof. Webe Jodao Mansur
COPPE/UFRJ

Prof. Ney Augusto Dumont
Coordenador Setorial
do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 19 de setembro de 2003


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou
parcial do trabalho sem autorizagdo do autor, do orientador e
da universidade.

Ricardo Alexandre Passos Chaves

Graduou-se em Engenharia Civil, pela Universidade Federal
do Para, em julho de 1997. Participou do programa especial de
treinamento (PET/Civil.) nos anos de 1994 a 1997. Ingressou
no curso de mestrado em Engenharia Civil da PUC-Rio no ano
de 1997, atuando na area de Estruturas. Titulou-se Mestre em
Ciéncias de Engenharia Civil: Estruturas pela PUC-Rio em
abril de 1999. Participou do projeto PROBRAL/99 entre Brasil
e Alemanha no ano de 1999.

Ficha Catalografica

Chaves, Ricardo Alexandre Passos

O Meétodo Hibrido Simplificado dos Elementos de
Contorno Aplicado a Problemas Dependentes do Tempo /
Ricardo Alexandre Passos Chaves; orientador: Ney
Augusto Dumont. Rio de Janeiro, PUC-Rio, Departamento
de Engenharia Civil, 2003.

[20]., 179 f.:il. ; 29,7 cm

1. Tese (doutorado) — Pontificia Universidade Catolica
do Rio de Janeiro, Departamento de Engenharia Civil.

Inclui referéncias bibliograficas.

1. Engenharia Civil — Teses. 2. Elementos de
contorno. 3. Problemas dependentes do tempo. 4. Analise
numérica. I. Dumont, Ney Augusto. II. Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro. Departamento de
Engenharia Civil. II1. Titulo.

CDD: 624


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Para minha amada esposa Ana Raquel
(Aninha), por acreditar nos meus sonhos e
por sonhar junto comigo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Agradecimentos

A Deus que me permitiu concretizar mais este estudo. A quem dou gracas por

tudo em minha vida. A Ele toda honra, toda gléria e todo o louvor.

A minha querida esposa Ana Raquel de Mello Chaves por sonhar os nossos

sonhos e incentivar nossos projetos de vida como uma sé carne e um sé coragao.

Aos meus pais Argemiro Pessoa Chaves e Nadir Passos Chaves, por serem os
melhores pais do mundo, sem os quais este trabalho jamais poderia ser realizado.
Aos meus irmaos Jos¢ Ricardo Passos Chaves e Raquel Passos Chaves, que
juntamente com meus pais, enviaram-me tanto amor e forca de vontade, que
mesmo t3o longe de casa, nunca deixei de sentir a presenca de todos em meu

coracgao.

Ao professor Ney Augusto Dumont, pelo conhecimento transmitido e confianca
depositada na orientagdo deste trabalho. Agradeco principalmente pela amizade,

tolerancia e tranqiiilidade transmitidas nos momentos mais complicados da tese.

Aos grandes amigos Antonio Miranda, Alan Wilter, ¢ Anderson Pereira,

companheiros de apartamento que conquistaram minha amizade por toda vida.

Aos grandes amigos Chan, Salete e Alexandre Lopes, que ajudaram a superar as

dificuldades deste periodo.

A todos os meus amigos da PUC-Rio. A todos os meus amigos da Igreja

Presbiteriana da Gavea.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Resumo

Chaves, Ricardo Alexandre Passos Chaves, Dumont, Ney Augusto. O
Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno Aplicado a
Problemas Dependentes do Tempo. Rio de Janeiro, 2003. 179p. Tese de
Doutorado — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

O Método Hibrido dos Elementos de Contorno foi introduzido em 1987.
Desde entdo, o método foi aplicado com sucesso a diferentes tipos de problemas
de elasticidade e potencial, inclusive problemas dependentes do tempo. Esta Tese
apresenta uma tentativa para consolidar a formulagdo simplificada do Método
Hibrido dos Elementos de Contorno para a analise geral da resposta dindmica de
sistemas eldsticos. Baseado em um método de superposicdo modal, um conjunto
acoplado de equagdes diferenciais de movimento de alta ordem ¢ transformado em
um conjunto desacoplado de equagdes diferenciais de segunda ordem que podem
ser integradas normalmente por meio de procedimentos conhecidos. Este método
também ¢ uma extensdo de uma formulagdo introduzida por J. S. Przemieniecki,
para a analise de vibragdo livre de barras e elementos de viga baseada em uma
série de freqiiéncias. O método trata estruturas restringidas, com condigdes
iniciais ndo homogéneas dadas como valores nodais e também através de campos
prescritos no dominio, assim como forcas genéricas de massa (além de forcas
inerciais). Esta tese também tem por objetivo estabelecer a consolidagdo
conceitual da aplicacdo da versao simplificada do Método Hibrido dos Elementos
de Contorno a materiais com gradagdo funcional. Sdo obtidas varias classes de
solucdes fundamentais para problemas de potencial dependentes e independentes
do tempo, para a analise no dominio da freqii€ncia combinada com uma técnica
avancada (mencionada acima) de superposicdo modal baseada em séries de
freqiiéncias. Com isso, consegue-se a utilizagdo de integrais somente no contorno
mesmo para materiais heterogéneos. Apresenta-se um grande numero de
resultados numéricos de problemas bidimensionais, para validacdo dos
desenvolvimentos teoricos realizados.

Palavras-chave
Elementos de contorno, elementos hibridos de contorno, problemas

dependentes do tempo, materiais com gradacao funcional
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Abstract

Chaves, Ricardo Alexandre Passos Chaves, Dumont, Ney Augusto. The
Simplified Hybrid Boundary Element Method Applied to Time-
Dependent Problems. Rio de Janeiro, 2003. 179p. DSc. Thesis —
Department of Civil Engineering, Pontificia Universidade Catolica do Rio
de Janeiro.

The hybrid boundary element method was introduced in 1987. Since then,
the method has been successfully applied to different problems of elasticity and
potential, including time-dependent problems. This thesis presents an attempt to
consolidate a formulation for the general analysis of the dynamic response of
elastic systems. Based on a mode-superposition technique, a set of coupled,
higher-order differential equations of motion is transformed into a set of
uncoupled second order differential equations, which may be integrated by means
of standard procedures. The first motivation for these theoretical developments is
the hybrid boundary element method, a generalization of T. H. H. Pian’s previous
achievements for finite elements, which, requiring only boundary integrals, yields
a stiffness matrix for arbitrary domain shapes and any number of degrees of
freedom. The method is also an extension of a formulation introduced by J. S.
Przemieniecki, for the free vibration analysis of bar and beam elements based on a
power series of frequencies. It handles constrained and unconstrained structures,
non-homogeneous initial conditions given as nodal values as well as prescribed
domain fields and general domain forces (other than inertial forces). This thesis
also focuses on establishing the conceptual framework for applying the simplified
version of the hybrid boundary element method to functionally graded materials.
Several classes of fundamental solutions for steady-state and time-dependent
problems of potential are derived for a frequency-domain analysis combined with
an advanced mode superposition technique based on a power series of
frequencies. Thus, the boundary-only feature of the method is preserved even with
such spatially varying material property.Several numerical examples are given in
terms of an efficient patch test for irregular bounded, unbounded and multiply
connected regions submitted to high gradients.

Keywords
Boundary element methods ; hybrid boundary element method, time-

dependent problems, functionally graded materials.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Sumario

I INEEOAUGAO ...ttt et e e et e e e et e e e e e e araaeeeenns 21

2 O M¢étodo Hibrido dos Elementos de Contorno e sua formulacao simplificada

aplicados a problemas ESTALICOS .......evuueriierieeiierie ettt 24
2.1. Equagoes bésicas da elasticidade linear.............ccoecueevieniienieniiieieeieeeeeen 24
2.2. Solucdo fundamental .............ccooeiuiiiiiiiiiiiiicieece e 26
2.3. O Potencial de Hellinger-ReiSSNer ..........ccceecveeeiiieeiiiieeiieeeiie e 28
2.4. Formulagdo do Método Hibrido dos Elementos de Contorno (MHEC)......... 30
2.4.1. Obtencao da matriz de rigIdeZ........ccceeriieriieriieiieeieeee e 35
2.5. Avaliagdo de deslocamentos em pontos do dominio considerando

deslocamentos de COTpO TIZIAO ......eeveuvieiciiieeiie ettt e 39
2.6. Equilibrio de forgas nodais em termos de trabalhos virtuais............ccccceenee. 44

2.7. Formulagdo do Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno

(MHSEQ) ..ttt ettt sttt 46
2.7.1. Obtencdo da matriz de r1ZIdeZ .......c.eeeeviieeiiieeiieeeiie et e 47
2.8. Particularizacdo para problemas de potencial (Equacgao diferencial de Laplace
€ POISSOM) ...ttt et e eens 49
R B = =) 1110 [0} PSR 53
2.9.1. Corpo elastico com contorno irregular (problema de elasticidade)............. 53
2.9.2. Dominio simplesmente conexo irregular sujeito a um campo potencial..... 60

3 O Método Hibrido dos Elementos de Contorno e sua formulagao simplificada

aplicados a problemas estaticos em dominio infinito e multiplamente conexo .... 64

3.1. Proposi¢ao do problema em dominio infinito ...........ccccveeeiieeniieenieeeeieeenee. 64
3.2. Solugao no Método Hibrido dos Elementos de Contorno.............ccccceuvee.ee. 65
3.3. Solucdo no Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno ........ 68

3.4. Aplicacao do Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno a
problemas em dominios multiplamente CONEXO0S .........ccvervrerreerieerieenieereenereennes 69

R T o5 €5311010) 01U 73


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

3.5.1. Cavidade em meio elastico INfINIt0 ......c.eevereerieriienierieieeeeeee e 73
3.5.2. Cavidade irregular em meio infinito submetida a um campo potencial...... 77
3.5.3. Meio multiplamente conexo irregular (problema de elasticidade).............. 79

3.5.4. Dominio multiplamente conexo irregular submetido a um campo potencial

............................................................................................................................... 83
4 O M¢étodo Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno aplicado a

problemas dependentes do tEMPO........eeevieiieiiiieniieeieee e 86
4.1. Equacdes basicas da elastodindmica e solu¢ao fundamental............c............. 86
4.2. Equilibrio de for¢as N0daiS........ccueevierieeiiieniieiieiie et seve e 88
4.3. Compatibilidade de deslocamentos .............cccuveeriieeniieeniiie e 90
4.4. Determina¢ao da matriz de rigideZ.........ceoueeviieiiieniiiiieeieeeee e 91
4.5. Formulagdo no dominio da freqli€ncia.........ccceevveeviieniiinieeciieniecieeeeeeene 92

4.5.1. Solugao fundamental para equagdes diferenciais hiperbolicas e parabolicas

............................................................................................................................... 94
4.5.2. EXCIMPIOS ..eiiiiieiiiie ettt ettt ettt e et e e e e saae e e saaeenaeeensaaeennneeas 96
4.5.2.1. Dominio irregular simplesmente conexo submetido a um campo potencial
............................................................................................................................... 96
4.5.2.2. Cavidade irregular em dominio infinito submetido a um campo potencial
............................................................................................................................. 100
4.5.2.3. Corpo elastico com contorno irregular submetido a um campo de
dESIOCAMENLOS. ...ttt 104
4.6. Analise transiente a partir da formulacdo no dominio da freqiiéncia........... 113
4.6.1. Técnica de superposicao Modal..........ccccuveeriieeiieeeiieecieeeee e 117
4.6.2. Consideracao de condi¢des iniciais nd0-homogeneas.............ceceerveenneenne 119
4.6.3. Avaliacao de resultados em pontos do dominio...........ceeeeeeeeeenrerciiennnnnns 120
4.6.4. EXCMPLOS ...veiiiiiiieeiiieiiecie ettt ettt ettt et e st sbeesbeeeaeenaeenbeennee e 121
4.6.4.1. Carregamento senoidal aplicado ao recorte irregular de um elemento de
TCLICA L ooeiieiiiee e ettt e et e e e e aaaaa s 121
4.6.4.2. Carregamento senoidal aplicado ao recorte irregular de um elemento de
EECLICA 2 ettt ettt e et e e e e et e e e te e e te e e eareeeeareeenns 123
4.6.4.3. Aplicagdo subita da aceleragao da gravidade sobre corpo irregular....... 125
4.6.4.4. Velocidade inicial constante aplicada a um elemento de trelica............ 127

4.6.4.5. Recorte numa membrana circular submetida a velocidade inicial constante


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

5 O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno aplicado a

problemas de potencial em materiais com gradacdo funcional...............c..c....... 133

5.1. Solu¢ao fundamental para problemas de potencial em regime permanente

(equaAcA0 de Laplace) .....ccueieuieeeiieeeiie ettt e e are e 133
5.1.1. Primeiro caso: solugao exponencial ...........ccccceeveeriiieniiiiiienieeiiesie e 135
5.1.2. Segundo caso: s0lugao paraboOliCa..........ccceeeiieriieniieniieiiieieeieeee e 138
5.1.3. Terceiro caso: solugao trigONOMELIICA........ceeuveereerereerieeieeiee e eieeeereenees 140
5.1.4. Casos sem significado fiSICO ......cccveeriiiieriiiiiiiieeeiie e 142
5.1.5. Implementa¢do numérica para problemas bidimensionais........................ 146
5.2. Solu¢ao fundamental dependente da freqliéncia ..........cccceevveevveeiiienieenenne. 147
5.3 EXCMIPIOS ottt ennas 152

5.3.1. Dominio irregular simplesmente conexo com varia¢ao exponencial da
propriedade do material...........cccueeeiiiieiiiiiiecce s 152
5.3.2. Dominio irregular simplesmente conexo com variacao exponencial da
propriedade do material e condigdes de contorno mistas..........ccceevveeverueeruennnene 155
5.3.3. Cavidade irregular em dominio infinito com variagdo exponencial da
propriedade do material...........ccueeeiiieeiiiiiiecee e 157
5.3.4. Dominio irregular multiplamente conexo com variacao parabdlica da
propriedade do Material............ccceeeiiiiiiiiiiieieeieee e 160
5.3.5. Dominio irregular multiplamente conexo com variagao trigonométrica da
propriedade do material...........cccueeeiiiieeiiiieee e 162
5.3.6. Fluxo SOb uma barragem ..........cccceeeuieiieeiiienie et 165

5.3.7. Condugao de calor transiente unidimensional em uma placa quadrada com

FGM ettt ettt st 167
5.3.8. Fluxo linear sobre um lado de uma placa quadrada com FGM.................. 169
6 CONCIUSAD ...ttt et e s e e sare e e aveeeaseeenseeens 171


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Lista de figuras

Figura 2.1 - Corpo elastico em equilibrio..........ccccueevuiereiienireiiienieeiieeieeee e 25
Figura 2.2 - Grafico da energia interna de deformagao.........c.ccceevvveecvveencieeennnene 30
Figura 2.3 - Sistema de coordenadas (interno e externo), para descri¢ao do
comportamento da EStIUTUTA. .......ccvierieeiiierieeiiecie ettt e e e e eee e s 32
Figura 2.4 — Esquema da estrutura de contorno irregular com a forga singular
INAICAAA. ..ttt ettt ettt et 54
Figura 2.5 — Deslocamento na direcdo x ao longo dos segmentos de reta indicados
NA FIGUIA 2.4 oottt ettt ettt et saae b e nnnas 55
Figura 2.6 — Deslocamento na dire¢do y ao longo dos segmentos de reta indicados
NA FIGUIA 2.4 oottt e st e e et e e s bee e esaeeesnseeennseeeas 56

Figura 2.7 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta indicados na

FIGUIA 2.4 ..ottt e et e et e et e e st e e st e e e sbe e e aaeeenree e 57

Figura 2.8 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta indicados na

FIGUIA 2.4 ..ottt e ettt e st e e st e e s b e e e nbe e e aaeeenneeennes 58

Figura 2.9 — Valores da tenséo 7, ao longo dos segmentos de reta indicados na

FIGUIA 2.4 ..ottt ettt 59
Figura 2.10 — Esquema do dominio de contorno irregular com a fonte singular
TNAICAAA. ...ttt 60
Figura 2.11 — Valores do potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na
FAGUIA 210 ..ottt ettt 61
Figura 2.12 — Valores do gradiente na direcao x ao longo dos segmentos de reta
indicados Na FIgura 2.10......c.ccoiiiiiiiiiiiieiecieccte et ene e 62
Figura 2.13 — Valores do gradiente na direcao y ao longo dos segmentos de reta
indicados Na FIgura 2.10......c.coiiiiiiiiiecee et e 63
Figura 3.1 - Dominio infinito dividido em dois subdominios. .........c..cccceveverueennene 65
Figura 3.2 - Corpo elastico com dominio multiplamente conexo ..........c...ccceu.ee. 70

Figura 3.3 — Esquema da cavidade de contorno irregular com a forga singular

IIAICAAA. ..ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aeaa e aaeaeeeeeeeaneaaas 74


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Figura 3.4 — Deslocamento na direcdo x ao longo dos segmentos de reta da Figura
33 bbb b bbbttt ettt et 74
Figura 3.5 — Deslocamento na direcdo y ao longo dos segmentos de reta da Figura

3 et st 75

Figura 3.6 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta da Figura 3.3

Figura 3.8 — Valores da tensdo 7, ao longo dos segmentos de reta Figura 3.3 ... 76

Figura 3.9 — Esquema da cavidade de contorno irregular com a fonte singular
INAICAAA. ...ttt e 77

Figura 3.10 — Valores do potencial ao longo dos segmentos de reta da Figura 3.9

............................................................................................................................... 78
Figura 3.11 — Gradiente na dire¢do x ao longo dos segmentos de reta da Figura 3.9
............................................................................................................................... 78
Figura 3.12 — Gradiente na dire¢ao y ao longo dos segmentos de reta da Figura 3.9
............................................................................................................................... 79
Figura 3.13 — Esquema da estrutura de contorno irregular com a forga singular
INAICAAA. ..ttt ettt ettt 80
Figura 3.14 — Deslocamento na dire¢do x ao longo dos segmentos de reta da
FAgUIa 3.13 ettt et e neas 80
Figura 3.15 — Deslocamento na dire¢ao y ao longo dos segmentos de reta da

S Teqh 2 T USRS 81
Figura 3.16 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta da Figura

2 TSRS 81
Figura 3.17 — Valores da tensdo o, ao longo dos segmentos de reta da Figura

2 X TSRS 82
Figura 3.18 — Valores da tenséo 7, ao longo dos segmentos de reta da Figura
1 TSRS 82

Figura 3.19 — Esquema do dominio multiplamente conexo de contorno irregular
com a fonte singular iINdicada...........ccoeeviiiiieiiiiniieiieeeeee e 83

Figura 3.20 — Valores do potencial ao longo dos segmentos de reta da Figura 3.19


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

2 SRS 84
Figura 3.22 — Gradiente na dire¢do y ao longo dos segmentos de reta da Figura

3L ettt ettt et a et et e ettt eneeees 85
Figura 4.1 — Esquema do corpo de contorno irregular com a fonte indicada........ 97

Figura 4.2 — Potencial ao longo do segmentos de reta indicados na Figura 4.1....97
Figura 4.3 — Fluxo na dire¢@o x ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1 .....98
Figura 4.4 — Fluxo na dire¢2o y ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1 .....98
Figura 4.5 — Potencial ao longo do segmentos de reta indicados na Figura 4.1....99
Figura 4.6 — Fluxo na dire¢do x ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1 .....99
Figura 4.7 — Fluxo na dire¢do y ao longo do segmentos de reta da Figura 4.1 ... 100
Figura 4.8 — Esquema da cavidade de contorno irregular com a fonte indicada. 101
Figura 4.9 — Potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura 4.8 101
Figura 4.10 — Fluxo na dire¢do x ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8 102
Figura 4.11 — Fluxo na direcdo y ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8 102

Figura 4.12 — Potencial ao longo dos segmentos de reta indicados na Figura 4.8

Figura 4.13 — Fluxo na direcao x ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8 103
Figura 4.14 — Fluxo na direcdo y ao longo dos segmentos de reta da Figura 4.8 104
Figura 4.15 — Esquema da estrutura de contorno irregular com a forga singular

INAICAAA. ..ottt 105
Figura 4.16 — Amplitude do deslocamento na dire¢do x sobre os segmentos de reta
indicados na Figura 4.15....c.c.ooiiiiiie e 106
Figura 4.17 — Amplitude do deslocamento na dire¢do y sobre os segmentos de reta
indicados Na FIGUIa 4.15......c.ooiiiiiiiieiieieceee et e 107

Figura 4.18 — Amplitude da tensdo o, sobre os segmentos de reta da Figura 4.15

Figura 4.21 — Carregamento nodal equivalente na dire¢do x para as trés


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

QISCTEUIZAGORCS .....vvveeeeeiiiieeeeiieee e ettt e e ettt e e e et e e e e e etb e e e e eaaeeeeesabaeeeesasseeeeenasaeaaeas 111
Figura 4.22 — Carregamento nodal equivalente na direcdo y para as trés
QISCTEUIZAGOES ......vvveeeeeeitieeeeeeiteeeeeete e e e ettt e e eea e e e eetaeeeeeeaaeeeeeeataeeeeeareeeeeeaseeaean 112
Figura 4.23 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de
ETCLICA 1.ttt ettt et e e e et e e et e e e et e e e etreeeeabeeeaeeas 122
Figura 4.24 — As 40 primeiras freqliéncias naturais do corpo e do elemento de
EECLICA ..ttt e et e e e e eata e e e e eaaaaens 122
Figura 4.25 — Resposta do deslocamento no ponto A indicado na Figura 4.23 .. 123
Figura 4.26 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de
ETCIIGA .. e e e e e e et e e e e ata e e e eeaaaaaaas 124
Figura 4.27 — Resposta do deslocamento no ponto A indicado na Figura 4.26 ..124

Figura 4.28 — Resposta do deslocamento ao longo do segmento de reta da Figura

B.20 et 124
Figura 4.29 — Esquema do corpo com contorno irregular recortado do elemento de
EECIIGA ..ttt e e e e e et e e e ata e e e eaaaaaaaas 125
Figura 4.30 — Deslocamentos nodais ao longo do contorno............ccceceevveenneenne 126
Figura 4.31 — Deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.29...................... 126
Figura 4.32 — Deslocamento ao longo do segmento de reta tracejado da Figura

B.29 ettt 126
Figura 4.33 — Elemento de trelica submetido a velocidade inicial constante...... 127
Figura 4.34 — Deslocamentos nodais ao longo do contorno.........c..cccceeeveveeennennee 127
Figura 4.35 — Deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.33...................... 128

Figura 4.36 — Deslocamento ao longo do segmento de reta tracejado da Figura

Figura 4.37 — Esquema do recorte na membrana e detalhe da discretizagao do

[o70) 1170) 40 Lo OO P PP UP TR OPRPPOPR 129
Figura 4.38 — Esquema do campo de deslocamentos num Instante de tempo..... 129
Figura 4.39 — Resposta do deslocamento do ponto A indicado na Figura 4.37..130
Figura 4.40 — Esquema da estrutura e discretizagdo do contorno ...........c........... 131
Figura 4.41 — Variagdo da temperatura ao longo do lado AB...........cccceeevennenne. 131
Figura 4.42 — Variacao da temperatura ao longo do lado AB em escala menor. 132
Figura 5.1 — Sistema de coordenadas para descricdo de um FGM..................... 134

Figura 5.2 — Padrdes de variago ilustrativos da funcio exponencial k(z) ........ 138


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Figura 5.3 — Padrdes de variagdo ilustrativos da fungio polinomial k(z) ..........
Figura 5.4 — Padrdes de variacio ilustrativos da fungio trigonométrica k(z) ...
Figura 5.5 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte

TNAICAAA. ...ttt et
Figura 5.6 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado ..........cceeeuveeneee.
Figura 5.7 — Fluxo na dire¢do x ao longo do segmento de reta tracejado ...........
Figura 5.8 — Fluxo na dire¢do z ao longo do segmento de reta tracejado............
Figura 5.9 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 15 elementos ......
Figura 5.10 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 38 elementos ....

Figura 5.11 — Esquema da fun¢ao k(z) e do contorno irregular com a fonte

TNAICAAA. ... e
Figura 5.12 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado ........................
Figura 5.13 — Fluxo na direcao x ao longo do segmento de reta tracejado .........
Figura 5.14 — Fluxo na direcdo z ao longo do segmento de reta tracejado..........

Figura 5.15 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte

TNAICAAA. .ttt et
Figura 5.16 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado ........................
Figura 5.17 — Fluxo na direcdo x ao longo do segmento de reta tracejado .........
Figura 5.18 — Fluxo na direc¢do z ao longo do segmento de reta tracejado..........
Figura 5.19 — Fluxo nodal equivalente para discretizagao com 15 elementos....
Figura 5.20 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 38 elementos ....

Figura 5.21 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte

TNAICAAA. .ttt ettt
Figura 5.22 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado ........................
Figura 5.23 — Fluxo na dire¢do x ao longo do segmento de reta tracejado .........
Figura 5.24 — Fluxo na direc¢do z ao longo do segmento de reta tracejado..........
Figura 5.25 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 47 elementos....
Figura 5.26 — Fluxo nodal equivalente para discretizagdo com 78 elementos ....

Figura 5.27 — Esquema da fungdo k(z) e do contorno irregular com a fonte

INAICAAA. ...ttt
Figura 5.28 — Potencial ao longo do segmento de reta tracejado ........................
Figura 5.29 — Fluxo na direcdo x ao longo do segmento de reta tracejado .........

Figura 5.30 — Fluxo na direc¢do z ao longo do segmento de reta tracejado..........


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Figura 5.31 — Fluxo nodal equivalente para discretizacdo com 47 elementos .... 165
Figura 5.32 — Fluxo nodal equivalente para discretizagao com 78 elementos .... 165

Figura 5.33 — Fluxo de agua sobre uma barragem e malha de elementos de

COMEOTTIO ...ttt ettt ettt e e st e e s bttt e sat e e bt eeat e e bt e s et e e bt e sabeebeenateebeeeane 166
Figura 5.34 — Fluxo ao longo do segmento AC..........ccccvvevveriienieeciienieeieeeeenns 166
Figura 5.35 — Fluxo ao longo do segmento BD............ccccovviviiiieiciiiccieeeeee. 167
Figura 5.36 — Potencial ao longo da base AB da fundagdo..........ccccceveerienenns 167

Figura 5.37 — Propriedades do material, esquema da estrutura e condi¢des de
o8] 1170) 40 Lo OO OO TP P RO PR PP 168
Figura 5.38 — Potencial ao longo do lado X =0 para alguns instantes de tempo 169
Figura 5.39 — Propriedades do material, esquema da estrutura e condi¢des de
COMBOTTIO ...ttt ettt ettt et sae e et e s et et e saa e et eese e et e s aneeneeeaneeneesaneeneeenne 170

Figura 5.40 — Potencial ao longo do lado X =1 para alguns instantes de tempo 170


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916426/CA

Lista de Simbolos

Caracteres latinos:

A Matriz quadrada ndo-singular arbitraria

bm, b Vetor de deslocamentos do sistema interno equivalentes ao
campo de deslocamentos referentes as forcas de massa

C, Cy, Cy, C;  Constantes arbitrarias

Csm, C Matriz de constantes de corpo rigido

C Matriz de constantes de corpo rigido relacionada a u,

o Matriz de constantes de corpo rigido relacionada a u;_

C, Matriz de constantes de corpo rigido obtida a partir de W

C, Matriz de constantes de corpo rigido relacionada a u}, obtida a
partir de W

C, Matriz de constantes de corpo rigido relacionada a u; obtida a
partir de W

c,, € Vetor de constantes de corpo rigido

c’, c® Vetor de constantes de corpo rigido relacionado a u?

c, Vetor de constantes de corpo rigido obtido a partir de W

c? Vetor de constantes de corpo rigido relacionado a u obtido a
partir de W

Cins Tensor da relagdo constitutiva

dm, d Deslocamentos nodais do sistema externo

d, d Deslocamentos nodais equivalentes do sistema interno

E Projetor ortogonal

E Forgas de massa prescritas

Matriz de flexibilidade do sistema interno

1
B
S

Matriz de flexibilidade no sistema interno para meio infinito

Matriz de flexibilidade no sistema interno avaliada em I"_

o
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G Modulo de elasticidade transversal

Hun, H Matriz de incidéncia cinematica

H Matriz de incidéncia cinemaética para meio infinito

H_ Matriz de incidéncia cinematica avaliada em I

K; Constante potencial

K, K Matriz de rigidez do sistema externo

K Matriz de rigidez do sistema externo para meio infinito

P> P Vetor de forgas nodais equivalentes

po.p° Vetor de forgas singulares

P Fung¢do de transformagdo de forgas referente a solucdo
fundamental

p Vetor de forgas nodais equivalentes para meio infinito

P. Vetor de forgas nodais equivalentes avaliado em I'_

q; Gradientes

q; Funcao de transformacao de gradientes referente a solucao
fundamental

q Fungdo auxiliar de gradientes

q Fungdo auxiliar de gradientes referentes a solucdo fundamental

r Raio

r, I Vetor dos pardmetros de corpo rigido

tm, t Vetor de forcas nodais do sistema externo, equivalentes as

forcas de massa

T; Componentes do vetor de forgas de superficie

T Forcas de superficie prescritas

T Forcas de superficie referentes a solugao fundamental

uj Vetor de deslocamentos

U, Deslocamentos prescritos

u Deslocamentos referentes a solu¢ao fundamental

u’, uP Deslocamentos referentes a solugdo particular da equacdo de
equilibrio

u Deslocamentos totais referentes as for¢as de massa
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Ur
Uo(&i)
Uj (o)

U;© (o)

<4

Fungdes de interpolacdo de deslocamentos
Funcdo de transformagdo de deslocamentos referente a solugao
fundamental

Fungdes arbitrarias de corpo rigido
Fung¢ao auxiliar de deslocamentos

Fungdo auxiliar de deslocamentos referentes a solucdo

fundamental

Matriz dos valores de u;. avaliados nos pontos nodais
m

Matriz dos valores de u; avaliados nos pontos nodais
Densidade de energia interna de deformagao

Densidade de energia interna na forma complementar

Densidade de energia interna na forma complementar, referente
ao sistema interno

Matriz cujas colunas formam a base ortonormal das forcas
singulares que correspondem a forcas nodais equivalentes nulas
Matriz cujas colunas formam uma base das forcas singulares
que correspondem a for¢as nodais equivalentes nulas

Matriz cujas colunas formam a base ortonormal dos
deslocamentos de corpo rigido

Funcgdes de corpo rigido associadas a W

Coordenadas cartesianas
Matriz cujas colunas formam uma base dos deslocamentos de
corpo rigido

Coordenadas cartesianas

Caracteres gregos:

Delta de Dirac

Funcao potencial

Contorno arbitrario

Contorno arbitrario para meio infinito

Contorno arbitrario no infinito
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o

Aij» A

Regido do contorno onde se t€ém deslocamentos prescritos
Regido do contorno onde se tém forgas prescritas

Energia potencial total

Forma generalizada da energia potencial total

Potencial de Hellinger-Heissner

Dominio do corpo eléstico
Delta de Kronecker

Deformacgoes

Matriz de transformacao

Cosenos diretores de um elemento de superficie
Multiplicadores de Lagrange

Coeficiente de Poison

Constante

Potencial

Fun¢do de transformacdo de potencial referente a solucao
fundamental

Funcao potencial arbitraria que denota deslocamento de corpo
rigido

Funcao auxiliar de potencial

Tensdes normais

Tensdes referentes a solugao fundamental

Tensdes totais referentes as forcas de massa

Tensdes referentes a solugcdo particular da equacao de
equilibrio

Fun¢do de transformag¢do de tensdes referente a solucdo

fundamental

Fungao auxiliar de tensdes
Funcgao auxiliar de tensdes referentes a solucao fundamental
Funcao auxiliar de tensdes referentes a solucao particular

Tensoes cisalhantes

Coordenadas paramétricas

Densidade do material
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