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Resumo

Estudo de respostas vibratérias em navios
Dentro do universo de transporte de pessoas e mercadorias, os navios tém

um papel essencial enquanto veiculos de transporte em massa. Como ou-
tras maquinas e elementos mecénicos, os navios sao submetidos aos dife-
rentes esfor¢os em suas respectivas estruturas. Tais esforcos podem ser os
causadores de uma possivel falha, e entao, o conhecimento destes é de fun-
damental importancia para a concepcao dos projetos e para a realizagao
de manutengoes preventivas em navios ji existentes. Por todos estes aspec-
tos, é extremamente interessante saber modelar estes esforcos sofridos pelo
navio. Contudo, a construcao deste modelo pode ser complexa. Os navios,
normalmente, tém estruturas ¢ geometrias extremamente complexas, saber
representé-las dentro de um modelo pode nao ser uma tarefa trivial. Sabendo
disto, neste trabalho é proposto um modelo para representar a dinamica do
navio através da teoria de vigas que é simples e conhecida. Primeiramente o
problema homogéneo ¢ tratado, sao encontradas solugoes analiticas para os
modos de vibracao que sao comparadas com aproximagcoes numéricas dos
mesmos. As aproximagoes numéricas sao obtidas com o auxilio da técnica
de discretizagao de elementos finitos. Observamos a influencia do ntmero de
elementos utilizados na discretizagao na representacao do diferentes modos,
é vista que quanto mais complexo o movimento do modo(maior frequén-
cia natural) mais elementos sdo necessarios para obter um erro inferior a
1%.Para resolver problemas for¢ados utilizamos, além da discretizacao por
elementos finitos, o método de integracao numérica de Runge-Kutta. Ob-
servamos que € possivel determinar o niimero de elementos necessarios para
representar a dindmica da viga for¢ada corretamente. Conhecendo a mais
alta frequéncia excita pelo forcamento podemos determinar quantos ele-
mentos sao necessarios para representar o modo mais complexo excitado
pelo for¢amento externo. Analisamos que esta escolha do nimero de ele-
mentos é crucial, uma vez que quando escolhemos menos elementos do que
0 necessario arriscamos perder informagoes da resposta dindmica da viga.
Por outro lado, quando escolhemos um ntmero de elementos demasiada-
mente alto o tempo de calculo aumenta consideravelmente(pode aumentar
1 hora passando de 30 para 50 elementos por exemplo) sem ganho em pre-
cisao(diferengas entre as mesmas aproximagoes com 30 ¢ 50 clementos ¢ da
ordem de 107°%).

Palavras—chave

Navios; modelo viga-navio; método dos elementos finitos; vibragoes;

anéalise modal.



Abstract

Study of vibratory responses in ships
Within the universe of transporting people and goods, ships play an essen-
tial role as mass transport vehicles. Like other machines and mechanical
elements, ships are subjected to different stresses in their respective struc-
tures. Such efforts may be the cause of a possible failure, and therefore, their
knowledge is of fundamental importance for project design and preventive
maintenance on existing ships. For all these aspects, it is extremely interest-
ing to know how to model these efforts suffered by the ship. However, the
construction of this model can be complex. Ships usually have extremely
complex structures and geometries, so representing them within a model
may not be a trivial task. Knowing this, this work proposes a model to rep-
resent the ship dynamics through the simple and known beam theory. First
the homogeneous problem is solved, analytical solutions are found for the vi-
bration modes that are compared with numerical approximations of them.
Those numerical approximations are obtained with the help of the finite
element discretization technique. We observe the influence of the number
of elements used in the discretization in the representation of the different
modes, since the more complex the movement of the mode (higher natural
frequency) the more elements are required to get an error of less than 1 %.
After this first part, we pass on the study of forced responses. In addition
to finite element discretization, we use the Runge-Kutta numerical integ-
ration method to solve te differential equations in time. We note that it is
possible to determine the number of elements required to represent the dy-
namics of the forced beam correctly. Knowing the highest frequency excited
by forcing we can determine how many elements are needed to represent the
most complex mode excited by external force. We analyze that this choice
of the number of clements is crucial, since when we choose fewer elements
than necessary we risk losing information about the dynamic response of
the beam. On the other hand, when you choose too many elements the cal-
culation time increases considerably (it can increase by 1 hour from 30 to
50 elements for example) without gain in accuracy (differences between the

same approximations with 30 and 50 clements is in the order of 107° %).

Keywords
Ships; beam-ship model; finite elements methode; vibrations; modal

analysis.
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1
Introducao

1.1
Motivacao

Dentro do universo de transporte de pessoas e mercadorias, os navios tém
um papel essencial enquanto veiculos de transporte em massa. Como outras
maquinas e elementos mecanicos, os navios sao submetidos aos diferentes
esforgos em suas respectivas estruturas. Tais esfor¢cos podem ser os causadores
de uma possivel falha, e entao, o conhecimento destes é de fundamental
importancia para a concepgao dos projetos e para a realizagao de manutencoes
preventivas em navios ja existentes.

Estes esforgos podem ser de diferentes tipos (vibragoes, choques, corro-
soes, etc.) e podem ser gerados por diferentes fontes, como as ondas do mar,
os ventos ou até fontes internas, como o motor do navio e suas turbinas. A
motivacao deste trabalho é o estudo das vibragoes de um navio geradas pe-
los diferentes tipos de esforcos possiveis, simulados por forgas concentradas ou
distribuidas em todo navio.

Por todos estes aspectos, é extremamente interessante saber modelar
estes esforgos sofridos pelo navio. Contudo, a construcao deste modelo pode ser
complexa. Os navios, normalmente, tém estruturas e geometrias extremamente
complexas, saber representa-las dentro de um modelo pode nao ser uma tarefa
trivial.

Neste contexto, é habitual na industria naval modelar a estrutura central
de navios através da teoria de vigas [1] [3]. O chamado modelo viga-navio é
usado para representar a dinamica de um navio de uma maneira mais simples.
Na verdade, o navio é dividido em diferentes se¢oes com areas e momentos
de inercia conhecidos, que sao substituidas pelo chamado "elemento viga'".
A juncao destes "elementos viga" forma o modelo do navio, substituindo a
geometria complexa antes apresentada e facilitando os calculos de deformacoes,
esforgos cortantes e momentos fletores resultantes dos carregamentos aplicados.

Neste trabalho iremos apresentar uma aplicacao do modelo viga-navio
na resolucao de problemas reais que serao explicados nas se¢oes subsequentes.
Primeiramente a modelagem destes problemas serd apresentada, junto com
suas respectivas equagoes. Em seguida, a solucao analitica do problema sera
mostrada, junto com os diferentes modos de vibragao do problema homogéneo.

Depois, iremos aplicar uma discretizacao por elementos finitos na viga, de
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forma a poder calcular uma aproximagao numérica para o problema. Os
resultados numeéricos serao comparados aos analiticos com o objetivo de validar

o modelo numeérico.

1.2
As ferramentas utilizadas

Neste trabalho serao tratados diversos conceitos que nao sao muito
abordados durante o curso de graduacao em engenharia mecénica. Estes
conceitos sao listados a seguir, seguidos de uma breve explicacao de suas

respectivas utilizagoes neste trabalho.

1. Teoria de vigas
Esta teoria foi utilizada no modelo proposto para representar o navio.
Serao explicados durante o trabalho (mais especificamente no capitulo 2)
quais sao os modelos normalmente utilizados para descrever as equacoes
representativas da dinfmica de uma viga, assim como as hipdteses

tomadas para se chegar até estas equagoes.

2. Método dos elementos finitos
O método dos elementos finitos é uma técnica de discretizacao de
problemas continuos. Neste trabalho ele é utilizado para discretizar a viga
representativa do navio, auxiliando na obten¢ao de uma aproximagao

numérica para a solugao da dinamica da viga.

3. Analise de convergéncia
Analisaremos também a convergéncia entre as diferentes solugoes apro-
ximadas, colocando em evidencia os fatores importantes para que esta

convergéncia ocorra.

4. Transformada de Fourier
A transformada de Fourier seré utilizada aqui para descobrir qual a
frequéncia de excitacao de um forgamento externo aplicado na viga.
Esta descoberta seré feita através da anélise do espectro de frequéncia
resultante da aplicagao da transformada no sinal de entrada (forgamento

em fungao do tempo).

5. Decomposi¢cao modal
Apo6s a discretizagao do problema através do método dos elementos finitos
serao apresentadas solugoes para as diferentes coordenadas modais do
problema. Estas solugoes serao obtidas com o auxilio da decomposi¢ao
modal, onde as matrizes resultantes da discretizacao por elementos finitos

sao projetadas em uma base modal para o desacoplamento do sistema.
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6. Integracao numérica
Também foi utilizado o método de integragao numérica de Runge-Kutta
para encontrar uma aproximagao numérica a solugao. Este método sera

apresentado junto a sua utilizagao neste trabalho durante o capitulo 5.



2
Apresentacao do problema

Neste capitulo iremos definir o problema que sera tratado neste trabalho.
Comegaremos apresentando o ja descrito modelo viga-navio, ou seja, como foi
modelado o problema. Seguiremos pela apresentacao das equacoes da dinamica
do problema a serem resolvidas, com apresentacao das condi¢oes iniciais e de
contorno. Finalmente, serd proposta uma simplificagao no modelo para facilitar

a analise da sua fiabilidade.

2.1
O problema

Como ja descrito na introdugao, trataremos aqui de vibragoes em navios,
causadas pelos diferentes forcamentos. Em um primeiro momento, tentaremos
simular os esforcos feitos pelas ondas, causadores de um movimento conhecido,
em inglés, como slaming. O slaming é o conjunto de movimentos bruscos feitos
pelo navio quando este "passa" pelas ondas. A imagem a seguir ilustra este

fenomeno[4][5].

Figura 2.1: Slamming em um navio de pequeno porte

Sabemos que os deslocamentos causados pela passagem de um navio
por uma onde podem acontecer em diversas diregoes (vertical, horizontal,
rotacional e qualquer combinagao dessas trés)[5]. Entretanto, neste trabalho
simplificaremos entes movimento apenas a direcao transversal ao eixo principal

do navio, como mostrado na figura abaixo:
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Antes da aplicagdo da forga Depois da aplicagdo da forca

Viga Navio

Viga Navio

Forca representativa do
slaming

Figura 2.2: Movimento do slamming tratado neste texto

2.2
O modelo proposto

2.2.1
O navio

Agora que conhecemos os problema que sera tratado, passemos & sua
modelagem. Como também ja dito, foi escolhido o modelo viga-navio para
modelar o navio. Este modelo consiste em aproximar o navio por uma viga de
caracteristicas variaveis, estas caracteristicas sendo aproximacoes nas diferen-
tes se¢oes transversais de um navio[3]. A figure a seguir mostra um exemplo

do descrito neste paragrafo:

Viga-Navio

Secgdo A Sec¢ao B

Figura 2.3: Exemplo de modelagem de navio por uma viga [1]

Para construir o modelo aqui tratado, a empresa " Bureau Veritas", com
sede em Nantes, na Franca, nos forneceu algumas caracteristicas de um navio
real. Tais caracteristicas sao mostradas na tabela abaixo, acompanhado da

representacao 1-D da viga, com os diferentes elementos-viga destacados.
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Elemento-viga Abcissa x de inicio (m) Massa (toneladas) Area (m?) I,,(m")

1 0 1563 3,8 140
2 11 2020 6,6 593

3 29 1873 5.3 730
4 40 2249 6,4 1159
5 54 2673 6,1 1210
6 72 2631 7 1210
7 86 2673 6,1 1210
8 100 2808 8,2 1666
9 112 2892 7.4 1365
10 129 2662 6,4 1000
11 143 2320 6,1 1063
12 158 2133 6,2 1026
13 172 2038 6,1 1038
14 186 2022 5,7 907
15 201 2060 6,2 1285
16 215 2221 6 1113
17 229 2154 5.3 1000
18 247 1541 4,2 523

19 258 872 3 142

20 272 382 2.5 9.8

Tabela 2.1: Propriedades das diferentes se¢oes do navio
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Figura 2.4: Reparticao da viga tratada neste estudo

Como podemos ver o navio que sera tratado aqui possui 20 se¢oes e um
comprimento total L de 287 metros. As propriedades que necessitamos para a
resolucao da equagao da dindmica que serd mostrada a seguir sao: momento
de inercia sec¢ao transversal (I, ), drea da se¢ao transversal e sua massa. Além

disso, consideramos que a viga que representa o navio é feita de ago, com

densidade p = 7890kg/m?, modulo de Young E = 200G Pa.

2.2.2
O forcamento

A modelagem do slaming seré feita através de uma forga de caracteristica
triangular, assimétrica, com amplitude variavel com o tempo. A evolugao

temporal da forca é mostrada na imagem 2.5.

Forca (N)
L)
7

DII i i ] i i i i ]
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

tempo (s)

Figura 2.5: Evolucao da forga representativa do slaming

Observamos que esta forca tem uma duracao de 0,5 segundos e uma
amplitude de 10°4N. Quanto & localizacao da forca, para simular bem o choque
das ondas, foi escolhida uma forca pontual aplicada na frente do navio, ou, se

passarmos ao referencial da viga, na sua extremidade direita (x = 287 metros).
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2.3
Equacées da dindmica do problema

Nesta se¢ao apresentaremos as equagoes da dinamica do problema. Como
explicado anteriormente, nosso problema se resumiu a um problema de estudo
de comportamento dindmico de uma viga. Teorias de vigas ja sao conhecidas

e frequentemente utilizadas para estudos dinamicos.

2.3.1
Modelos existentes

Os dois principais modelos de problemas de viga sao os de de Euler-
Bernoulli e Timoshenko|2|. O primeiro considera os efeitos cisalhantes e de
inercia de rotacao despreziveis, e traduz isso pela suposicao que as segoes
transversais planas da viga permanecem perpendiculares ao eixo longitudinal
mesmo apoés a deformacgao. Ja a segunda leva estes dois efeitos em consideragao,
ou seja, as se¢Oes transversais planas da viga nao permanecem perpendiculares
ao eixo longitudinal, devido aos efeitos cisalhantes e de inercia de rotagao.
Outra hipotese importante na teoria de vigas é a de pequenas deformacoes, o

que nos permite negligenciar as variagoes geométricas das segoes.

23.2
As equacoes

Neste trabalho, como nao consideramos efeitos de rotacao, escolhemos
o modelo de Euler-Bernoulli para modelar o comportamento da nossa viga.
Consideramos entao uma viga com comprimento L, densidade variavel p(x),
area da segao transversal A(x), modulo de Young E(x) e momento de inércia
da segao transversal I(x). O deslocamento de cada ponto x da viga no instante
de tempo t é dado por u(z,t) assim como o forgamento externo é dado por
flz,t)

Pegamos uma se¢ao da viga entre os pontos 1 e 2, representamos o esfor¢o
cortante por V(x,t) e o momento fletor como M (z,t). Representamos esta

se¢ao na imagem abaixo:
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fx

i
i) (v | RS

Figura 2.6: Diagrama de corpo livre em um elemento dz da viga

Fazendo um balango da quantidade de movimento na se¢ao temos|6]:

/-Tz p(x)A(z)%(m,t)dx =V (xy,t) — V(xy,t) + /«Tz f(z, t)dx. (2-1)

x1
Considerando a se¢ao infinitamente pequena podemos dizer que
V(za,t) = V(zy,t) = 3 temos:

Fu, 8V

p(a:)A(a:)E(a:,t) = E(a:,t) + f(x,t). (2-2)

Finalmente, usando a teoria de Euller-Bernoulli, sabemos que o esforg¢o
cortante ¢ dado por —%Y 2], e sendo M = E(x)[(x)% ficamos com:
2, 2 52,

pAE) L3t + (BT = fet). (23)

A equagao (2-3) é a da dinamica de vigas segundo Euller-Bernoulli.

2.3.3
Condicoes iniciais de contorno

Como o navio no mar nao esta apoiado ou preso em nenhuma posicao,
consideraremos aqui uma viga em condigoes livre-livre. Sabemos que estas
condigoes sao de certa forma irreais, visto que o empuxo faz uma forga em
todo o navio para impedi-lo de afundar, porém neste primeiro momento a
aproximagcao ¢ mais que satisfatoria.

Traduzindo em equagées, temos que o esfor¢o cortante e o momento nas

duas extremidades da viga devera ser nulo, ou seja:

- 2u(0.1) = 0;
~ ZU(L.t) =0;
- 24(0,1) = 0;
- Su(Lt) =0
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Sobre as condicoes iniciais, dizemos que a viga estd parada no espaco

antes da chegada da onda, ou seja:

- U(I7O) = 0;
- %(:{:,O) = 0.

2.4
Simplificacbes propostas

Para os préximos capitulos nos iremos considerar algumas simplificagoes.
A primeira diz respeito as propriedades da viga, iremos considera-las constantes
durante todo o seu comprimento. O valor dado foi a média das propriedades

da viga original. A tabela a seguir mostra as propriedades que serao utilizadas.

Massa Area Momento de Inercia

2092 Toneladas 5,8m m? 928 m*

Tabela 2.2: Propriedades médias da viga

A outra simplificagdo estd no forcamento. Primeiramente, este sera
considerado como nulo, depois, faremos variar o seu valor e também seu ponto

de aplicagao.



3
Solucao analitica da dindmica da viga

Neste capitulo iremos resolver analiticamente a equacgao da dindmica da
viga apresentada no capitulo anterior. Trataremos aqui somente da solu¢ao
espacial da equacao o que chamamos de problema de modos. Chamamos assim
porque iremos encontrar com esta resolucao os diferentes modos e frequéncias
naturais de vibragao da viga proposta.

Lembramos que, apos as simplificagdes propostas em 2.4, a equagao (2-3)

pode ser reescrita como:

5% o
pA— + El— = 0. 3-1
ot? oxt (3-1)
Observamos que esta é uma equagao diferencial de segunda ordem no
tempo e quarta ordem no espago. Logo, serao necessarias para sua resolugao 4
condigoes de contorno e 2 condigoes iniciais|2]. Verificamos em 2.3.3 que esta

é exatamente a quantidade de condigoes existentes.

3.1
Resolucdo por separacio de variaveis

O método normalmente utilizado para resolucao de problemas deste
tipo é o de separagao de wvaridveis|2|. Neste método, tentamos escrever o
deslocamento em fungao de duas varidveis separadas, uma dependente do

tempo e outra dependente da posicao, ou seja:
u(z,t) = X(x)T(t). (3-2)

Substituindo (3-3) em (3-1) temos:

pAS X @I (0] + E1- (X (0)T(0)] = 0 (33
Aplicando as derivadas, separando os termos dependentes da posicao e
do tempo e substituindo % ='e ft "ficamos com:
LL(EIX”(Q;))” = —LT(t) =% (3-4)
pA X (1) ()

Onde A é uma constante a ser determinada. Desta maneira, podemos
dividir o problema em duas EDOs, uma dependente da posicao = e outra
dependente do tempo t:

1 " " 2
SABIX @) = NX (@) (3-5)
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T(t) = =X2T(1). (3-6)
Mais uma vez lembrando as simplifica¢oes apresentadas em 2.4, conside-

ramos E e I constantes, podemos considerar esta hipotese em (3-5):

ET
—(X""(x)) = XX (). 3-7
LX) = XX (@) (37
Como dito anteriormente, trataremos aqui neste capitulo apenas da
resolugao no espago, ou seja, procuramos uma solugao para a equacao (3-7).

Segundo [2] esta EDO tem solugao da forma:

X, (x) = aysen(Bpx) + azcos(Bpx) + azsenh(fpx) + ascosh(fB,x). (3-8)

Onde a1, as, az e ay sao constantes a serem determinadas pelas condi¢oes
iniciais. J& [ ¢ uma constante obtida através de uma relagao dependente das

frequéncia naturais w da viga|2|:

a4 w
pe = | (3-9)
pA

E w = \. Para cada frequéncia natural do sistema teremos um valor de

B e uma equacao de X,,. Estas equagoes sao os modos proprios da viga.
3.2
A solucao

Para encontrar a solucao desta equagao no nosso caso de viga livre-
livre, recorremos a referencia [2| que disponibiliza tabelas com os parametros

necessarios na resolugao. Reescrevemos (3-8) como:
X, (z) = sen(Byx) + cos(Brz) + o, (senh(S,x) + cosh(Byx)). (3-10)

Sendo (3-10) a solucao proposta para vigas livre-livre em [2]. A constante

o, também é tabelada e depende do parametro [, ela é dada por:
on = (cosh(B,L) — cons(B,L))/(senh(B,L) — sin(B,L)). (3-11)

A tabela original de [2| é disponibilizada em anexo. Sendo L o com-
primento da viga, no nosso caso de 287 metros. O valor de f,L também é

tabelado, como mostramos abaixo
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n BnL

1 4,73004074
2 7.85320462
>=3  QGothn

2

Tabela 3.1: Valores de 3, L [2]

Com estes dois valores calculados, podemos finalmente encontrar as
equagoes dos nossos modos proprios de vibragao. Com a ajuda de um codigo
MatLab tracamos os 5 primeiros modos da nossa viga, o resultado é mostrado

a seguir.

deslocamento(m)

"o 50 100 150 200 25( modo 5

posigao(m)

Figura 3.1: Modos de vibracao da viga

Por tltimo, reparamos que uma das solugoes possiveis para as frequéncias
naturais é zero. A frequéncia nula representa o que chamamos de modo rigido
de vibragao [2]. No caso de nossa viga livre-livre este uma vez, e representa o

modo em que a viga se desloca sem vibrar, como mostrado na figura abaixo.
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Modo Rigido

B
N o =] (]

Moo
A=

deslocamento(m)

= - -
ES =11 @
T T T

-
&1

o 50 100 150 200 250 300
posicao(m)

Figura 3.2: Modo rigido de deslocamento

Disponibilizamos também aqui uma tabela com os valores de 3, o e

w(frequéncia natural) encontrados.

Bn, on, w(Hz)

0 - 0
0,01648 0,9825 17,2979
0,02736  1,0007 47,6808
0,03831 0,9999 93,4778
0,04925 1,0000 154,5245
0,06020 0,9999 230,8329

o|luo|le|lw| |~z

Tabela 3.2: (5,0, € w por modo
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Aproximacao numeérica para a solucdo da dinamica da viga

Neste capitulo uma aproximac¢ao numeérica para a solu¢ao do problema
apresentado no capitulo anterior sera desenvolvida. Esta aproximacao é obtida
a partir de uma discretizacao por elementos finitos. O método sera apresentado

e aplicado para o céalculo de uma aproximacao dos modos de vibragao da viga.

4.1
Formulacao fraca

Comecaremos por apresentar a formulacao fraca do problema. Para isso, é
necessario explicar a diferenca entre as formulagoes forte e fraca. A formulagao
forte de um problema é o conjunto formado pela equagao diferencial que o
representa, mais as condigoes iniciais e de contorno. No nosso caso, a equagao

(2-3) junto com as condigoes apresentadas em 2.3.3[7][6].

pA%(x t) +El% = f(x,1). (4-1)
- §8(0.)=0;
- GH(L) =0;
- 0.0 =0;
— SH(L,t) = 0;
- u(z,0) =0;
- %u(z,0) =0.

A solugao desta formulagao deve ser uma fung¢ao continua, com 4 deri-
vadas continuas (ordem da EDO representativa do problema)|7|. A formula-
¢ao fraca é a maneira de reescrever o problema diminuindo estas restrigoes
de regularidade|7]. Esta nova formulagao é obtida pela multiplicacdo de uma

fungao ¢(z) a formulagao forte e a integragao no espago da equagao resultante:

/OLpA%(:C t)¢(:c)d:c+/0 EI— dm—/ f@é(z)de.  (42)

Onde ¢(z) é a chamada fungao teste. Para o caso de uma viga livre-livre,
onde todas as condig¢oes de contorno sao naturais, esta fun¢ao pertence a um
espago sem restrigoes |7 [6].

Para resolver a equagao, fazemos integral por partes duas vezes para o

segundo termo:
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L5 §3 53 52 8¢ 52 8¢
/O pAS— St )¢>(a:)d:c+EI¢5—;;(L,t)—El¢—u( £) — Elé—ué—(L) Elé—;;a(())

(521“52
prot
+/o 52 / fla

Sabemos que pelas condi¢oes limite e iniciais:

- Efcb 5(L,1);
- EM—?( t);
~ EI%4%(L);
~ BEIZu%% ().

6x2 6x

Finalmente a formulagao fraca do problema ¢ escrita:

Lo52y , 84 6% (
/0 pAT S (. )6 () + / it / o (4-4)

Tal equacao pode também ser escrita como:

- M(u fo pALY 53 (z,t)¢(x)dr operador de massa ;
- K(u,¢) = /0 Els: 54” (x)dx operador de rigidez;

fo x)dx operador de forga.

Porém esta formulacao ainda depende do deslocamento da viga. Para nao
depender deste deslocamento, iremos aproxima-lo por :

N

u® = Z An G- (4'6)

n=1
A referéncia [6] mostra o processo para o célculo dos diferentes al,s
utilizando o método de Galerkin [7]. Finalmente, chegaremos a formulagao
fraca dependendo apenas das fungoes-teste.

52 152 L
/0 EI (5x¢ qb]alJLcH—/O pAqb,@de—l—/ fojdx. (4-7)
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4.2
Método de elementos finitos

O método de elementos finitos ¢ uma maneira de discretizar o problema
apresentado na formulacao fraca. A solucao é aproximada em subdominios,
chamados elementos, e fungoes de aproximagao sdo construidas [7].

Estas fungoes de aproximacao sao chamadas de funcoes de interpolacao,
elas serao feitas com base em valores de solucao especificos de cada um dos
elementos, nos chamados nos, que podem estar no contorno ou no interior dos
elementos|8].

As fungoes de interpolagao podem ser dos mais variados tipos, e o seu
grau depende do nimero de noés de cada elemento e do grau da equagao
diferencial a ser resolvida. Os elementos também podem ser de diferentes tipos
(quadréticos, triangulares, etc.), porém, como aqui tratamos de uma viga 1-D,
usaremos elementos de uma dimensao.

Para resolver um problema utilizando uma discretizacao por elementos

finitos existe um roteiro a ser seguido |7] [6]:

1. Escolha do ntmero de elementos, do tipo de elemento e da precisao

desejada

2. Aproximacao do dominio : Constru¢ao da malha e numeracao dos

elementos e nos.

3. Aproximacao da solucao da equacao da formulagao fraca no dominio

aproximado.

Supomos para cada elemento que u€ é da forma:

N
ut = g (4-8)
=1

onde N é o namero de nos no elemento.

— Substituimos o valor de u na formulagao fraca de cada elemento e

teremos as matrizes rigidez e massa elementares.

[MeJaie + [K€Ju = F*. (4-9)

Escolhemos as fungoes interpolagao.

4. Acoplamento do sistema : juncao das matrizes elementares respeitando

as condi¢oes de continuidade locais e globais.

(M]ii + [K]u = F. (4-10)
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5. Imposicao das condigoes de contorno : Substituir os valores nodais

conhecidos vindos destas condigoes.
6. Resolver o problema matricial resultante do passos anteriores.

7. Se o resultado aproximado nao respeitar a precisao desejada deve-se
aumentar o numero de elementos ou mudar o tipo e refazer os calculos a

partir do passo 2

4.3
Aplicacdo no problema viga-navio

Aplicaremos a discretizagdo por elementos finitos no problema apresen-
tado na se¢@o anterior. Lembrando que a formulagao fraca do problema global

¢ dada por:

2 2 L L
Jo 51 x 0 J0

Seguiremos o rote1ro apresentado na secao anterior para a resolucao do
problema. Escolhemos primeiramente uma discretizacao em 3 elementos, com

dois noés por elemento, como mostrado na figura abaixo:

Figura 4.1: Viga dividida em 3 elementos

Como ja havia sido dito neste capitulo, tratamos de um problema 1-D
onde buscamos encontrar o deslocamento transversal da viga, logo o tipo de
elemento é o tnico possivel para este tipo de problema (visto que s6 temos
uma dimensao o tinico fator que poderia ser mudado seria o niimero de nos em
cada elemento).

Seguindo, devemos escrever a equacao da formulagao fraca para cada um
dos 3 elementos e encontrar as matrizes de massa e rigidez elementares, além
dos vetores de forca elementares. Comecamos pelo primeiro elemento, que tem

seu inicio em r =0 e fim em x = 1,

X J 2 z1 .
l 070, / o / o
/0 5$2 S dret [ pAgid;drd + i fodz. (4-12)
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Encontramos assim as matrizes elementares:

[P pigudr [ pyoda ) |

MW = pA 1 1
0 Pardx 0 Gagadx

T 52¢, 52¢1d117 fml %@dr >

KV — EI( 0 022 da? 0 97 022
Z1 6%¢2 0°¢1 1 6292 0 ¢2
0 Jx2 ox2 dx fO 6x2 a2 dx

p@ _ [ Jo' fonde
le f¢2d$

A equacao do primeiro elemento é dada por:

MOXD L g®x®) — p)

27

(4-13)

Continuamos para o segundo elemento, seguimos com 0 mesmo processo

e escrevemos a formulagao fraca:

z2 (52 i(52 . z2 2
/ = ¢ —¢;Jda:a+/ PAg;¢;dxi +/ fojdz.
x r1 z1

) 0x? ox

Encontramos assim as matrizes elementares:

1

ff Gaadx foxl Drpodx
[72 dsadr [ dsiadr )

M® = pA (

f@ 823 62¢ dr f@ 823 62¢3

z1 o0x? 6x2

T2 §2¢y 526 T2 5265 626
K(2) = FJ ( fml 51:22 6:1:22 dx fxl 61:22 6:7023 dx ) ]
dx

T, o0x2 dx?

F® — fxxf Jpadx
f;lz fosda
A equagao do segundo elemento é dada por:
M2 x @) + K2 x@ — p@)
Igualmente para o terceiro elemento:

3 2.4 82 4 z3 3
/ mﬁ%i@mWﬁ/;wmwm+/ foid.
xX xX xr2

2 5.2
) 0r? oz )

Encontramos assim as matrizes elementares:

M® = pA fig Gspsdr [ pspada |
[ busdr [ Gududa

3 82¢3 %3 ¥3 0%¢3 8%ps
K(3) — EI f_’rg 690; 6x; dx fxz 69:; 5&:24 dx
fz‘d 5204 52¢3 dr j‘% 0204 62¢4 dr :

zo Oz dx?

To Oz dx?

(4-14)

(4-15)

(4-16)
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F® _— ffzg fosdr ‘
f;;g fpadzx
A equacao do terceiro elemento é dada por:

MO XO) L B x6) = pG), (4-17)

Com todas as matrizes elementares encontradas nos resta escolher as
fungoes de interpolagao. Como visto nas equagoes mostradas anteriormente, é
necessario que estas fungoes de interpolagao tenham 2 derivadas em x. Como
escolhemos elementos com dois nos, diremos que em cada um desses dois nos
existem duas variaveis, sendo eles o deslocamento transversal u e a rotagao no

eixo perpendicular ao plano da viga 6.

7

i u; u;
I¥e I,
i ( J X

Figura 4.2: Variaveis nodais do problema

A referéncia [8] nos apesenta fungoes de interpolagao utilizadas neste
caso. Estas fungoes sao construidas em volta de 4 variaveis nodais. Logo, foi
escolhido o espaco de polinémios de terceiro grau.

Cada elemento terd entao quatro fungoes N de interpolagao, duas ligadas
aos deslocamentos transversais nodais (N7 e N3) e duas ligadas as rotagoes
nodais (Ny e Ny)

(4-18)

\

As fungoes ¢; de interpolagoes utilizadas nas matrizes de massa e rigidez
e no vetor de forca sao caracterizadas pela jungao de todas as funcoes N de
um dado né. A figura abaixo exemplifica o descrito para um exemplo com duas
fungoes N por elemento.

Conhecidas as funcgoes de interpolacao podemos passar a acoplagem

das matrizes massa e rigidez elementares e dos vetores forca elementares.
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N™ ~. NN
LS L
k Sy
-
- - s
e ® = &

Figura 4.3: Fungoes de interpolagao por no

Esta acoplagem deve ser feita observando os nos em contato nos diferentes

elementos. Por exemplo, o n6 (2) estda presente no primeiro e no segundo

elemento, logo, na matriz global devemos somar as contribuigoes deste né nos

dois elementos na posi¢ao que reflete o multiplicador de us,.

Abaixo a representacao de como seria este processo pela matriz rigidez.

A imagem 4.4 também demonstra o processo visualmente.

K K 0 0

| K KKy K 0
- (2) (2) (3) (3)

0 K35 K33 + K33 K3y

0 0 K K
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2)

]
]
o

Figura 4.4: Representacao visual do processo de acoplagem

As matrizes globais sao mostradas em seguida:

foml P1p1d fom P1p2d 0 0
M = pA I danda [ dagpoda + fflz Paadx fflz Pap3dx 0
0 [.2 dspada [o2 dsdada 4 [ d3sda [ dadada
0 0 /;23 Paps3dr /;23 Gaadx
le 0291 8%¢1 1 §2¢1 6202 0 0
e 6623;522 5(52'1;521 T1 24, 502¢2 i 5522 52¢2 62¢2 22 5265 52¢3
K= EJ fo 522 oa? fo 522 a2 T f 522 ba? fm 522 oa? 0
0 72 e SR L R [
! ; Ch | B
o fon
F — 0: foa + fxz [ oo
[ fos+ [0 fos
Js T

Sendo este o sistema de equagoes diferenciais a ser resolvido para encon-

trar o deslocamento da viga, que também pode ser representada por:

MU+ KU = F (4-19)
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Onde:

Podemos substituir agora as fungoes de interpelacao propostas e encon-
trar os valores das matrizes em funcao dos parametros do problema. Todas as
fungoes N sao polinomiais e dependentes de x e podem ser facilmente deriva-
das.

Antes disso, ¢ importante ressaltar que as matrizes apresentadas neste
capitulo foram construidas com base em elementos com duas fungoes inter-
polagao. Porém, como vimos, no nosso caso isso nao seria possivel, visto que
necessitamos de no minimo duas derivadas em = fomos obrigados & pensar em
fungoes de terceiro grau, que por consequéncia necessitam de 4 variaveis nodais.
Logo, as multiplicagoes de ¢ deixam de ser ¢, j (vetores com dois elementos) e
passam a ser i, j, k, [(vetores com 4 fungoes de forma).

Antes, com apenas duas fungoes de interpolagao tinhamos:

b1 [ ¢1d1 9192
( 0 ) (102) = ( o1 Do > |

Com 4 fungoes de interpolacao passamos a ter:

o1 O1d1 P12 D13 D104
b2 | 921 D292 D293 P20
®3 (B1629304) = G3d1 G302 P33 P304
o Qa1 PaP2 PPz Pady

Aplicando estas alteragoes, as matrizes elementares deixam de ser 2x2
e passam a ser 4x4. Aplicando as derivagoes e substitui¢oes descritas nos
altimos paragrafos temos as matrizes elementares em funcao dos parametros

necessarios:

13/35  11L/210  9/70  —13L/420

11L/210  L2/105  13L/420 —L2/140

9/70  13L/420  13/35  —11L/210
—13L/420 —L2/140 —11L/210  L2/105

M, = (pAL)
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12 6xL —12 6L
6L 4L?> —6L 2L?
-12 —6L 12 —6L
6L 2L* —G6L 4L*

K. = (EI/L°)

Com a mesma regra ja apresentada, podemos encontrar as matrizes
globais. Como todos os elementos tém tamanho, drea da secao transversal
e caracteristicas de inercia idénticas, todas as matrizes elementares sao iguais.
Sabemos também que, neste primeiro momento, o vetor F é nulo, visto que

buscamos resolver o problema de modos.

F=0. (4-20)
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4.4

Comparaciao solucdo analitica e aproximacio MEF

33

O problema a ser resolvido, como mostrado anteriormente, se reduz a:

MU + KU = 0.

A solugao proposta para este tipo de problema seria:

U = e“y.

Substituindo em (5-8) temos:

wMu+ Ku = 0.

(4-21)

(4-22)

(4-23)

A equacgao (4-23) representa o problema de autovalores a ser resolvido.,

onde os autovalores representam as frequéncias proprias (w) e os autovetores os

modos proprios. Este problema foi resolvido com o auxilio de um codigo feito

no software Matlab, os modos e frequéncias de vibragao foram encontrados

numericamente com a ajuda do solver eigs do programa [9].

Os calculos foram feitos para diferentes nimeros de elementos, e os

resultados foram tragados juntos as solugoes analiticas, como mostrado a

seguir:

modo 1// 2 elementos

——analitico
—+—numerico

>>/< K
NSNS

\
7
/ N\

deslocamento(m)
L s o - S
T R e

[

o
w

50 100 150 200 250 300
posigao(m)

4.5(a): Primeiro modo, 2 elementos

modo 2 // 2 elementos

desl:)camentf(m)
‘v‘
£\

0 50 100 150 200 250 300
posigao(m)

4.5(c): Segundo modo, 2 elementos

modo 1 // 10 elementos

——analitico
2 .
—+—numerico

o

F

deslocamento(m)

0 50 100 150 200 250
posigao(m)

4.5(b): Primeiro modo, 10 elementos

modo 2 // 10 elementos

——analitico
—+—numerico

deslocamento(m)
-

o 50 100 150 200 250 300
posigao(m)

4.5(d): Segundo modo, 10 elementos

Figura 4.5: Comparagao solugdes numéricas e analiticas
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deslocamento(m)

modo 3 // 2 elementos

——analitico
—+*—numerico

100 150 200 250
posigao(m)

300

o =~ N
@ - o n oW

deslocamento(m)
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modo 3 // 10 elementos

—analitico
—+—numerico

50 100 . 150 200 250 300
posigao(m)

4.6(a): Terceiro modo, 2 elementos 4.6(b): Terceiro modo, 10 elementos

Figura 4.6: Comparacao solugdes numéricas e analiticas

E possivel observar a influencia do ntimero de elementos nas solugoes
numéricas. Quanto maior o niimero de elementos, teoricamente, menor o erro
da solucao calculada através da discretizagao de elementos finitos. Porém,

observamos que, para os modos de frequéncia mais baixa, a partir de um certo

numero de elementos a precisao nao aumenta ou aumenta muito pouco.

deslocamento(m)
Lo 5 - - s

modo 1// 10 elementos

——analitico
—+—numerico

50 100 150 200 250

posigao(m)

deslocamento(m)
s

modo 1 // 90 elementos

——analitico
—*—numerico

®
°

50 100 150 200 250 300
posigao(m)

4.7(a): Primeiro modo, 10elemen- 4.7(b): Primeiro modo, 90 elemen-
tos

25

deslocamento(m)

modo 10 / 10 elementos

—analitico
—+—numerico
\ N N\ {

100 150 2
posicao(m)

tos

- n
L e

deslocamento(m)
s

v'

modo 10 // 90 elementos
——analitico
—+—numerico

A

1
#

WA

L

=

o

50 100 150 200 250 300
posigao(m)

4.7(c): Décimo modo, 10 elemen- 4.7(d): Décimo modo, 90 elemen-
tos tos

Isto acontece devido & complexidade dos movimentos passados em
frequéncias maiores. Quando utilizamos o MEF, calculamos os valores de des-
locamento apenas para os nés e interpolamos os valores entre eles com o auxilio
das fungdes de interpolacao [7]. Quanto mais simples o movimento, mais facil
de representa-lo com menos pontos. Por exemplo, o primeiro modo, represen-
tante de uma flexao simples pode ser construido com menos pontos do que o

décimo modo, que tem modos de flexao locais.
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Por este motivo, é importante saber a quantidade de modos necessarios
para representar um problema for¢ado. Visto que, se o forgamento e excitar
uma frequéncia mais alta, com modo de deslocamento mais complexo, com
um namero de elementos muito baixo a solu¢do nao sera bem representada.
A ma escolha do nimero de elementos pode nos fazer "perder informagoes"da
resposta da viga.

Por um outro lado, se exagerarmos no ntamero de elementos o célculo
pode se tornar lento, demorando muito mais do que o necessario. Para aferir

sobre o numero de modos necessarios nos tragamos os erros nos valores de

frequéncia em fung¢ao do ntmero de elementos.

S erro primeira frequencia erro décima frequencias
55 45
+ 407,
5 ‘I ¥
|
\ a5t
45 | |
| 1
| 30
4 |
S | g |
o asf | il
= | 620 |
s 4 | \
| 15 4‘
| X
25 |
| of ™
| \
2 & \
o 5 \.‘*
15 & B . S
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 5 0 15 20 o5 30 35
Numero de elementos

40 45 50
Nimero de elementos

4.7(e): Erro percentual no céalculo da 4.7(f): Erro percentual no célculo da
frequéncia propria do primeiro modo frequéncia prépria do décimo modo

Observamos que, para o primeiro modo, 10 elementos sao suficientes para
descrever o movimento com um erro muito baixo (da ordem de 1072%). J4 para
o décimo modo, vemos que precisamos de mais de 20 elementos para conseguir
um erro aceitavel(menor que 1%),0 que confirma a andlise feita anteriormente.

O ideal para encontrar o numero de modos necessarios para represen-
tar um problema é fazer uma analise frequencial através da transformada de
fourier|[6]. Deste modo, podemos encontrar a intensidade da maior frequéncia

excitada pelo forcamento, e por consequéncia, o nimero de modos necessarios

para o representar. Esta analise seré feita no proximo capitulo, onde apresen-
tamos solugoes numeéricas para respostas forcadas.



5
Solucao do problema no tempo

Até este momento tratamos apenas da solugao no espago das equacoes
da dinamica da viga. Porém, como visto no capitulo 3, dividimos a solucao da
dinAmica em duas partes, uma referente ao espaco e outra referente ao tempo.

Neste capitulo apresentaremos maneiras de resolver as equagoes no tempo
do problema discretizado. Ap6s a discretizagao, o nosso problema se transforma

em:

MU + KU = F(t). (5-1)

Primeiramente mostraremos que, em alguns casos, é possivel encontrar
solucoes analiticas para os deslocamentos dos noés, utilizando o conceito de
decomposi¢ao modal. Depois, mostraremos uma maneira de encontrar uma

aproximacao numdérica, utilizando o método de Runge-Kutta.

5.1
Decomposicio modal

5.1.1
O método

O método de decomposi¢ao modal consiste na projegao das matrizes M e
K na base modal, com o objetivo de desacoplar as equagoes da dindmica da viga
e poder resolve-las separadamente. Em seguida, descrevemos o passo-a-passo

a ser seguido para encontrar a resposta através deste método [2]:

1. Primeira mudanca de base
O primeiro passo é passar das coordenadas geométricas, aqui represen-
tadas por u(t), para para um segundo sistema de coordenadas, que cha-

maremos de ¢(t). Esta transformagao é feita utilizando:

u(t) = M~Y2q(t) (5-2)
Multiplicamos o lado esquerdo das matrizes por M ~'/? e ficamos com:
IQ(t) + M™Y2PKM™Y2Q(t) = M—Y2F(t). (5-3)
Onde:
- Q= [Q1QQ~-Qn]T7

— I é matriz identidade da ordem do sistema,
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RO 22

2. Modos proprios e frequéncias naturais do sistema
Os modos proprios e frequéncias naturais do sistema sao encontrados
resolvendo o problema de autovalores e autovetores da matriz &™),
Encontrando as frequéncias e modos podemos construir a matriz P,
que tem nas suas colunas os autovetores normalizados. Esta matriz P

é ortonormal, ou seja P~! = PT

3. Segunda mudanca de base
Passamos agora do sistema de coordenadas dado por ¢(t) para o sistema
de coordenadas modais, chamada aqui de r(t). Esta mudanga sera feita

da seguinte forma:

q(t) = Pr(t) (5-4)

Para simplificar o sistema, multiplicamos o lado esquerdo das matrizes

por PT. Ficamos com:

IR(t) + PPTM~Y2PKM~Y2PR(t) = PM~Y2F(t). (5-5)

Lembrando que, como a matriz P é ortonormal, PTIP = I. A equacao
(5-5) representa a dindmica da viga projetada na base modal. Aqui,
a matriz dada por PTM-Y2KM~1/2P ¢ diagonal, e deste modo as
equacgoes podem ser desacopladas e resolvidas separadamente, como um

sistema de uma coordenada.

4. Volta as coordenadas geométricas
Apos resolver o sistema e encontrar os deslocamentos modais devemos
voltar as coordenadas originais. Para isso, devemos encontrar a matriz
S, dada por:
S=M1?p (5-6)

Para voltar as coordenadas de u(t) fazemos:

u(t) = Sr(t) (5-7)
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5.1.2
Exemplo de aplicacio

Aplicaremos o método descrito anteriormente na viga discretizada por
um elemento. Aplicamos uma forga F(t) na extremidade direita da viga. Mos-
traremos aqui o sistema sendo desacoplado mas nao resolveremos o sistema. A
resolucao do sistema sera tratada no capitulo 6, onde este sera resolvido com a

ajuda da ferramenta dsolve do MatLab. A figura abaixo representa o problema

| "

& —@

i 2

a ser resolvido:

Figura 5.1: Ilustracao do problema a ser resolvido com decomposi¢ao modal

Iremos desprezar aqui as rotagoes e tratar apenas do deslocamentos
transversal, eliminando as linhas e colunas que representam estas variaveis

temos as matrizes do sistema a ser resolvido:

M = (AL) ( 13/35 9/70 ) |

9/70 13/35
K = (EI/L?) ( _1122 _1122 > .

F=( 0 )
F(t)

Comegamos a seguir o passo-a-passo apresentado neste capitulo, comega-
mos pela primeira mudanca de variavel e pela multiplicacdo de M~'/2 do lado

esquerdo. A matriz K™) resultante ¢ dada por:
49,4 —49.4
KM = (EI/L?) ’ .

—49,4 49,4

Com o auxilio da fungao eig do MatLab encontramos os autovalores e os

autovetores da matriz KM)
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w?=98,8

—0, 707
V2 = ’ .
0,707

Estes vetores ja estao devidamente normalizados. Encontramos assim a

b —0,707 —0,707
—0,707 0,707 |

Fazendo PTKM) P temos:

matriz P:

0 0
PTKMP = (EI/L?) .
0 98,8

Finalmente,encontramos o sistema a ser resolvido nas coordenadas mo-

dais:

IR(t) + PPTK™ PR(t) = F. (5-8)

5.2
Aproximacdo Numérica: método de Runge-Kutta

5.2.1
O método

O método de Runge-Kutta ¢ um método de resolugao numérica para
equagoes diferenciais ordinarias. Para a utilizacao do método, a equacao deve

ser da seguinte forma:

y=f(y.1). (5-9)
O método calcula o valor de y no passo de tempo n + 1 em funcao do
valor de y no passo anterior n. Para fazer isso, ele utiliza de uma inclinagao

K, que sera explicada na sequencia:

Yni1 = Yn + KAL (5-10)

Onde K ¢ a inclinacao da reta que aproxima os diferentes valores de y.
Neste trabalho utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem, isso quer
dizer que a inclinagao K sera dada pela média ponderada de quadro inclinagoes

diferentes, sendo elas:

— k1 ¢ a inclinagao no inicio do intervalo;

— k2 ¢ a inclinagao no ponto médio do intervalo, usando a inclinacao k1
para determinar o valor de y no ponto tn + h/2 através do método de

Euler;
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— k3 ¢é novamente a inclinagdo no ponto médio do intervalo, mas agora

usando a inclinacao k2 para determinar o valor de y;

— k4 ¢ a inclinagao no final do intervalo, com seu valor y determinado

usando k3

Calculando a média ponderada teremos:

k1 +2k2 + 2k3 + k4
5 .

K = (5-11)

5.2.2
Aplicacdao no problema de viga

Se observarmos a equagao (5-1), vemos que ela nao é do tipo descrito
em (5-9). Para resolver esta equagao pelo método de Runge-Kutta devemos

escreve-la da maneira necessaria [10]. Para isso, definimos o vetor Y, que é

Y:<g>.

Assim, construimos o seguinte sistema matricial:

() ()G ) (o)

Onde a segunda linha representa a equagao a ser resolvida. A primeira

dado por:

linha ¢é incluida apenas para respeitar a forma de escrever os vetores pelo
método e deixar as matrizes quadradas. Somando os valores escritos na
primeira linha do sistema obtemos 0.

Assim, resolvemos o sistema matricial acima com a ajuda da funcao
ode45 do MatLab. Esta funcao vai retornar um vetor Y de tamanho 2k,
onde as primeiras k coordenadas representam U e as ultimas k coordenadas

representam U.



6
Aproximagdao numérica para dindmica da viga forcada

Neste capitulo apresentaremos aproximagoes para solugoes de problemas
de vigas sujeitas a forgamentos externos. Comegaremos pelo problema mais
simples, onde uma forga externa constante é aplicada na extremidade da viga.
Passaremos por solugoes que excitam modos de vibracao da barra, mostrare-
mos o aparecimento destes modos e analisaremos a precisao da aproximacgao
feita. Finalmente, voltaremos ao problema do slaming, e encontraremos a apro-
ximagao da sua solu¢ao, mostrando quantos elementos sao necessarios para ter
uma boa precisao.

Lembrando que as condigoes inciais e de contorno para todos os proble-

mas aqui apresentados sao as mesmas, apresentadas em 2.3.3.

6.1
Forcamento constante

Para este primeiro caso, escolhemos aplicar a for¢ga no ultimo né da
viga(extrema direita), com amplitude de 10°N, valor da amplitude maxima

do forgamento representativo do slaming.

Viga-Navio

F=10"N

Figura 6.1: Ilustragao do problema com for¢camento nodal constante

Calculamos a aproximagao variando o numero de elementos, os resultados

sao mostrados abaixo:
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Delocamento nodal . Delocamento t = cte.
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6.2(a): Deslocamento nodal dos dife- 6.2(b): Deslocamento da viga nos dife-
rentes nos rentes instantes de tempo

Para verificar se a aproximagao é valida, calculamos a solu¢ao analitica
do problema, através de uma decomposi¢ao das matrizes na base modal|2].

Esta solu¢ao é mostrada a seguir:

delocamento do ponto x = L/2

351

3t /
— 25
£
=
e B
g #

15 /
3 #
S 41
@
@
© st =

."//

il ot

o I I | | | }

0 0.5 1 15 2 25 3

tempo(s)

Figura 6.2: Solug¢ao analitica do deslocamento nodal do ponto médio da viga

O erro percentual foi no calculado para cada aproximagcao no ponto médio

da viga. Abaixo, os graficos desses erros em fun¢ao do tempo:
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——diferencga analitica e 10 elementos
25 ——diferenga analitica e 20 elementos
——diferenga analitica e 30 elementos

diferenca(%)

0.5

o 0.5 1 1.5 2 25 3
tempo(s)

Figura 6.3: Erro percentual das aproximacoes em comparacao com a solucao
analitica

Observamos que quanto maior o nimero de elementos, mais proxima a
aproximagao se encontra da solugao exata. Contudo, vemos que este ganho
em precisao nao ¢ significativo (de 2,5% com 10 elementos para 0, 18% com
20 elementos). Isto acontece porque o for¢camento tem uma forma "simples" e
excita as frequéncias mais baixas. Como visto anteriormente, para representar
as frequéncias mais baixas com uma boa precisao, nao sao necessarios muitos
elementos (o primeiro modo por exemplo pode ser representado com menos de

10 elementos com um erro na ordem de 1073%)

6.2
Forcamento senoidal : excitacio da décima frequéncia natural

6.2.1
A importancia do niamero de elementos

Para observar melhor a dependéncia do ntimero de elementos na aproxi-
macao da solugao que utiliza o método dos elementos finitos, decidimos excitar
uma frequéncia mais alta, no caso, a quinta. A imagem abaixo representa o

problema aqui tratado:
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Viga-Navio

F=107sin(2w155t)

Figura 6.4: Tlustragdo do problema com for¢camento nodal senoidal

O forga ¢ aplicada no ultimo no6 da viga(extrema direita) e ¢ da forma:
F = 10"sin(27 f5t). (6-1)

Lembrando das 9 primeiras frequéncias naturais de vibragao, obtidas com

o auxilio da fung¢ao eigs, mostradas na tabela abaixo:

Modo frequéncia(Hz)
1 0,00
2 17,30
3 47,70
4 93.40
154,50
230,80
392,40
429,20
951,30

O | 0| 3| S| ot

Tabela 6.1: Frequéncias naturais da viga
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Calculamos a aproximacao variando o nimero de elementos utilizados,

os resultados sao mostrados abaixo:

.1¢ delocament do ponto x = L/2
o

<
2}

deslocamento(m)

=]
o

(=]
T —r .
el
————
—

—20 elementos
——30 elementos
—40 elementos

50 elementos

" —10 elementos

.
o
T

a 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tempo(s)

Figura 6.5: Aproximacao da solucao com 10, 20, 30, 40 e 50 elementos
Observamos a convergéncia da aproximacao com o aumento do ntmero
de elementos. Vemos que a diferenga entre os resultados com 10 e 20 elementos
¢ significativa (amplitude com 20 elementos ¢ em média 100% menor), o que

prejudica inclusive a visibilidade das aproximagoes com mais elementos na

imagem 6.9. Abaixo podemos ver a aproximacgao com 20 elementos:

5 X100 delocament do ponto x = L/2

257 20 elementos

deslocamento(m)
& B o

2
tn

0 0.5 1 15 2 2.5 3

tempo(s)

Figura 6.6: Aproximacao da solu¢ao com 20 elementos
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A diferenca entre os resultados obtidos com 20, 30, 40 e 50 elementos
é, pelo menos, duas ordens de grandeza menor. Para entender o motivo
deste comportamento, devemos saber quantos elementos sao necessérios para
representar a resposta da viga forcado por uma forca de frequéncia de excitagao
proxima & quinta frequéncia natural.

Para isso, comparamos a solugao analitica para o quinto modo préprio
da viga nao forgada com sua respectiva aproximacao numeérica. Calculando
o numero de elementos necessarios para representar o quinto modo com um
erro menor que 1%, e concluimos que seriam necessarios mais de 20 elementos,

como mostrado no grafico abaixo:

erro 6 frequencia

erro (%)

o 10 20 30 40 50 B0 70 80 80 100
Numero de elementos

Figura 6.7: Erro percentual entre as solucao analitica e aproximacao numérica
para o quinto modo de vibragao

Acima de 20 elementos, o ganho de precisao é consideravelmente baixo(da
ordem de 10711%). Mostramos a seguir as diferencas percentuais entre os re-
sultados com 10 elementos e com 20 elementos, e também entre os resultados
utilizando 20 elementos e 50 elementos. Tais gréficos ilustram bem a conver-

géncia das aproximacgoes com o aumento do niimero de modos.
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Figura 6.8: Diferenga entre as aproximacao utilizando diferentes niimeros de
elementos

x10"M

||—diferenga 50 e 20 elementos |

diferenga

&
o

o 0.5 1 1.5 2 25 3
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Figura 6.9: Diferenca entre as aproximacao utilizando 20 e 50 elementos
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6.3
Forcamento distribuido

6.3.1
Constante

Analisaremos também a aproximacao para problemas com for¢amentos
distribuidos por toda viga. Comegaremos com um forgamento constante com

o tempo. O problema é representado pela figura abaixo:

Viga-Navio

F=107N

Figura 6.10: Ilustracao do problema com for¢amento distribuido constante

Observamos mais uma vez a convergéncia com relacdo ao ntimero de
elementos utilizados na discretizagao, calculamos a aproximagao com 10, 20 e

30 elementos:

delocament do ponto x = L/2
35

——10 elementos
——20 elementos
——30 elementos

deslocamento{m)

05

o 0.5 1 1.5 o 25 3
tempo(s)

Figura 6.11: Aproximagao da solugao com 10, 20 e 30 elementos

Observamos que a variagao entre os diferentes ntimeros de elementos é
pequena (da ordem de 1073%). A andlise feita para o forcamento concentrado
continua valida, a forma simples do forcamento vem a excitar somente as
frequéncias mais baixas e entao podemos observar uma boa caracterizagao

da resposta dinamica da viga com poucos clementos.
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Figura 6.12: Diferenca entre as aproximagao utilizando diferentes niimeros de
elementos

6.3.2
Senoidal

Seguimos o mesmo processo para um forcamento de caracteristica senoi-

dal, uniforme ao longo da viga e com frequéncia igual & frequéncia natural do
décimo modo, como mostrado abaixo:

Viga-Navio

T

F=107sin(2m155t)

Figura 6.13: Tlustracao do problema com for¢camento distribuido senoidal

Observamos mais uma vez a convergéncia com relagdo ao nimero de

elementos utilizados na discretizagao, calculamos a aproximacao com 10, 20,
30 e 50 elementos:



Capitulo 6. Aproximagcdo numérica para dindmica da viga forcada 50

.2 delocament do ponto x = L/2
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Figura 6.14: Aproximagao da solucao com 10, 20, 30 e 50 elementos

Observamos que 20 elementos ja sdo mais que suficientes para alcancar
uma convergéncia no deslocamento modal, a anélise feita para a forga concen-

trada também serve para o caso de forcamento distribuido.

251
——diferenga 50 e 10 elementos

* ——diferenga 20 e 10 elementos
diferenca 50 e 30 elementos

20

é 10 .{“
o |
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g u‘l i, L
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5
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Figura 6.15: Diferenca entre as aproximagao utilizando diferentes nimeros de
elementos
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diferenca 50 e 30 elementos

diferenga (%)
LS ]

0 0.5 1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 6.16: Diferenca entre as aproximagao utilizando diferentes niimeros de
elementos

6.4
O slaming

Agora, voltaremos a tratar do forgamento representativo do slaming.

Comegamos por ilustrar o problema e caracterizar o forgamento:

Viga-Navio

Forca slaming

Figura 6.17: Ilustracao do problema com for¢camento do slaming

Para conseguir uma boa aproximacgao, precisamos saber qual o nimero
de elementos a ser utilizado na discretizagao por elementos finitos. Para isso,
devemos saber qual o valor da maior frequéncia que excita a viga. Isto é
feito aplicando a transformada de Fourier no sinal de entrada. O resultado

¢ mostrado a seguir:
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Figura 6.18: Evolucao temporal do for¢camento representativo do slaming
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Figura 6.19: Transformada de Fourier do sinal de entrada do problema

Observamos que a maior frequéncia de excitagao da viga serda da ordem
de 90Hz. Este valor é proximo ao valor da quarta frequéncia natural da viga
(93,4Hz). Para saber quantos elementos sdo necessarios para representar com
um baixo erro o modo correspondente a esta frequéncia, tragamos a evolugao
do erro da aproximacao deste modo com relacao a solugao analitica em funcao

do numero de elementos:
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erro terceira frequéncia

B R

L &

15 ZTD
Numero de elementos

25

Figura 6.20: Erro aproximacao terceiro modo em relagao a solugao analitica

Concluimos que valores entre 10 e 15 elementos sao suficiente para
representar este modo (erro inferior a 1%). Calculamos entdo a solugao

aproximada do problema for¢ado com 14 elementos e expressamos os resultados

a seguir:

m)

deslocamentof
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0.05

o= =
o o
o =

.

=2

o
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001

delocament do ponto x = Lf2

14 elementos

1.5
tempo(s)

Figura 6.21: Aproximagao da solu¢do com 14 elementos
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Para conferir a analise feita no paragrafo anterior, calculamos também a

aproximacao com 2, 4 e 10 elementos:

delocament do ponto x = L/2
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Figura 6.22: Aproximagoes com 14, 10, 4 e 2 elementos

Observamos que o comportamento € similar ao da resposta ao forcamento
constante, as aproximagoes sao proximas pois o forcamento excita frequéncias
baixas, com 4 elementos ji representamos a terceira frequéncia com um erro
considerado proximo do aceitavel (por volta de 3%). Entretanto, ao observar a
figura com um certo zoom, vemos que os valores das aproximagoes com 14 e 10
elementos sao mais proximos entre si, e os com 4 e 6 elemento mais distantes,

verificando a anélise anteriormente feita.

delocament do ponto x = Li2
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Figura 6.23: Aproximagoes com 14, 10, 4 e 2 elementos com zoom para
observarmos a convergéncia
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Conclusoes

7.1
Conclusées gerais

Neste trabalho foi apresentada uma forma de aproximar dindmicas de
navios através de teoria de vigas. Estas aproximagcoes foram obtidas por meio
da utilizacdo do modelo viga-navio. A dindmica escolhida para estudo foi a de
um navio forcado por uma onda, um movimento conhecido como slaming.

Contudo, antes de passar ao problema final a ser estudado, passamos pela
apresentacao da teoria utilizada na aproximacao da solugao. Neste trabalho sao
utilizados vérios conceitos que nao sao normalmente abordados durante o curso

de graduacao, sendo eles:

1. Teoria de vigas;

2. Método dos elementos finitos;
3. Analise de convergéncia;

4. Transformada de Fourier;

5. Decomposicao modal;

6. Integracao numérica.

Primeiramente apresentando a teoria de vigas, as equacgoes representati-
vas da dindmica destas e que irdo representar a dindmica do navio. Com estas
equagoes, foi possivel encontrar uma solu¢ao analitica ao problema de modos,
que foi detalhada durante o trabalho.

Passamos posteriormente & teoria utilizada para obter a solu¢ao apro-
ximada. O problema foi discretizado utilizando o método dos elementos fini-
tos, que também foi apresentado neste trabalho. Encontramos finalmente uma
solucao aproximada ao problema de modos e a comparamos com a solugao
analitica. Observamos que os erros variam com um parametro importante, o
numero de elementos a ser utilizado na discretizacao.

Através das analises desenvolvidas ao longo do trabalho, observou-se
que a escolha do numero de elementos deve ser feita de forma criteriosa
atendendo um critério de erro previamente definido. Verificou-se que os modos
de frequéncia natural mais baixa sao modos de movimentos mais simples e

podem ser representados com um nimero de elementos reduzido.
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J4 os modos de frequéncia mais alta tem movimentos complexos e
com poucos elementos nao conseguimos alcangar um erro baixo (menor que
1%) na comparacao com a solu¢ao analitica. Também é importante nao
superdimensionar o nimero de elementos a ser utilizado, visto que o ganho
no tempo de calculo pode ser significativo, sem ganho em precisao.

Finalmente, aplicamos o mesmo método para resolver problemas com
diferentes tipos de forgamentos externos. Aqui foi utilizado o método de Runge-
Kutta de integracao numérica para obter as aproximacoes. Comegamos com
um for¢amento mais simples, nodal e constante. Neste momento foi feita a
comparagao com a resposta analitica modal e concluimos que a aproximacgao
feita utilizando o método dos elementos finitos é valida com erros menores que
3%.

Posteriormente, o for¢amento nodal constante foi substituido por um
nodal e senoidal. Observamos a importancia do nimero de elementos na
aproximagao, mostrando que a escolha equivocada deste pode nos levar a
perder informacoes na resposta.

Os forcamentos nodais foram entao substituidos por for¢amentos dis-
tribuidos ao longo da viga. Calculamos mais uma vez as aproximagoes e foi
possivel confirmar as andalises feitas para for¢amentos nodais.

Por ultimo, o problema proposto no inicio deste relatorio foi tratado.
A aproximacao para a viga forcada pela forca representativa do slaming foi
calculada, e, com auxilio da transformada de Fourier, foi possivel encontrar
qual a mais alta frequéncia excitada por este forcamento. Sabendo disto, foi
possivel encontrar o nimero de elementos necessarios para simular o fenémeno
com uma boa precisao, viabilizando assim, o encontro da resposta forcada da

viga discretizada com o método dos elementos finitos.

7.2
O produto deste trabalho

Todos os resultados mostrados e analisados durante este trabalho foram
obtidos a partir de um programa desenvolvido no software MatLab para
obtengao de aproximagoes numéricas de dindmicas de vigas utilizando a
discretizacao por elementos finitos.

O codigo foi feito de maneira a poder resolver problemas de viga a partir
da teoria de Bernoulli para todas as condigoes de contorno e iniciais. Neste
trabalho, devido ao tratamento de um problema especifico de viga livre-livre,
as condigoes de contorno nao foram alteradas. Contudo, com este mesmo codigo

seria possivel resolver outros problemas com condigoes de contorno diferentes.
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