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B
Grau Topoldgico e duas aplicacées em teoria espectral

O grau topolégico quase realiza o sonho de contar continuamente raizes
de uma fun¢ao. As figuras B.1 e B.2 mostram que pequenas perturbagées da
funcao podem mudar o numero de raizes. Os problemas apresentados pelas
duas figuras sao de naturezas distintas. Na primeira figura a dificuldade é
causada pela presenca de uma raiz na fronteira do dominio: uma pequena
variacdo na funciao pode fazer com que a raiz saia do dominio. Essa
dificuldade pode ser resolvida restrigindo a contagem a fungdes que ndo
tenham raizes na fronteira. A segunda figura é ainda mais expressiva pois
deixa claro que a contagem é descontinua quando duas raizes se cancelam
e ainda sugere que duas raizes tém potencial de cancelamento quando a
funcdo é crescente em uma delas e decrescente na outra. Para recuperar
continuidade, a sugestao imediata é abrir mao da contagem e associar a

cada raiz um sinal que identifique se a funcao preserva orientacao em uma

At

Figura B.1: O nimero de raizes nao varia continuamente com a funcao

S YV

Figura B.2: Um exemplo mais delicado de descontinuidade

vizinhanca deste ponto.

Somos entao levados a considerar o grau de uma funcao F' em relagao

a um ponto y de sua imagem,

deg(F,y) = Z sgn (det (DF(x))) . (%)

zeF~1(y)
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O ponto-chave da construcao do grau é encontrar cendrios adequados nos
quais a férmula faz sentido e é informativa.

Um cendrio inicial ([Am]) é o conjunto Fo, das funcbes suaves
F:Q Cc R* = R”, com ) aberto e de fecho compacto, para as quais
y ¢ OF(Q) é um valor regular. Nesse caso, a expressdo () faz sentido e
mostra-se que deg(F,y) = deg(F —y,0) é constante ao longo de deformagoes
continuas F; (na norma sup) e y, preservando Fy —y; € Fq . Em particular,
o grau deg(F,.) é constante nas componentes conexas de R* \ F(99). O
conjunto de funcoes em seguida é ampliado para incluir todas as funcoes
continuas F : Q C R* — R", para as quais y ¢ OF(Q2). Para essas fungdes,
o grau é calculado a partir de aproximagoes suaves adequadas.

Podemos abrir mao da compacidade de ) se exigirmos em vez que
F : Q0 — R seja uma funcio prépria. A invaridncia do grau também
é garantida se exigirmos que as homotopias F; e y; além das hipdteses
anteriores sejam por sua vez préprias. Em particular, no caso {} = R”,
deg(F,y) independe de y, j4 que Q2 = ().

A expressdo (*) faz sentido ainda quando o dominio e o contra-
dominio séo variedades orientdveis compactas (com ou sem bordo) de mesma
dimensdo ([M]). Mais, podemos supor que o dominio seja ndo compacto,
desde que estejamos considerando funcgoes e deformagoes préprias.

A teoria de grau é freqiientemente usada como ferramenta para provar
sobrejetividade de fungoes. Qualquer ponto fora da imagem de F' tem grau
zero por defini¢ao, e com isso todos os pontos onde o grau ndo se anula sdo
atingidos pela funcdo. Calcular o grau é uma operacao global, e por isso
pode parecer mais dificil do que obter uma pré-imagem, mas a invariancia
do grau por homotopias apropriadas torna o cédlculo possivel em muitas
situacoes. Mais até, o grau permite expandir para uma vizinhancga o que se
sabe sobre um ponto.

Existem situagoes em que o grau de fato conta pré-imagens. Um
exemplo simples serd empregado no problema inverso descrito no Teorema
B.2. Seja F' : C* — C" uma fungdo analitica (em vérias varidveis) prépria.
Desdobrando partes reais e imagindrias tanto do dominio quanto do contra-
dominio, obtemos uma funcio F : R>® — R2" prépria, e como tal,
admitindo o cédlculo de deg(f’). Jacobianos de funcoes desse tipo, quando
inversiveis, tém sempre determinante estritamente positivo: o cason =1 é
uma conseqiiéncia das equacgoes de Cauchy-Riemann, e o caso geral segue
do mesmo modo para as equacbes de Cauchy-Riemann apropriadamente
estendidas. Assim, deg(ﬁ’) conta as pré-imagens de um valor regular de F

(que estd naturalmente associado a um valor regular de F').


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210288/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210288/CA

Apresentaremos dois exemplos de teoria espectral para ilustrar o uso
dessas técnicas. No primeiro, ao demonstrar o teorema espectral, limitare-
mos o dominio para diminuir o nimero de pré-imagens e identificaremos o
sinal dos jacobianos nas pré-imagens restantes. No segundo, um problema
inverso de autovalores, calcularemos o grau por um argumento de homoto-

pia. A demonstragdo abaixo é devida a Hacon ([H]).

Teorema B.1 Toda matriz real simétrica M € 8(n,R) pode ser decomposta
no produto M = Q'DQ, onde Q é uma matriz ortogonal em SO(n,R) e
D € D(n,R) é diagonal.

Prova. O problema pode ser reformulado em termos da sobrejetividade da

funcao

F: SO(n,R) x D(n,R) — 8(n,R)
(Q,BQ'DQ.

Note que SO(n, R) é uma variedade compacta, conexa e orientavel. A funcdo
F' é certamente suave. Propriedade segue do teorema de Gershgorin ([G]):

todos os autovalores de uma matriz M estdo contidos na unido das bolas

Bi={zeR||z—My| < > |Ml|}. Assim, a inversa de um fechado
1<k<n, ki
limitado do contra-dominio é um fechado limitado do dominio.

Seja A(n,R) o espago das matrizes anti-simétricas. O espago tangente
a SO(n,R) em Q é TSO(n,R)g = {AQ | A € A(n,R)}, sendo assim
naturalmente parametrizado pelo préprio A(n,R). Passamos ao cdlculo da
derivada de F"

DFg.n)(4,E) =1im(Q"e (D + tE)e"*Q — Q"DQ)/t =

t—0

(e!4Q é um caminho em SO(n,R) que tem AQ por vetor tangente em 0.)
= yn&(QT(I — tA)(D +tE)(I +tA)Q — Q" DQ)/t =
_)
(expandindo a exponencial em sua série de poténcias, omitimos os termos

de ordem maior que 1, que desapareceriam no limite)

= Q" (DA - AD + E)Q.

Se D é simples, ou seja, se suas posicoes diagonais sao todas diferentes,
a jacobiana

DF py: A(n,R) x D(n,R) = §(n,R)
(A, B)Q"(DA - AD + E)Q
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¢ inversivel. Para ver isso, note que as dimensées de dominio e contra-
dominio sdo iguais: basta entdo verificar injetividade, ou mesmo que DA —
AD + E = 0 implica que A = E = 0. Como D é diagonal, a matriz
DA — AD tem diagonal igual a zero, e a igualdade implica imediatamente
que a matriz diagonal FE é zero. Agora, AD — DA = 0 implica que
DAe; = ADe; = A(d;e;) = d;Ae;, onde e; é o i-ésimo vetor da base canénica.
Mas a equacdo indica que Ae; é um autovetor de D associado a d;, e portanto
Ae; = A\je;. A anti-simetria impede que \; seja ndo nulo e mostra que A = 0.
Por conta da injetividade, a dimensao da imagem precisa ser a mesma do
dominio, e com isso {AD — DA | A € A(n,R)} contém todas as matrizes
simétricas de diagonal nula.

Passamos agora ao calculo do grau de F. Como o dominio nao tem
fronteira, o grau é constante sobre todo o contra-dominio. Tome entao
uma matriz diagonal D com espectro simples, e considere suas pré-imagens
(Qi, Dj), onde Q; € SO(n,R) e D; sdo matrizes diagonais cujas entradas
ao longo da diagonal sdo obtidas permutando as posi¢coes na diagonal de
D. Pela inversibilidade da jacobiana nesse caso, cada pré-imagem contribui

para o cilculo do grau com sgn(det DF(QZ.,D].)). Como a transformacao

linear (A, ) Q"(DA — AD + E)Q@ é inversivel para qualquer matriz
@ na variedade conexa SO(n,R), um argumento de continuidade mostra
que esse sinal pode ser calculado para o caso () = I. Vamos ver agora que
dois pares (Q;, D;) e (Q;, Dy) induzem o mesmo sinal no determinante se e
somente se D; e D;, tém mesma paridade quando vistas como permutagoes
de D. Para isto, escolha uma base para o dominio consistindo da base de
matrizes anti-simétricas (4;;,7 < j), tendo uma udnica entrada néo nula e
igual a 1 acima da diagonal, na posic¢do (i,7) e uma base (Ey) de matrizes
diagonais tendo uma tnica entrada ndo nula igual a 1 na posicdo (k, k). A
transformagdo DF(; p,) fixa cada matriz diagonal FEjy, independentemente
de D;. Matrizes anti-simétricas sao levadas a matrizes simétricas. Se D; e
Dy, diferem de uma transposicdo (r, s), entdo DF; p,)Ars = —DF(1,p,)Ar,s.
Em geral, DF(;,p;)Ar ¢ = £DF(1,p,)Ar s, € para (r',s') # (r, s) é facil ver
que o numero de sinais negativos é par. Assim, permutacées que diferem de
uma transposicao induzem transformacoes com orientagoes opostas. O caso
geral segue, e dele aprendemos que deg(F') = 0 se n > 1, j4 que para cada
matriz (); temos o mesmo numero de diagonais D; associadas a permutagoes
pares e impares.
Uma alternativa é reduzir o dominio para R = SO(n,R) x {D €
D(n,R) | di < d2 < -+ < dp}. O dominio passou a ter fronteira,

mas sua imagem nao desconecta o contra-dominio pois tem codimensao
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2. De fato, além das diagonais de espectro miltiplo terem codimensao 1
em D(n,R), pelo menos uma matriz anti-simétrica comuta com cada uma
dessas diagonais.

O célculo do grau para um valor regular diagonal agora nao tem cance-
lamentos: na notagdo acima, as matrizes D; nesse dominio reduzido tnicas,
e todas as matrizes (); contribuem com o mesmo sinal, pela conexidade
de SO(n,R). Assim, para essa restricio, deg(F') ndo é nulo, e F' entdo é

sobrejetora. ™

Teorema B.2 Suponha dados uma matriz complexa n X n A e n nidmeros
complexos Ai, ..., \,. Entdo existe uma matriz diagonal D tal que A + D
tem por autovalores os nimeros dados. Genericamente, existem n! matrizes
D deste tipo.

Prova. Mais uma vez interpretaremos o problema como o estudo da sobre-
jetividade de uma funcdo. Dada uma matriz M, identifique seu polindémio
caracteristico det(A] — M) = > i_,cxA* com a n-upla dos coeficientes
(¢n_1y.-.,¢) € C*. Defina F4 de D(n,C) em C" levando D para os coe-
ficientes do polinémio caracteristico de A + D. E f4cil ver que F4 é uma
funcdo analitica (em n varidveis). Dessa maneira, separando partes reais e
imagindrias tanto no dominio quanto no contra-dominio, )4 d4 origem a
uma fungio F, : R2" — R,

Vamos mostrar que Fy4 (e logo ﬁ’A) é prépria. Um polinémio ménico
com coeficientes satisfazendo |ay| < M, 0 < k < n—1, possui raizes

limitadas por |z| < maz{l,nM} porque se |z| fosse maior que nM e 1,

2" = |an12"7" + -+ ao| < M(Jz" T+ 4+ 1)
<nM|z|" ! < |z|"

A pré-imagem por F4 de um compacto em C" entdo é um conjunto de ma-
trizes com autovalores uniformemente limitados. O teorema de Gershgorin
estabelece que os autovalores de uma matriz da forma A+ D estdo contidos
numa, unido de bolas cujos raios sao determinados por A e os centros sdo os
valores na diagonal de A + D e cada bola disjunta das demais contém pelo
menos um autovalor. Entdo um conjunto de matrizes da forma A + D com
autovalores uniformemente limitados é formado por um conjunto limitado
de diagonais D. Isso mostra que F4 é uma funcao prépria.

Como o dominio das duas fun¢des ndo tém fronteiras, o grau deg(ﬁ’A, Y)
independe do ponto y € R?" usado para calculd-lo. O grau de F4 no
caso especial A = 0 é facil de calcular: ele é n!. De fato, vamos lembrar
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que o mapa que leva uma n-upla de C* aos coeficientes nao triviais
do polinémio moénico que tem as entradas da n-upla como raizes é um
difeomorfismo local (analitico!) quando as entradas da n-upla sdo todas
distintas. Assim, dado um polinémio p com raizes distintas, as pré-imagens
de p por Fy correspondem as n! matrizes diagonais tendo as raizes de p
como autovalores. Cada matriz é um ponto regular, pelo fato recém-citado,
e, pela analiticidade de Fj, o determinante da Jacobiana de ﬁ’o em pontos
regulares é sempre estritamente positivo.

Agora, consideramos o caso geral. A homotopia Fi4 entre Fy e Fy é
prépria: o mesmo argumento usado acima pode ser aplicado aqui porque
para t € [0,1], as entradas de tA sdo limitadas e as diagonais precisam ser
limitadas para que os autovalores de D + tA o sejam. Resulta disso que F4
tem o mesmo grau de Fy. O grau diferente de zero implica a sobrejetividade
da funcdo . Os argumentos invocando analiticidade mostram que a contagem
genérica (mais precisamente, para valores regulares de F4) de pré-imagens
é nl. [ |

Mesmo se os dados iniciais, A e {)\;} forem reais, deve-se esperar que

varias das solugoes D; sejam matrizes complexas.
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