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4
Propriedades gerais de matrizes de Toeplitz

Neste capitulo desenvolveremos propriedades elementares de matrizes
de Toeplitz e usaremos as mesmas para construir precisamente a regidao de
matrizes Landau-requlares Ry. Para um vetor v = (vy,...,v;) € RF, sua
reversao € Urey = (g, ..., v1). Dizemos que v é par se v = vUrey € v € impar

S€ VU = —Urey-

Proposicao 4.1 Sewv ¢ um autovetor de uma matriz de Toeplitz M, entdo
Urey também € autovetor associado ao mesmo autovalor. Em particular, um

autovalor simples tem autovetor correspondente par ou tmpar.

Prova. Para qualquer vetor v, é ficil ver que Mvrey = (M0)zey. Se v é um
autovetor, Mvyey = (M0)rey = AVrey. Se A é simples, v,y deve ser multiplo

de v. Mas como v e vyey tém a mesma norma (euclidiana), vyey = £v. [

Para v = (vy, vg, ..., Ug), Sua extensao é o vetor vy = (v1, ..., vk, 0). A
operacao inversa, a remocao de tltima coordenada nula de um vetor é um

truncamento.

Proposicao 4.2 Seja ng(A) > 0 a multiplicidade de A\ como autovalor de
My, = My(t1,ta, ..., tx) e Ex(A\) o autoespaco associado a A. Entdo
(a) ngy —ng = £1
(b) Os sequintes itens sio equivalentes.
(i) para todo v € Eg()), Vext € Egt1(N),

(i) ngy1(A) =nk(A) +1,
(i1i) Exi1(A) contém algum vetor com primeira coordenada nio nula.

(c) A propriedade (b)(iii) implica que o mesmo vale para Ey()).

Prova. Comegaremos provando (b). Escolha uma base {w®} para Ej1()).
Se a tltima componente de algum desses vetores, digamos w(), nio se anula,

substituimos w® por w® — a;w®, i > 2, com ¢; escolhido de forma a
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anular a ultima coordenada dessa combinacao linear. Esses ng1 — 1 vetores
sao linearmente independentes e truncando a tultima coordenada de cada
vetor, obtemos n,1 — 1 autovetores de M. Se todos os w® tivessem dltima,
coordenada nula, teriamos ng.; autovetores para Mj. De qualquer forma,
ng > nxs1 — 1 e a igualdade s6 se verifica quando Ej.; contém algum vetor
com ultima coordenada ndo nula. A implicagéo (b)(i) = (b)(4i:) também
estd provada porque reverter um autovetor com tltima coordenada nao nula
obtém um autovetor com primeira coordenada nao nula.

Analogamente, seja {v®} uma base para Ej()). A extensio v}, ¢
autovetor de My, se, e somente se, a ultima coordenada de Mk+1v§i)t for
nula. Caso isso nao se verifique para todos os vetores da base, podemos supor
que M, k+1v${l tem tltima coordenada diferente de zero. Substituimos v por
v® — BwM para i > 2, anulando a tltima coordenada de My (v® — g;v™M).
Construimos assim n; — 1 autovetores de My, associados a A, mostrando

que ngy1 > ng — 1 e, em conseqiiéncia,
ng — 1 S Ng+1 S ng + 1.* (4—1)

Para verificar (b)(i) = (b)(i4), escolha v de modo que sua primeira
coordenada nao nula tenha o menor indice entre os vetores v € FE,

digamos v](.l) # 0. Assim, tanto v{¥ quanto o9, tem as j — 1 primeiras e

ultimas coordenadas nulas. Por hipétese, véi)t é autovetor de My, e (véi{)rev
também é. A coordenada k+2—j de (véi{)rev é diferente de zero e a mesma
coordenda de véi)t é nula. Portanto ng,; > ny+1 e aigualdade ng; = ng+1
segue de (4-1).

Supondo que vale (b)(4i7), sejam w € Eyy1 com wyy1 # 0, v € Ep e

H= (Mk—l—lvext)k—l—l-
Mw, Vext) = (Mg 1w, Vexs) = (W, My 1Vexs) = AW, Vext) + Wit1 My

e entdo p = 0, estabelecendo (b)(4).

Agora, provaremos (c). Vimos que Ej, é gerado por {vé?t, (véﬂ)rev}.

Como os vetores v'2; tém a tltima coordenada nula, (b)(it7) implica que a

ultima coordenada de (véi{)rev é diferente de zero. Mas a 1ltima coordenada
de (véﬂ)rev é a primeira coordenada de v(V.
Finalmente, vamos provar (a). Suponha que néo vale (b)(ii). Entdo a

ultima coordenada de qualquer vetor em Ej; é nula. Todos os vetores de

*A equacdo é uma conseqiiéncia do entrelacamento dos autovalores de matrizes
simétricas encaixadas, que serd demonstrado no apéndice C, mas neste caso especial
apresentamos uma, demonstracio mais elementar e direta.
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Ey.1 podem ser truncados para Ej e depois estendidos para Ejy ;. Como

néo vale (b)(7), esses truncamentos ndo geram FEj e ng > ng41 + 1. Usando

(4—1), N1 = Ny — 1. |

Coroldrio 4.3 Se ng11(A) < ng(A), entdo ny decresce até zero.

Prova. Pela proposicio 4.2(b), todos os vetores em Ej,; tém primeira

coordenada nula. Pela proposicdo 4.2(c), o mesmo vale para Ej .o, € a

condicao de decrescimento se propaga. [ ]

Proposicao 4.4 (Comportamento dos autovetores maltiplos)

(a)

()

(¢)

(d)

Suponha que ni_1(A) =0, ng(A\) =1 ev = (vq,...,v) € 0 autovetor

de My, associado a A. Entdo vy # 0 e ngy1 = 2 se, e somente se,
tk+1 = _Ul_l(tkUQ + -+ tQUk).

Neste caso Ex11(\) € gerado por (vi,...,vx,0) e (0,v1,...,vk).

Se n;(A) cresce de ng(A) = 1 até ngim(A) = m+1, m > 2, cada

entrada ty1q, 1 < g < m, € determinada pela convolucdo discreta
thig = =017 (hag—1V2 + thrg-oUs + - - + Tg10s), (4-2)

com o autovetor v de M. O autoespago correspondente Ey, € gerado
pelos vetores formados pelo bloco (vy,...,vx) precedido por i zeros e
sequido por q — i zeros, com 0 < i < q. Na convolugio (4-2), o
valor de 15y, permanece inalterado se trocamos v por outro autovetor
w = (w,...,Wgs1) € Exi(A), coml+1< q<m, desde que w; # 0.

thyg = —W1 (tpago1Wa + -+ + tg_ 11 W)

Se thim+1 difere do valor dado por 4-2, Ngimi1(A) =M € Ngimj(A)
decresce monotonamente até nyiom+1(A) = 0. O autoespaco Eyypmj €
gerado por vetores formados pelo bloco (vy, ..., vy) precedido por i zeros

e sequido por m + j — i zeros, com j <1 < m.

Ey14(X) pode ser decomposto na soma dos seus subespagos par e impar
(ie, formados pelos vetores pares ou impares), cujas dimensdes diferem
por no mdzimo um. Além disso, quando ny4(A) € impar, o subespaco

de maior dimensao tem a paridade de v, o autovetor simples em Ey()\).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210288/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210288/CA

(e) Se A é o maior autovalor de My, entdo sua multiplicidade como
autovalor de My_1 € ng_1(A) = ng(A) — 1. E se ng(X) > 2, entdo
A também € o maior autovalor de My_;. O mesmo vale para o menor

autovalor.

Prova. Comegaremos por (a). Se ng_1(A) =0, ng(A\) =1ev = (vq,...,v)
é o autovetor de Mj associado a A, entdo vy # 0 pois de outra forma
(vo,vs, ..., ) seria autovetor de My_;. Pela proposicdo 4.2(b)(7), ngy1 = 2
desde que vey: seja autovetor de My,,. Mas isso é equivalente a ultima

coordenada de My, (vext) se anular, ou seja,
tk+1 = _Ul_l(tkUQ —+ e+ tQUk).

Com 154 desta forma, o autoespago Ey.y1 é gerado por vexy = (v1, ..., Uk, 0)
e (Vext)rev = (0, Vg, ..., v1) = £(0,v1,...,v).

Vamos a (b). Para manter o crescimento de ny, precisamos que cada ve-
tor da base de My, ; se estenda para um autovetor de My ;11 pela operacao
(+)ext- Supondo por indugéo que Ej.; é gerado por (0,...,0,v1,...,0),... ,
(v1,. .., 0k, 0,...,0), é suficiente verificar que a extensdo de um autovetor
com primeira coordenada nao nula estd em Ej;;:. E novamente, isso equi-
vale a

tk+j+1 = —’Ul_l(tk+]"l}2 -+ tk+j_1’U3 +---+ tj+2’l)k)

e Exyjr1 é gerado por (0,...,0,v1,...,0%,0),...,(v1,...,00,...,0),
extenses de vetores em Ex.; e por (0,...,0,v,...,01) =
+(0,...,0,v1,...,0k).

Pela proposigao 4.2, podemos calcular ;41 substituindo v por qual-
quer autovetor w de My, com primeira coordenada nao nula.

Agora, (c). Se tgim+1 ndo é dado pela convolugio 4-2, ngimi1 =
Nk+m— 1 = m e, pelo corolario 4.3, a multiplicidade continua a decrescer até
zero. Uma base para o autoespago Eji,.; é formada por uma base para
Eytm+j—1 de onde retiramos o vetor com menor nimero de componentes
iniciais nulas e estendemos os demais vetores acrescentando um zero.

Provaremos (d). Considerando as bases descritas em (b) e (c¢) para
Ej44, temos que se u é um elemento da base, £u,e, também é. Se u # ey,
podemos substituir © € +urey POr U + Urey € U — Urey. Observe ainda que
U = FUrey Para no maximo um vetor da base e nesse caso u tem a mesma,
paridade que o autovetor simples de Fj. Ou seja, construimos uma base de
vetores pares e impares para Ej.4, na qual a diferenca entre o ntimero de
vetores pares e impares é no maximo 1 e a paridade dominante é a mesma,
de Ek
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Para (e), seja A o maior autovalor de Mj. O entrelagamento de
autovalores (apéndice C) garante que a multiplicidade de A em M} ndo
pode ser menor que a sua multiplicidade em Mj_; e que se A for autovalor

de Mj_1, deve ser o maior deles. [ ]

No Capitulo 2, observamos que o grau de 0yom : T __ — Lj nao estd
definido e sugerimos restringir 0y, a alguma componente conexa limitada

de Uyorm, 0 aberto de matrizes de espectro simples em T% . Como observado

norm*
por Delsarte e Genin ([DG]), nem toda componente conexa C de Uyor tem
chance de ser mapeada sobrejetivamente por A no interior de L. De fato,
os autovalores das matrizes em C podem ser rotulados p ou 7, dependendo
da paridade do autovetor associado. Mais até, a rotulacdo é a mesma para
todas as matrizes em C, pela continuidade dos autovalores e autovetores para
matrizes de espectro simples (Apéndice A). Para exemplificar, considere
uma, componente C na qual os autovalores ordenados sao rotulados por
pitp. Uma matriz com autovalores \; < Ay = A3 < Ay em OC teria um
autovalor duplo com um autoespaco de dimensdo dois consistindo apenas
de autovetores impares, por continuidade novamente, o que contradiz a
proposicdo 4.4(d): autoespagos de matrizes de Toeplitz se decompdem na
soma direta das partes par e impar, cujas dimensoes nao diferem por mais do
que 1. Assim, é conveniente considerar uma componente conexa de Uyory Na
qual autovalores adjacentes tenham paridades opostas. O argumento motiva
a definicao a seguir.

Definicao 4.5 Uma matriz de Toeplitz My(ty,...,1;) € Landau-regular se
todas as submatrizes M;(t1,...,t;) tém autovalores simples com paridades
alternadas, sendo o mator deles par. Seja Ry o conjunto das matrizes de

Toeplitz Landau-requlares da forma My(0,1,ts,...,1x).

No texto, identificamos o conjunto R; com um subconjunto de RF2
através da imersdo My(0,1,%3,...,tx1> (t3,...,1%). Os valores de (t3,14)

para os quais M;(0,1,t3,¢4) tem espectro multiplo recortam o plano em
componentes conexas nas quais a paridade dos autovalores estd indicada
na figura 4.1. O conjunto de matrizes Landau-regulares R, é exatamente a
componente limitada.

Por continuidade dos autovalores ordenados, matrizes Landau-
regulares formam um conjunto aberto. Um exemplo de matriz em R, é
M(0,1,0,...,0). A menos de um multiplo aditivo da identidade e de uma
constante multiplicativa, a matriz é uma discretizacao da segunda deri-

vada para fungdes que se anulam nos extremos de um intervalo, digamos
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PP\ iipp | ipip

ippi 1 ipip /' piip ¢,

pipi

Figura 4.1: Paridades de autovalores nas componentes de T2 __

[0,7]. E, de fato, seus autovetores sdo discretizagbes dos autovetores da
segunda derivada que valem 0 nos extremos do intervalo, sen(fz.) Pa-
r 26w kém

ra que vy = (sen (%), sen (£%),...,sen (££%)) seja autovetor precisa-

mos ter sen ((i — 1)0) + sen ((¢ + 1)0) = Asen (i), para 1 < i < k, on-

de 0 = ,f% Para isso basta tomar A\, = 2cos (,’:‘%) . Observe ainda que
Ap < +++ < A9 < Ay e que vy é par, vy é impar, ..., logo M} tem a al-

ternancia certa.

Lema 4.6 (Geometria de Ry)

(a) Para k > 2, Ry, C RFZ consiste de pontos (ts,...,tx) tais que
(t3,..-,tk_1) € Ri_1 C R¥3. A fronteira de Ry, estd contida no fecho
da unido das (k—1) superficies B;, definidas como grdficos das fungdes
fi: Ryx—1 — R dadas por

te = fi(0, L ts, ..., tomt) = — (1) " (thoavd) + -+ tavl) ),

onde vz = (vy),véi),...,v,(ﬁl) € o i-ésimo autovetor de
Mp_1(0,1,t3,...,t5-1), 1 < i < k — 1. As matrizes em B; tém
espectro duplo A; = Ajy1.

(b) O conjunto Ry, estd acima de B; quando v¥ ¢ par, e abaizo de B;
quando v € impar.

(c) Se My estd na fronteira de Ry, qualquer autovalor de My satisfaz

(d) Ry é compacto.

Prova. A prova serd feita por indugfo. A matriz M5(0,1) tem autovetores
(1,1) e (1,—1) e autovalores +1. Em dimensdo 3, M;3(0,1,¢3) tem o
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autovalor —t3 associado ao autovetor impar (1,0, —1) e autovalores pares
(t3 = 1/t5 + 8)/2. Entdo M;5(0,1,t3) é Landau-regular quando

ty — A/12 +8 < —2t3 < t3+4/t2+8,

ou seja, para —1 < 3 < 1. As afirmacoes sobre a fronteira de Rs sdo
imediatas, provando o lema para k = 3.

Por definicdo, Ry C Ri_1 X R. A fronteira de Ry é formada por
matrizes de espectro multiplo ou matrizes na parede cilindrica OR;_; X R.
Veremos adiante que a primeira possibilidade ja contém a fronteira toda.

Dada uma matriz M € Ry, estudaremos o efeito da variacao de
sobre os autovalores. O Apéndice A mostra que se A;(t) é o i-ésimo autovalor
de M(t) = My + tM(0,...,0,1), entdo

X(t) = (M4(0,...,0, D), u® (1)) = = (uf’), (4-3)

onde o sinal é positivo (resp. negativo) quando o autovetor u(¥ é par (impar).
Assim os autovalores pares de M (t) crescem com ¢ e os impares decrescem.
O caminho M (t) s6 atinge a fronteira de Rj quando dois autovalores
colapsam em um autovalor duplo. Como os autovalores de M,_; sao simples,
a proposicdo 4.4(a) fornece uma férmula para esses pontos, estabelecendo
(a) para esse trecho da fronteira.

Se a matriz M(0,1,...,1) estd em B;, ela tem autovalor duplo \; =
Air1 € M(e) tem autovalores \;(€) e Aj;1(€) simples pois a proposigio 4.4
garante que no maximo n — 1 matrizes na reta {M;_;} X R tém autovalores
miltiplos. Trataremos em separado os casos em que v¥, 0 autovetor simples
de M;_q, for par ou impar. No primeiro caso, comparando os autovalores
de My e My_q, vemos que para My(e) estar em Ry, A;(e) deve ser impar
e Ait+1(€) deve ser par. Para tornar possivel a coincidéncia A;(0) = A;11(0),
¢ deve ser positivo. Caso v seja impar, para que M (e) € Ry, devemos
ter A\;(€) par e A\j;1(e) impar e para isso € precisa ser negativo. Uma vez
que t; cruza a fronteira de B;, a alternancia de autovalores necessaria para
que a matriz esteja em R, s6 pode ser restabelecida através de uma nova
mudanca de paridade entre os autovalores \; e A; 1, mas ja observamos que
a coincidéncia \; = \;11 acontece para apenas um valor de £;. Concluimos
que Ry se localiza inteiramente de um dos lados de B; e o lado depende da
paridade de v®. Isso estabelece (b).

Para finalizar a prova de (a), passaremos a considerar matrizes Mj

na fonteira de Ry para as quais My_; ¢ Ry_1. Dada uma seqiiéncia M}
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de matrizes em R;, convergindo para My, M} | tende a My_; € ORy—1. A
compacidade da esfera unitdria permite escolher uma subsequéncia de M}
com autovetores unitarios convergentes.

Por indugdo, Mj_; tem autovalor miltiplo A e ng_1(A) > ng_a2(A). A
proposicdo 4.2(b) (i) garante que o autoespago Ey_1(A) tem um autovetor
com primeira coordenada nao nula e, usando a base obtida na demostragao
da proposigéo 4.4(d), sabemos que os seus subespagos par e {mpar também
tém vetores com a mesma propriedade. Os autovetores de M}’ ; associados
aos autovalores que convergem para A sdo ortogonais entre si e convergem
para alguma base ortogonal de Ej_;.

Pelo menos uma das seqiiéncias de autovetores pares converge para um
autovetor de Mj_, com primeira coordenada nao nula, digamos o 2¥ Vs,
caso contrario teriamos uma base para o subespago par de Ej_; formada
por vetores com primeira coordenada nula. A superficie B; converge ao
longo de M}, e sua altura em Mj_; é dada pela férmula em (a) aplicada
ao vetor vy, devido a continuidade da férmula para vetores com primeira
coordenada nao nula. Se t} é a altura de B; no ponto M}, {f < ¢} pois
My é Landau-regular e por isso estd acima de B;. O mesmo argumento
aplicado a autovetores impares obtém uma seqiiencia de vetores impares o)
convergindo para um autovetor impar v_ com primeira coordenada diferente
de zero. A supericie B; converge ao longo de M}’ , para o valor dado pela
mesma férmula em (a), aplicada agora ao vetor v_. Se ¢} é a altura de B;
em Mj_;, como v ¢ impar, t7 > t7. Tomando o limite de ¢ < % < t7,
temos h < #; < h. Observe ainda que as superficies B; e B; sao continuas
em My;_, pois a escolha de t;, depende apenas de Ej_; : t; é o tinico valor
que aumenta a multiplicidade de A para ny, = n;_, +1. Entdo M, € B;NB,;.

Seja A um autovalor de My € ORy. Se ng_1(A) = 0, (¢) é automati-
camente verdadeiro. Se ng_1(A\) = 1, ng(A) = 0 ou 2. Como assumimos A
autovalor de My, ng()A) deve ser 2, em concordéncia com (c). Se ng_; > 2,
M;j,_1 estd na fronteira de R;_1, € 0 argumento acima mostra que t; é de-
terminado pela férmula de crescimento da multiplicidade, provando (c).

Finalmente, como R;_; é compacto e #;, é localmente limitado por

funcées continuas, R; se mantém compacto. [ ]
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