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Esboco de demonstracao

Denote por T* o conjunto das matrizes de Toeplitz k X k, reais e
stmétricas. Desta forma, uma matriz de Toeplitz é determinada por sua

primeira linha:

11 Io iy

ta Tr—1
Mk(t17t27"'7tk) = .

tpy tp—1 ... 11

O problema inverso de autovalores para matrizes de Toeplitz pode ser
formulado em termos da sobrejetividade da funcao

OTk%R]—CI—:{(yh:yk”ylSSyk}

que associa a uma matriz o seu espectro ordenado (A < Ag < --- < Ag).
Para investigar isso, ndo ha perda em restringir o dominio a matrizes com
traco zero, que formam um hiperplano Hy C T*, e considerar a funcio
oo : Hop — ]R’f[l que leva My (0,to,..., 1) para (A; < --+ < Ag_1). Nesse
caso, A\, = — Zf;ll A

A soma dos quadrados das entradas de uma matriz T, igual a tr (T?),
é também a soma dos quadrados de seus autovalores. Assim, o: 7% — RE
e sua restricio ogy: Hy — ]R’f[l sdo continuas em o0 e com iSO Sao
préprias (isto é, a inversa de qualquer conjunto compacto é compacta).
Em particular, o grau topolégico destas fungoes é bem definido (Apéndice
B). Essas fungoes tém grau constante em R* e R¥~! porque os dominios T%
e Hy ndo tém fronteiras (de novo, consulte o Apéndice B). Por outro lado,
como o e oy ndo sio sobrejetoras quando interpretadas tendo R¥ e R¥~! por
contra-dominios, temos que deg(c) = deg(oy) = 0.

Em busca de uma prova via teoria de grau de que oy é sobrejetora,
vamos procurar restricoes de op a um dominio cuja fronteira cubra a

fronteira de ]R’f[l, que sao os pontos com pelos menos duas coordenadas
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iguais. A pré-imagem o, (ORE™') é o conjunto das matrizes de espectro
miultiplo em Hy. O conjunto U, formado pelas matrizes de espectro simples
em Hy, é um aberto denso de Hy. * Uma alternativa é restringir oy a uma
componente conexa de U/ e verificar se o grau da restricio é diferente de
zero. Algumas propriedades elementares de matrizes de Toeplitz que serao
provadas no Capitulo 4 (proposicbes 4.1 e 4.4(d)) tornardo mais natural
a escolha de uma ou mais componentes conexas de I/, mas por enquanto
deixaremos alguns exemplos apontarem possibilidades.

Fazendo uso da homogeneidade de oy, vamos mais uma vez normalizar

seu dominio e seu contra-dominio. Denote por T¥ __ o conjunto das matrizes

de Toeplitz My(0,1,ts3,...,%). O espectro Ay < .-+ < A associado a
Mi(0,1,t3,...,1) satisfaz > \; = 0 e, como néo é possivel que todos os
autovalores se anulem, temos A; < 0. Normalizando os autovalores como
i = Xif(=A1), obtemos =1 < yo < --- <y = —(=1+ya+ - + Y1)

Defina o simplexo L C R¥~2 pelas restricoes

—1SIE1,
T < Tip1, 1<1<k-3,

Tyt -+ T3+ 209 < 1.

Finalmente, seja 0nomm: T¥ . — L a aplicagdo que faz corresponder a uma
matriz My (0,1,¢3,...,t;) o seu espectro normalizado (ya,...,yr_1) € L. A
sobrejetividade de o,,m garantird que todo espectro é realizado por alguma
matriz de Toeplitz: normalize o espectro nao nulo que se pretende obter
para um ponto em L, encontre uma pré-imagem T" deste ponto e escolha «
e (3 para que a matriz de Toeplitz o' + 31 tenha o espectro desejado. Em
principio a sobrejetividade de 0,0 nao estd condicionada a possibilidade de
obter matrizes de Toeplitz com qualquer espectro porque a restricdo i = 1
nao traz informacoes sobre o espectro de matrizes com ¢, = 0. Essa nao é a
unica dificuldade envolvendo a normalizacao escolhida: a funcao oy nao
é sequer prépria e com isso nao podemos calcular o seu grau. Entretanto,
dentre as componentes conexas do conjunto Uy, de matrizes de espectro

simples de T*

rormy €DiCONtraremos pelo menos uma limitada. Designaremos

*Matrizes com autovalores duplos sdo determinadas pelos zeros do discriminante de
seu polindémio caracteristico e como tal formam um conjunto fechado. Um argumento
simples de analiticidade (real) garante que a existéncia de uma tnica matriz de Toeplitz
com espectro simples (por exemplo, a matriz tridiagonal My(0,1,0,...,0), cujo espectro
é calculado no capitulo 4) implica a densidade de U.
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por R; uma componente limitada de Uy € estudaremos a acdo de Guorn

e ﬁk
T3 T4
t3 \ 7] /
T2 T3 =
norm norm R t
— - \ ! / 5

Figura 2.1: Os conjuntos 72 __, 72 e T4

norm? norm norm

A figura 2.1 mostra os conjuntos T¥

o]

> Para k = 2,3 e 4 e as imersoes
de cada conjunto na dimensio seguinte. Obviamente, 72, __ tem uma matriz

$6, M5(0,1). Além de T2

norm

x {0} (aqui, identificamos matrizes de Toeplitz

por suas primeiras linhas), h4 dois pontos marcados em T2, . Esses pontos

norm*

devem ser pensados como gréficos de funcgoes sobre T2 _ e representam as

norm

matrizes de espectro multiplo em T2 _. O intervalo aberto entre esses dois

norm*
pontos é a componente Rs: a funcao onern de Rs para Lz é sobrejetora, o
que pode ser demonstrado calculando seu grau, que é 1. Na verdade, nessa
dimensao a funcao é um difeomorfismo, o que pode ser visto com contas

simples. A figura de T2

norm

apresenta trés curvas de matrizes de espectro
miiltiplo, que também sdo graficos de fungoes de T2 __ em R. A regido aberta
limitada pelas trés curvas é R4.

Em dimensées mais altas, os conjuntos de espectro miultiplo que
formam a fronteira de Ry, consistem de superficies dadas por graficos (lema
4.6) sobre a imersdo Ry_; X {0}. A dlgebra necesséria usa o fato que cdlculos
de espectro dependem da varidvel t; de forma muito simples.

A estrutura combinatéria da fronteira de Lj induz um conjunto de
faces no préprio Ry: faces em R, sao pré-imagens de faces de L por
Onorm- B particular, faces em R; consistem de matrizes com multiplici-
dades espectrais iguais. Assim, multiplicidades altas correspondem a sub-
faces de dimensao baixa. A possibilidade de coordenatizar as faces de Ry
vem da caracterizacdo da fronteira de R; como unido de gréficos sobre
a imersdo Ry_1 x {0}. Mais precisamente, dado um indice j e uma ma-
triz My_1(0,1,9,...,tx—1) com j-ésimo autovalor A; de multiplicidade n;, é
possivel escolher um unico ¢, de modo a obter uma matriz My (0,1, ¢, . . ., tg)
cujo j-ésimo autovalor ainda seja A;, agora com multiplicidade n; + 1 (Pro-

posigdo 4.2). Como indicado na figura 2.2, a fronteira de R, é formada por
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trés copias de R, cuja fronteira, por sua vez, contém duas representacoes
de R,.

A escolha de Ry, limitada da sentido ao grau da aplicacdo espectral
A: Ry — Ly, a restricio de 0porm @ Ryi. Entretanto, a impossibilidade de
inverter explicitamente qualquer ponto no interior de L;, dificulta o calculo
do grau. Provaremos no Capitulo 5 a existéncia em R de um ponto regular
de A que é injetor, ou seja, nenhum outro ponto em R, tem a mesma imagem

que ele. Isso mostra que o grau de A é 1 no interior de L (Apéndice B).

J
[ ]
4

Figura 2.2: Estrutura de faces de dimensoes crescentes em Ry

A existéncia de um ponto injetor é a parte mais técnica da demons-
tracdo. A prova baseia-se na construcao sequencial de pontos injetores em
faces de Ry de dimensoes crescentes, culminando em um ponto injetor em
R;. Para dar inicio & cadeia de pontos injetores, mostramos no Capitulo 4,
que existe um vértice injetor, a matriz M(0,1,1,...,1), representada pelas
bolas marcadas em Ry, R3 e R4 na figura 2.2. Migraremos progressivamente
deste ponto, que possui os £ — 1 menores autovalores iguais, para matrizes
com autovalores de multiplicidade cada vez menor.

Vamos acompanhar o processo em dimensao 4. Na figura 2.2, o
vértice indicado corresponde a matriz V. = M,(0,1,1,1), com autovalores
{-1,-1,-1,3}. A face F,; da direita, seguindo a seta da figura, contém
todas as matrizes de R4 para as quais —1 é o menor autovalor normalizado e
tem multiplicidade 2: as matrizes em R, tém espectro simples e as matrizes
nas outras faces ndo tém o menor autovalor normalizado duplo. Mais do
que isso, A é injetor quando restrito a um conjunto O; de matrizes em
F; suficientemente préximas a V. Em resumo, matrizes de O; sao pontos
injetores de A. A partir de um ponto em Oq, constréi-se, por um argumento
de perturbagdo um caminho em R4, como indicado pela seta na figura.
Mais uma vez, matrizes desse caminho suficientemente préximas de Fy sao
pontos injetores. Assim, obtém-se um aberto O, de R4 consistindo de pontos
injetores tendo O; em seu fecho.

Em dimensao arbitrdria, o caminho que inicia no vértice
Mi(0,1,...,1) e percorre faces em dimensdo crescente, saindo de cada
uma, transversalmente, até alcancar o aberto R; é matéria do Lema 5.1.

Sua construcao estd fundamentada em dois tipos de propriedades: as re-
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lacbes entre os autovalores da matriz e da submatriz obtida pela eliminacgao
das ultimas linha e coluna, descritas nas Proposicoes 4.2 e 4.4, e o efeito nos
autovalores de perturbacoes M,ge) = M;(0,1,ts,...,t; £ €) na coordenada iy
(Equagéo 4-3). Finalmente, o lema 5.3 garante que a existéncia de um ponto
injetor é herdada de uma face para outra de dimensao maior. O controle
cuidadoso da derivada das restricbes de A as faces é usado ndo apenas como
ferramenta para provar que existem pontos injetores nas subfaces, mas é
imprescindivel para assegurar a regularidade do ponto encontrado.

Para exemplificar o procedimento de construcdo do caminho por faces
de dimensdo crescente, fixe Mg(0,1,%3,...,ts) com menor autovalor A de
multiplicidade 4: vamos perturba-la de forma controlada para obter matri-
zes com o menor autovalor de multiplicidade 3. A Proposicdo 4.4 garante
que A é autovalor de M;5(0,1,t3,...,t5) e de My(0,1,t3,t4), com multipli-
cidades respectivamente 3 e 2. A equagdo 4-3 garante que a perturbacao
M4(0,1,t3,14 £ €) separa o autovalor duplo em dois autovalores simples.
Para retornar a dimensao 6, usamos as convolucées da proposicio 4.4,
que determinam a coordenada extrema da matriz de modo a aumentar a
multiplicidade de um autovalor escolhido: Ms(0,1,%3,ts % €,15(t3,ts * €))
terd seu menor autovalor com multiplicidade 2 e o menor autovalor de
Mg (0,1,t3,t4 & €,85(t3,t4 + €), t6(t3,t4 £ €, 85)) terd multiplicidade 3.
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