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2
Formulacao Matematica e Método Numérico

Neste capitulo sao apresentadas inicialmente as equagoes governantes e
as condigoes de contorno representativas do problema estudado. Em seguida,
o método numérico de resolucao e o procedimento de adaptagao da malha

sao brevemente descritos.

2.1
Equacoes Governantes

Neste trabalho os escoamentos sao considerados como inviscidos, isto
é, escoamentos nos quais nao sao considerados os efeitos de transporte
molecular. Posto que os escoamentos de interesse sao escoamentos de alta
velocidade, nao sao considerados os efeitos devidos as forcas de corpo, a
transferéncia de calor devido a condugao e aos gradientes da concentragao
(efeito Dufour). Embora o processo de combustdo resulte em aumentos
significativos da temperatura dos gases, a contribucao da radiacao para
a transferéncia de calor nao é considerada. Desta forma, as equacoes que
descrevem o escoamento de uma mistura constituida por Hy e ar, reagindo
quimicamente, sao escritas mediante as equagoes de Euler. Quando escritas
na forma conservativa, as equacoes de Euler bidimensionais em um sistema

de coordenadas cartesianas sao representadas por:

oUu OF 0G

ot T, @ (2-1)

ou, em sua forma integral,

/ / dady + / (Fdy — Gdx) / / Q dady. (2-2)

O vetor U contém as variaveis conservadas; os vetores F e G, os
fluxos destas; enquanto o vetor @ contém os termos de produgao quimica.

Suas respectivas expresoes sao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210228/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210228/CA

Estudo numérico da estabilizagao de ondas de detonacao por rampas de comprimento

finito 22
SR _ 0 -
pu 0
pv 0
pE 0
U = Y Q = . )
pY1 w1 Wy
pYa wa W
| YN ] | wn 1 Wt |
_ o i, _ o -
pu? +p puv
puv pv+p
u(plE + v(pE +
p_ | WPE+D) e (PE +p)
pYiu pY1v
pYau pYav
pYn_1u | | pYNov

Neste sistema de equagoes p é a densidade; u e v, os componentes da
velocidade nas direcoes x e y, respectivamente; F é a energia total especifica;
Y;, w;, W; sdo a fracdo em massa, a taxa de producao molar e a massa
molecular da espécie quimica i, respectivamente; finalmente, p é a pressao
estatica.

Na solugao do sistema de egs. (2-1), N — 1 espécies quimicas sao
necessarias, ja que a fragao da ultima espécie quimica Yy é calculada usando

- N
a restricao: » ., Y; =1, o que leva a

Yy=1-) Y. (2-3)

O sistema de egs. (2-1) é complementado com a equagao de estado:

Yy
p=pRTY —, (2-4)
= Wi

onde R é a constante universal dos gases e a temperatura 7' é calculada

utilizando-se a definicao da energia total especifica.
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N
E = e+§(u2+vz):;KeZ+—(u2+vz)
N ) )
_ g o - 2 2 B
;Yl(hl p>+2(u+v). (2-5)

Nesta ultima equacao e ¢é a energia interna por unidade de massa, h; e ¢;
sao a entalpia e a energia interna especificas associadas a espécie quimica 7,

respectivamente.

2.1.1
Mecanismo de Cinética Quimica

Os termos de producao das espécies quimicas w;W;, do vetor Q,
na eq. (2-1), sdo modelados usando o mecanismo de cinética quimica de
Balakrishnan e Williams para misturas formadas por hidrogénio e ar [23].
Este mecanismo detalhado, que é mostrado na tab. 2.1, envolve 9 espécies
quimicas (Ha, Oq, H, O, OH, HO,, HyO2, HyO, Ny) e 21 reagoes elementares.
Uma vez que nao faz parte dos objetivos deste trabalho o estudo da formacao
de poluentes, este mecanismo nao inclui reacoes especificas para dissociagao
do nitrogénio. Devido a grande energia de ativacao destas reagoes, sua
influéncia sobre o processo de liberagao do calor pela reagao quimica seria
muito pequena.

Um sistema que evolui segundo Z reagoes quimicas elementares envol-

vendo N espécies quimicas pode ser representado pela seguinte equacao:

N N
D v = > Vi, k=1--.,2. (2-6)
i=1 i=1

Onde:

i : Simbolo quimico da espécie quimica i,

Vie,Vir. : Coeficientes estequiométricos.

A taxa de producdo molar w;, associada a espécie quimica y;, ¢

calculada como a soma das contribucoes das reagoes direta e inversa:

o=y Wi—va) (KL ][Dal =k ] [Dal ) i=1- N, (27)

M N
k=1 j=1 j=1
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Reagoes A I} E,

(cm, mol, s) (cal/mol)

(1)  H+0; = OH+O 3,52 x 10'° -0,70 17070
(2)  Hy+0 = OH+H 5,06 x 10* 2,67 6290
(3) OH+OH = H,0+0 1,51 x 10° 1,14 99
(4)  Hy+OH = H,O+H 1,17 x 10° 1,30 3626
(5)  H+03+M = HO,+M 6,76 x 10" (a) -1,42 0
(6) H+HO, = OH+OH 1,70 x 101 0,00 874
(7)  H+HO; = Hy+0, 4,28 x 1013 0,00 1411
(8)  OH+HO; = Hy0+0, 2,89 x 10" 0,00 -497
(9)  H+H+M = Hy+M 1,80 x 10'® (b) -1,00 0
(10)  H+OH+M = H,O0+M 2,20 x 10?2 (a) -2,00 0
(11) HOQ+HOQ - H202+02 3,02 X 1012 0,00 1390
(12)  HyO+M = OH+OH+M 1,20 x 10'7 (¢) 0,00 45500
(13)  Hy05+0OH = Hy0+HO, 7,08 x 102 0,00 1430
(14)  O+HO3 = OH+0, 2,00 x 10" 0,00 0
(15)  H+HO; = O+H,0 3,10 x 10" 0,00 1720
(16) H+O+M = OH+M 6,20 x 10 (a) -0,60 0
(17)  O+O0+M = O+M 6,17 x 10" (a)  -0,50 0
(18)  Hy0.+H = H,O+OH 1,00 x 10 0,00 3590
(19)  Hy09+H = HOy+H, 4,79 x 1013 0,00 7950
(20)  O+OH+M = HO,+M 1,00 x 1016 0,00 0
(21)  Hy+0Oy = OH+OH 1,70 x 1013 0,00 47780

Eficiéncia do terceiro corpo:
a) fHQO:]-Q;fHZ :2757 sz :f02 :170
b) szO = 6,5, sz = Lov sz = fOQ = 074
¢) fmo =15; fum, = 2,5 fn, = fo, = 1,0.

Tabela 2.1: Mecanismo de Balakrishnan e Williams [23] para combustao de

Hs-ar.
onde:
k,’; : Constante de avanco direta para a reacao k,
kb : Constante de avanco inversa para a reagao k,
[x;] : Concentracao da espécie quimica 7,
Vit Vik . . o
w . Coeficientes estequiométricos.
Vik,Vijk

A constante de avanco k:,];, é expressa mediante a lei de Arrhenius

E
kl = Ay ——% )
L exp( RT>

(2-8)

Os valores do fator pre-exponencial, Ay, do expoente da temperatura, [,

e da energia de ativacao E,, na eq. (2-8) s@o fornecidos pelo mecanismo

de cinética quimica dado na tab. 2.1. A taxa de retorno de cada reacao
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elementar é obtida utilizando-se a constante de equilibrio

q k£
gea — Dk (2-9)
N . N
eq _ {Patm > iz (Vik—vik) , Szo Hzo
b = (RT) exp | D _(vix = Vi) r wmr)l &0

=1

onde Py, denota a pressao de uma atmosfera, S? e H? sao a entropia e a
entalpia por mol para o estado padrao a 1 atm da espécie quimica 7. Estes
e o calor especifico a pressao constante por mol, Cp;, da espécie quimica

1 sao fungoes polinomiais da temperatura e sao obtidas da base de dados

termodinamicos JANNAF [22].

2.2
Condicoes de Contorno

A fig. 2.1 mostra uma representacao do dominio computacional usado.
Nesta configuracao, a direcao do escoamento nao perturbado coincide com a
orientagao do eixo x. O estudo numérico envolve a simula¢ao do escoamento
de uma mistura reativa estequeométrica de Hy, e ar em torno de uma
configuragao como a mostrada nesta figura.

Nos contornos denominados de “Entrada”, na fig.2.1, sao fixados os
valores das propriedades do escoamento livre My, Tw, Poo € Yi.. Nos
contornos denominados de “Superficie”, condi¢oes de escorregamento sao
impostas, além disto considera-se que os gradientes das demais propriedades
sao nulos na direcao normal a superficie n. Condig¢oes de simetria sao
impostas no contorno denominado de “Centro”. Finalmente, no contorno
chamado de “Saida”, condigoes nao reflexivas [24] sao impostas. Estas
condigbes fazem uso das velocidades caracteristicas do escoamento (u, u+a,
u — a, onde a é a velocidade do som) para calcular o valor das invariantes
de Riemann, isto é, das variaveis caracteristicas, na fronteira do dominio.
Desta forma sao respeitadas tanto a direcao quanto a sinal da propagagao
da informagao no escoamento. Em particular, estas condigoes garantem a
nao reflexao de ondas que deixam o dominio de calculo. A tab. 2.2 resume

as condigoes impostas nas fronteiras do dominio computacional.
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2.3

Contorno Condigao Imposta
Entrada : DPoos Loos Moo, Yieo
Superficie :

oV,
Vo=0, — =0
on
0 P 0 Yk oT
— =0, — =0, — =0
on " On " On
Centro Condicoes de simetria
Saida : Condigoes nao reflexivas [24]

Tabela 2.2: Condigoes do contorno.

Dominio Computacional

X ~
~
~

—~
P " Ondade
-~ Detonacao
| Obliqua

Onda de Superficie

Choque
‘ Obliqua A
i St/ s
Centro

Método Numérico

Figura 2.1: Condigoes do contorno e dominio computacional.

26

O método numérico é baseado em um procedimento tipo volumes

finitos centrados na célula de célculo. Para discretizagao temporal do

sistema de equagoes diferenciais (2-1) utiliza-se o método de separagao

do passo de tempo de Strang [25]. Mediante este método as evolugoes da

dinamica dos fluidos e da reacao quimica sao integradas separadamente.
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Desta forma, integradores especificos sao usados para cada uma das partes.
Na discretizacao espacial utiliza-se um esquema upwind. Para formular os
fluxos utiliza-se o método de separagao de vetores de fluxo AUSM™ [28].
O codigo numérico que utiliza os procedimentos aqui descritos foi
validado, no caso da estabilizagao de OCO e ODO fortes por rampas, pela
comparagao dos resultados obtidos como os valores fornecidos pelas polares

de choque e de detonagao [2, 43].

2.3.1
Método de Discretizacao Temporal

Utiliza-se o método de separagao do passo de tempo de Strang [25].
Esta aproximacdo na solugdo da eq. (2-1) equivale a resolver o sistema
de equacgoes da mecanica dos fluidos, e o sistema de equacoes ordindrias
contendo o termo de producgao quimica, de forma separada. Assim, a solucao

no passo do tempo n + 1 é escrita como

" At At n
Ut =3, (7) So(At) Sy (7> U, (2-11)

onde U™ ¢é a solugao no passo de tempo n, o termo Sy é o operador para o

sistema de equacoes

oU OF 0G

—+ —+—=—=0 2-12
ot "oz Ty (2-12)
e Sg ¢ o operador do sistema de equacoes
dU
— = 0. 2-13
=q (2-13)

Para o avango no tempo da parte da mecéanica dos fluidos, eq. (2-
12), usa-se um método de Runge-Kutta de cinco estdgios. Este método de

segunda ordem é expresso pelas seguintes relacoes

Uz(’O) = Uzv

O _ 7700 At (1-1) _

vl = U a5 cul™™|, 1 =125 (2-14)
vttt — y® Z

onde C(U) é o operador convectivo definido na eq. (2-15) e V; é o volume
da célula de calculo. Os valores de a; usados sao aqueles por Mavripilis [26],
o) = 1/4, Qg = 1/6, 3 = 3/8, Oy = 1/2, g = 1.

Para o avanc¢o no tempo da parte quimica, eq. (2-13), se faz uso do
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c6digo numérico VODE [27], o qual é um programa especifico para re-
solver equacoes diferenciais ordinarias que contenham termos fontes rigidos.
VODE faz uso de um algoritmo de diferenciacao de avancgo inverso, com
ordem de precisao e passo no tempo variaveis, conjuntamente com um
método de Newton modificado, o qual avalia a matriz jacobiana de forma
numérica. Esta tltima caracteristica é importante quando esquemas de
cinética quimica diferentes sao usados. A nao existéncia de limite de es-
tabilidade que influencie a escolha do passo no tempo é outra vantagem

associada a utilizacao deste codigo na solucao das ODE's.

2.3.2
Método de Discretizacao Espacial

Um esquema upwind é usado como técnica de discretizacao espacial.

Os fluxos de massa, quantidade de movimento e energia sao formulados

usando o método AUSM™ (advection upstream splitting method), desen-
19k

volvido por Liou [28]. O operador convectivo, C(U;), no volume “/”, é cal-

culado como a soma das contribugoes dos fluxos nas faces deste volume

3
C(U) = (Fu Dyir — G D). (2-15)
k=1
A fig. 2.2 mostra a disposicao do volume “/” com seus vizinhos, em
particular com o vizinho “k”, com o qual ele compartilha a face “2k” definida
pelos nés m e n, Axypy = Tp — Ty, € DNYix = Yp — Ym- A normal nyy,
definida na eq. (2-21), é orientada como saindo do volume “i” considerado.
Os estados a esquerda e a direita da face “ik” sao representados por L e R,
respectivamente.
Os esquemas AUSM [29] consideram a propagagao das ondas convec-
tivas e acusticas como processos fisicamente distintos. Assim, definem-se os
fluxos F' ¢ G como soma dos termos de convecgao e de pressao respectivos,

ou seja,

F=M,a® + Px,

(2-16)
G =M,ad + Py,

nesta equagdo, a é a velocidade do som, M, = u/a, M, = v/a sao os

numeros de Mach calculados com base nas componentes da velocidade nas
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[19e2

Figura 2.2: Esquema representativo do volume genérico “

direcoes x e y; @, Px, Py sao definidos como

p
pu
pu
pH

pYi

pYo

: (2-17)

O O O o” O
O O o o o

| PYN-1 | 0 0

substituindo as expressoes da eq. (2-16) na contribugao dos fluxos através

da face ik, Cb;,, tem-se

Esta contribucao pode ser escrita como

Cbiy, = (Mya® Ay — MyaP Ar+ Px Ay — Py Ax),, (2-19)
ou também, como
Chiy = [(Myny + Myny) a® + Prn, + Pyny), L, (2-20)

onde n, e n, sao as componentes do vetor unitdrio normal a face ik, e [;, é

o comprimento desta face. O vetor normal a face é definido a continuacao

= () = (G2, 52 (2-21)

como
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Definindo-se:

FY = {(My, M), . (na, ny),} am i (2-22)
= M} ay, Pix,
Py, = (Pzn,+ Pyny), . (2-23)

a contribucao na face, Cb;, pode ser escrita como
Chi = |F) + P . (2-24)

Note-se que na eq. (2-22) o produto escalar entre chaves define um
numero de Mach na interface, M}, com respeito a uma velocidade normal a
esta. Assim, na eq. (2-24), o termo entre colchetes é uma extensao do fluxo
do esquema AUSM™ [28] para o caso bidimensional, baseando-se em uma
direcao normal a face.

Na construcao de um esquema de primeira ordem, deve-se identificar
os estados a esquerda (L) e a direita (R) com as propriedades dos volumes i
e k, como mostrado na fig. 2.2. Assim em concordancia com as defini¢coes do
método AUSM™, os termos contidos nas eqs. (2-22) e (2-23) sao descritos

a seguir.

- O termo P, é definido seguindo as consideragoes habituais dos

esquemas upwind [31]

P M7 >0
szsik:{ bom e (2-25)
& ,caso contrario,

onde os indices L e R se referem aos estados a esquerda e a direita da

face ik.

- O esquema AUSM™ define a separacao do nimero de Mach e da

pressao na interface, M/, e P;;, como

(a) My, :
»= M (M) + M~ (Mg), (2-26)

onde a separacao do nimero de Mach é definida como:

M) :{ LM+ |M]) se |M|>1 2-27)

Mg (M) ,caso contrario,
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MG (M) = ii(M +1)2 4+ B(M? —1)2. (2-28)
Py, =P (M) Py +P (Mg) Pg, (2-29)

onde a separacao da pressao ¢ definida como:

(2-30)

PE(M) ,caso contrario,

1
PE(M) = £ (M £ D22F M)+aM (M?—1)*,  (2-31)
e, conforme sugerido por Liou [28], sdo utilizados valores de § = 1/8
e a = 3/16, pois estes apresentam melhores resultados quando

comparado como o método de base AUSM [29].

- Em concordancia com Liou [28], os numeros de Mach a esquerda e
a direita da face em consideragao sao definidos com respeito a uma
unica velocidade do som. Assim, sdo definidos nimeros de Mach a

esquerda e a direita tal que

V’fl VTL
Mp=-+% ¢ Mp=-%, (2-32)
Qi Qi
onde:
Vit = (uLavL> . (nxvny)ik ) (2'33)
Vi = (ur,vr) . (Ng,ny),

e a velocidade do som na face é definida como
Qi = v/ Qr, aR. (2—34)

Esta definicao é preferida em relagao ao valor exato recomendado por
Liou [28], pois se verificou que, em alguns casos de escoamentos bi-

dimensionais, ondas de expansdo eram formadas [30].

Fazendo uso das relagoes anteriores, o termo do fluxo na face, Fj,
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pode ser escrito da seguinte forma:

F; = FE;) + P, (2-35)
Fik = aik{MiZJ“ QSL + MZ]Z_ ¢R} + sz s (2-36)

onde: .
My = S (M + (M) (2-37)

Finalmente, fazendo uso das relacoes anteriores, o operador convectivo,

eq.(2-15), é escrito da seguinte forma:

3
C(U;) = Z [FZ(Z) + Pik] Li: - (2-38)
k=1

Na tentativa de se construir um esquema de segunda ordem, os estados

a esquerda e a direita de cada face sao obtidos extrapolando-se as variaveis
primitivas utilizando-se uma técnica tipo MUSCL [31]. Esta técnica usa
a informacao do volume “7” e seus vizinhos para calcular as varidveis do
estado a esquerda L, e a informacao do volume “k” e vizinhos para definir
o estado a direita R. Com a finalidade de evitar oscilacoes, os estados L e R
sao limitados usando uma extensao multidimensional do limitador minmod
[31]. Maiores detalhes do procedimento utilizado encontram-se no trabalho

de Azevedo et al. [32].

2.4
Adaptacao da Malha Computacional
Procedimento de Refinamento

O procedimento de refinamento adaptativo [3] reduz as escalas dos
volumes em regides onde o escoamento apresenta gradientes fortes das
propriedades de interesse, com o objetivo de melhorar a resolucao dos
fenomenos fisicos nas simulagoes numéricas. Para identificar as regides onde
os gradientes fortes ocorrem este procedimento faz uso do sensor numérico

definido por Figueira da Silva et al., i.e, [2],

‘Cmmaz - Cmmin

sensor; = max (
m

) (o= (puv, TY)) . (2-39)

Nesta relagao, |V(y,|; é o médulo do gradiente da propriedade ¢,

ws
]

no volume “t”, (e € Gmpnsn 530 0s valores maximo e minimo da mesma

propriedade no dominio de calculo.
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O procedimento atua sobre a solu¢ao de uma malha inicial. O sensor,
eq. 2-39, é calculado para cada volume do dominio computacional. Caso o
valor deste sensor exceda um valor pré-estabelecido, este volume é marcado
para ser refinado. Em seguida, todos os volumes marcados sao subdivididos
obtendo-se uma nova malha computacional. O procedimento para a subdi-
visao dos volumes adiciona um né em cada aresta de um volume marcado, de
forma que quatro novos volumes sao criados para cada volume marcado. A
etapa final deste procedimento consiste em atribuir propriedades do volume

original (volume marcado) aos novos volumes gerados.
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