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Resumo

Fonseca, Filipe Meirelles; Gongalves, Paulo Batista. Comportamento nao
linear, bifurcacoes e instabilidade de uma trelica hiperelastica. Rio de
Janeiro, 2018. 151p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro.

Em décadas recentes, renovou-se o interesse no campo da estabilidade
estrutural em fung¢do das novas aplicagdes envolvendo estruturas inteligentes e
ajustaveis, micro e nano componentes e a mecanica dos metamateriais. Em muito
destas estruturas deseja-se um comportamento multiestavel, que pode ser obtido
por materiais tradicionais ou novos materiais capazes de sofrer grandes
deformacdes eldsticas. Neste trabalho o comportamento nao linear, estabilidade e
vibragdes de uma trelica neo-Hookeana que exibe comportamento multiestavel é
investigada. Neste caso, a teoria de grandes deformacdes € essencial para modelar
as barras da trelica. Muitos trabalhos na literatura investigam a estabilidade de
trelicas, porém sao restritos ao comportamento linear dos materiais. No presente
trabalho uma andlise paramétrica detalhada de trelicas abatidas e nao abatidas
submetidas a carga estdtica vertical ou horizontal € realizada, considerando a
elasticidade em seu dominio ndo linear completo para derivar as equagdes nao
lineares de equilibrio e movimento. Imperfeicdes de carga e geométricas sdo
consideradas. Assim, os caminhos de equilibrio sd@o obtidos, sua estabilidade é
investigada utilizando o principio da energia potencial minima, frequéncias
naturais e conceito de bacias de atragdo. Os resultados demonstram que a presenca
simultinea da ndo linearidade do material e geométrica d4 origem a novos
caminhos de equilibrio que nao sdo esperados para os materiais eldsticos lineares,
resultando em vdrias solugdes estdveis e instiveis coexistentes e em uma
complexa superficie de energia potencial, esclarecendo a influéncia do modelo
neo-Hookeano nos resultados. Os presentes resultados poderdao ajudar no
desenvolvimento de novas aplicacdes na engenharia onde a multiestabilidade é

desejada.

Palavras-chave

Trelica; material neo-Hookeano; bifurcacdes; instabilidade estrutural.
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Abstract

Fonseca, Filipe Meirelles; Gongalves, Paulo Batista (Advisor). Nonlinear
behaviour, bifurcations and instability of a hyperelastic truss. Rio de
Janeiro, 2018. 151p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro.

Recent decades have seen a renewed interest in the field of structural
stability due to new applications involving smart and deployable structures,
micro- and nanocomponents and mechanical metamaterials, among others. In
many of these structures multistable behaviour is desirable, which can be
accomplished by traditional and new materials capable of undergoing large elastic
deformations. In this paper the nonlinear behaviour, stability and vibrations of a
hyperelastic neo-Hookean truss exhibiting multistable behaviour is investigated.
In such case, the large deformation theory is essential to model the truss members.
Most papers in the literature dealing with this problem is however restricted to
linear material behaviour. In the present work a detailed parametric analysis of
shallow and steep trusses under horizontal or vertical loads, considering elasticity
in the fully non-linear range is employed to derive the nonlinear equilibrium and
motion equations. Then, all equilibrium paths are obtained and their stability is
investigated using the minimum energy principle, natural frequencies and the
basins of attraction concept. Load and geometric imperfections are considered.
The results show that the simultaneous presence of geometric and materials
nonlinearities lead to new equilibrium paths which are not expected for linear
elastic materials, resulting in several coexisting stable and unstable solutions and a
complex potential energy landscape, clarifying the influence of the constitutive
hyperelastic model on the results. The present results may help the development

of new engineering applications where multistability is wanted.

Keywords

Truss; neo-Hookean material; bifurcations; strucutral instability.
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a,, coeficiente proporcionalidade do amortecimento;

A, area transversal indeformada da barra;

A,, area transversal deformada da barra;

by, metade do comprimento da base da treliga;

b,, comprimento da projecdo horizontal da barra da trelica com imperfei¢ao
geométrica;

C, energia conservada do sistema;

C,, parametro experimental de caracterizacdo do modelo hipereldstico;
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Introducgao

A instabilidade de trelicas planas constituidas por materiais hiperelasticos
insere-se em uma nova linha de pesquisa na drea de Instabilidade e Dinamica de
Estruturas que envolvem estruturas inteligentes e ajustdveis, micro € nano
componentes, sistemas multiestiveis e metamateriais (materiais metaestaveis),
entre outras.

As trelicas planas, cujo exemplo cldssico € a trelica de von Mises, sdo
sistemas estruturais essencialmente biestdveis. A hiperelasticidade aumenta a
capacidade da estrutura de deformar-se, permitindo o aparecimento de novas
configuragdes de equilibrio e, consequentemente, novas trajetérias de equilibrio.

Neste trabalho, analisa-se a instabilidade estética e as vibragdes ndo lineares
de trelicas planas constituidas por material hipereldstico descrito pelo modelo neo-
Hookeano. Para tanto, realiza-se uma anélise paramétrica para estudar o efeito do
angulo de abatimento no comportamento ndo linear da estrutura e nas bifurcacoes,
instabilidades e frequéncias naturais ao longo das distintas trajetérias de
equilibrio. Imperfei¢cdes de carga e na geometria da estrutura sao consideradas, a
fim de esclarecer o comportamento pds-critico de sistemas estruturais reais,
naturalmente imperfeitos.

A Figura 1.1 apresenta um diagrama dos sistemas estruturais analisados para

cada angulo de abatimento.

Carga estatica
vertical

Carga estatica
horizontal
Modelo
imperfeito

Modelo
perfeito

Modelo
perfeito

Modelo

imperfeito

Imperfeicdo

na estrutura de carga na estrutura

Imperfeicdo
de carga

( Imperfeicédo

Imperfeicdo J

Figura 1.1: Sistemas estruturais analisados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

23

1.1.
Revisao bibliografica

Von Mises (1923 e 1925) investiga a estabilidade de estruturas constituidas
por hastes finas, cujo exemplo mais simples apresentado foi de uma trelica plana.
Em seu trabalho, von Mises descreve o caminho fundamental de equilibrio de uma
trelica para diferentes angulos de inclinagao.

Pecknold (1985) analisa uma trelica plana submetida a trés condi¢des de
carga estdtica: vertical, horizontal e obliqua. Utilizando a formulacdo
Lagrangiana, apresenta os comportamentos pré- e pos-critico presentes no
comportamento da trelica e os diferentes tipos de bifurcacdao. Segundo o autor,
apesar destes fendmenos estarem associado as grandes deformacdes do modelo da
estrutura, ele acredita que este simples modelo pode traduzir o comportamento de
estruturas mais complexas cujos fendmenos podem acontecer sem a necessidade
de grandes deformacdes.

Kassimali & Bidhendi (1987) estudaram a resposta dindmica da trelica de
von Mises e de um domo geodésico submetido a trés tipos de forcas dinamicas:
forca constante, impulso triangular e forca harmonica, adotando a formulagdo
Euleriana. Por meio das equacdes de von Mises (1925), classifica as trelicas em
abatidas e ndo abatidas, em fun¢do da forma que a estrutura perde a estabilidade.

Ario (2004) adotou a equacdo de Duffing para analisar o comportamento
dindmico ndo linear da trelica de von Mises, com a massa concentrada em seu né
superior, com foco na estabilidade dindmica, bifurcagdes e oscilacdes ndo lineares
periddicas e ndo periddicas, incluindo fendmenos cadticos.

Ligaro & Valvo (2006) generalizaram a andlise da trelica de von Mises para
3 dimensdes por meio de uma treli¢a piramidal formada por n barras, analisando a
sua estabilidade para condi¢des de carga similares as de Pecknold (1985).

Kwasniewski (2008) estudou os caminhos de equilibrio de trelicas com
diferentes angulos de abatimento e submetidas a uma carga estatica vertical.
Tracou-se as trajetdrias de equilibrio da trelica com um determinado angulo de
abatimento que possui dois trechos estdveis separados por um trecho instdvel,
esclarecendo o que von Mises (1925) ja havia mencionado.

Castro (2014) investigou a instabilidade estitica e dindmica de uma trelica

piramidal similar a estudada por Ligard & Valvo (2006). Usando ferramentas da


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

24

dindmica nao linear como diagramas de bifurcacdes e bacias de atragdo, estudou
as vibracdes ndo lineares da piramide submetida a cargas estdticas e dindmicas na
direcdo vertical.

Pascon (2015) implementa em elementos finitos um modelo uniaxial para
materiais hiperelastopldsticos considerando grandes deformagdes com objetivo de
analisar estruturas trelicadas. Cinco estruturas sdo analisadas a fim de validar a
formulacdo proposta.

Apesar dos grandes deslocamentos sempre presentes, apenas o trabalho de
Pascon (2015) utilizou uma formulacdo adequada para grandes deformacdes.
Aliado a isso, von Mises (1925) ressalta que os valores numéricos obtidos na
andlise de sua trelica para valores relativamente pequenos de abatimento mostram
que, no caso de barras feitas de materiais de construcdo usuais: aco, madeira ou
similares, as cargas criticas s@o muito maiores do que aquelas que o material
tolera devido a sua resisténcia limitada e do que a carga critica de Euler para um
membro individual.

Quanto aos materiais hipereldsticos, Mooney (1940) observou que, baseado
em dois resultados experimentais, o corpo de prova de borracha obedece até
grandes deformacgdes a lei de Hooke quando cisalhado e que as deformagdes
nestes materiais sdo produzidas sem considerdveis mudancas de volume. E assim
deduziu a fun¢do da energia de deformagdo compostas por duas parcelas, cada
uma proporcional a um parametro. A férmula, escrita na forma dos invariantes de

Rivlin (Treolar, 1948), é:
w=¢ (1,-3)+C,(1,-3), (1.1)

onde /,e I,sdo os invariantes de deformacdes e C, e C,sdo as constantes fisicas
do material. Em seu trabalho, Mooney (1940) demostrou que os resultados
tedricos concordam com o resultado experimental para a borracha analisada num
dominio de 400% de alongamento a 50% de encurtamento.

Treloar (1947 e 1948) obteve a funcdo de energia a partir da teoria
molecular apresentando uma funcdo igual a de Mooney (1940), com o parametro

C, igual a zero. Esta funcdo ficou conhecida como modelo neo-Hookeano.
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Utilizando a abordagem de invariantes de Rivlin, apresentou uma formulacdo
geral para uma relagdo ndo linear entre tensdo-deformagdo em cisalhamento.

Ogden (1972) apresenta uma fun¢do cuja compressibilidade da borracha é
considerada e com isto distinguem-se dois grupos de modelos hipereldsticos
(Schreurs, 2012): os modelos do tipo Mooney-Rivlin para materiais
incompressiveis e os modelos de Ogden para materiais compressiveis.

As constantes fisicas do material das funcdes de energia sdo obtidas
experimentalmente. Alguns trabalhos na literatura apresentam ensaios e
metodologias utilizadas para a determinacdo destas constantes.

Selvadurai (2006) analisa as deflexdes em uma membrana circular de
borracha fixa em seu contorno. Em uma primeira fase realizam-se testes uniaxiais
para caracterizagdo do material, utilizando diferentes modelos constitutivos. Em
seguida ensaia-se a membrana, registrando-se sua deflexdo quando submetida a
uma forca incremental aplicada por meio de uma esfera. Na etapa final, modela-se
a membrana utilizando os diferentes modelos caracterizados. Mesmo com grandes
deflexdes impostas na membrana, os resultados demonstraram que as

deformagdes ainda estavam em nivel moderado (&, =70% ).

Sasso et al. (2008) realizam trés ensaios diferentes para obter as constantes
fisicas do material hipereldstico. Inicialmente, para determinar os parametros do
material, realizaram-se ensaios uniaxial e equi-biaxial. Os resultados obtidos sdo
utilizados na caracterizacdo do material por meio da andlise por elementos finitos.
A fim de verificar os resultados da andlise por elemento finitos € realizado um
ultimo ensaio de tra¢do axial em um corpo de prova com largura muito maior que
sua altura. Os resultados da andlise por elementos finitos apresentaram uma boa
precisdo, até mesmo quando comparado ao Ultimo ensaio, no qual o estado de
tensoes € diferente.

Além de trabalhos dedicados exclusivamente a caracterizacdo destes
materiais, hd trabalhos que calibram as fun¢des de energia para prosseguir com a
andlise numérica de certas estruturas.

Lopes (2003) analisa numericamente e experimentalmente o comportamento
ndo linear e possiveis instabilidades de membranas e cascas hipereldsticas
submetidas a tracdo e pressdo interna uniforme. As constantes eldsticas dos

diferentes modelos utilizados sdo obtidas por meio da comparagcdo entre 0s
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resultados experimentais € numéricos para o ensaio de tragdo axial uniforme.
Gongalves et al. (2007) aprofundam a andlise destas estruturas, concentrando-se
na andlise do seu comportamento ndo linear e de suas instabilidades. Dentro desta
linha de pesquisa, destacam-se recentemente os trabalhos de Soares (2009) e
Gongalves et al. (2009), que analisam as vibracdes ndo lineares de membranas
circulares hipereldsticas, inicialmente tracionadas, sujeitas a deformacdes finitas e
pressdo lateral varidvel ao longo do tempo.

A nova linha de pesquisa no qual se insere este trabalho investiga a
multiestabilidade de estruturas formadas por materiais ou mecanismos com
capacidade de sofrer grandes deformagdes, acompanhadas por diferentes
fendmenos de instabilidade. Esta multiestabilidade é explorada com objetivo de
criar novos materiais ou estruturas, muitas vezes formados por padrdes estruturais,
e analisar seu comportamento, explorando suas possiveis aplicacdes.

Wang et al. (2014) reportam uma nova classe de metamateriais que possui
ressonadores acusticos em sua matriz capaz de sintonizar em uma ampla faixa de
frequéncias. Adota-se o modelo neo-Hookeano para descrever o comportamento
da matriz. Demonstra-se, numericamente e experimentalmente, que grandes
deformacdes e instabilidades locais podem ser exploradas para efetivamente
controlar a resposta destes metamateriais, e também, para ligar ou desligar o gap
de energia, abrindo caminhos para o projeto de switches adaptativos.

Schmied et al. (2017) projetam um metamaterial com ressonadores internos
para redug¢do de vibracdo em suportes considerando um dominio com baixas
frequéncias. Utilizam-se elementos finitos para projetar e analisar a resposta das
frequéncias da estrutura e comparam com uma formulagdo analitica aproximada.
Uma andlise experimental em um protétipo da estrutura € realizada para validacdo
dos resultados numéricos. Conclui-se que, integrando ressonadores internos na
estrutura é possivel adicionar graus de liberdade e moldar sua resposta dinamica.

Nadkarni er al. (2014) investigam a reposta ndo linear de cadeias de
elementos biestdveis, formados por massas conectadas a molas eldsticas lineares,
cujo arranjo permite grandes deformacgdes e instabilidades por ponto limite. A
rigidez negativa deste arranjo produz trés diferentes regimes (lineares e ndo
lineares) de propagagdo de onda no meio periédico que dependem da amplitude

da onda.
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w— 20 mm

(a) Schmied et al. (2017). (b) Wang et al. (2014).
Figura 1.2: Aplica¢bes de metamateriais com ressonadores internos.

Florijn et al. (2014) desenvolvem um metamaterial cuja resposta diante de
uma compressdo axial pode ser programada por um confinamento lateral,
permitindo um comportamento mondtono, ndo mondtono e histerético. Analisa-
se, experimentalmente e numericamente, utilizando o modelo neo-Hookeano, o
metamaterial. Introduz-se um modelo simples que captura a mecanica
programdvel do material, apresentando uma estratégia geral de projeto para
estruturas formadas por este material. Finalmente, mostra-se como o
confinamento ndo homogéneo pode ser explorado para criar multiestabilidade e
uma grande histerese.

Shan et al. (2015) combinam impressao 3D e andlise numérica para
desenhar metamateriais capazes de armazenar uma capacidade significante de
energia. Realiza-se um ensaio uniaxial de tragdo em uma tnica célula para
caracterizar o material. Adota-se o modelo neo-Hookeano ligeiramente
modificado para incluir a compressibilidade, com um alto médulo de elasticidade
volumétrico e, assim sendo, quase incompressivel. Resultados do ensaio realizado
demonstraram que o modelo neo-Hookeano capturou muito bem o
comportamento da célula até uma deformacdo de aproximadamente 1. Numa fase
posterior estas células sdo arranjadas, formando um metamaterial, e ensaios de
compressao com uma taxa quasi-estdtica de carregamento e via impacto sao
realizados. Destaca-se que estes materiais podem ser empregados para protecdao
pessoal, mitigacdo de impactos em automdveis e aeronaves € na protecdo de
delicados componentes, considerando estruturas com uma grande variedade de

comprimento (micro a macro).
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Rafsanjani et al. (2015) apresentam metamateriais formado por arranjos
periddicos de células com diferentes razdo entre altura e largura. Analisam,
numericamente (modelo neo-Hookeano) e experimentalmente, sua resposta
quando submetida a tracdo. Dependendo da relacdo entre altura e largura, uma
unica célula pode apresentar quatro diferentes respostas: mondtona, mondtona
com forma de S, com um patamar e snap-trough. Estes desempenhos tornam estes
materiais potencialmente adequados para o projeto de estruturas com
metamorfose, adaptdveis e implantdveis. A energia dissipada através do fendmeno

de snap through pode ser usada para isolamento de vibragdes e aplicacdes em

amortecimento.
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(d) Rafsanjani et al. (2015).
Figura 1.3: Aplicacdes de metamateriais.
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Coulais et al. (2015) demostram como as nao linearidades afetam a
flambagem de vigas, analisando uma viga constituidas por metamateriais.

Zirbel et al. (2016) apresentam modelos analiticos € numéricos que sao
aplicados para prever a biestabilidade e criar mecanismos biestaveis aplicados a
materiais nao vidveis anteriormente. Mecanismos de pin-puller e cutter release
com aplicacdes espaciais sdo propostos. Fabricam-se protétipos metdlicos, em 3
diferentes materiais, para que sejam compativeis com projetos espaciais que
exigem materiais mais resistentes € menos suscetiveis a fluéncia e relaxacdo do
que os polimeros.

Schioler & Pellegrino (2008) apresentam uma nova estrutura biestavel, que
¢ rigida em sua configuracdo estdvel e necessita apenas uma pequena quantidade
de energia para mudar sua configuracdo. A estrutura é formada por quatro barras
articuladas e contraventadas por fitas eldsticas. Os autores desenvolveram uma
formulacdo tedrica para andlise do seu comportamento mecanico e a utilizam
como previsdo no ensaio experimental, demonstrando-se que a formulacio tedrica
desenvolvida para a estrutura foi capaz de representar o seu comportamento real.

Chen et al. (2017) projetam e verificam dois grupos de estruturas
implantdveis. A ativagdo € realizada utilizando principios de projeto hierdrquico
onde um atuador unitdrio baseado na trelica de von Mises biestdvel e monolitico
atua como o bloco de constru¢do bdasico. Cada estrutura tem um estado inicial
plano e € impresso com uma impressora 3D multimaterial. As andlises, numérica
e experimental, demonstram que variando o material da junta e o comprimento do
atuador, a forgca de ativacdo necessdria pode ser ajustada. As estruturas analisadas
apresentaram capacidade de carga e geometria ativada previsivel e sdo reversiveis
e reconfiguraveis.

Outra aplicagdo para as trelicas hipereldsticas seria na construcio de placas
sanduiches, formando o nidcleo. Alguns trabalhos que utilizam trelicas com essa
func¢do sdo apresentados a seguir.

Lee et al. (2006) investigam, experimentalmente e numericamente, o
comportamento quasi-estitico e dindmico de uma estrutura formada por placas e
nucleo com treligas piramidais metdlicas. O autor utiliza uma combinacdo de
técnicas experimentais que permitem identificar e detalhar os diferentes modos de

deformacgdo observados no comportamento dessas estruturas.
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Wang et al. (2009) analisam uma placa sanduiche formada por trelicas
reforcadas de fibra de carbono. A flambagem e a ruina das barras do nicleo sao
observadas em testes de compressdo e cisalhamento sem nenhuma falha nos nés,
comum em estruturas sanduiche com ntcleo em trelicas metdlicas. Os resultados
previstos mostram que o comportamento mecanico dos painéis com nicleo
formado por trelicas depende da densidade relativa do nicleo e das propriedades
do material das trelicas.

A multiestabilidade pode ser explorada também em cascas e placas
compdsitas, como exemplo t€ém-se os trabalhos de Giomi & Mahdevan (2011) e

Cui (2015).

cable pass-through

blade

(a) Zirbel et al. (2016).
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(c) Schioler & Pellegrino

(e) Lee et al. (2006) (f) Wang et al. (2009)
Figura 1.4: Aplicacdes de elementos multiestaveis.
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1.2.
Objetivo

Esta dissertacao insere-se na linha de pesquisa em Instabilidade e Dinamica
das Estruturas do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio.

Multiestabilidade em sistemas estruturais ¢ uma nova drea de pesquisa em
engenharia, ainda restrita a poucos centros de pesquisa (Universidade de Harvard,
Universidade de Cambridge e Imperial College London, por exemplo) com
possibilidade de aplicacdes em engenharia civil, aeroespacial e mecanica, além da
bioengenharia, envolvendo o desenvolvimento de novos materiais ou estruturas,
como 0s metamateriais, sistemas de controle de vibragdes, estruturas ajustéveis,
sistemas estruturais com padrao repetitivo, etc.

Em muitas destas aplicagdes os elementos estruturais estdo submetidos a
grandes deslocamentos e deformacdes, sendo importante em sua formulacdo ou
modelagem considerar a ndo linearidades fisica e geométrica. Neste contexto, o
uso de materiais hipereldsticos encontra um importante campo de aplicagdo.

Neste trabalho analisa-se a instabilidade estética e as vibragdes ndo lineares
de trelicas constituidas por barras hipereldsticas (modelo neo-Hookeano),
estrutura com potencial para o projeto dessas novas estruturas € um assunto ainda
pouco explorado na literatura. Com base neste estudo, deseja-se compreender o
comportamento estdtico e dinamico ndo linear dos diferentes sistemas estruturais

analisados.

1.3.
Apresentacao

Esta dissertagcdo divide-se em oito capitulos.

No segundo capitulo analisa-se uma barra hipereldstica neo-Hookeana
submetida a uma forca axial. Introduz-se a funcdo de energia, a deformacdo
adotada e por meio deles derivam-se as tensdes e rigidez para o modelo
unidimensional.

O Capitulo 3 apresentam os modelos das trelicas estudados e deduz-se uma
formulacdo geral baseada em energia. Além das parcelas de energia, apresenta-se

o amortecimento adotado na modelagem do sistema.
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No capitulo seguinte, obtém-se as equagdes dos caminhos de equilibrio para
os diferentes casos analisados, determina-se pelo principio da energia potencial
minima sua estabilidade ao longo destas trajetdrias, destacando-se os diferentes
tipos de bifurcacdes e instabilidade presentes. Por meio dos modelos com
imperfeicdoes verifica-se a sensibilidade das trelicas as imperfei¢cOes aplicadas.
Uma breve andlise dimensional encerra este capitulo.

No Capitulo 5 inicia-se a andlise dindmica da trelica. As equagdes do
movimento sdo obtidas e linearizadas em torno da posi¢ao de equilibrio estdtico e
assim obtém-se as frequéncias naturais e os modos de vibracdo da estrutura ao
longo das trajetdrias de equilibrio estético.

Finalmente, no Capitulo 6, utiliza-se o principio da conservacdo de energia
para obter os retratos de fase para distintos niveis de energia a partir das posi¢oes
de equilibrio estdtico inicial da trelica descarregada e das posi¢des dos pontos
criticos. Em seguida adiciona-se o amortecimento nas equacdes do movimento
para andlise da vibracdo ndo linear livre amortecida da trelica hiperelastica.

As conclusdes sdao apresentadas no Capitulo 7 junto com as sugestdes para

trabalhos futuros. As referéncias bibliogrificas sido exibidas no capitulo seguinte.
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Modelo unidimensional

Para entender a influéncia da ndo linearidade do material hipereldstico e
posterior andlise da trelica, estuda-se inicialmente uma barra constituida por

material neo-Hookeano.

2.1.
Modelo neo-Hookeano

Existem na literatura védrios modelos que definem as propriedades
mecanicas dos materiais, entre eles estdo os modelos de materiais hipereldsticos.
Estes modelos constitutivos descrevem em geral o comportamento do material
através da sua energia interna de deformacao, que pode ser escrita em fun¢do dos
invariantes de deformacao, I;, que sdo, em geral, escritos em termos dos fatores de
deformagdes principais do elemento estrutural, A, Na literatura encontram-se
vérias formas especificas da funcdo energia de deformacdo, tanto para materiais
compressiveis quanto incompressiveis, principalmente isotropicos.

O modelo constitutivo neo-Hookeano insere-se no grupo dos modelos de
Mooney, sendo, entre estes, o modelo mais simples. A fun¢do da sua energia

especifica, W, é
w=c,(1,-3), (2.1)
sendo o primeiro invariante igual a
L=A2+A+A] (2.2)

Considerando a incompressibilidade do modelo hiperelastico adotado, tem-se a

relagdo A,A,A; =1 para os fatores de deformagdes principais A;.
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Para andlise de uma barra homogénea e isotropica, simplifica-se a Equacao
(2.1), escrevendo-se os fatores de deformacdes em termos do fator de deformacao
principal axial, que representa a razdo entre o comprimento deformado e

indeformado da barra: A, =A=1/] e A,=A, = 1/& , € assim tem-se a fungdo de

energia

W:c(ﬁ+%—%. (2.3)

O parametro C,, caracteristica do material, é obtido experimentalmente. Valores

experimentais para este parametro sdo apresentados, para materiais poliméricos,
em Selvadurai (2006) e Sasso et al. (2008), dentre outros.

Os materiais hipereldsticos caracterizam-se por sua elevada capacidade de
deformacdo e nao linearidade fisica. Assim, diante de grandes deformacdes, os
tensores adotados para pequenas deformacdes ndo sdo capazes de representar
corretamente o comportamento do material. A fim de caracterizar o
comportamento de um elemento de barra hipereldstico, adota-se a deformacdo

logaritmica:
&g, =In(1). (2.4)

A contragdo da secdo transversal, para um coeficiente de Poisson constante,

¢ dado pela equacao:
&, =In() =-vIn(1), (2.5)

sendo K, araiz quadrada da razdo entre a drea deformada e a drea indeformada da

secao:

(2.6)

>
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Obtém-se assim para drea deformada do elemento, a partir das Equacgdes

(2.5) e (2.6), a expressao:

A=A, (2.7)

Considerando o material incompressivel e desconsiderando fendmenos

localizados (V =0,5), a relacdo entre a area deformada e indeformada da barra
torna-se:

A=AAT". (2.8)

A tensdo de Cauchy € obtida pela variacdo infinitesimal da energia

especifica de deformagdo do material de acordo com a relagdo a seguir.

dW _dwW dA
dw =o,de, - o, = = ;
in In in dgln d/‘ dé‘ln (29)
logo, obtém-se para a tensao:
2.10
g, =2C, (/‘2 —%j ( )

2.2,
Elemento de barra

A Figura 2.1 apresenta o modelo de uma barra de material neo-Hookeano.

t

Figura 2.1: Modelo da barra.
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A barra em seu estado indeformado possui comprimento [, drea A, e estd

submetida a uma forg¢a axial F , que € positiva em caso de tracdo.

A partir das Equacgdes (2.8) e (2.10), tem-se a relacdo a seguir.

F :2C1AO()I—%) (2.11)

A Figura 2.2 apresenta a variacdo do parametro adimensional F/C;A, com

o parametro A .

-20 —

Figura 2.2: Variagdo de F /C,A, com A.

Observa-se na Figura 2.2, que o comportamento da barra submetida a tracao

¢ bastante diferente do seu comportamento em compressdo. Para valores iguais de

|F1C\A,

, 0 alongamento da coluna em tracdo € bem superior ao valor do

encurtamento na compressdo. Esta diferenca tem uma grande importancia no
comportamento nao linear e estabilidade da estrutura, como demonstrado neste
trabalho.

Derivando-se a Equagdo (2.10) em relacdo ao A, obtém-se a rigidez efetiva

da barra:

d 1
a”/{" =2C, (2)1 +7j . (2.12)
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A relacdo entre o parametro C, e o médulo de elasticidade, E, pode ser calculada

pelo limite da funcdo da rigidez da barra quando o fator de deformacdo A tende a

1.
— 13 aaln —
E —I/IIEI}W —6C1. (213)

A Figura 2.3 exibe a varia¢do da rigidez efetiva em fung¢do de A para o

elemento de barra.

Figura 2.3: Variagdo de C,/C, com A .

Observa-se na Figura 2.3 que a rigidez efetiva a compressdo € superior a
rigidez a tragdo para uma mesma variacdo de comprimento.

A Figura 2.4 apresenta uma comparacdo entre diferentes modelos
hiperelasticos, realgcando a diferenca entre o comportamento desses modelos em

faixas de deformacdo superiores a 1.
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Uniaxial stretch with K=2180 GPa

20, T T T T T T T T

15f g
~ 10F 1
o
=
e 5 1
123
1
o
L
j=2}
£
5]
[
£ 4 i
2 = Neo-Hookean: G = 2.290 MPa
% —Mooney-Riviin: C, = 1.030 MPa, C, = 0.114 MPa
z _10b Yeoh: G, = 1.202 MPa, C, = -0.057 MPa, C, = 0.004 MPa

Gent: G = 2.290 MPa, Jm =30
- - - Arruda-Boyce: C, =2.078 MPa, 2, =2.8
~15f 4
% Uniaxial Tension Expt.
o L L H L L H L L
-100  -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Axial engineering strain (%)

Figura 2.4: Curva tensao-deformacao de modelos hiperelasticos (Wikipedia, 27/06/2018).
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Formulagao

Apresenta-se neste capitulo a formulagdo utilizada neste trabalho para

andlise da instabilidade estdtica e vibracdes da trelica ilustrada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Modelo da trelica perfeita.

A trelica perfeita indeformada possui altura h,, base 2b,e angulo de
abatimento @. Suas barras sdo constituidas por material hipereldstico neo-
Hookeano, tém comprimento inicial /,, drea A, e massa especifica p. O né

superior, com coordenadas nulas na posi¢ao indeformada, possui liberdade para
deslocar-se nas dire¢des x e y.

Neste trabalho analisa-se o comportamento ndo linear da trelica submetida a
cargas horizontais e verticais. A Figura 3.2 apresenta os dois casos de

carregamento, p,, considerados.

Py

(a) Carga vertical. (b) Carga horizontal.

Figura 3.2: Carregamento estatico.
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A fim de avaliar o comportamento da trelica imperfeita, consideram-se
imperfeicdes de carga e na geometria da estrutura para cada situacdo de
carregamento. Para a perturbacdo do carregamento considera-se uma pequena
componente de for¢ca perpendicular a carga considerada. A Figura 3.3 ilustra as

trelicas com imperfei¢des de carga.

v0,01p,
(a) Carga estatica vertical. (b) Carga estatica horizontal.

Figura 3.3: Imperfeicdo de carga.

A Figura 3.4 apresenta a forma como a imperfeicdo geométrica é

considerada, representando uma situacao genérica.

AN

b, b,

Figura 3.4: Modelo genérico.

Como mostra a Figura 3.4, considera-se na formulacdo da trelica imperfeita
que a inclinacdo da barra /, mantem-se igual a &, e os comprimentos das
projecdes das barras na direcdo x sdo alterados em funcdo da imperfeicao
desejada. A linha tracejada representa a estrutura perfeita em seu estado
indeformado. Ressalta-se que a origem dos eixos cartesianos continua no né
superior da trelica perfeita e também que o comprimento total da sua base nao foi

alterado (b, +b, =2b,).
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Introduz-se também uma varidvel auxiliar r, que é a razdo entre [, e [,,

sen(arctan(b1 tan(@)D
b, (3.1)

Z sen(6)

dada por:

A imperfeicdo geométrica utilizada nos exemplos deste trabalho € exibida
na Figura 3.5. Os comprimentos das projecdoes das barras na dire¢io x sdo

alterados em 5%.

b=1,05b, b,=0,95b,

Figura 3.5: Imperfeicdo geométrica.

3.1.
Energia potencial total

Considera-se a trelica imperfeita (modelo genérico) deformada, com seu né
superior definido pelas coordenadas (x, y) .

A energia potencial total do sistema, /7, é composta pela soma da energia
interna devido a deformacgao das barras da trelica, U , e da energia potencial das

cargas externas, V .
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Na configuracdo deformada, obtém-se o fator de deformacdo A, de cada

barra, a saber:

A= Uy = 3+ By 07 (3.2

1 2 2
Azzl—Wzo—y) +(by = X)) . (3.2b)

Assim, a partir da geometria da Figura 3.4 e das Equagdes (2.3), (3.1) e

(3.2), calcula-se a energia de deformacdo das barras, sendo esta dada por:

U =CA, %[[%J ((sen(H) —a sen())’ +(cos(d) +a, cos(H))z)

A 2 S

by \[(sen(6) - a sen(8))* + (cos(6) + a, cos(8))’

b, (b 3-3)
+CA, ﬁ (bLj ((sen(é?) —a,sen(6))’ +(cos(6) - a, cos(H))z)

1

byr \/(sen(ﬁ) —a,sen(6))’ +(cos(6) —a, cos(H))’

sendo: a, =x/b, e a,=y/h,, varidveis adimensionais e também os graus de

liberdade do modelo.

Obtém-se da Equacdo (3.3) a expressdo para a trelica perfeita (Figura 3.1),
adotando-se b, =b, e r =1.
A energia potencial das cargas p, e das imperfei¢oes de carga 0,01p,, para

cada situacdo de carga estatica, de acordo com a Figura 3.3, é dada por:

V.=—pl, cos(@)(a'x - (% - 1}] ~0,01 pxlosen(ﬁ)(a'y - (Z—l - 1}] ; (3.4a)
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v, = —pylosen(é?)(ay - [% - IJJ =-0,01p [, cos(é?)[a'x - [% - IJJ : (3.4b)
3.2

Energia cinética

Considerando-se que um comprimento infinitesimal ds, da barra [, com
massa por unidade de comprimento dm; = pA,ds, desloca-se de x, e y;, como

ilustra a Figura 3.6.

Figura 3.6: Modelo para energia cinética da barra /; .

A energia cinética da particula é dada pela seguinte equacao.
dm, ., .,
dr =2 (57 + 37, (35

em que X, e y, sdo as velocidades referentes aos deslocamentos x;e y; da massa

dm; .

1
Sendo o material neo-Hookeano incompressivel, as massas de um elemento

infinitesimal deformado e indeformado sdo iguais, ou seja:

dm. = pA,ds, = pAds; = p;]ﬁ Ads; . (3.6)

1
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Os deslocamentos x; e y; referentes as barras [, e [, sdo dados por:

X =5, (W - ll’_llj : (3.72)
=, (ll’_zz _ WJ : (3.7¢)
=y, (hobllz/bo AL //l;zl: b/ bo)j ' (3.7d)

Derivando-se os deslocamentos x; e y;, em relacdo ao tempo, obtém-se para

as velocidades X e y:

o X
X =5, (l_j ; (3.8a)
0

=5, (lj ; (3.8b)
lO
xXr

X, =5, (—j, (3.8¢)
lO

. yr

Y2 =8, (_j (3.8d)
lO

A partir das equagdes (3.5) a (3.8), obtém-se a energia cinética do sistema

estrutural imperfeito:

P=BY [y () B (¢ + 7). 39
0 0

0 0
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Adotando-se as velocidades adimensionais: &, =x/b, e a,6=y/h,, e

integrando-se a Equacdo (3.9) obtém-se a energia cinética para a treliga:

P 3
T = méo (%] (dxz cos’(8) + c'ryzsenz(é?))
0

(3.10)

5 3
+ néli (Z)—(‘)] (dxz cos*(6) +c'ryzsen2(9))

3.3.
Amortecimento

Utiliza-se o amortecimento de Rayleigh, proporcional a massa e a rigidez

efetiva linear (matriz de rigidez e matriz geométrica):

c=a,M+aqK, (3.11)

para representar a dissipacdo de energia do sistema. Os coeficientes a, € a, sdo

coeficientes de proporcionalidade. De acordo com Dazio (2013), a utilizagdo do

mesmo coeficiente de amortecimento, ¢ , para diferentes modos de vibragdo é
razodvel. Com isso, os coeficientes a, e a, podem ser escritos em fungdo do
coeficiente de amortecimento { e das frequéncias naturais ¢, da seguinte
forma:

20,
a, ={ ——; (3.12a)

- 3.12b
W+ (120)
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Analise estatica

A andlise estatica da estabilidade é conduzida utilizando-se o principio da
energia potencial minima (teorema de Lagrange-Dirichlet) — a configuracido de
equilibrio é estdvel se a energia potencial total do sistema conservativo neste
ponto € um minimo local (critério de estabilidade local).

Assume-se que a carga critica de Euler da barra da trelica seja superior a
carga axial aplicada, ndo se considerando na presente analise a flambagem local

das barras.

4.1.
Configuracoes de equilibrio da estrutura descarregada

Utilizando a Equacdo (3.3), escreve-se a energia interna de deformacdo da

trelica perfeita na forma adimensional como:

Ur=20a-20,-2~(@} -a’~2a,)cos’(6) +
I

+
J (a, -1’ —(a,’-a,’ -2a, -2a,)cos’ (6)

4.1

1
(@ -1 —(a’-a’-2a. +2a )cos* (@) |
Y y X y X

onde Up =U,/C,A)l,.

As Figuras 4.1 a 4.3 apresentam as curvas de nivel e as superficies da
energia interna de deformagdo para trelica descarregada. Observam-se cinco
posicdes de equilibrio: duas s@o estdveis (posi¢cdes 1 e 3) que correspondem a dois
minimos e trés instiveis (posi¢des 2, 4 e 5) que correspondem a trés pontos de

sela. Estas posi¢oes sdo ilustradas na Figura 4.4.
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Convém salientar que as posicdes de equilibrio 4 e 5 para trelicas com
6 <45°, considerando um dominio de grandes deformagdes, ndo existem para

materiais elasticos lineares (Kwasnieewski, 2008). Elas sdo fruto da nio

linearidade fisica do material ilustrada na Figura 2.2.

Figura 4.2: Curvas de nivel da energia interna de deformagao para trelica com & =75°.

N 7

(@) =15°. (b) 8="75°.

Figura 4.3: Superficie da energia interna de deformacéo da treliga.
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Observa-se na Figura 4.3, um recorte nos picos da superficie de energia das
trelicas devido o material neo-Hookeano nao possuir um limite de deformacao,
com isso em certas posi¢oes a superficie tende a infinito (A tende a zero), sendo

uma caracteristica das funcdes de energia deste material.

0

(a) Posicéao 1.

) 2
e ___ & oY

(b) Posicéao 2.

(c) Posicao 3.

4

O O

(d) Posigéao 4.

o I

(e) Posicéao 5.
Figura 4.4: Configurag6es de equilibrio para estrutura descarregada.

4.2.
Carga vertical

Apresenta-se a seguir a andlise da trelica submetida a uma carga estética
vertical. Analisam-se trés casos: trelica perfeita, com imperfei¢cdes de carga e

imperfei¢des geométricas.
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4.2.1.
Caminhos de equilibrio

A energia potencial total da trelica carregada na direcao vertical é dada por

,=2a}-2a,-2-@}-a’-2a,)cos’(6) +
I

+
J@, -0 =@’ -a’-2a,-2a,)cos’(6)

(4.2)

I
J@, -0 -(a -a -2a,+2a,)cos*(6)

-Q,a sen(6),

sendo: 7, = II,/CA)l, e 0, = p,/CA,, o parametro de carga.

As equacgdes nao lineares de equilibrio sdo obtidas derivando-se a energia

potencial total do sistema, 11 »» em relacdo as coordenadas generalizadas, a e a,,

sendo dadas na forma adimensional por:

2ay -2
sen(0) 4a, —4- ; ; ; ; 7
((ay -)"=(a, -a, -2a,-2a,)cos (6?))3

g -2 (4.3a)
Y - 0;

y

(@, -1 @ -a’-2a,+2a )cos*®)"

cos’(0)| 4a, - - 2?* *2 -
(@ -1 - -a’-2a,-2a,)c05(0))

(4.3b)

20, -2

(@,-12-@-a-20,+20 )c0s2®) " |

0.

Observa-se que as duas equagdes de equilibrio dependem basicamente do

parametro de carga Q, e do angulo 6.

Utiliza-se o método de Newton-Raphson para a resolucdo desse sistema de

equacgdes nao lineares e métodos de continuacdo para obtengdo das trajetorias de
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equilibrio. A estabilidade das configuracdes de equilibrio é obtida através da
andlise da sua forma quadrdtica: estdvel se esta € positiva definida, equilibrio
critico caso seja positiva semi definida e instdvel nos outros casos.

As Figuras 4.5 a 4.9 apresentam as trajetorias de equilibrio da trelica
submetida a carga vertical para diferentes angulos de abatimento &. Os caminhos
de equilibrio estdveis sdo representados por linhas continuas e os instaveis por
linhas tracejadas, seguindo a conveng¢do adotada internacionalmente.

Para valores de € <70° a trelica apresenta trés trajetorias independentes. A
trajetoria em vermelho representa o caminho fundamental da estrutura, onde o

sistema estrutural mantem sua simetria ao longo do caminho de equilibrio (a, =0
e a,#0). O sistema ¢ inicialmente estavel. A medida que a forca compressiva

cresce, diminui a rigidez efetiva da estrutura até que a rigidez efetiva se torna nula

(00, /0a, =0). Este ponto limite de carga corresponde a uma bifurcagdo do tipo

né-sela onde, ao atingir a carga limite, a estrutura perde sua estabilidade e salta
para uma configuracdo pos-critica, estavel, em que suas barras estdo sujeitas a
tracdo. Ao se descarregar a estrutura e inverter o sentido do carregamento chega-
se ao outro ponto limite onde a estrutura pula para uma posicdo de equilibrio
invertida criando um ciclo de histerese. Entre os dois pontos limites o equilibrio é
instavel (sela). Este é o comportamento ndo linear tipico de estruturas abatidas. A
medida que & cresce, aumenta a ndo linearidade geométrica da trelica e a carga
critica associada ao ponto limite, como serd demonstrado mais adiante. Os
caminhos azul e verde sdo simétricos e representam duas trajetérias secunddrias
de equilibrio. Eles iniciam nas duas configuracdes de equilibrio proprio instaveis
(pontos 4 e 5 das Figura 4.1 e 4.4) e sao atingidas apenas por meio de controle de
deslocamento. Sua inclinagdo cresce com €. Cabe destacar que estes caminhos
sdo devidos a ndo linearidade fisica do material hipereldstico. Inicialmente, para

pequenos angulos de abatimento, os trés caminhos de equilibrio sdo praticamente

paralelos no planoa, x @ . A partir de & =25° comega-se a observar um aumento
crescente da curvatura dos caminhos secunddrios no planoa, x a,, indicando uma

relacdo ndo linear entre as duas varidveis, enquanto o caminho fundamental
permanece com uma proje¢ao linear neste plano e a estrutura mantem sua simetria

(a =0). A medida que & cresce, ou seja, a estrutura se torna menos abatida, os
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dois caminhos secunddrios se aproximam do caminho fundamental e em um
angulo limite, 6, entre 69° e 71°, as trés trajetdrias tangenciam-se e a partir
deste angulo ocorre o cruzamento dos caminhos de equilibrio, dando origem a
dois novos pontos de bifurcacdo ao longo do caminho fundamental de equilibrio.
A partir de g, observa-se que as trajetdrias de equilibrio cruzam-se em quatro
pontos e quatro trajetérias de equilibrio sdo identificadas. Ao longo do caminho
fundamental de equilibrio, a estrutura alcanca a carga critica e perde a
instabilidade por bifurcagdo simétrica instdvel. A trajetéria secunddria de
equilibrio (caminho de equilibrio em azul) é fechada e liga esta configuracao a sua
simétrica invertida. Apds esta bifurcacdo, a configuracao fundamental (vermelha)
se torna instdvel até atingir outro ponto de bifurcacdo simétrica, representando
outra carga critica da trelica. A partir deste ponto a trajetéria fundamental torna-se
novamente estdvel até atingir o ponto limite. Cabe destacar novamente que o0s
caminhos secunddrios que surgem nestes pontos de bifurcacdo (verde e roxo) sdo
instaveis e ndo sdo observados para estruturas de material eldstico linear. Tém-se
entdo quatro trechos estdveis. Estes trechos diminuem a medida que & cresce e

desaparecem em & =90°, quando a estrutura se torna um mecanismo.

2 —
0;0001 1
3B-00s :
0, i L —
0 ; o '
' T~
SE-0gs : ]
0,009
: L \ ’
0 . 1 -2 { 1
0 0 1 2
1 I a o
a, 2 * )
(a) Vista a, xa,xQ, (b) Projecao a, Xa, .

Figura 4.5: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical e 8 =0°.
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013 N
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1
0,0 .
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(e) =25 vista a xa, xQ, .

Figura 4.6: Caminhos de equilibrio da treliga com carga vertical para & =5°, 15° e 25°.

2 —
O, 0——=-------mmemmoee
2 , [
0 1
a,

(b) €=5°: projecéo a, xa, .

2*
17
O 0T—----eooeeeeee
-1
2 ‘
0 1
a,

(d) €=15°: projegéo a, Xa, .

2*

5y :

(f) &€ =25°: projegéo no planoa, xa .
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\10 o |
-15 J
0 ! -2
0 0
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(c) @=45°:vista a, xa X0, .
2 -
25 ;
20 ; |
15 /
10 -
Q 5 3 Otx 0 ]
0
5 N — |
\10 S
\15 ;
=20 ‘,' — 2 -
=25 :‘ Y
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0 ) 0
1 J
o 2 o,
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(e) =55 vista @, xa X0, .

(b) €=35°: projecéo a, xa, .

(d) &=45°: projecéo a, xa, .

(f) @=55°: projecdo a, xa,.
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Figura 4.7: Caminhos de equilibrio da treliga com carga vertical para € =35°, 45° e 55°.
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(e) @="74°:vista a xa, xQ, . (f) € ="74°: projegdono a, xa,.

Figura 4.8: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical para 8 =69°, 71° e 74°.
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(a) Vista a, xa xQ, .

B e T

(b) Projegéo a, xa,.

Figura 4.9: Caminhos de equilibrio da treliga com carga vertical e @ =85° .
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Diante do apresentado, analisam-se a seguir nesta dissertacdo com mais

detalhe as trelicas com angulos de abatimento iguais a 15° e 75°. Estes angulos

permitem avaliar os dois tipos de cendrio observados nas trajetorias de equilibrio:

trés caminhos independentes e quatro caminhos que se interceptam, conforme

exposto nas Figuras 4.5 a 4.9.

A Figura 4.10 apresenta quatro projecdes dos caminhos de equilibrio para o

angulo de abatimento igual a 15° e a Figura 4.12 apresenta quatro projecdes dos

caminhos de equilibrio para 8 =75°.

(a) Vista a xa, xQ,.

=

(b) Projecéo a, X Q..
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2 0,3 y
0,2
1 }
0,1 -
. — S S
-0,1
-1 5
02 :
-2 T | -0,3 T T . 1
0 1 2 0 1 2
al qF
(c) Projegao a, xa,. (d) Projecéo a x Q..

Figura 4.10: Caminhos de equilibrio da treliga com carga verticale 8 =15°.

A Figura 4.11 ilustra as configuragdes relativas as posicdes: indeformada,

ponto limite (£, ) e pés-critica (P, ) da treliga analisada.

02 .|
" =0,042
s P[;:Ai_l; 7777777777777 i Q\?_\«_ s
Q 04’ \“‘-\ :)\,’05(},/’/( ;\‘\\\\\\
' l'. - = 0,98
] =107
: 0,=0,042
02 —— ‘
0 1 2
a,
(a) Grafico @, X0, (b) Modelo.

Figura 4.11: Posigdes criticas para a trelica com carga verticale 8 =15°.
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~s< \ & 2 sk
20 A 20~ A
~40 | ,’ 4 "’ ‘v\
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1 - o
a, P x 5
(a) Vista a xa, xQ,. (b) Projecéo a, X Q..
4 JUPEE b - 40 -

oL, 0-r+----=- NI LT + 0, 0-FFmmstnn e
4 “\ I’, \“ //
24 -20 - ot
4 et \ -40 : —— !
0 1 2 0 1 2
(xy a,
(c) Projegéo a, xa,. (d) Projecao a, xQ,.

Figura 4.12: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical e 8 =75°.

A Figura 4.13 ilustra a trelica nas trés posi¢des criticas de sua trajetoria

fundamental. Estas posicdes com as respectivas posi¢cdes pos-criticas sdo

assinaladas no grifico a xQ, .

Observa-se nas Figuras 4.11 e 4.13, que para a trelica com 8=15°, as
deformacdes na posicao do ponto limite sdo superiores a sua posi¢do pds-critica,
indicando que a ndo linearidade da estrutura influencia de forma significativa sua
capacidade de carga. Para a trelica com & =75°, comparando-se as deformacdes
na posigdo critica (P, Py,e P, ) e pos-critica (P,,,,P,,,eP,. ;), nota-se a ndo

linearidade do material apresentada no Capitulo 2.
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254 P 1%=0,00) ﬂzcz@
[Py,
? 4 P,.,,(0=342)
?/VP BI
Q, 057 52/P (0=11])
-25 —
0 2 4 6
a,
(@ a,x0,. (b) Modelo.

Figura 4.13: Posigdes criticas para a treliga com carga vertical e 8 =75°.

4.2.2.
Angulo limite

Como observado no item anterior, os caminhos de equilibrio da trelica e a
sua forma de perder a estabilidade mudam de forma significativa com o angulo 8.
H4 um angulo especifico que estabelece o limite entre a perda de estabilidade por
ponto limite ou bifurcacdo simétrica instdvel. O angulo que estabelece essa
fronteira para a trelica neo-Hookeana é 6, =70,76°. A Figura 4.14 apresenta os

caminhos de equilibrio para este angulo.

' 20* " :
20 Fs 0 Vo
10 1 \:i,\’
0 Q‘, 04:1112_\\_\
v 0 T
-10 -10
20 | ; : :
0 i / 20
1 0 -2 0 2
)
a 2 OL"' %

(a) Vista @, xa, xQ,. (b) Projegao @, xQ,.
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2 h l/ \\\
a‘x 0 ” ______ /\
o 0
' T ' ‘ -20 T — |
0 1 2 0 1 2
y o,
(c) Projecao a xa,. (d) Projecéo a x Q.

Figura 4.14: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical e 6, =70,76°.

No trabalho de von Mises (1925) encontram-se as equacdes que descrevem
o comportamento nao linear da trelica quando submetida a carga estética vertical e
a variac@o das cargas de bifurcagdo com o angulo &.

Aqui neste trabalho, seguindo a mesma metodologia, mostra-se na Figura
4.15 para a trelica de material neo-Hookeano como variam as cargas criticas no

caminho fundamental da estrutura em funcéo do seu dngulo de abatimento &.

o/g L
Py

O o o

Y| Py ! gl
: ]
0 2 0 30 60 6, 90
a, 0(°)
(a) Pontos criticos. (o) 6%Q, .

Figura 4.15: Variagédo da carga critica com o angulo de abatimento.
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De acordo com a Figura 4.15, trelicas com angulo de abatimento menor que

g

., perdem a estabilidade por ponto limite (Q ., =Q(P,)), caso contrario, por

y.er

bifurcacdo simétrica instdvel (Q, , =Q(FP,,) ). Assim para angulos inferiores ao

y.cr

g

lim »

os pontos de bifurcagdo P, e P,, ndo existem; para & = G,

lim °

Py, = P,, e para

angulos superiores ao &, , acontece a situacdo ilustrada na Figura 4.13a. Ressalta-

im *
se que, para este caso, quanto maior for o dngulo de abatimento, maior serd o
trecho instdvel entre P,, e P;,, com Py, se aproximando da origem e F,, de P, .

A Figura 4.16 ilustra a solu¢do de von Mises (1925), em preto, para um
material eldstico linear, comparando com a solu¢do para a treli¢a hipereldstica, em

vermelho.

4
IPBI
3 |
tan(o)2 | P,
1
: P
EPL Lo
0 " " T ! o/\‘
0 0=75 0,5 9215 1
b/l

(a) Modelo. (b) b, /1, * tan(Q).

Figura 4.16: Treliga elastica de von Mises vs. trelica neo-Hookeana .

Na Figura 4.16, a € o angulo da trelica na configuracio deformada. As
funcdes indicam para cada angulo &, os dngulos a no qual a treliga perde a
estabilidade. Cada funcdo representa um tipo de instabilidade: ponto limite ou
bifurcacdo. Por exemplo, para o angulo 8 =75°(cor azul): o primeiro ponto em
branco indica a posi¢do indeformada do né superior da trelica, os dois pontos
seguintes indicam bifurcagdo e o dltimo ponto limite. Para a trelica com & =15°
(cor verde) s6 ha esta instabilidade.

Na Figura 4.16, fica evidente a diferenca entre o comportamento de uma
trelica eldstica e uma hipereldstica, ndo s6 em termos das bifurcagdes, mas

também em termos da capacidade de carga.
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Para adngulos préximos de 8=90° o trecho entre a segunda carga critica e a
terceira diminui bastante, quando comparado ao tamanho total do trecho entre o
ponto da trelica descarregada e o ponto limite. A Figura 4.17 esclarece isto

tracando as trajetdrias de equilibrio da trelica para um angulo € =89,9°.

500000 500000 /‘)‘,,,
250000 I T . 25()000 —/," “II
0, 0 e 0, 0
~250000 ------------ 250000 ‘-I
v/
30009 50 30000 / I
0 1 i 0,99 ‘ e
1 0P a ! o
bl X X
a, 2 a, Loy
(a) Vista a, xa, x Q.. (b) Vista a, xa, x Q ampliada.

Figura 4.17: Caminhos de equilibrio da treliga com carga vertical e 8 =89,9°.

4.2.3.
Influéncia das imperfeicoes

A presenca de imperfei¢Oes altera a carga maxima que a estrutura pode
suportar e possibilita uma compreensdo do comportamento ndo linear de
estruturas reais, naturalmente imperfeitas.

A energia potencial total para a trelica com imperfeicao de carga € dada pela

seguinte equagao:

I = 2(0'},2 —2a0,-2- (CJ’y2 —axz - 20’},)cos2(0) +
1
\/ (a, -1’ —(a,’-a’-2a,-2a,)cos* ()

+
1 (4.4)
J@, -D*-(@a-a’-2a, +2a,)cos’(6)

—-Q,a sen(0)—0,01Q a, cos(6)
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As equagdes ndo lineares de equilibrio sdo dadas por:

2a,-2
sen(0) 4a, —4- . - ; - 7
((ay =) =(a,” -a, -2a,-2a,)cos (6?))3
2a, -2 (4.5a)
— Y 7 _ Qy - 0;
((ay -’ -(a,"~-a,’-2a,+2a) cosz(a))3

cos(0)| 4a, - 2a,+2 7
((ay -1’ =(a,’-a’-2a, —Zcrx)cosz(é?))3
(4.5b)
_ 2a, -2 |-o010, =0
((ay -’ -, ~-a’-2a,+ ZO'X)COSZ(H))S

A energia potencial total para estrutura com imperfeicio geométrica e as

equagdes nao lineares de equilibrio sao dadas, respectivamente, por:

1

I, = %{(Z—OJ ((sen(é?) —a sen())” +(cos(B) +a, cos(H))z)

b 2
+-1L -3
b, \/(sen(H) —a sen(8)” +(cos(8) + a, cos())’
2 4.6)
+ :—1{(%] ((sen(@) —a,sen(h))’ +(cos(8) - a, cos(@))z)
o 1
b : By

byr \/(sen(ﬁ) —a sen(8))” +(cos(B) - a, cos(6))’
- anysen(ﬁ);
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|H®

( jz 2(sen(6’) - a'ysen(é’))
b, ((sen(@) —a sen(6))” +(cos(8) +a, cos())’ )3/2

- 2b_b°j(sen(9)—a'ysen(9))J

+ (ijz 2(Sen(9)—a'ysen(9)) (4.7a)
by ) ((sen(8)-a sen(8))* + (cos(8) -, cos(8) )"

- 2Zorj(sen(6’) - a’ysen(é?))j -0, =0;

1

[

S

_ jz 2(0052(6’) +a, cosz(ﬁ))
((sen(@) —a sen(6))” +(cos(6) +a, cos(d))’ )3/ ?

0

+ (ijz 2(cos2(9) -a, cosz(é?)) (4.7b)
((sen(é’) —asen(d))” +(cos(d) —a, cos())’ )3/2

ol

2b,r
bl

j(cosz(é’) -a, cosz(ﬁ))j =0.

A trelica com 8=15° perde a estabilidade por ponto limite e apresenta
pequena sensibilidade a imperfeicdo. A imperfeicdo de carga (perturbacio
horizontal de 0,01p ) apresenta poucas alteragdes em relagéo ao modelo perfeito
em virtude da magnitude da imperfeicao de carga adotada. A Figura 4.18 exibe os

caminhos de equilibrio da trelica com imperfeicdo geométrica (projecdes das

barras na direcdo x sdo alteradas em 5% — ver Fig. 3.5).
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Figura 4.18: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical, imperfeicdo geométrica

e 8=15°.

A trajetéria em preto nas projecdes da Figura 4.16 representa o caminho

perfeito. Nota-se que o caminho fundamental em vermelho, em forma de “S”,

distancia-se levemente da trajetoria da estrutura perfeita e hd um pequeno

aumento da carga limite. As trajetérias complementares da trelica imperfeita

apresentam também uma pequena alteracdo em relacdo as perfeitas. Estas

diferencas crescem com o nivel da imperfeicdo.

Como observado por Thompson & Hunt (1984), perturbacdes em torno de
um ponto limite ndo modificam o tipo de bifurcagcdo, que continua sendo do tipo

né-sela. Este tipo de bifurcacao apresenta pequena sensibilidade a imperfeicoes.
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A Figura 4.19 apresenta como varia a carga limite em funcio da imperfeicao

adotada ((b, / b, —1)x100), onde se observa um aumento da carga limite.

0,25~
02
0,15 -
01

0,05 -

O+——7T 71 71
0 10 20 30 40 50
(b,/b,- 1)<100

Figura 4.19: Sensibilidade a imperfeicao geométrica para a trelica com carga vertical e
g=15°.

A Figura 4.20 apresenta a variacdo da carga limite com os deslocamentos

nas dire¢des x (a, — (b, —b,)) e y (@, + (b —b,)), ressaltando a ndo sensibilidade

a imperfei¢do geométrica aplicada para a trelica com € =15°.

0,25 0,25
0’2 7 0,2 1
0,15 0,15
P, | P, 1
0,1 0,1
0,05 - 0,05
0 L L 0 e
-0,05 -0,04 -0,03 -0,02 -0,01 0 045 05 055 06 0,65 0,7
o, —(b,- by) o, +(b;~ by)
(a) Direcao x . (b) Direcéo y .

Figura 4.20: Variagdo da carga limite com o deslocamento em funcdo da imperfeicao

aplicada (0 a 50%) para a trelica imperfeita com carga vertical e & =15°.
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A Figura 4.21 apresenta as trajetorias de equilibrio da trelica com

imperfeicdo de carga (perturbagdo horizontal de 0,01p,)e 8=75°.
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\ |
, 1 \ /
40 : I’ \ !
) 20 \\\ !\/’
LA N
20 P i Tl T ki
il i |
Q ' QV 0 - -—-:-_::‘_'_‘.'_7_:_‘_1;:',__‘_‘::_‘::::_—_—.
v 0 \ ’ "
Y \“ :__/,' 8 '\\
~~~~~~~ AN
.20 ‘7/ -20 ,I, *l
: —J ] P
' | {
“0 | 4 R
0 ) G40t
1 ! 0 -4 -2 0 2 4
o M (O (O
y
(a) Vista @, xa, % Q. (b) Projecao a, Q..
4 U - 40 }'
-~ ~ i
- // \\ 7 !
7 B /
24/ \ 20 - )
O 0 serredf—nnan- —r 0, 0-pmmaiemeres e o
4w & & i \ /’/
24 0 /
i
] < i
.. .- | i
-4 — o -7 !
T T \ -40 T — T ]
0 1 2 0 1 2
a, a

(c) Projegao a, xa,. (d) Projecéo a x Q..

Figura 4.21: Caminhos de equilibrio da trelica com carga vertical, imperfeicdo de carga e
g=175°.

Observa-se que para o caso perfeito, a trelica com angulo de abatimento de
75° perde a estabilidade por bifurcacdo simétrica instivel. Segundo a teoria de
Koiter (Croll & Walker, 1972), a estrutura € sensivel a imperfei¢do e com isso a
carga maxima que a estrutura imperfeita suporta € inferior a carga critica.

Visualizam-se trés caminhos de equilibrio na Figura 4.21. Nota-se que ndo
ha mais cruzamento entre as trajetérias e os caminhos imperfeitos margeiam a
trajetoria perfeita convergindo para esta quando a imperfeicdo tende a zero. A

Figura 4.22 mostra um detalhe da Figura 4.21 na regido em torno da bifurcacao
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simétrica instdvel, mostrando o comportamento tipico da estrutura imperfeita, que

passa agora a perder a estabilidade por ponto limite (Croll & Walker, 1972). Neste

caso houve um decréscimo de 5,6% na capacidade de carga da estrutura. Observa-

se que o sinal das imperfeicdes tem influéncia nas trajetérias de equilibrio. Caso

se modifique o sinal da imperfei¢do, obtém-se caminhos de equilibrio que

espelho dos caminhos mostrados na Figura 4.21.

Figura 4.22: Bifurcagao simétrica instavel para a treliga com 8 =75°.

sao o

A Figura 4.23 apresenta as trajetérias de equilibrio para a trelica com

imperfeicdo em sua geometria (projecdes das barras na direcdo x sdo alteradas em

5% — ver Fig. 3.5) e angulo de abatimento igual a 75°.
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Figura 4.23: Caminhos de equilibrio da treliga com carga vertical, imperfeicdo geométrica

e 8=75°.

Observa-se na Figura 4.23 que a imperfei¢do geométrica, da mesma forma

que a imperfeicao de carga, diminui a carga mdxima da estrutura em relagdo ao

modelo perfeito, provocando um decréscimo de 17,7% na capacidade de carga da

estrutura. O estudo da sensibilidade a imperfeicdo € realizado a seguir para a

trelica com 8="75°.

As Figuras 4.24 e 4.25 apresentam as curvas de sensibilidade da estrutura

com 8=75° as imperfei¢des de carga (vermelho — P,, /100) e geométrica (azul —

(b, /b, =1)*x100) e como variam a carga limite em fungio do deslocamento do né

da trelica imperfeita em ambas as dire¢des em relacdo sua posi¢ao indeformada.

1,2

4

1_

0,8 -

Py, 06

0,4+

0,2+

0

0

Figura 4.24: Sensibilidade as imperfeicbes de carga e geométrica para a trelica com

carga vertical e @ =75°.

i I ! I ! I ! I T 1

10 20 30 40 50
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1,24 1,2
1 1
0,8 — 0,8 -
Py, 0.6+ Py, 06+
074 T 0,4 1
0,2 0,2+

0 — T T 0 ‘ L A B —

0 0,5 1 1,5 2 0,1 0,125 0,15 0,175 0,2
—  o.~(b,- by —  o,+(b,- by
(O — ocy
(a) Diregao x . (b) Diregéo y .

Figura 4.25: Variagdo da carga limite com o deslocamento em funcdo das imperfeicoes
de carga e geométrica aplicada (0 a 50%) para trelica imperfeita com carga vertical e
g=175°.

Salienta-se que os resultados da Figura 4.25, assim como da Figura 4.20,
baseiam-se em imperfei¢des de carga e geométrica de até 50% de acordo com a
Figura 4.24 e Figura 4.19, respectivamente, o que, na realidade, representa uma
mudanca aprecidvel no valor e inclinagdo da carga, no caso de imperfeicdo de
carga, quanto da geometria da trelica, no caso de imperfeicdo geométrica, levando
a uma trelica com grande assimetria.

A partir da Figura 4.25 visualiza-se a influéncia simultdnea da nao
linearidade do material e geométrica no comportamento nao linear para cada caso
de imperfeicdao. Nota-se que a imperfeicdo geométrica destaca a ndo linearidade

do material nos deslocamentos da direcdo x.

4.3.
Carga horizontal

Analisa-se agora a trelica submetida a uma carga na direcdo horizontal.
Nesta situacdo hd uma completa quebra de simetria do sistema estrutural, tanto

devido a carga aplicada como também a ndo linearidade do material.
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4.3.1.
Caminhos de equilibrio

A energia potencial total do sistema é dada pela funcao:

m,=2a}-2a,-2-@}-a’-2a,)cos’(@) +
I

+
\/(ay -1’ =(a,’ -a,’ -2a, -2a,)cos’(6)

1

\/ —— - —-Q.a cos(0),
(a,-1)"-(a,”—a, —2a, +2a)cos (0)

sendo o parametro de carga Q, = p /C,,A,.

As equagdes nao lineares de equilibrio sdo dadas por:

20, +2
cos(@)| 4a, - ; , ) - 7
((cry =" =(a,” -a, -2a,-2a,)cos (49))3

2a, -2 P,
_((a —12-(a,} -a, -2a, +2a)cos* (@) e
y y x y x

5 2a,-2
sen”(0)| 4a, —4- . > 2
((ay -)’-(a, -a, -2a, —ZCrx)cosz(é?))3

20y -2
B 2 2 /2 =0.
((ay -1)? -(a, -a -2a,+ ZCJ'x)cosz(é?))3

70

(4.8)

(4.9a)

(4.9b)

Assim como para o caso em que a trelica é carregada na direcdo vertical, a

andlise foi realizada em detalhe para os angulos de abatimento iguais a 15° e 75°.

A Figura 4.26 ilustra as trajetérias de equilibrio da trelica perfeita com

angulo @=15°. Observa-se a existéncia de quatro trajetérias de equilibrio. Uma

trajetdria estdvel em vermelho, que corresponde ao caminho inicial de equilibrio.

Este caminho intercepta os caminhos secundérios simétricos em azul e roxo no

ponto onde o deslocamento horizontal ¢, atinge um valor maximo. Neste ponto

ha uma bifurcacdo simétrica estdvel, onde os caminhos em azul e roxo mudam a
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estabilidade. Adicionalmente, tem-se um caminho de equilibrio instdvel isolado

identificado pela cor verde.

10 — '
| 1 E
0
O, 0- :
5
-10 - T T T T T
2 0 2 4
o

(c) Projegao a, xa,. (d) Projecao a _xQ..

Figura 4.26: Caminhos de equilibrio da treliga com carga horizontal e 8 =15° .

Assinala-se na Figura 4.26 a posi¢do inicial para a trelica descarregada e
mais quatro posi¢des ao longo da sua trajetéria fundamental. Destaca-se uma
caracteristica importante do modelo neo-Hookeano apresentada no Capitulo 2: a
rigidez da barra a compressdo, para uma mesma variacdo de comprimento, €
maior do que sua rigidez a tragdo, assim a barra tracionada deforma-se mais do
que a barra comprimida, o que causa, junto com a capacidade de deformar do

material, o deslocamento do né superior no sentido negativo do eixo y no inicio

da trajetéria fundamental.
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Associado a esse comportamento, destaca-se que uma restricdio ao
deslocamento vertical aumenta a capacidade de carga a acdo horizontal da
estrutura e altera sua trajetéria de equilibrio, que, assim, perde a estabilidade por
ponto limite.

A Figura 4.27 apresenta as configuracOes da treli¢a para as posicdes de 0 a 4
assinaladas na Figura 4.26, mostrando a influéncia da diferenca entre o
comportamento da barra em tracdo e compressdo do modelo ndo linear adotado
para o material. Para uma trelica eldstica, em seu caminho fundamental, seu né

superior desloca-se entre os seus apoios quando submetida a carga horizontal.

0-%,,= 1,00 e 1,00 (tracejada); 0,,=3:44
1-h,,= 1,24 ¢ 0.88; —
2-h,,= 2,09 ¢ 0.81;
3-%,,= 2,50 ¢ 0,80;
4-), ,= 2,73 ¢ 0,80

0,;=3,62

—>

Q\’ 4:3’67
O—>

Figura 4.27: Algumas posicdes estaticas para a trelica com carga horizontale 8 =15°.

A Figura 4.28 apresenta as trajetorias de equilibrio da trelica para 8 =75°.

3 27
2 1 3 4
1 ) :
Q. 0012
0.0 ] -
-1 -1
2 | 2
.3 g
0 ! -3 ‘ |
0 1 2

(a) Vista a, xa, x0.,. (b) Projecéo a X Q..
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(c) Projecéo a, xa . (d) Projecao a xQ..

Figura 4.28: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal e 8 =75°.

O aumento do angulo de abatimento da estrutura ndo altera o nimero nem a
estabilidade das trajetdrias de equilibrio, conforme ilustrado na Figura 4.28. A
posicao qualitativa do ponto bifurcacdo permanece igual. A diferenca da trelica
com @=15° encontra-se apenas no caminho em vermelho onde ndo hd mais

deslocamento do seu né superior no sentido negativo do eixo y. A Figura 4.29

ilustra as posi¢Oes estaticas assinaladas na Figura 4.28.

ot 0,200
0-1,,= 1,00 ¢ 1,00 (tracejada);
1,= 1,04 ¢ 0,97; SN
2-1,,= 1,08 € 0,94;
3-A,=1,25¢0.,88;
4-%,,= 1,37 ¢ 0,85.

QY 320’50
X,

0.,70,63

O—»

Figura 4.29: Algumas posicoes estaticas para a trelica com carga horizontale 8=75°.
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A Figura 4.30 mostra uma comparacao entre as projecdes dos caminhos de

equilibrio no plano a, xa para os angulos de 15° e 75°.

N R
4
T T T T
By 0 2 4

Figura 4.30: Projecao &, Xa, dos caminhos de equilibrio da trelica com carga

horizontal para @ =15° e 8 =75°.

Nota-se na comparagao da Figura 4.30, que existe um angulo entre 15° e 75°
que a trelica deixard de apresentar a rigidez negativa presente no caminho de

equilibrio da trelica com & =15°.

4.3.2.
Influéncia das imperfeicoes

A seguir, apresentam-se as fungdes da energia potencial total do sistema
imperfeito e as equagdes que definem suas trajetdrias de equilibrio.

Para a estrutura com imperfeicdo de carga (perturbacio vertical de 0,01p_ )

tem-se:

i, = z(ay2 -2a,-2-(a, -a’-2a)cos’(0) +
1

+
\/(ay -1’ -(a,"-a.’-2a,-2a,)cos’(8)

(4.10)
1

Ja, -1 =@ -a’-2a,+2a)c05(0) |
~0,a,c0s(8) - 0,010,a,sen(d)
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cos(0) 4a, - 20, +2 3
((ay -’ -(a,"-a,’-2a,-2a,)cos’ (e)f
2a, -2 (4.11a)
—_— X — § —_ O;
(@ -1 -@-a’-2a,+20,)c05(0))"

©)| 4a, -4 2a, 72
sen -4
’ ((a -V =(a’-a’-2a -2a )cosz(ﬁ))j/2
’ o T (4.11b)
2a. -2
- 9, J—O,OIQX =0.

(@, -1?-@}-a’-2a,+20,)cos ()"

Para estrutura com imperfei¢cdo na sua geometria (projecdes das barras na

direcdo x sdo alteradas em 5% - ver Fig. 3.5), tem-se:

I = Z—l[(%] ((sen(ﬁ) —a sen(6))’ +(cos(H) +a, Cos(é?))z)

b 2
+-L -3
b, \/(sen(ﬁ) —a sen(0))’ +(cos(B) +a, cos(H))’ ]

+ i[(%j ((sen(é’) —asen(8)” +(cos(d) - a, cos(6’))2) (4.12)

byr |

b 2
+ L -3
byr \/(sen(é?) —a sen(8))’ +(cos(B) - a, cos())’ ]
- Q.a cos(0);


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

76

(( b, jz 2(sen2 (0) - a sen’ («9))
(

by sen(8) —a sen())’ +(cos(d) +a, COS(«9))2)3/2

- %J(senz(é?) - a'ysenz(é?))J

. (4.132)
. (ij 2(sen2(6’) - a’ysenz(ﬁ))

byr ((sen(H) - a'ysen(é?))2 +(cos()—a, cos(é?))z)j/2
- Zzorj(senz(ﬁ) - a'ysenz(é’))j =
((bij cos(@) +a, cos(6’))
3 _1j (cos(é?) +a, cos(é?))

by) ((sen(6) - a,sen(6))’ +(cos() +a, cos(8))*)”
(4.13b)

+ (Lj 2(cos(6?) -a, cos(é?))

b ((sen(H) ~a sen())’ +(cos() ~a, cos(é?))z)j/2
- 2Zorj(cos(ﬁ) -a, cos(H))j -0, =0.

A Figura 4.31 exibe os caminhos de equilibrio para a trelica carregada
horizontalmente e com imperfeicdo de carga. Observa-se a existéncia de trés
trajetérias de equilibrio independentes que margeiam os caminhos da estrutura
perfeita. Caso se mude o sinal da imperfeicdo, obtém-se os caminhos

complementares simétricos.
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-10 - ‘ 1 \ ‘ {

10

-10

(c) Projegao a xa,. (d) Projecao a xQ..

Figura 4.31: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal, imperfeicao de carga
e 8=15°.

Nota-se na Figura 4.31 que para a, <0, partindo-se da configuragdo inicial
descarregada, o caminho de equilibrio € sempre estdvel e para a >0, a
instabilidade acontece por ponto limite, indicado pela posi¢do (P, ) no grafico
4.31, o que esté relacionada com a quebra de simetria gerada pela imperfeicao.
Neste ponto a estrutura pula para uma configuracdo deformada pds-critica em

outro caminho de equilibrio, indicada pela posi¢éo ( P,,, ) na Figura 4.31. A Figura

cr

4.32 ilustra as configuragdes critica e pds-critica.
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1-),= 2,61 ¢ 0,80;
2k, =239¢0,81.

per

0,,=3,60
;>—>
0,,,=0,04
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Figura 4.32: Posi¢des critica e pds-critica para a trelica com carga horizontal, imperfeicao

de cargae 8=15°.

A medida que a imperfeicio de carga aumenta (a inclinacio da resultante

aumenta) os caminhos de equilibrio se aproximam e, finalmente, a trelica perde a

estabilidade por ponto limite saltando entre seus apoios para a configuragdo pos-

critica, como ilustra a Figura 4.33 obtida para uma imperfeicdo de carga igual a

0,071Q,, onde se mostra uma configuracdo tipica de uma bifurcag@o assimétrica.

. L e
P
A
.

(a) Vista a xa, x0.,. (b) Projecéo a Q..
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(c) Projegao a, xa,. (d) Projecao a xQ..

Figura 4.33: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal, imperfeicao de carga
0,0710.e 8=15°.

A Figura 4.34 apresenta os caminhos de equilibrio para o sistema com

imperfeicdo geométrica inicial (assimetria).

104
10 5
S
Q Q,\' 0
x 0
s -5
~10 | 3
! 8 L e e A AL

(a) Vista a_xa_%xQ .. (b) Projecdo a_x Q..
X y X y X
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(c) Projecéo a, x a,.
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3* 10* :

2] :

1 ' 5 .

1_ 4

0 Q. 0

14 |
] 5 :

-2 — ’

-3 T T I [ -10 L A
2 -1 0 | 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3

a o,

(d) Projecao a _xQ..

Figura 4.34: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal, imperfeicao

geométricae @ =15°.

A imperfeicdo geométrica, de acordo com a Figura 4.34, modifica a rigidez

do sistema, mas mantém a forma qualitativa dos caminhos de equilibrio da

estrutura perfeita. Observa-se que, independentemente do sentido da forca

aplicada, a estrutura mantém seu comportamento, variando levemente as cargas de

bifurcagao.

As Figuras 4.35 e 4.36 exibem as trajetorias de equilibrio para a trelica com

6 =75° e para as situacdes de imperfei¢do de carga e em sua geometria.

(a) Vista a . xa, x0.,.

(b) Projecéo a X Q..
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2

4

(d) Projecao a _xQ..

(c) Projecéo a, x a,.

Figura 4.35: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal, imperfeicao de carga

e 8=75°.

(b) Projegao a X Q..
3
2
1
0
1
2
-3

(a) Vista a . xa, xQ..
I

VO/0Z8TZ9T oN [eUbIqoeSeIa) -014-ONd

)

4

(d) Projecao a xQ..

(c) Projecao a xa..

Figura 4.36: Caminhos de equilibrio da trelica com carga horizontal, imperfeicao

tricae @=175°.

geomé
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Nota-se que as imperfei¢des na trelica com angulo de abatimento de 75°
(Figuras 4.35 e 4.36), alteram a sua trajetéria de equilibrio da mesma forma que
acontece para a trelica imperfeita com 6 =15°: a imperfei¢do de carga provoca a
perda de estabilidade por ponto limite e a geométrica ndo € sensivel a imperfeicao.
Para este caso, destaca-se que, enquanto para estrutura abatida a imperfei¢ao sé

diminui a sua carga critica para Q, positivo, na trelica com 6&=75°,

independentemente do sentido da carga, obtém-se uma carga critica sempre menor

que a do modelo perfeito.

4.4.
Analise dimensional

A andlise dimensional apresenta a verificacdo da estabilidade estatica de
uma trelica hipereldstica, com dimensdes e constante do material conhecidas, para
se ter uma certa sensibilidade sobre as tensdes e deformagdes da estrutura.

A carga critica de uma coluna constituida por material neo-Hookeano

submetida a uma carga axial, segundo Attard (2008), é dado por:

P —_ nZPeuler .
B S P P (4.14)
4 EA r’

Onde:
n: modo de flambagem;

P .. : carga critica de Euler;

euler *
r,: raio de girag@o relativo a flexdo em z;

r, : raio de giragdo relativo a flexdo em y.

Considere a trelica com angulo de abatimento de 15° e submetida a uma
carga estdtica vertical. Suas barras possuem comprimento de 1000 mm e secdo

quadrada com 170 mm de lado. Adota-se para constante do material, C,, o valor

de 0,17 MPa, de acordo Selvadurai (2006).
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Calcula-se a carga de flambagem da barra da trelica, as cargas verticais ao
longo do caminho de equilibrio e com isso a for¢a axial na barra. A Figura 4.37
ilustra o equilibrio das forcas no né superior de forma esquematica e, em seguida,
apresenta os valores calculados destas forcas e da carga critica da barra ao longo
do caminho de equilibrio.

1000 —

P

N/VOV\N
:/7 o \‘.D.
a,
(a) Equilibrio das forgas. (b) Forgas ao longo do caminho de

equilibrio

Figura 4.37: Trelica com carga vertical e @ =15°.

A secdo transversal da trelica foi escolhida de forma que os fendmenos de
instabilidade local da barra e global do sistema estrutural fossem iguais.

As cargas de compressdo na barra podem ser obtidas por equilibrio do n6
superior ou a partir das tensoes, calculadas de acordo com o Capitulo 2. Neste
caso, nota-se que sdo consideradas as tensdes de Cauchy e assim a contragdo de
sua secdo deve ser devidamente considerada.

A Figura 4.38 mostra a variacdo das tensdes axiais de Cauchy e de
engenharia, cuja formulacdo considera a drea deformada e indeformada,

respectivamente, ao longo do caminho de equilibrio.
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0,04
G/n ioz 7
Ge — |
(MPa) 0
-0,02 T T T T
0 1 2
o

y

Figura 4.38: Tensbes axiais ao longo do caminho de equilibrio.

A diferenca maxima entre as tensdes de Cauchy e de Engenharia € 1,7%.
Ressalta-se que neste exemplo as barras da trelica apresentam uma pequena
variagdo mdaxima de comprimento (aproximadamente 2,3%). Para grandes

deformacdes essa diferencga seria bem maior.
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Frequéncias naturais de vibracao

As frequéncias naturais de vibracdo de uma estrutura caracterizam a relagao
entre sua rigidez e massa. Como a rigidez efetiva da estrutura é funcdo do
carregamento, a estabilidade da trelica pode ser determinada com base nas
frequéncias da estrutura (Croll & Walker, 1972): se as frequéncias sdo todas reais,
a trelica € estdvel (quadrado da frequéncia positivo), caso pelo menos uma seja
imagindria, a estrutura € instdvel (quadrado da frequéncia negativo) e para a

situacdo em que uma frequéncia é nula, tem-se um caso critico.

5.1.
Equacdées de movimento

A fungdo de Lagrange, L =T —TI1, representa a variagdo da energia da
trelica durante o movimento. Considerando a formulagdo geral, tem-se para a

trelica inicialmente descarregada, a funcdo de Lagrange:

P 3
L= %(%} (a"x2 cos*(8) + dyzsenz(ﬁ))
0

2 3
+%(Z—;] (ci’x2 cos’ (@) + d’yzsenz(ﬁ))

1

( b jz 2 3| 6D
b, \/(sen(é’) - a’ysen(t?))2 +(cos(8) +a, cos(d)’ by

—ClOAOZ{(%J((sen(H) ~a sen(6))” +(cos(6) +a, cos(6)) ) +

- ClOAOZ{(%J((sen(H) ~a,sen(6))’ +(cos(6) ~a, cos(6))’ ) +

1

) 2 —
byr \/(sen(ﬁ) - a'ysen(6?))2 +(cos(d) —a, cos(8))>  byr
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As equacdes de movimento sdo obtidas a partir da equagcdo de Euler-

Lagrange a seguir.

dt\aa, ) oa, ‘

Aplicado a equacdo (5.2) para cada coordenada generalizada, obtém-se as

equagdes nao lineares de movimento:

i+ 3w2(ﬁj(2(l;—fj4 (1+a,)- 2{?—1’]4 (1-a,)

_ ( by j 2(1 + ax)
b ) ((sen(8) - @, sen(8))? + (cos(B) + a, cos(6))* | * (5.32)

( by j 2(-a,) N
+ 2 32 | T 0;
br ((sen(é?) —a sen(6)” +(cos(d) —a, cos(@))z)

o, vaw - lj{_z(l;_?j“(l a)z(l;_j -a)

* (&j 1 20-a.) (5.3b)

b, )((sen(8) - aysen(@))z +(cos(@) +a, cos(ﬁ))z)S/2

b 2(1-a,)
+ 02 - 2 |~ 0;
byr ((sen(ﬁ) - Cl'ysen(é’))2 +(cos(f)—-a, cos(@))z)

sendo: w=,/C\ A, /ml, .

Considerando a trelica com carregamento estdtico inicial ou imperfeicao
geométrica, para que a origem das suas coordenadas generalizadas coincida com

os deslocamentos do n6 superior, adotam-se as seguintes relacoes:

ax = ax,d + ax,e; (543)

a, =a,,+a,.; (5.4b)
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em que o subscrito d refere-se a dindmico, indicando os deslocamentos, e o
subscrito e a estético, referindo-se a posi¢do de equilibrio estético inicial do n6 da
trelica imperfeita, de acordo com o Capitulo 4. Destaca-se que na andlise estdtica

tem-se a; =q, , .

5.2
Frequéncias naturais

Para obtengdo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez, os termos
ndo lineares das equagdes de movimento sido expandidos em séries de Taylor.

A partir das Equacoes (5.3) e (5.4), utilizando os termos lineares da série
de Taylor, obtém-se as equagdes de movimento linearizadas na configuracdo

deformada relativa a posigao estatica de equilibrio (@ ,,.q,,,0,):

a.,taux,a,, +aux,a,, =0; (5.5a)

a,, tauxy,a,,+aux,a,, =0; (5.5b)

cujos termos aux,, correspondem a:

6wzbO (rzvarl (bo3 (r +Dvar, + bfvar4 ) + bfvarzvar3 j

aux,, = ; 5.6
" bl4r(r +1) vanyvar, (5.62)
2p,sen> a,, +Dvar, +(a,, —1
aux, = 18w’b,sen’(6) @, -1 r-(a,, +var, +(a,, —Dvar, : (5.6b)
br(r+1) var,var,
2p,cos’ (a,, +Dvar, +(a,, -1
au_x21 :W(G} . _1) r ( X.e )varl ( x,e )var2 : (56C)
br(r+1) varyvar,
2 2 ( 3 3 ) 3
. = 6w'b, | r'van\b, (r +1var, —b var,|=b varyvar, | 5.6d
» = ; (5.6d)
b, r(r+1) var,var,

e as varidveis var, sdo:

var, = ((axf -a,”-2a,,+2a, )cos’(®)+(a,, _1)2)5/2; (5.7a)
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var, = ((aw2 -a,+2a,,+2a, )cos’(0) +(a,, - 1)2)5/ E (5.7b)

var, =(2a, } +a,} ~4a,, -2a,, +3)cos’(0) - (a,, -1 (5.7¢)

var, =2a > +a,’ +4a,, - 2a,, +3)cos’ @) ~(a,, ~1)’; (5.7d)
_ ( 2 2 2 2

var, =@, +2a, ~2a,, -4a,, +3)cos’(6) - 2a,, ~1)*; (5.7¢)

var, =(a, } +2a, } +2a,, ~4a,, +3)cos’(8) - 2a,, ~1)" (5.7

Assim, as duas frequéncias naturais para a estrutura descarregada sdo dadas

por:

aux,, +aux;; _ 1 2 2
Wy =—2 17 —\/aux - 2aux,,aux,, + 4aux,aux,, + aux (5.8)
2 2 11 11 22 12 21 22

e seus correspondentes modos de vibragdo sdo:

2 T
m0d01={1 M} : (5.9a)

aux,,

2 T
modo 2 = {1 M)} . (5.9b)

aux,,

5.21.
Modelo perfeito

A trelica simétrica ndo apresenta acoplamento entre as direcdoes x € y do
seus modos de vibracdo e suas frequéncias de vibragdo nas direcOes x e y

reduzem-se a:

w, =/18w* cos*(O); (5.10a)
@, =+/18w’sen’(6); (5.10b)

onde w=,/C,A,/ml, .
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A tabela 5.1 ilustra os modos de vibracdo da trelica perfeita, que

independem do angulo de abatimento da estrutura.

Tabela 5.1: Modos de vibragdo para a trelica perfeita.

Modos

Representagao

A Figura 5.1 apresenta a variacdo das frequéncias em fun¢do do angulo de

abatimento da treli¢a &.

04—

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0

(a) Direcao x .

Figura 5.1: Frequéncias naturais para a trelica perfeita em funcéo de 6.
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(b) Diregéo y .
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|
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De acordo com a Figura 5.1, conforme a trelica & cresce, a frequéncia

natural na direcio x diminui e em y aumenta, sendo iguais quando & =45°,

levando a uma possivel ressonancia interna (Nayfeh, 2000).

5.2.2.
Influéncia da imperfeicao geométrica

As frequéncias naturais e modos de vibrag¢do para a trelica com imperfeicao

geométrica sdo obtidos através das Equacdes (5.8) e (5.9), adotando-se para o nd
da trelica imperfeita descarregada do exemplo as coordenadas (a,,, a,,.0,)=
(0,05, -0,05,0).

A Tabela 5.2 compara os valores obtidos para as frequéncias naturais da

estrutura descarregada com e sem imperfeicdo para os angulos de abatimento

iguais a @=15°45°e75°.

Tabela 5.2: Frequéncias naturais da trelica para @ =15°,45°e75°.

(7] Modelo Frequéncias Naturais
Perfeito M1,10w; ®¥)4,10w
P Imperfeito M1,09w; 23.,88w
4o Perfeito (3,00w; ¥)3,00w
Imperfeito @2,71w; @2,86w
oo Perfeito ®1,10w; ®4,10w
Imperfeito 10,95w; @3, 74w

Nota-se na Tabela 5.2 que, para os trés angulos de abatimento apresentados,
as frequéncias naturais da estrutura com imperfei¢cdo geométrica sio inferiores as
frequéncias da trelica perfeita.

A Figura 5.2 apresenta a variacdo da frequéncia normalizada em relacdo a
w com o angulo @ para a estrutura perfeita, em preto, e com imperfei¢ao

geométrica, em vermelho. Verifica-se que o cruzamento observado no sistema
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perfeito deixa de existir no caso imperfeito. Entretanto as frequéncias se tornam

muito préximas em torno de 8 =45°, podendo isto levar a uma interacdo modal.

O T | T [ T ‘ T ‘ T ‘ T | T | T | T |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

Figura 5.2: Frequéncias naturais em fungdo de & para a trelica descarregada com e sem

imperfeicao.

As Tabelas 5.3 e 5.4 exibem os modos de vibragdo para a trelica com

imperfeicdo geométrica e angulos de abatimento 8 =15°,45°e75°.

Tabela 5.3: Modos de vibragéo para o modelo imperfeito com & =15°.

7] Modos
—-0,007 2
15 ®{ 1,000 } /\
1,000
15 @ {0’101} A

Representagao
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Tabela 5.4: Modos de vibragao para o modelo imperfeito com & =45°e75°.

6 Modos Representagdo
—-1,000
45 @ { 0,209 }

0,199
» 2 {1,000}

1,000
& v {0,003}

0,042
& 2 {— 1,000}

92
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A imperfeicao acopla os movimentos nas direcdes x € y dos modos de

vibragdo da estrutura, conforme apresentado nas Tabelas 5.3 e 5.4. Este
acoplamento varia com o angulo de abatimento da treli¢a, sendo maior préximo

de 6 =45° , quando as duas frequéncias naturais estdo mais proximas.

5.3.
Frequéncias naturais da estrutura carregada estaticamente

Na presenca de carga, conforme exposto na andlise estética, a trelica exibe
um comportamento ndo linear devido ao seu material, em fungdo das grandes
deformacgdes, e também da prépria geometria, variando sua rigidez ao longo dos
caminhos de equilibrio e, com isso, as suas frequéncias.

Do mesmo modo que no caso para a trelica com imperfeicio geométrica,
transfere-se a origem do sistema de coordenadas para a posi¢do de equilibrio
estatico. Neste caso a variagdo da energia potencial total entre a configuracdo de

equilibrio estitico e uma configuracdo adjacente é dada por:

An=n(,, +a,.a,, +a,0)-MNa,a,,Q0) (5.12)

Escreve-se a fung¢do de Lagrange em termos energia cinética e da variagao
da energia potencial total. Em seguida, aplica-se a equacdo de Euler-Lagrange
para obter as equagdes de movimento.

Destaca-se que neste processo as parcelas estdticas das equacdes de
movimento equilibram-se e assim as equagdes que descrevem a vibragado da trelica

em torno da posi¢do de equilibrio estatico, (a,,, a,,, Q,), sdo as mesmas que

y.e?

controlam a vibragdo livre da trelica imperfeita descarregada.

5.3.1.
Carga vertical

Quando submetida a um carregamento estitico, obtém-se, utilizando as
formulagdes apresentadas no Capitulo 4, coordenadas dos caminhos de equilibrio,

a,..a,,, 0), e a partir das Equagdes (5.8) e (5.9), as duas frequéncias

y.e’

naturais para cada posicdo de equilibrio estitico. Deste modo t€ém-se duas curvas
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associadas a cada trajetdria de equilibrio estatico. A fim de conseguir representar
os resultados relativos aos trechos instdveis, plotam-se as frequéncias elevadas ao

quadrado.

5.3.1.1.
Modelo perfeito

Para representar as duas frequéncias naturais usam-se as mesmas cores das
suas respectivas trajetorias de equilibrio na andlise estdtica apresentadas no
Capitulo 4. A Figura 5.3 exibe a variacdo das frequéncias naturais da trelica

perfeita com carga estética vertical para o angulo 8 =15°.

40
40 30
\ <
30
5 20
®;,*20 \ (01’22 |
2 w i
w 10 y 0
0 / DR S 0
20 Pl
0 P -10 \ \ \ \
0 2 -1 0 1 2
1 ey o -
a,, e xe x.e
. 2 . ~ 2
(a) Vista a,,xa, ,*xw, /w?. (b) Projegéo a,, X, , /w’.
2 40 4
30
1 n -
| 20
2 L
o0 ®"
x,e 2
] W10
-1 o I
-2 ' { ' \ -10 L ]
0 1 2 0 1 2
al',(f a\ e
. . ~ 2
(c) Vista a,, xa,,. (d) Projecéo a, , X @, , /w.

Figura 5.3: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado para trelica com carga

vertical e @ =15°ao longo das posicdes de equilibrio estatico.
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Para a trelica perfeita com carga estdtica vertical, ao longo da trajetdria
fundamental em vermelho, as maiores frequéncias correspondem ao modo de
vibragdo na direcdo x. A medida que a carga aumenta, a frequéncia aumenta na

direcdo x e diminui na direcdo y, até tornar-se zero no ponto limite, indicando a

perda de estabilidade da trelica. Entre os dois pontos limites o quadrado da menor
frequéncia se torna negativo, indicando instabilidade, em conformidade com os

resultados da anélise estdtica. Ao longo dos dois caminhos secundarios (em azul e
verde), tem-se sempre cqz /w*<0 e a)ZZ/ w? >0, indicando instabilidade (ponto
de sela).

A Figura 5.4 exibe a variagdo das frequéncias naturais ao quadrado em

fungdo das posi¢des de equilibrio estatico para a trelica com @ =75°. Observa-se

. . . 2
que nos trechos correspondentes a equilibrio estavel tem-se «,” / w® >0 e, para

os trechos instéveis, CU]Z/ w? <0 e a)zz/w2 >0 (pontos de sela). Nos pontos de

bifurcacdo a menor frequéncia se torna nula, indicando a perda de estabilidade e a
bifurcacdo acopla seus modos de vibragdo. Observa-se uma grande influéncia do
carregamento estdtico nas frequéncias naturais da estrutura. Isto se deve a grande
variagdo da rigidez efetiva que € funcdo das ndo linearidades fisicas e

geomeétricas.

600 —
600 400
400 2 |
o, 7 @, ,% 200
5200 w? 1
w . 0 T = oo s
209 200 Pl
\40 4 T -
0 7 4007 T
0 0 4 2 0 2 4
1 p) o
24 (x,\-,e x,e

2

(a) Vista a,, xa,, % wlj /w”. (b) Projecao a, , X w1,22 [w”.
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47 600 -
2+ 400
o o ' ®,,> 200
X, € | / Wz
0= CEEEEEE e —
24 >
200 /
4
T 1 -400 T ]
0 1 2 0 1 2
a)’vg a\ e
. . ~ 2
(c) Vista a, , xa,,. (d) Projecéo a, , X &, , /w?.

Figura 5.4: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado para a trelica com carga

vertical e @ =75°ao longo das posicdes de equilibrio estatico.

A Tabela 5.5 apresenta os valores das frequéncias naturais ao quadrado para
a trelica descarregada e carregada, com as coordenadas estdticas referentes a carga
maéxima que a estrutura suporta, que para € =15° equivale a carga limite e para

6 =75°, a carga critica no ponto de bifurcagio.

Tabela 5.5: Frequéncias naturais ao quadrado das trelicas com carga vertical, 8 =15°¢

6@ =75°, nas posi¢des descarregadas e criticas.

6 @a...a,.,0) w CIw

X,y

150 (0,0,0) ®1,21; ®16,81

(0,0,433,0,042) 0,00; ®¥)18.,43

(0,0,0) ®1,21; 16,81

(0,0,095,1,114) X)0,00; 19,91

Observa-se na Tabela 5.5 o valor das frequéncias anulando-se quando a

trelica atinge a posicao critica.
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5.3.1.2.
Influéncia das imperfeicoes

A Figura 5.5 exibe as frequéncias naturais ao quadrado do sistema estrutural
com imperfei¢do geométrica (projecdes das barras na direcdo x sdo alteradas em
5% - ver Fig. 3.5) e 8=15°. As trajetrias em vermelho referem-se a estrutura
com imperfei¢cdo e em preto, a estrutura perfeita. Observa-se pouca influéncia da

imperfeicdo na menor frequéncia. Entretanto hd um decréscimo sensivel do
quadrado da segunda frequéncia, wf/ w”. A Tabela 5.6 apresenta as frequéncias

naturais da estrutura para a posicao de equilibrio estético referente ao ponto limite.

40
40 T 30 -
30 |
—~ 20
2 () 2 ||
®;,720 L2
W W™ 10
\(/ |
/ > _ |
0 - iy 0 |
//'
0. )
0 P -10 \ T \ |
1 A0 2 -1 0 1 2
e
o 2 a’(‘ a‘\ e

(b) Projegéo @, , X a)m2 /w?.

27 40
30+
14
20+
(’01 22 //—%
a,\'.é" 0 ,2 4
i w104
-1 o -
-2 T : -10 -4 EEEEEE . |
0 1 2 0 | )
a‘ . ay.c
. o 5 R
(c) Vista a, xa, .. (d) Projecdo a,,xw,, w2,

Figura 5.5: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga vertical,

imperfeicdo geométrica e @ =15° ao longo das posicdes de equilibrio estatico.
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Para o sistema com imperfei¢do de carga (perturbac@o horizontal de0,01p,),

a imperfeicdo ndo altera de forma significativa as frequéncias quando comparado

a estrutura perfeita.

Tabela 5.6: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragédo da treliga com carga

vertical, sem e com imperfeicdo, e @ =15° na posi¢do do ponto limite.

Modelo @a..a,,Q,) @,22 /w? Modos de Vibragdo
Perfei (0,0,433,0,042) 0,00; 18,43 0,000 (1,000
t ,0, ,0, 00: ’ ;
cricito 1’000 O’OOO

EpS -0,004| [1,000
Imperfei¢do ) 048,0,407,0.049)  0,00; 16,68 { } ; { }
geométrica 1,000 0,057

Por meio da Figura 5.5 e da Tabela 5.6, nota-se a diminuicdo da maior
frequéncia em relacdo a estrutura perfeita, que de uma forma geral, correlaciona-
se a rigidez do sistema na dire¢do x . Ao mesmo tempo, enquanto o deslocamento
diminui na outra direc¢do, a carga limite aumenta, indicando uma maior rigidez do
sistema nessa direcao.

As Figuras 5.6 e 5.7 ilustram as frequéncias naturais ao longo das posi¢cdes
de equilibrio estatico para as trelicas com imperfeicdao de carga e geométrica para

g="75°.

600 -
600 400 -
4
g ®,,2 200 -
® i :
1,2 200 & 2
B Y w
w . 3 0 S
X \
20 . 2200 e
~4 /
W . 400 S
P -4 2 0 2 4
1 )
2A a.\',(_’ (XI/\ e

(a) Vista a,, xa,, % w1,22 /w”. (b) Projecao a, , X w1,22 [w”.
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600 —
400 -
©, 5> 200
WZ
0————-- €N
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] \/
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Oty,e

(d) Projegao a, X a)lgzz /w*.

Figura 5.6: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da treliga com carga vertical,

imperfeicao de carga e € =75° ao longo das posicdes de equilibrio estatico.

2
-4 -
I T I
0 1
Oty‘ e

(c)Vista a, , xa,,.

(b) Projegao a,, X w,,” / w’.

600 -
400
®,,> 200~
w? I
0 -F——====== R Al e
\\ \ ’I ,(
4 \ \\ I
\ \ | 1
200 v
j \
-400 T T T I
0 1 2
a,,

(d) Projegéo @, X @,  / w’.

Figura 5.7: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga vertical,

imperfeicdo geométrica e @ =75° ao longo das posicdes de equilibrio estatico.
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A Tabela 5.7 apresenta as frequéncias naturais ndo lineares da trelica sem e

com imperfei¢des proximas a posicdo de equilibrio relativa a primeira carga

critica.

Tabela 5.7: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragao para a trelica com

carga vertical, sem e com imperfeicdo, e & =75° na posicdo da primeira carga critica.

Modelo @er @00 Q) CUI,zz Iw Modos de vibragdo
Perfei 0.0005.1114) 000 1901 10001, J0.000
t s Uy P R ; , ;
o 0,000f | 1,000

Imperfeigdo 0,944 0,485
0,461, 0,090, 0,984 0,00; 19,71 ;
de carga ( ) {0,033 -1,000

.- 0927] (0,563
Imperfeicdo () 755 0,043,0869)  0,00: 16,12 { } ; { }
geométrica 0,037 -1,000

5.3.2.
Carga horizontal

Apresenta-se a seguir a influéncia da carga estdtica horizontal na frequéncia

das trelicas.

5.3.2.1.
Modelo perfeito

A Figura 5.8 apresenta a variacdo ndo linear das frequéncias naturais ao
quadrado para a trelica perfeita com angulo de abatimento &=15°. O sistema
estrutural perfeito com carga horizontal, conforme apresentado no Capitulo 4
(Figura 4.26), somente torna-se instdvel ao longo do caminho secundério de
equilibrio que surge o ponto de bifurcacdo. Deste mesmo modo ao longo do
caminho fundamental em vermelho as duas frequéncias sdo positivas e sofrem
pouca variacdo ao longo do caminho de equilibrio (as curvas em vermelho sdo
quase paralelas). Ao longo dos caminhos secundarios os quadrados das
frequéncias divergem exponencialmente a partir do ponto de bifurcacdo. Os

resultados para o caminho de equilibrio isolado em verde confirmam sua

instabilidade (&’ /w* <0 e @’ /w* >0).
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ax,e
Vi xq. X, | w b) Projeca x| w
(a) Vista a,, xa, X, /w". (b) Projecéo @, , X @, /w".
5 200
2100 -
o 0 ®1a”
X, e W2
] . |
2 ] :
B e 00
2 -1 0 1 2 3 4 2 -1 0 1 2 3 4
a\g O‘y,e
. L 2 2
(c) Vista @, xa, ,. (d) Projegdo @, , X @, /w”.

Figura 5.8: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da ftrelica com carga

horizontal e @ =15° ao longo das posi¢des de equilibrio estatico.

A Tabela 5.8 exibe as frequéncias naturais e os modos de vibragcdo para a
posicdo de equilibrio estdtico (1,-2,125,3,438). As linhas tracejadas na Tabela
5.8 referem-se a estrutura indeformada. Para esta posi¢ao de equilibrio, os dois
modos de vibracdo ndo ha praticamente acoplamento entre deslocamentos

verticais e horizontais.
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Tabela 5.8: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragédo da trelica com carga

horizontal, @ =15° e na posicao (1, 2,125, 3,438).

cq,zz /w? Modos Representagao

A Figura 5.9 apresenta as frequéncias naturais para a trelica carregada e

6=175°.

30
30
20
20 2
®,, Cl)1,22
; w? 10—
W2 10
0 ~ 0,\\//\1,/
P 1 s ;

o 2 ax, e X, e

2

(a) Vista @, x@,, X @, [ w’. (b) Projecao a,, X @, / w".
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30

(c) Vista a, , xa, .. (d) Projegéo @, , X a)l,zz /w?.
Figura 5.9: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga
horizontal e @ =75° ao longo das posi¢des de equilibrio estatico.

A Tabela 5.9 ilustra as frequéncias e modos de vibracdo para posicao de
equilibrio estatico (1,0,024,0,202). Para este angulo hd um forte acoplamento

entre deslocamentos verticais e horizontais no segundo modo de vibracgdo.

Tabela 5.9: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragdo para a trelica com

carga horizontal e @ =75° na posicao (1,0,024,0,202).

a,’ Iw Modos Representagio

1,000
1,07 @ { }

0,748
16,93 @ { }
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5.3.2.2.
Influéncia das imperfeicoes

As Figuras 5.10 e 5.11 exibem os caminhos das frequéncias naturais nio

lineares ao quadrado para a trelica abatida com imperfeicio de carga e

imperfei¢do geométrica.

200
2 100
@,
W2
0 —_ —
\ P 7
\ i \ !
4 \ i s /
Vo Lo
Vo I
-100 T = T — T |
-2 0 2
a«

(b) Projegdo @, , X @,," / w’.

2 200 —
2 100 —
o, 0- %)
v W
.,
0 )
2
L e L B E LU e e A L L
2 -1 0 1 2 3 4 2 -1 0 1 2 3 4
a’\e ay,e
. .. 2
(c) Vista @, , xa, . (d) Projecéo a, , X @, , /w’.

Figura 5.10: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da ftrelica com carga

horizontal, imperfeicdo de carga e @ =15° ao longo das posi¢ées de equilibrio estatico.
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Figura 5.11: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga

horizontal, imperfeicdo geométrica e @ =15° ao longo das posi¢des de equilibrio estatico.
A Tabela 5.10 exibe as frequéncias naturais para a posicdo de equilibrio

estiticoa,, =1.

Tabela 5.10: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragao da trelica com
carga vertical, sem e com imperfeigdo, e @ =15° na posigao estéatica a.,=1.

Modelo @a.,.a,,Q,) 6«.{22 /w? Modos de vibragio
Perfei (1,-2,125,3,438) 0,83; 17,17 LO00L, § 0:006
erteito » — 4,129, 9, 095 1/, 0,080 5 ~1,000
Imperfeicdo | 5115 3440 76: 17 1,000 | | 0,006
de carga (1, -2,112,3442) 0,76; 17,30 0,079| " |-1,000

Imperfeicdo | _5 40 3211 . 1,000| | 0,006
ceométrica (1,-2,042,3,211) 0,84; 15,41 0.088]° 1-1.000
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Finalmente, as Figuras 5.12 e 5.13 exibem a variacdo das frequéncias ao
quadrado para a trelica com imperfei¢do de carga e geométrica e com angulo
6 =175°, respectivamente. A Tabela 5.11 quantifica estas frequéncias para a

posi¢do de equilibrio estitico a,, =1 na trajetéria fundamental comparando-as

com a do modelo sem imperfei¢cao.

30+
20
2
@,
w? 10
0 \/ﬁ/
4
: —
1 T 4 2 0 2 4
4o, o
(X‘y,e 2 X,e xX,e
. 2 .~ 2
(a) Vista a,, xa,,*xw,, /w’. (b) Projegéo @, , X @), /w?.
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4 —
2 20
] ,
o 1
o, 0 12
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N N e
I
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‘ ! ; \
ay,e av,e
. .~ 2
(c) Vista a,, xa, . (d) Projegéo a, , X &) , /w’.

Figura 5.12: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga

horizontal, imperfeicdo de carga e @ =75° ao longo das posi¢ées de equilibrio estatico.
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Figura 5.13: Caminho das frequéncias naturais ao quadrado da trelica com carga
horizontal, imperfeicdo geométrica e & =75° ao longo das posigbes de equilibrio

estatico.

Tabela 5.11: Frequéncias naturais ao quadrado e modos de vibragao da trelica com

carga vertical, sem e com imperfeicdo, e @ =75° na posicdo estatica a. = 1.

Modelo @a.,a,,Q,) w,’ Iw Modos de vibragdo
1,000 0,748
Perfeito 1, 0,024, 0,202) 1,07; 16,93 ;
0,054 -1,000
Imperfeicao 1.0.025.0.202 1,000 ) 0,748
, U, , U, 1,06; 16,94 ;
de carga ( ) 0,054 -1,000

Py 1,000 0,740
Imperfeicdo ; '_0.025,0,168)  0.82; 14,08 { } : { }
geométrica 0,053 —-1,000
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Observa-se nas Tabelas 5.10 e 5.11 que as imperfei¢des aplicadas provocam
uma alteracdo pequena em seus modos de vibragdo para a posi¢do estdtica

considerada (a,, =1).

Os resultados apresentados neste capitulo mostram a grande influéncia do
carregamento estdtico nas frequéncias naturais da estrutura e, consequentemente,
no seu comportamento dindmico em vibragdo livre e forcada, amortecida ou ndo
amortecida, em especial nas regides de ressonincia, servindo de base para estas
andlises. Os resultados também confirmam a andlise da estabilidade das
configuragdes de equilibrio realizadas no Capitulo 4 usando o principio da energia

potencial minima.
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Vibracoes nao lineares

No capitulo anterior analisaram-se as frequéncias naturais da estrutura com
e sem carga estdtica. Além das frequéncias, apresentaram-se os seus modos de
vibracdo. Desta forma, é possivel predizer o modo em que a estrutura ird vibrar,
considerando pequenas perturbagdes.

Diante de grandes perturbagcdes, a nio linearidade do sistema estrutural
torna-se importante e seu comportamento torna-se mais complexo e o tipo de
resposta da estrutura dependente das condi¢des iniciais, ja que existem diversas
solucdes coexistentes.

Adicionalmente, para andlise da instabilidade da trelica, dinamicamente, ha
a necessidade de considerar o amortecimento da estrutura, assim o sistema deixa

de ser conservativo e surgem os pontos de atracao.

6.1.
Principio da conservacao da energia

O principio da conservacdo da energia permite analisar o sistema estrutural
para niveis especificos de energia e com o tempo de forma implicita.

A partir do principio da conservagdo da energia, tem-se que a energia total
do sistema conservativo permanece constante durante o movimento, sendo a

solucdo dependente das condi¢des iniciais, ou seja:

T+AU +4V =C. 6.1

A constante C representa a energia conservada do sistema. Esta energia é fungio
de um conjunto de condi¢des iniciais, ou seja, velocidades e deslocamentos
medidos em relacdo a posi¢do de equilibrio estatico de referéncia.

Adotando-se um valor para C e escolhendo-se uma posi¢do de equilibrio

estatico tem-se um espago de fase de quatro dimensdes: a.,, d,,, d,, € Q.

Fixando-se valores para duas destas varidveis, diferentes planos de fase sdo
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possiveis. As solu¢cdes em um mesmo plano para diferentes niveis de energia sdao
chamadas de retratos de fase.
As parcelas da energia total da trelica com carga vertical ou horizontal, para

as posicoes de equilibrio estético sao:

T = %(%) (d’x,dz cos’(0) + d'y,dzsenz(é’))
’ 6.2
+$(Z—:)j (dx!dz cos*(0) +dy!d2sen2(9)), (6.22)
AU = wz((lz)—oj((sen(é’) —a sen(6))” +(cos(6) +a, cos(6’))2)+
&) : -3
b, \/(sen(é’) —a sen(6))’ +(cos(6) +a, cos(0)* by
+ w{(%]((sen(@) —a,sen(6))’ +(cos(B) - a, cos(@))2)+
i) : -
byr \/(sen(ﬁ) —a sen())’ +(cos(8) —a, cos(0))*  byr
(6.2b)

—W (%j(@en(e) ~a, sen())’ +(cos(8) +a,, cos(6))’ ) +

1

(zz 2 3
b, \/(sen(é’) ~a, sen(6))’ +(cos(d) +a,, cos(8)’ b

W (%](@en(e) ~a, sen(8)) +(cos(d) - a,, cos())’ )+

1

Al 2 3|
(borj \/(sen(ﬁ) —a’y’esen(é?))2 +(cos(f) —a,, cos(0))* bor}

AV, =-w’Q sen(d)a,,
ou (6.2¢)
AV, =-w*Q cos(0)a, ,;

2

onde: T =T/ml,>; AU =AU/ml}; AV;=4V,/ml};w=1; a,=a,,+a,, e

a, =a,, +ny,e.
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Aplicando-se o principio da conservagdo de energia, apresentam-se a seguir

para niveis crescentes de energia, os retratos de fase associados aos distintos

planos referentes a determinados conjuntos de condi¢des iniciais.

A Figura 6.1 apresenta quatro distintos retratos de fase para a trelica com

dngulo de abatimento de 15° com as seguintes condic¢des iniciais: posi¢do de

equilibrio estético (0, 0, 0), deslocamentos e velocidades iniciais nulos, (0, 0, 0,0).

(@) Plano a, , xa ,.

—
n

(c) Plano a , Xd’y,d.

1
(=]
1
—
o 4
—
"

(d) Plano @, , %@ ,.

Figura 6.1: Retratos de fase para trelica descarregada, @ =15°, posicdo estatica

(0,0,0) edinamica (0,0,0,0).

Observa-se no retrato de fase dos deslocamentos da Figura 6.1, cinco pontos

fixos: trés pontos de sela e dois centros. Da andlise estdtica, tem-se que cada ponto
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de sela pertence a uma trajetéria de equilibrio e os centros, a trajetdria
fundamental de equilibrio.

Para cada nivel de energia surgem Orbitas fechadas chamadas de centro, e
trajetorias que contém os pontos de sela. Os centros representam movimentos
periddicos em torno da posicdo de equilibrio estdtico estdvel e as trajetérias das
selas possuem solucdes ndao periddicas dividindo os centros em familias de
solugdes. Cada familia de solucdes forma uma bacia de atracdo conservativa que
sdo envolvidas pelas trajetérias das selas. No plano dos deslocamentos (Figura
6.1), as drbitas que contém os pontos de sela separam seis familias de solugdes
distintas.

A Figura 6.2 apresenta a influéncia da imperfeicdo geométrica (projecoes
das barras na direcdo x sdo alteradas em 5% - ver Fig. 3.5) nos retratos de fase
para a trelica com adngulo de abatimento de 15° e condigdes iniciais: posicdo de
equilibrio estatico (0,05, —0,05,0), deslocamentos e velocidades iniciais nulos,
(0,0,0,0).

No plano dos deslocamentos (Figura 6.2), em virtude da imperfeicao

geométrica surge uma nova familia de solucdo entre as Orbitas dos pontos de sela

de maior energia.

KR
Ea
2,
<

-2 -1 0 1 2
a.\',d

(a) Plano a, , xa . (b) Plano @, , X a, ,.
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=dlll((®

(d) Plano @, , %@ ,.

Figura 6.2: Retratos de fase para trelica descarregada com imperfeicdo geométrica,
6 =15°, posicao estatica (0,05, =0,05, 0) e dinamica (0,0, 0, 0).

A Figura 6.3 destaca as Orbitas associadas aos pontos de sela dos modelos

perfeitos e com imperfei¢do geométrica. Estas Orbitas sdo obtidas usando-se as

coordenadas dinamicas (deslocamentos) de cada ponto de sela. Ressalta-se, na

Figura 6.3, que cada cor se refere a pontos de sela diferentes e suas coordenadas

bem como o valor da constante C sdo apresentadas na Tabela 6.1.

x,d 04

(a) Perfeito: plano @ , xa, ,.

l- ©

6 -4 2 0 2 4 6 8
a},’d

(b) Imperfeito: plano @, , Xa ,.
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(e) Perfeito: plano @ , xa ,. (f) Imperfeito: plano a, , Xa, ,.

Figura 6.3: Orbitas dos pontos de sela das trelicas descarregada, sem e com imperfeicdo
geométrica e @ =15°, para as posicdes estaticas descarregadas e dinamicas referentes

a cada ponto de sela.

As trajetérias que contém os pontos de sela podem ser classificadas como
orbitas homoclinicas, quando associadas a um tunico ponto de sela, ou 6rbitas
heteroclinicas, quando a trajetdria estd associada com dois pontos de sela
distintos. Por exemplo, no plano dos deslocamentos do modelo perfeito (Figura
6.3) tém-se quatro 6rbitas homoclinicas e duas Orbitas heteroclinicas, ja no plano

a,,xa,, para a mesma trelica observam-se apenas as quatro Orbitas

homoclinicas.
Nota-se na Figura 6.3 que a falta de simetria do modelo com imperfei¢ao
geométrica altera o espago de fase, as trajetdrias heteroclinicas somem, indicando

que ndo existem mais duas selas com o mesmo nivel de energia.
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A Tabela 6.1 lista a energia associada a cada ponto de sela, tendo como

referéncia a posicdo de equilibrio estdatico (0,0,0) do modelo perfeito e

a posi¢do estatica (0,05, —0,05,0) do modelo com imperfeicdo geométrica.

Tabela 6.1: Energia dos pontos de sela para trelica com e sem imperfeicdo geométrica e
6=15°

Modelo (O'X,e»ay,e, 0) (ax,d’ay,d’dx,d’dy,d) C
(0,0,0) (0,1,0,0) 0,0071
Perfeito
(0,0,0) (£1,604,1,0,0) 4,8902
(0,05, -0,05, 0) (—0,004,1,05, 0, 0) 0,0087
Imperfeicao 55 005,00 (1.542.1,05,0,0) 4.3746
Geométrica
(0,05,-0,05,0) (-1,670,1,05, 0, 0) 54184

Na Tabela 6.1, a perda da simetria do modelo com imperfei¢cdo geométrica
pode ser visualizada nos dois pontos de sela de maior energia. Nota-se o aumento
da regido segura do ponto de sela do caminho fundamental de equilibrio em
relacdo ao ponto de sela da estrutura perfeita. Este aumento da energia do ponto
sela de menor energia provoca um ganho da capacidade de carga da trelica com
imperfeicdo geométrica (aumento da barreira de energia que o sistema precisa
ultrapassar para se tornar instdvel), quando submetida a carga vertical, conforme
apresentado nos capitulos anteriores.

Os retratos de fase ja apresentados referem-se a configuracdo inicial de
equilibrio da treli¢a descarregada. A fim de avaliar o impacto da carga estética nos
retratos de fase das trelicas com € =15°, mostram-se nas Figuras 6.4 e 6.5 os
retratos de fase dos deslocamentos para a trelica com carga vertical e na Figura
6.6 para situacdo de carga horizontal.

Os retratos de fase da Figura 6.4 referem-se a posicao estitica de equilibrio

do ponto limite com coordenadas (0, 0,433, 0,042).
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0.14

X,

-0.11

(a) Plano @, , xa, ,. (b) Plano a, , *a, , ampliado.

Figura 6.4: Retratos de fase para trelica com carga vertical, & =15°¢ posicao de

equilibrio estatico (0, 0,433, 0,042) referente a carga limite (F,).

Como mostra a Figura 6.4, a carga vertical provoca uma perturbagdo local
no sistema para pequenos niveis de energia, visivel préximo a 6érbita do ponto de
sela de menor energia. Os centros, circunscritos pelas Orbitas homoclinicas da
Figura 6.1, ndo existem mais, e o ponto limite representa a situagdo critica em que
o centro se une a sela e a estrutura perde a estabilidade, divergindo. A Figura 6.5
exibe o decréscimo das bacias conservativas para valores de carga estdtica entre

zero e a carga do ponto limite.

0.2/ \ 0-2/
0.14 0.1
-0.11 -0.14
—02\ . / -02\
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
@y.a ayq
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0.11

Qyd o
_0_1.
-02 - -02
-1 0 1 2 3 - | 0 1 2 3
CZ\d C{ud
(c) 0,50% P, (d) 0,75% P,

Figura 6.5: Retratos de fase dos deslocamentos para valores crescentes de carga
estatica da trelica com carga vertical, @ =15° e posi¢do de acordo com a Tabela 6.2.

A Tabela 6.2 apresenta a posi¢ao de equilibrio estatico, os deslocamentos e

energia associados aos pontos de sela das Figuras 6.4 € 6.5.

Tabela 6.2: Posi¢éo de equilibrio estatico e energia associada aos pontos de sela para

niveis crescentes de carga estéatica da trelica com & =15°.

%P, @a,,a,,Q) (a,a,d.,d,) C
0,0%xP, (0,0,0) (0,1,0,0) 0,0071
0,25x P, (0,0,055,011) (0,0.,851,0,0) 0.0046
0,50% P, (0,0,121,0,021) (0,0,684,0,0) 0.0025
0,75% P, (0, 0,209, 0,032) (0,0,477,0,0) 0,0009

LOXP, (0,0,433,0,042) (0,0,0,0) 0

Para a estrutura com carga horizontal, adota-se como referéncia a posi¢cdo
estatica do ponto de bifurcacdo (1,829,1,3,674). A carga horizontal modifica
completamente o retrato de fase do sistema estrutural. Este movimento lateral da
trelica até o ponto de bifurcacdo necessita de mais energia que a energia da sela

(1,604,1,0) na Tabela 6.1. Com isso, no retrato da Figura 6.6, observa-se a

presenca do centro da posi¢ao do ponto de bifurcagdo e de dois pontos de sela.
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Figura 6.6: Retratos de fase dos deslocamentos para trelica com carga horizontal,
6 :150, posicdo estatica do ponto de bifurcacdo (1,829,1,3,674) e dinamica
(0,0,0,0).

A Figura 6.7 apresenta o retrato de fase para a trelica com angulo de 75° em
relacdo a posi¢do inicial descarregada para condicdes iniciais de deslocamento e

velocidade nulas.

201
101
ax,d 01

-104

-201

(a) Plano a, , xa . (b) Plano a , xa,.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

119

(c) Plano a, , %@, ,. (d) Plano @, , xa@ .

Figura 6.7: Retratos de fase para trelica descarregada, & =75°, posicdo estatica
(0,0,0) edinamica(0,0,0,0).

Conforme exposto no Capitulo 4, o nimero de pontos fixos para a trelica
hiperelastica descarregada independe do seu angulo de abatimento, assim, t€ém-se
0s mesmos cinco pontos fixos para a trelica com &=75°. Para este angulo, no
caso de carga estdtica vertical, a instabilidade da trelica estd associada aos pontos

de sela de coordenadas @, ndo nulas do retrato de fase dos deslocamentos da

Figura 6.7. Neste retrato nota-se a diferenca entre as dOrbitas relativas as posicoes
de equilibrio estdvel para ambos os angulos de abatimento, sendo possivel
associd-las aos diferentes tipos de instabilidade presentes: ponto limite e
bifurcagdo simétrica instavel.

A Figura 6.8 apresenta os retratos de fase para a trelica com imperfeicao
geométrica e @=75° em relagio a posi¢do de equilibrio estdtico da trelica
descarregada. A Figura 6.9 destaca as Orbitas que contém os pontos de sela do
modelo com imperfeicdo geométrica comparando com o modelo perfeito para a
trelica com @=75°, destacando que cada cor refere-se a um ponto de sela

diferente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-RIo- CertificagaaoDigital N° 1621820/CA

(c) Plano a, , %@, ,.

120

(b) Plano a , xa,.

201

101

x.d 01

-104

(d) Plano @, , xa@ .

Figura 6.8: Retratos de fase para trelica com imperfeicdo geométrica, & =75°, posicao
estatica (0,05, —0,05, 0) e dinamica (0,0, 0, 0).
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xd 04

(a) Perfeito: plano @ , xa, ,.

101

(b) Imperfeito: plano @, , Xa ,.
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(a) Perfeito: plano a_, xd_,. (b) Imperfeito: plano a, , Xa_,.
6 6
4 41
2 21
Ay a 0 y.d o]
-2 -2
-4 -44
-6 -6 v
-1 0 1 - 3 4 -1 0 1 2 3 4
@y.a a.\:d
(a) Perfeito: plano a,,xa,,. (b) Imperfeito: plano a,,xa,,.

Figura 6.9: Orbitas dos pontos de sela das trelicas sem e com imperfeicdo geométrica e
@ =75° para as posicdes estaticas descarregadas e dindmicas referentes a cada ponto

de sela.

Observam-se, no plano dos deslocamentos (Figura 6.9a), quatro trajetdrias
heteroclinicas conectando os pontos de sela de menor energia e duas Orbitas
homoclinicas associadas ao ponto de sela de maior energia. A Tabela 6.3
apresenta a energia de cada ponto de sela para os modelos com e sem imperfei¢ao
geométrica, tendo como referéncia a posi¢ao inicial de equilibrio estitico da

estrutura perfeita (0,0,0) e a posicdo inicial de equilibrio estdtico da estrutura

imperfeita (0,05, -0,05,0) respectivamente.
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Tabela 6.3: Energia dos pontos de sela para trelica com e sem imperfeicao geométrica e

f=175°.
MOdelO (ax,e i ay,e 4 Q) (ax,d i ay,d 4 dx,d i dy,d ) C
(0,0,0) (+4,103,1,0,0) 0,3940
Perfeito
(0,0,0) (0,1,0,0) 09,5888
(0,05, -0,05,0) (4,222 ,1,05,0, 0) 0,3677
Imperfeicio o5 005,00 (-4327.1.05.0,0) 0.3864
Geométrica
(0,05, 0,05, 0) (—0,047,1,05,0,0) 10,7824

A Figura 6.10 apresenta o retrato de fase dos deslocamentos para a trelica

com carga horizontal ¢ &=75°, na posicdo estitica do ponto de bifurcagdo

(4,295,1,0,633). A Figura 6.11 exibe os retratos dos deslocamentos para niveis

crescentes de carga estdtica entre zero e o valor carga de bifurcacdo (P,,). A

Tabela 6.4 lista as posi¢des e energia dos pontos de sela com menor energia,

quantificando o decréscimo da regido segura.

Figura 6.10: Retratos de fase dos deslocamentos para trelica com carga horizontal,
@ ="75°, posicdo estdtica do ponto de bifurcacdo (4,295,1,0,633) e dinamica

(0,0,0,0).
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6 6
4 41
24 2
U ay Qa0
_2. ..2.
-44 -4
-6 -6
0 1 2 3 0 1 2 3
a\ d ay,d
(@) 0,0x P, (b) 0,33%x P,
6 6
44 ; 44
21 24
ax,d 01 ( ax’d 01
-24 -24
RN
-6 -6 ; ,
0 1 2 3 0 1 2 3
a\ d ay,d
(c) 0,66 Py, (d) 1,00 x P,

Figura 6.11: Retratos de fase dos deslocamentos para valores crescentes de carga
estéatica da trelica com carga vertical, @ =75° e posicdes de acordo com a Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Posicédo de equilibrio estatico e energia associada aos pontos de sela para

niveis crescentes de carga estatica da trelica com @ =75°.

% P,, @a,,a,,Q) (a,a,d.,d,) C
0,0x P,, (0,0,0) (+4,103,1,0,0) 0.3940
0,33x P, (0,0,033,368)  (#3,551,0,488, 0, 0) 0,1334
0,66 % P,, (0,0,064,0,736)  (+2,298,0,158,0,0) 0,0248

1,0x P, (0,0,095,1,114) (0,0,0,0) 0
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O principio da conservagao de energia possibilitou visualizar as familias de

centros e as selas e como suas formas variam para diferentes niveis de energia.

Abordaram-se de forma conveniente os termos bacias conservativas e barreiras de

energia do sistema ideal conservativo. Entretanto os sistemas estruturais

apresentam amortecimento, mesmo que pequeno. Este amortecimento influencia

de forma significativa o comportamento do sistema ndo linear. Adota-se neste

caso o amortecedor de Rayleigh, apresentado no Capitulo 3, com um coeficiente

de amortecimento ¢ =0,05 para as andlises a seguir.

6.2.1.
Equacdes de movimento

As equagdes de movimento para a trelica com amortecimento e para as

diferentes situacdes de carga estatica sdo dadas por:

ml,’b,’ cos* () (r + ljdx ta ml,’b,’ cos’ () (r + ljdx

3b,’ r 3b,’ r

+a,Cy Al bbr
19

varvar,

2 cos’(6) ((b(f (r +yvar, + b, var, );’Zvar1 + b, var,var, P

2.2
b,’r varyvar,

. 6b,>sen’ (8) cos® ()@, , —1) (rz(am +1yvar, +(a,, —1)var, ]a

+C oA, (zb—b(’ (1+a,)cos*(@) —% (1-a,)cos*(8)

1 1

_(ﬁjz 2(1+a,)cos*(6)
b, ((

sen(6) — aysen(B))2 +(cos(0) +a, cos(H))2)3/2

b\ 2(1-a )eos?(8)
+|
b,r ((

sen() —a,sen(6))’ +(cos(d) —a, cos(6))’ )3/2

= par;;

(6.3a)
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2, 3 2 2,3 2
ml,"b,’sen” (6) (r +1jdy ta ml,"b,’sen” (6) (r +1jdy

3b,’ r 3b,’ r
6b,>sen” (@) cos’ (@) (a,, - 1) r*(a,, +Dvar, +(a,, -1
+alclvolo( sen’ @) cos* (6@, )(r (@, +1van + (@, ~Tvar, )
b,"r varvar,

+ 2sen’(6) (b03(r +1)var, + b, var, )rzvar1 - b, var,var, P

bb,’r’ var,var, ’

(6.3b)
+ CIOAOZO(—zb—bO (1 -a, )senz(ﬁ) —% (1 -a, )senz(H)
1 1

_{bl ]2 2(1 -a, )senz(«?)

b, ((sen(H) —a,sen(0))’ +(cos(6) +a, cos(H))2)3/2

byr ) ((sen(8) - a,sen(8))* +(cos(6) - a, cos(6))*

+(ij (( 2(1 9 )senz(e) )3/21 = par,.

em que as parcelas par, e par, sdo os parametros de carga para cada situagdo de

carregamento conforme apresentado na Tabela 6.5.

Tabela 6.5: Casos de carga estatica para as equagées de movimento.

Modelo Carga par, par,
vertical - p,lysen(8)
Perfeito
horizontal p . l,cos(6) -
. vertical - p lesen(é’)
Imperfeigdo
geometrica horizontal p.l,cos(6) -
- vertical 0,01p,[,cos(6) p,lysen(8)
Imperfeicao
de carga horizontal p . l,cos(6) 0,01p I,sen(6)

Os sistemas ndo lineares amortecidos sdo complexos e ndo € possivel
resolvé-los analiticamente. As solucdes sdo obtidas por métodos numéricos por
meio do programa de dlgebra simbdlica Maple. Nesta dissertacdo utiliza-se o
método de Runge-Kutta-Felhberg para integracdo numérica das equagdes nao

lineares de movimento.
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6.2.2.
Analise da vibracao livre amortecida

A ndo linearidade e deformabilidade do material hipereldstico permite a
aplicacdo de grandes perturbacdes ao nd superior e, com isso, respostas com
grandes deslocamentos podem ser considerados.

Segundo Lyapunov, define-se a estabilidade da trelica hipereldstica
amortecida por meio da andlise da sua resposta diante de uma pequena
perturbacao inicial. Se apds esta perturbagdo, para ¢t — o, a trelica convergir para
a posicao de equilibrio estético original diz-se que esta posicao € um atrator e é
assim assintoticamente estavel. Cabe lembrar que o conceito de Lyapunov € local.
Quando se consideram grandes perturbagdes, deve-se aplicar o conceito de bacias
de atracdo. Para uma dada configuracdo geométrica e nivel de carregamento
estatico inicial tem-se um determinado nimero de configuragdes estdveis
(atratores) e o espaco de condi¢des iniciais € dividido em subconjuntos, onde as
respostas para todas as condi¢des iniciais em um dado subconjunto convergem
para uma dada configuracdo de equilibrio estdvel, sendo denominada bacia de
atracdo desta configuracdo de equilibrio. Desta forma a estrutura em sua posi¢ao
de equilibrio estitico quando perturbada ird procurar os pontos de atracdo. Ha
situacdes em que a resposta ndo converge para nenhum atrator, mas diverge para
infinito.

Uma previsao dos possiveis pontos de atracdo para a estrutura submetida a
carga vertical e com dngulos de abatimento de 15° e 75° é apresentado na Figura

6.12.
0.2
20 - /

0,1+

0 o /

0,1 : .
1 ; 20- j

02+—FF 7 LA L B IR R B

N
\T

(a) =15°. (b) 8=175°.

Figura 6.12: Pontos de atragdo para a trelica com carga estatica vertical.
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A Figura 6.12 apresenta os caminhos de equilibrio da trelica dividido em
faixas. As faixas hachuradas em azul representam os trechos com duas posi¢oes
estaveis para o mesmo nivel de carga, sendo estes, os possiveis pontos de atracao.
As demais faixas apresentam apenas uma posi¢ao estdavel.

Apresenta-se a seguir a andlise das respostas no tempo de forma gradual,
considerando diferentes perturbagdes nos distintos sistemas estruturais.

Inicia-se a andlise com a trelica com 6@ =15° descarregada com e sem

imperfei¢do em sua estrutura. A Figura 6.13 exibe a reposta ao longo do tempo

destas trelicas quando submetida a uma perturbagao na direg¢do y, de valor A .

(a) Modelo perfeito. (b) Modelo imperfeito.
0.51‘ 0.5
0.41 041
034 ” 0.34
02 o

-03 -02 -01 0 01 02 03
a,

(c) Resposta tx @ . (d) Plano a , xa .

Figura 6.13: Resposta no tempo da trelica com e sem imperfeicido, @=15°,

descarregadaeA =054, .

As linhas tracejadas (Figura 6.13a,b) representam a posicdo inicial da
trelica. Nota-se que a imperfeicdo da estrutura aumenta levemente a sua rigidez,
provocando uma pequena defasagem entre as duas respostas, quase que

imperceptivel. Depois de perturbada, as amplitudes decaem e a resposta converge
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para a posicdo de equilibrio original e o periodo converge para o periodo do
sistema linearizado.

Em seguida na trelica perfeita carregada, aplica-se uma perturbagéo A em
ambos os sentidos a partir da sua posi¢do de equilibrio estatico (0,0,2,0,031).
Duas condig¢des iniciais de deslocamento sdo impostas: Ay =+0,05h, e £0,2h,.

A Figura 6.14 apresenta a resposta no tempo para ambas as condicdes iniciais

impostas.

0.05

0.0251

-0.0251

(c) Resposta txa ,: A =20,05h, (c) Resposta 1 xa ,: A =%0,2h,

Figura 6.14: Resposta no tempo da trelica com carga vertical, & =15°, posicdo de

equilibrio estatico (0,0,2,0,031) e Ay =+0,05h, e Ay =+0,2h,.

Como mostra a Figura 6.14, as respostas para ambas as perturbacdes
convergem para o mesmo ponto de equilibrio estitico (0,0,2,0,031). A
amplitude maxima da resposta para a trajetéria em azul é maior que a amplitude
da trajetéria vermelha, considerando ambos os valores em moddulo, devido a
rigidez do modelo a tracdo ser maior que a do modelo a compressdo. Em
consequéncia disto, a perturbacdo necessdria para instabilizar a trelica € menor

quando esta aplicada no sentido negativo de y. Este comportamento € tipico de
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estruturas com nao linearidade quadrética, cuja resposta dindmica apresenta esta
assimetria.

O aumento da perturbacdo realca a ndo linearidade do sistema estrutural
conforme visualizado na Figura 6.14d. Além da diferenca em amplitude, o
periodo entre as duas respostas ficam defasados. Isto se deve a variacdo da
frequéncia de vibracdo com a amplitude, caracteristica de sistemas dindmicos nao
lineares (Nayfeh & Mook, 2008). Neste caso observa-se um aumento do periodo
(decréscimo da frequéncia) com a amplitude da vibracdo, caracteristica de um
sistema dinamico com perda de rigidez (softening).

Da mesma forma que se fez uma previsao dos pontos de atragdao na Figura

6.12, é possivel prever as perturbagdes na direcdo +y que levam a trelica com

6 =15° a perder sua estabilidade quando submetida a uma carga estatica.
Considere a trelica com carga vertical e € =15°, na posi¢do de equilibrio

estatico dada por (0, 0,25, 0,035) e submetida a trés deslocamentos Ay crescentes
(0,1h,,0,3h, e 0,39h,), sempre em relacdo a posi¢do de equilibrio estdtico. A

Figura 6.15 apresenta as respostas de deslocamento e velocidade ao longo do

tempo para as trés situagdes.

0,05
—_—
0,386 4,
- Qy 0 )
-0,05 T T 1
0 1 2

y,e

(a) Modelo. (b) Caminho fundamental de equilibrio.
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0.51 é
&7 §d KT 0
o1 —r—r = v v v . v
0 40 60 30 100 08-06-04-02 0 02 04 06 03

i [ a,\gd
(c) Resposta 1 x@a ;. (c) Plano a, , Xa, , .

Figura 6.15: Respostas no tempo da trelica com carga vertical, @ =15°, posicao de

equilibrio estatico (0, 0,25,0,035)e A =0,14,, 0,34, e 0,39k, .

Na Figura 6.15b, marca-se no caminho de equilibrio da treli¢a sua posi¢ao
estdtica inicial, indicando o sentido dos deslocamentos aplicados e mostra-se o
valor do deslocamento necessdrio para provocar instabilidade. O aumento do
deslocamento de 0,1k, para 0,3h, provoca o aumento do periodo da estrutura
durante os instantes iniciais e assim uma defasagem em relacdo a resposta de
menor amplitude. Quando a perturbacdo aplicada € igual ou maior que a distancia
cotada no gréfico do caminho de equilibrio da trelica (0,394,), a estrutura perde a
estabilidade e diverge para a outra posicdao de equilibrio. Apds a divergéncia
inicial, a estrutura passa a vibrar em torno da configuracdo pds-critica e o periodo
da oscilagdo diminui indicando o enrijecimento da estrutura, agora submetida a

tragdo. O plano de fase a, , X, , ilustra a convergéncia das solugdes para os dois

atratores (posi¢oes de equilibrio estdvel).

Quando a trelica possui um angulo de abatimento superior ao critico
(6., =70,76°), a energia dos pontos de selas simétricos é menor que a do ponto
de sela central (Tabela 6.3), e assim a trelica perde a estabilidade lateralmente
quando submetida a uma carga vertical.

Na anélise da trelica com angulo de abatimento de 15°, foram apresentadas

as respostas no tempo dos deslocamentos e velocidade na dire¢do vertical y, uma

vez que o movimento da estrutura € predominantemente simétrico. Qualquer
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perturbacdo na direcdo horizontal decai rapidamente a zero. A Figura 6.16 ilustra

essa situacdo para um deslocamento com componentes 0,065, e 0,24, nas

direcdes x e y, respectivamente.

0.2
0.1
a}‘,d 0
-0.1
_0_2.
-0.06 -0.04 -002 0 002 0.04 0.06
ax,d
(a) Modelo. (b) Plano a, , Xa, ,.
0.067
0.041
0.021
ax,d 0
-0.021
-0.04
-0.06~ -0.24
(c) Resposta 1 Xa . (d) Resposta f X a,,.

Figura 6.16: Respostas no tempo da trelica com carga vertical, & =15°, posicao de

equilibrio estatico (0, 0,2,0,035) e (A, Ay) =(0,065,,0,2h,) .

Para angulos superiores ao critico, ambas as componentes de deslocamento
influenciam na resposta da trelica quando submetida a perturbacdes horizontais.
Inicia-se andlise da trelica com @ =75° impondo-se um deslocamento na dire¢io

x de 1b, na trelica descarregada para os modelos com e sem imperfei¢do. A
Figura 6.17 mostra a resposta ao longo do tempo dos deslocamentos a,, € a,,

e de diferentes planos de fase.
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(c) Resposta txa , .

0.04
0.031

0.021

a}l’d 0.014
L

0 WW{W Ve ‘:2'0

-0.014

-0.021

(e) Resposta ¢ X a,,-

Figura 6.17: Resposta no tempo da
descarregadaeA, =1b,.
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(b) Modelo imperfeito.

1

0.84
0.61
0.44

0.24
a
x,d o

_0.2.
-0.41

-0.61

-0.81

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08
ax,d

(d) Plano a, , xa,,.

0.044

0.031

0.021

0.011
a,\',d

0.

-0.014

-0.021

-0.03

-06 -03 0 03 06 09
ax,d

(f) Plano a, , xa ,.

trelica com e sem imperfeicdo, & =75°,
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Diferentemente do que acontece na trelica abatida, a treliga com € =75°

imperfeita € menos rigida do que o modelo perfeito. Assim o periodo dos
deslocamentos na resposta 7X@, , € maior para a trelica com imperfeigao (Figura
6.17c). Além da variacdo da frequéncia de vibragdo com a amplitude, observa-se
também a nao lineridade da resposta na direcdo y.

Analisa-se em seguida a trelica perfeita com carga vertical estdtica

submetida a perturbacdes horizontais crescentes A em relagdo a posi¢do de

equilibrio estético (0, 0,09,1,054) , como ilustra a Figura 6.18.

1,54

1- ,,’ i ;%\*\
I’l A\/
Q\’ |
0,5
0 .N T ‘ T T ‘ T ‘
-4 -2 0 2 4
a.

Figura 6.18: Localizagdo da treliga com & =75° carregada em seu caminho de
equilibrio: posicao inicial (0, 0,09,1,054).

A Figura 6.19 apresenta as respostas devido aos deslocamentos A =0,5b,
(vermelho) e A =0,8p,(azul), a partir da posicio de equilibrio estdtico

(0,0,09,1,054) .

0.3

0 001 0.02 0.03

(a) Modelo. (b) Plano a , xa_,.
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(c) Resposta txa , .

0.03
0.02
a, 4
0
20 40 60 80 ; 100

(e) Resposta ¢ X a,.,-
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08
0.61

0.4

a.\',d

-0.10 -005 0 005 0.10
ax,d

(d) Plano @, xa,,.

0.031

0.021

0.011

0

002 004 006

(f) Plano @, , xa, .

Figura 6.19: Respostas no tempo da trelica com carga vertical, &=75°, posicdo de

equilibrio estatico (0,0,09,1,054)e A_=0,5b, e 0,8b, .

Observa-se na Figura 6.19 que em ambos os casos, apds as perturbacdes, a

estrutura retorna assintoticamente a sua posi¢ao estatica inicial.

No Capitulo 5 foram apresentadas as frequéncias naturais da estrutura

submetida a uma carga vertical. Foi observado que préximo ao ponto de

bifurcagdo ha possibilidade de acoplamento modal. Conforme mostra a Figura

6.19, observa-se o acoplamento nos instantes iniciais em ambas as dire¢des, assim

como nos outros planos de fase. Nota-se também que o aumento da perturbacao

aumenta a ndo linearidade da resposta.
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A Figura 6.20 apresenta as respostas no tempo devido ao deslocamento

horizontal necessdrio para a bifurcacdo da trelica (A, =0,82b, ), onde se observa a

divergéncia da solugdo inicial e, posteriormente, a convergéncia para uma posicao
de equilibrio pés-critica. A visualizagdo do processo de perda de estabilidade s6 é
possivel através da integracdo das equagdes nao lineares de movimento, ja que a

perda de estabilidade ¢ eminentemente um processo dinamico.

(a) Modelo. (b) Plano a,,xa.,.

(c) Resposta t X @, , . (d) Plano a, , xa,,.
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L

—

0.51

0 20 40 60 80 100 Y

(e) Resposta 1 Xa ;. (f) Plano dy’d xa,,-

Figura 6.20: Respostas no tempo da trelica com carga vertical, &=75°, posicdo de
equilibrio estatico (0,0,09,1,054)e A =0,82b,.

Conforme apresentado na Figura 6.17, a imperfeicdo na geometria ou de
carga horizontal, como mostrado nos capitulos anteriores, diminui a rigidez
horizontal da estrutura. Na Figura 6.21 visualiza-se a sensibilidade as
imperfeigdes de carga (perturbagdo horizontal de 0,01p ), em azul, e na
geometria da estrutura (projegdes das barras na dire¢do x sdo alteradas em 5% -

ver Fig. 3.5), em vermelho, na resposta do tempo dessas estruturas em relacao ao

modelo perfeito, em preto, considerando um mesmo valor de carga estatica.

12+ oy
SoL
ST
.
.
\
3N
/. .
4, NN
I;' N
§2
,/,' AX
2
_ /A
Qy0’6 I‘
/
/
/
J
i
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i
i
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/|
1]
0]
i
0 : .
-4 -2 0
(04

(a) Caminho fundamental de equilibrio. (b) Resposta X, , .

Figura 6.21: Respostas no tempo das treligas sem e com imperfeicbes (carga e
geométrica) para carga vertical O, =0,799, 6=75°e A, =0,5b,.
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A Figura 6.21 ilustra como as perturbacdes aplicadas influenciam no

periodo da estrutura com um mesmo valor de carga estatica (Q, =0,799).

A andlise estdtica das trelicas submetidas a carga horizontal demonstrou que
o caminho fundamental de equilibrio é estavel até a trelica alcancar o ponto de

bifurcagéo, localizado nas coordenadas a,,>1 e a,, =1. A Figura 6.22

apresenta os possiveis pontos de atracdo para as trelicas com carga estdtica

horizontal.
10 4 34 !
| s z
5 : 1 :
] : L 5
0. o a o0 i D
] c 14
-5
2
-10 -+ 1 T I \ 1 -3 ; ]
2 -1 0 1 2 3 4 0 1 2
a, a,
(a) 8=15°. (b) @="75°.

Figura 6.22: Pontos de atracao para a trelica com carga estatica horizontal.

Na Figura 6.22, as regides hachuradas no caminho fundamental de
equilibrio das trelicas submetidas a um carregamento estatico horizontal indicam
dois possiveis pontos atracdo. Apesar da estabilidade dos caminhos de equilibrio e

ambos dirigirem-se para a direcdo de @, =1 a variacdo da rigidez ao longo do

caminho de equilibrio na dire¢io y em ambas as trelicas até esta coordenada é
diferente.

Comegando pela trelica com 8 =15°, ilustra-se na Figura 6.23 a resposta da
estrutura diante de uma perturbacio vertical igual 0,5/, a partir de trés posi¢oes
diferentes listadas na Tabela 6.6. Mostram-se também as frequéncias e os modos

de vibracao referentes a estas posi¢des.
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Tabela 6.6: Modos de vibragéo e frequéncias naturais para a trelica com 8 =15°.

(@er @0 Q) 6"1,22 /w? Modos de vibrag¢do
(0,045, 0,05, 0,482) 1.30; 16,70 ~0013( 1,000
- o 1,000 | |0.186
(0,309, -1,05, 2,364) 251: 1548 ~0167] 1[043
9 b b b b 9 b 2 1’000 9 1,000
(0,741, 2,00, 3,256) 1,39; 16,61 ~0865( 0083
9 b b b 2 9 9 b 1,000 o 1’000

(c) Resposta txa, ,.
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0.101

0.054

x.d o

-0.054

-0.10-
(d) Resposta 1 x @, .
Figura 6.23: Respostas no tempo da trelica perfeita, carga horizontal, &=15%¢

A, =0,5h, para diferentes posicGes de equilibrio estatico.

A Figura 6.23 e a Tabela 6.6 permite uma visdo geral do comportamento
dindmico ndo linear da estrutura nas duas dire¢des ao longo do tempo diante da
perturbacao na dire¢cdo y. Nota-se na resposta na direcdo y que, para as respostas
de cor vermelho e azul, o periodo da vibragdo € préximo do primeiro modo de
vibragdo e para a trelica na posicdo mais carregada (0,741, -2,00, 3,256)
visualiza-se a superposicdo dos dois modos de vibragdo e sua resposta decai
rapidamente para zero. A resposta na dire¢do x mostra o acoplamento entre os
dois modos de vibragao.

A rigidez da treli¢a na direcdo y na auséncia da carga vertical aumenta e
grandes perturbagdes sdo necessdrias para que ocorra divergéncia. No Capitulo 4
mostrou-se que uma imperfei¢do de carga igual a 0,071Q, altera o caminho
fundamental de equilibrio da trelica abatida que passa a perder a estabilidade por
ponto limite saltando entre os apoios da trelica. A fim de visualizar a resposta no
tempo da treliga para esta situag@o aplica-se esta imperfei¢cdo (0,071Q, ). A Figura
6.24 apresenta a resposta dos deslocamentos na direcdo y para duas perturbagdes

diferentes.
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0\]0\?\3/1\00
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(c) Resposta txa ,: A =0,05h,.

140

(b) Caminho de equilibrio.

3<

(d) Resposta txa, ,: A =0,08A,.

Figura 6.24: Resposta no tempo da trelica com imperfeicdo de carga de 0,071Q,

@ =15° e posicéo de equilibrio estatico (0,08,0,3,0,933).

Se for observada a carga limite na trajetéria fundamental na Figura 6.12a

(Q, =0,042) e comparada com a carga vertical da imperfei¢do de carga aplicada

ao modelo da Figura 6.24 (0,071Q =0,071x0,933 =0,066), nota-se que a carga

horizontal no modelo aumenta a capacidade de carga vertical da trelica. Ao

mesmo tempo, comparando o periodo das respostas com o da Figura 6.14

percebe-se um periodo cerca de 2,5 vezes maior, anunciando que a estrutura esta

proxima de divergir para outra posi¢do estavel, conforme apresentado para uma

perturbagéo superior de A =0,084,.
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Finalmente, a Figura 6.25 apresenta resposta da trelica com @ =75° e carga

estdtica horizontal para uma perturbagdo (A,, A ) =(0,5b,,0,15k;), a partir de

duas posi¢cdes de equilibrio estético.

(Ax’ Ay)

(a) Posicao (0,55,0,007,0,113)
3 —

0 1 2 -4 -2 0 2 4
Oty o,

(c) Caminho de equilibrio: @ X0, (d) Caminho de equilibrio: @, XQ_

1

04

02

-06

(e) Resposta 1 x @, . (f) Resposta txa , .

Figura 6.25: Resposta no tempo da trelica perfeita, &=75°para as posicbes de
equilibrio estatico (0,55,0,007,0,113) e (1,55,0,061,0,302) diante de uma

perturbagéo (A, A ) =(0,5b,,0,15h) .
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De acordo com a Figura 6.25, a trelica na posicdo estitica

(0,55,0,007,0,113) possui uma rigidez efetiva na direcdo x superior e com isso
um periodo inferior em relagdo a trelica da posic¢ao (1,55,0,061,0,302). O mesmo
comportamento observa-se para sua resposta na direcdo y. Nesse caso o
acoplamento maior acontece na resposta da direcdo y.

Este exemplo finaliza a andlise da vibragdo livre amortecida das trelicas
hiperelasticas, onde se observa que a ndo linearidade associada a coexisténcia de
solucdes estaveis leva a uma grande variabilidade da resposta no tempo em termos

de amplitude e periodo de vibragao.
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7
Conclusoes e Sugestoes

Este trabalho investigou o comportamento nao linear, a estabilidade e as
vibracOes de uma trelica neo-Hookeana. Uma andlise paramétrica detalhada entre
trelicas com dois angulos de abatimento (15° e 75°) foi conduzida considerando a
elasticidade em seu dominio ndo linear completo. Duas situagdes de carregamento
foram consideradas: carga estdtica vertical e horizontal. A sensibilidade da
estrutura a imperfei¢des foi estudada, considerando imperfeicdes de carga e na
geometria de sua estrutura. Para isso, uma formulag¢do geral baseada no modelo
com imperfeicdo geométrica foi desenvolvida, o que possibilita a extensdo deste
estudo para trelicas com diferentes angulos de abatimento e imperfei¢Ges, ou até
mesmo para diferentes materiais constitutivos. Dessa forma, todos os caminhos de
equilibrio sdo obtidos e sua estabilidade € investigada utilizando o principio da
energia potencial minima. As frequéncias naturais e os modos de vibracdo sdo
obtidos, confirmando a estabilidade das trajetérias de equilibrio. Utilizando o
principio da conservacdo de energia, os retratos de fase da estrutura sdo exibidos,
possibilitando a compreensao das vdrias solucdes estaveis e instaveis coexistentes
e de sua complexa superficie de energia potencial. E por fim realiza-se uma breve
andlise das vibragdes livres amortecidas em cada sistema estrutural, permitindo
visualizar algumas caracteristicas dinamicas desses sistemas.

A investigacdo da trelica iniciou-se com a andlise de uma barra neo-
Hookeana submetida a um carregamento axial, onde se mostrou a ndo linearidade
fisica da barra hiperelastica, destacando-se a diferenca no seu comportamento
quando submetida a tracdo e compressdo, que pode exibir deformacdes na
compressao e na tracdo bastante distintas para um mesmo moédulo de forga.

A seguir, estudou-se o desenvolvimento das trajetorias de equilibrio da
trelica submetida a uma carga estdtica vertical. Demonstrou-se que a presenga
simultanea da ndo linearidade do material e geométrica geram novos caminhos de
equilibrio que ndo sdo esperados para os materiais eldsticos lineares. Verificou-se

que as trelicas neo-Hookeanas, independentemente do seu angulo de abatimento,
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apresentam cinco posi¢des de equilibrio na situacdo descarregada, sendo duas
destas posi¢Oes estaveis e as demais instdveis.

No estudo das trajetérias de equilibrio, observaram-se dois tipos de
cendrios: trés caminhos independentes e quatro caminhos que se interceptam,
norteando a escolha dos angulos de abatimento, 15° e 75°, da andlise paramétrica.

Quando submetidas a uma carga vertical, as trelicas com angulo de
abatimento de 15° apresentaram o comportamento ndo linear tipico de estruturas
abatidas. Ao longo do seu caminho fundamental, o sistema estrutural mantem sua
simetria, a medida que a for¢ca compressiva cresce, diminui sua rigidez efetiva até
tornar-se nula, exibindo uma bifurca¢do do tipo né-sela (ponto limite), onde, ao
atingir a carga limite, a estrutura perde sua estabilidade e salta para uma
configuragdo pos-critica estavel. Além disto, foram identificados dois caminhos
instdveis isolados associados a ndo linearidade do material.

Para a trelica com angulo de abatimento de 75° e carga vertical, ao longo de
seu caminho fundamental a estrutura alcanca a carga critica e perde a estabilidade
por uma bifurcacdo simétrica instavel. Apds esta bifurcacdo, a configuracdo
fundamental torna-se instdvel até atingir outro ponto de bifurcacdo simétrica,
representando a segunda carga critica da trelica. Seguindo nesta trajetéria a
estrutura torna-se novamente estavel até atingir o ponto limite onde corre um salto
para uma configuracdo tracionada com concavidade invertida.

Uma comparagdo entre as solugdes obtidas e a solu¢do de von Mises é
realizada, permitindo visualizar graficamente, para todos os angulos de
abatimentos, a diferenca entre o comportamento de uma trelica eldstica e uma
hipereldstica, submetida a carga estdtica vertical, ndo s6 em termos das
bifurcagdes, mas também em termos da capacidade de carga.

Tracaram-se as curvas de sensibilidade a imperfeicdes de carga e geométrica
para esses sistemas estruturais. As estruturas com & =75° sdo sensiveis aos dois
tipos de imperfeicdes e as trelicas com @ =15° apresentaram pequena
sensibilidade as imperfeigdes.

Na andlise da trelica submetida a carga horizontal, a estabilidade dos
caminhos de equilibrio apresentou apenas um comportamento, sendo estavel até o
ponto de bifurcacdo para ambos os angulos de abatimento. As trelicas com
6 =15° apresentaram um comportamento inédito, possuindo rigidez negativa no

inicio de sua trajetoria fundamental, provocando um deslocamento do né superior
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no sentido negativo do eixo y, mostrando a influéncia do modelo neo-Hookeano

nos caminhos de equilibrio.

Ao contrdrio da estrutura submetida a carga vertical, ambas as estruturas
apresentam sensibilidade as imperfeicoes de carga e pequena sensibilidade as
imperfeicoes geométricas.

As equagdes do movimento foram obtidas a partir das equacdes de Euler-
Lagrange e utilizando os termos lineares da série de Taylor, linearizaram-se essas
equagdes em torno da configuracdo deformada relativa a uma posicao estdtica de
equilibrio genérica. Com isso, inicialmente, obteve-se a variacdo das frequéncias
em funcdo do angulo de abatimento para as trelicas descarregadas com e sem
imperfei¢do geométrica, mostrando que a imperfeicdo acopla os modos de
vibragcdo proximos ao angulo de abatimento de 45°, podendo levar a uma
interacdo modal. Utilizando as trajetérias de equilibrio, determinaram-se as
frequéncias naturais da estrutura, identificando como estas variam ao longo dos
caminhos de equilibrio, mostrando a grande influéncia do carregamento estético
nas frequéncias naturais da estrutura e servindo de base para andlise das vibragdes
da estrutura.

O principio da conservagdo da energia permitiu analisar o sistema estrutural
para niveis crescentes de energia, considerando determinados conjuntos de
condicdes iniciais e com o tempo de forma implicita, fazendo uma ligacao entre a
andlise estdtica e a andlise posterior das vibracdes amortecidas. Uma abordagem
focada nas posi¢des iniciais descarregadas e nos pontos criticos foi desenvolvida
permitindo uma compreensdo das vdrias solugdes estdveis e instdveis coexistentes
dentro e na fronteira de suas bacias conservativas.

Um amortecimento de Rayleigh proporcional as matrizes de massa e de
rigidez efetiva linear da estrutura carregada foi utilizado nas equagdes nao lineares
do movimento, possibilitando uma andlise gradual da resposta dindmica da
estrutura em vibracdo livre diante de grandes perturbacdes e a visualizagdo do
processo de perda de estabilidade, onde foi aplicado o conceito de bacias de
atracdo. Mostrou-se como o aumento da perturbacdo real¢a a ndo linearidade do

sistema estrutural influenciando nas suas repostas ao longo do tempo.
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Os resultados deste trabalho permitiram caracterizar 0 comportamento nao
linear estitico e dindmico das trelicas neo-Hookenas, um estudo inédito na
literatura, que sdo estruturas potencialmente promissoras para aplicacao na recente
area que envolve a multiestabilidade de sistemas estruturais.

Explorando as trelicas hipereldsticas, alguns trabalhos podem ser

desenvolvidos como continuidade deste. As sugestdes sdo apresentadas a seguir.

* Andlise tedrica e experimental das trelicas hipereldsticas,
caracterizando seu comportamento nio linear estitico e dindmico,
investigando a influéncia da viscoelasticidade diante de acdes de
natureza ciclica;

* adicionar a energia de flexdo na formulac@o do sistema estrutural em
trelica e realizar uma possivel andlise paramétrica com as estruturas
trelicadas aqui apresentadas, considerando a instabilidade local das
barras;

e explorar a rigidez negativa presente nos caminhos de equilibrio
apresentados para as trelicas com angulo de abatimento de 15°
submetidas a carga horizontal em estruturas inteligentes, podendo
ser aplicada em mecanismos ou no aumento da capacidade de carga
da estrutura;

e projetar e analisar estruturas ou materiais compostos por trelicas
hipereldsticas, desenvolvendo uma formulacdo que represente o
comportamento desses arranjos estruturais, que podem exibir
diferentes regimes, nao lineares e lineares de deformacao,
explorando suas aplicagdes, por exemplo, como um mecanismo de
absor¢do de energia;

* investigar a aplicagdo das trelicas hipereldsticas na construgdo e

andlise de placas sanduiches, formando o niicleo destas estruturas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

8
Referéncias bibliograficas

ARIO, I. Homoclinic bifurcation and chaos attractor in elastic two-bar truss.

International Journal of Non-Linear Mechanics, v. 39, n. 4, p. 605-617, 2004.

ATTARD, M. M.; HUNT, G. W. Column buckling with shear deformations—a
hyperelastic formulation. International Journal of Solids and Structures, v. 45,

n. 14-15, p. 4322-4339, 2008.

BAZANT, Z. P., CEDOLIN, L. Stability of structures: elastic, inelastic,

fracture and damage theories. World Scientific, 2010.

CASTRO, C. H. L. Vibracoes nao lineares e estabilidade de trelicas
piramidais abatidas. Dissertacdo de Mestrado. Pontificia Universidade Catdlica

do Rio de Janeiro, 2014.
CHEN, T.; MUELLER, J.; SHEA, K. Integrated design and simulation of tunable,
multi-state structures fabricated monolithically with multi-material 3D printing.

Scientific reports, v. 7, p. 45671, 2017.

COULALIS, C. et al. Discontinuous buckling of wide beams and metabeams.

Physical review letters, v. 115, n. 4, p. 044301, 2015.

CROLL, J. G. A.; WALKER, A. C, Alastair Chalmers. Elements of structural
stability. John Wiley & Sons, 1972.

CUI, Y. Adaptive multistable flexible composite structures. 2015.

DAZIO, A. Course: Fundamentals of Structural Dynamics. An-Najah National
University, 2013.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

148

FLORIIN, B.; COULAIS, C.; VAN HECKE, M. Programmable mechanical
metamaterials. Physical review letters, v. 113, n. 17, p. 175503, 2014.

GONCALVES, P. B.; PAMPLONA, D.; L., S. R. X. Finite deformations of an
initially stressed cylindrical shell under internal pressure. International Journal

of Mechanical Sciences, v. 50, n. 1, p. 92-103, 2008.

GONCALVES, P. B.; SOARES, R. M.; PAMPLONA, D. Nonlinear vibrations of
a radially stretched circular hyperelastic membrane. Journal of Sound and

Vibration, v. 327, n. 1-2, p. 231-248, 2009.

GIOMI, L.; MAHADEVAN, L. Multi-stability of free spontaneously curved
anisotropic strips. Proc. R. Soc. A, v. 468, n. 2138, p. 511-530, 2012.

KASSIMALI, A.; BIDHENDI, E. Stability of trusses under dynamic loads.
Computers & structures, v. 29, n. 3, p. 381-392, 1988.

KOITER, W. T. Current trends in the theory of buckling. In: Buckling of
structures. Springer, Berlin, Heidelberg, 1976. p. 1-16.

KWASNIEWSKI, Leslaw. Complete equilibrium paths for Mises trusses.
International Journal of Non-Linear Mechanics, v. 44, n. 1, p. 19-26, 2009.

LIGARO, S. S.; VALVO, P. S. Large displacement analysis of elastic pyramidal
trusses. International journal of solids and structures, v. 43, n. 16, p. 4867-
4887, 2006.

LEE, S. et al. Dynamic failure of metallic pyramidal truss core materials—
experiments and modeling. International Journal of Plasticity, v. 22, n. 11, p.

2118-2145, 2006.

LOPES, S. R. X. Comportamento Nao-Linear e Instabilidade de Membranas
e Cascas Hiperelasticas. 2003. Tese de Doutorado. PUC-Rio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

149

MISES, R. V. Uber die stabilititsprobleme der elastizititstheorie. ZAMM-
Journal of Applied Mathematics and Mechanics/Zeitschrift fiir Angewandte
Mathematik und Mechanik, v. 3, n. 6, p. 406-422, 1923.

MISES, R. V.; RATZERSDORFER, J. Die Knicksicherheit von Fachwerken.
ZAMM-Journal of Applied Mathematics and Mechanics/Zeitschrift fiir
Angewandte Mathematik und Mechanik, v. 5, n. 3, p. 218-235, 1925.

MOONEY, M. A theory of large elastic deformation. Journal of applied physics,
v. 11, n. 9, p. 582-592, 1940.

NADKARNI, N.; DARAIO, C.; KOCHMANN, D. M. Dynamics of periodic
mechanical structures containing bistable elastic elements: From elastic to solitary

wave propagation. Physical Review E, v. 90, n. 2, p. 023204, 2014.

NAYFEH, A. H.; MOOK, D. T. Nonlinear oscillations. John Wiley & Sons,
2008.

NAYFEH, A. H. Nonlinear interactions: analytical, computational and

experimental methods. Wiley, 2000.

ORLANDO, D. Dindmica Nao-Linear, Instabilidade e Controle de Sistemas
Estruturais com Interacao Modal. 2010. Tese de Doutorado. PUC-Rio.

OGDEN, R. W. Large deformation isotropic elasticity—on the correlation of
theory and experiment for compressible rubberlike solids. Proc. R. Soc. Lond. A,

v. 328, n. 1567, p. 567-584, 1972.

PASCON, J. P. Nonlinear analysis of hyperelastoplastic truss-like structures.
Archive of Applied Mechanics, v. 86, n. 5, p. 831-851, 2016.

RAFSANJANI, A.; AKBARZADEH, A.; PASINI, D. Snapping mechanical
metamaterials under tension. Advanced Materials, v. 27, n. 39, p. 5931-5935,
2015.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

150

SASSO, M. et al. Characterization of hyperelastic rubber-like materials by biaxial
and uniaxial stretching tests based on optical methods. Polymer Testing, v. 27, n.

&, p. 995-1004, 2008.

SCHIOLER, T.; PELLEGRINO, S. A bistable structural element. Proceedings of
the Institution of Mechanical Engineers, Part C: Journal of Mechanical
Engineering Science, v. 222, n. 11, p. 2045-2051, 2008.

SCHMIED, J. U. et al. Toward structurally integrated locally resonant
metamaterials for vibration attenuation. In: Active and Passive Smart Structures
and Integrated Systems 2017. International Society for Optics and Photonics,
2017. p. 1016413.

SCHREURS, P. Material Models. Materials Technology, 2012.

SELVADURAI, A. P. S. Deflections of a rubber membrane. Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, v. 54, n. 6, p. 1093-1119, 2006.

SHAN, S. et al. Multistable architected materials for trapping elastic strain energy.
Advanced Materials, v. 27, n. 29, p. 4296-4301, 2015.

SOARES, R. M. Anilise dindmica de membranas circulares hipereldsticas. 2009.

Tese de Doutorado. PUC-Rio.

THOMPSON, J. M. T.; HUNT, G. W. Elastic instability phenomena. Chichester
etc.: Wiley, 1984.

TRELOAR, L. R. G. The photo-elastic properties of rubber. Part I: Theory of the
optical properties of strained rubber. Transactions of the Faraday Society, v. 43,

p. 277-284, 1947.

TRELOAR, L. R. G. Stresses and birefringence in rubber subjected to general

homogeneous strain. Proceedings of the Physical Society, v. 60, n. 2, p. 135,

1948.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1621820/CA

151

WANG, B. et al. Mechanical behavior of the sandwich structures with carbon
fiber-reinforced pyramidal lattice truss core. Materials & Design (1980-2015), v.
31, n. 5, p. 2659-2663, 2010.

WANG, P. et al. Harnessing buckling to design tunable locally resonant acoustic

metamaterials. Physical review letters, v. 113, n. 1, p. 014301, 2014.

WIKIPEDIA. Arruda-Boyce model. Disponivel em:
<https://en.wikipedia.org/wiki/Arruda%E2%80%93Boyce_model > Acesso em:
27 de junho de 2018.

ZIRBEL, S. A. et al. Bistable mechanisms for space applications. PloS one, v. 11,
n. 12, p. e0168218, 2016.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621820/CA




