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Resumo

Py Silva Cordeiro, Fernanda; Craizer, Marcos. Comportamento
das linhas de curvatura de uma superficie no 3-espaco
euclidiano préximo a um ponto umbilico. Rio de Janeiro,
2019. 47p. Dissertagao de Mestrado — Departamento de Matematica
, Pontificia Universidade Catdélica do Rio de Janeiro.

O objetivo desse trabalho é entender o comportamento das dire¢oes
principais de uma superficie perto de um ponto umbilico isolado. Tratare-
mos inicialmente dos pontos umbilicos de Darboux. Nesse caso temos, essen-
cialmente, trés comportamentos distintos das linhas de curvatura. Também
falaremos sobre pontos umbilicos isolados em superficies com curvatura mé-
dia constante. Nesse contexto, temos infinitas possibilidades para o compor-

tamento das linhas de curvatura.

Palavras-chave
Direcoes principais;  Pontos umbilicos de Darboux;  Superficies genéri-

cas.
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Abstract

Py Silva Cordeiro, Fernanda; Craizer, Marcos (Advisor). Behavior
of curvature lines of a surface in Euclidean 3-space close
to an umbilical point. Rio de Janeiro, 2019. 47p. Dissertacao de
mestrado — Departamento de Matemaética , Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The objective of this work is to understand the behavior of principal
directions of a surface near an isolated umbilical point. Initially, we will
deal with a Darbouxian Umbilical Point. In this case, we essentially have
three distinct behaviors of curvature lines. We also discuss isolated umbilical
points in surfaces with constant mean curvature. In this context, we have

infinite possibilities for the behavior of curvature lines.

Keywords

Principal directions; Darbouxian umbilical points; generic surfaces.
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1
Introducao

Neste trabalho concentraremos nossos estudos no comportamento das
linhas de curvatura perto de pontos umbilicos isolados. O capitulo 2 foi baseado
na referéncia (1), o 3 foi baseado nas referéncias (3) e (4), o capitulo 4 em (2)
e por fim, o capitulo 5 basea-se em (5).

Comecaremos analisando as direc¢oes principais perto de pontos umbilicos
de Darboux. p é um ponto umbilico de Darboux se satisfaz duas condigoes.
A primeira condicao nos permite construir uma nova superficie regular .S, tal
que a coordenada w de um ponto (z,y,w) € S, coincide com a declividade da
projecao de uma dire¢ao principal do ponto a(z,y) de S no plano (x,y).

Na superficie S, encontramos um campo de vetores cuja a projecao da
dire¢do de seus vetores no plano (x,y) coincide com a projecao das dire¢oes
principais de S.

Portanto, a projecao das curvas integrais de S, representa para S as suas
linhas de curvatura.

A segunda condigao, é subdividida em trés condicdes e cada uma delas
estd relacionada com um possivel comportamento das linhas de curvatura, que
estd ligado a quantidade e comportamento das separatrizes. Veja as figuras
3.5, 3.6 e 3.7. Esses comportamentos foram nomeados por Hannay (3) como

Lemon, Monstar e Star. As condigbes:

— D1 - Lemon: E a projecdo de um ponto de sela.
— D2 - Monstar: E a projecao de um ponto de né entre dois pontos de sela.

— D3 - Star: E a projecio de trés pontos de sela.

Em seguida analisamos os pontos umbilicos de Darboux de uma outra
forma. Para isso, inicialmente foram apresentados conceitos e proposicoes sobre
formas quadraticas e formas ctibicas. Em seguida representamos essas formas
utilizando notacao complexa.

Assim, a partir de uma relacao de equivaléncia, conseguimos representar
uma classe de equivaléncia das formas cubicas usando apenas 1 parametro

complexo 3 ou 2 paramentros reais.
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Verificamos que o Jacobiano, definido em 4.7, entre a forma cibica

1
C(z,y) = G (ax3 + 3bx*y + 3cxy® + dyg)

e a forma quadrética Q(z,y) = ]; (x® + ), é equivalente & forma ciibica que
determina as separatrizes de um ponto umbilico.

Observamos que esse Jacobiano possui duas raizes coincidentes se o
parametro [ que representa a cubica estiver no circulo unitario. E possui duas
raizes cujas retas que tem esses valores como declividade se o parametro 3
pertence a reflexdo da ctuspide que é trés vezes maior que o deltoide. Ver figura
4.2.

Essas sao as curvas que limitam, no plano [3, as regioes que representam
as condigoes D1, D2 e D3 de Darboux.

Posteriormente, direcionamos nossos estudos para superficies que pos-
suem curvatura média constante.

Consideramos X (u,v) um sistema de coordenadas isotérmicas, isto é,

um sistema de coordenadas cujos coeficientes da primeira forma fundamental

satisfazem £ = G e F = 0. Associamos a X (u,v) uma fungdo complexa
o(u+iv) = % — 1 f. Pois, mais adiante, a igualdade
Im (gb(w) (dw)z) = fdv*® + (e — g) dudv — fdu® (1-1)

nos sera util para a compreensao do comportamento das linhas de curvatura.
Verificamos, também com o auxilio da func¢ao complexa ¢, que os pontos
umbilicos de superficies que possuem curvatura média constante, com a excecao
do plano e da esfera, sao isolados.
Confirmamos que se X (u,v) é uma carta isotérmica de uma superficie
e Z(u+iv) = u(u,v) + i0(u,v) é um difeomorfismo holomorfo, entdo a carta
Y (u,0) que satisfaz Y (2) = X também é uma carta isotérmica.

2

E usamos a relacio ¢(z) = ¢ (2 (2)) aj(z)) para verificar a existéncia
de um sistema de coordenadas isotérmicas tal que a fungdo complexa a ela
associada é dada por ¢(z) = 2.

Por fim, utilizando esse sistema de coordenadas isotérmicas e a igualdade
1-1, observamos que existem infinitas possibilidades para o comportamento
das linhas de curvatura. Tais possibilidades dependem de n € N. Observamos
também que o indice do ponto umbilico é _7” Observe a figura 5.2.

Para entender a relacdo entre os dois tipos de pontos umbilicos aborda-
dos, tomamos a parametrizacao de Monge de uma superficie com curvatura

média constante. Notamos que nao existem pontos umbilicos de Darboux do
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tipo Lemon e do tipo Monstar numa superficie com curvatura média constante.
Perecebemos junto a isso, que nas superficies com curvatura média
constante, os pontos umbilicos com n # 1 nao sao pontos de Darboux pois sua

parametrizacao de Monge nao ira satisfazer a primeira condicao de Darboux.
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2
Nocdes de geometria diferencial de superficies em R?

Neste capitulo enunciaremos conceitos basicos de geometria diferencial
essenciais para o entendimento dos préoximos capitulos. Nao serao feitas as de-
monstragoes dos teoremas e das proposi¢oes enunciadas aqui. Essas demons-

tragoes podem ser encontradas em (1).

Definigao 2.1 Um subconjunto S C R?® é uma superficie reqular se, para cada
p € S, ewiste uma vizinhanca V de p em R e uma aplicacio diferencidvel
x:U = VNS de um aberto U de R? sobre VNS tal que x é um homeomorfismo

diferencidvel e para todo q € U, a diferencial dz, : R* — R® € injetiva.

Definicao 2.2 Dada uma aplicacio diferencidvel F : U — R definida em um
conjunto aberto U de R3, dizemos que p é um ponto critico de F se a diferencial
dF, : R* = R ndo é uma aplicagio sobrejetiva. A imagem F(p) de um ponto
critico € chamado um valor critico de F'. Um ponto de R que nao é um valor

critico de F' € chamado um valor reqular de F.

Proposigao 2.3 Se F': U C R® — R ¢ uma funcio diferencidvel e a € F(U)

¢ um valor reqular de F, entdo F~'(a) é uma superficie reqular em R3.

Definigao 2.4 Seja w € T,S. A forma quadrdtica I,(w) = (w,w), = |w]?
é chamada a primeira forma fundamental da superficie reqular S C R?® em
peSs.

Podemos expressar a primeira forma fundamental em termos de {z,, z,}.
Seja w = ax, + bx, € T,S. Pegue uma curva a(t) = z (u(t),v(t)) em S tal que

a(0) =p e /(0) = w. Nesse caso, a = u/(t) e b =1'(t). Temos ainda que

I(w) = (a/(0),a'(0)),
= (x,u + z, 0, v + x0'),

= (T, $u>p(u/)2 + 2(xy, xv)pu/v/ + (vy, xv)p(vl>2

Counsiderando
E = <~Tu, xu>p )

F = {(xy,z,), €
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G = (Ty, Ty)yp-

Temos I,(w) = Ea®?+2Fab+Gb*. E, F e G sdo chamados os coeficientes

da primeira forma fundamental.

Definicao 2.5 Seja S uma superficie com orientacio. A aplicagio N : S —

3
R, Ty N\ Ty

N(q) = W(Q) (2-1)

que toma seus valores na esfera unitdria S* é chamada a aplicagio de Gauss

de S.

Proposicao 2.6 A diferencial AN, : T,S — T,S da aplicacio de Gauss é uma

aplicagao linear auto-adjunta.

Definicao 2.7 Seja v € T,5. A forma quadrdtica 11,(v) = —(dN,(v),v), €

chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Definicao 2.8 Seja, C' C S uma curva regular que contém p, k a curvatura
de C' em p, e cosf = (n,N), onde n é o vetor unitirio normal a C e N € o
vetor normal unitario a S em p. O numero k,, = kcos é chamado a curvatura

normal de C' em p.

Proposicao 2.9 Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um ponto
p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.
Nomeadamente, k,(p) = I1,(w), sendo w um vetor normal unitdrio paralelo d

reta tangente.

Teorema 2.10 Sendo dN, : T,S — 1,5 uma aplicagao linear auto-adjunta.
Existe um base ortonormal {ei,es} de T,S tais que dNy(e1) = —kiey,
dNy(e3) = —koes. Os valores ky e ko, ky > ko, sdo o mdzimo e o minimo,
repectivamente, da forma quadratica 11,(v) = (dN,v,v) sobre o circulo unitd-
rio de T,S.

Definic¢ao 2.11 O mdzimo da curvatura normal ki e o minimo da curvatura
normal ks, sdo chamados curvaturas principais em p. As direcoes correspon-

dentes e, e e sdo chamadas diregoes principais em p.

Definicao 2.12 Seja C' C S uma curva tal que para todo ponto p € C' a reta
tangente a C' € uma diregdo principal em p, entdo dizemos que C' € uma linha

de curvatura de S.
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Definicao 2.13 Seja p € S. O determinante de dN, é chamado a curvatura
Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do tragco de dN, é chamado
a curvatura média H de S em p. Em termos das curvaturas principais temos
K =kky e H= ;(/{1 + ko).

Definicao 2.14 Seem p € S, ki = ks, entdao p € chamado um ponto umbilico
de S.

Observagao 2.0.1 A expressio da sequnda forma fundamental na base
{2y, ,} € dada por I1,(a/) = e(u)? + 2fu'v' + g(v')?, sendo

e = (N,xuy) = —(Nu, Tu),
f=(N,zu) = —(Ny,xy) = —(Ny,x,) €

g = (N, xy,) = —(Ny, x,).

e, f e g sao chamados os coeficientes da sequnda forma fundamental.

Observacio 2.0.2 E possivel escrever a matriz de dN, em termos dos coefi-
cientes da primeira e sequnda formas fundamentais. Consequentemente, temos
, . . eg — f*
tamb t G d do K = ————
ambém as curvaturas Gaussiana e média, sendo 50— 2 e
leG -2fF +gFE
2 EG-F?

Observagao 2.0.3 Segue da definicio de linha de curvatura que, para que

(2-2)

uma curva a(t) = x (u(t),v(t)) seja uma linha de curvatura de S, € necessdrio e
suficiente que dN (a(t)) = N(t)d/(t). A partir dai obtemos a equagao diferencial

das linhas de curvatura,
(fE —eF) (W) + (gE — eG) UV + (gF — fG) (v')* = 0. (2-3)

Definicao 2.15 Sejam E, F espacos vetoriais. Uma forma bilinear b : E X
F — R ¢ uma fungdo b(u,v) linear em cada uma de suas varidveis u € F,

veEeF.
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3

Pontos umbilicos de Darboux

Para toda superficie S com um ponto umbilico pg, existe, numa vizi-

nhanca de py, uma parametrizacio de Monge «a(z,y) : (R% 0) — (S, po) ,

Oé(l',y) = (l’,y, h(l’,y)) . (3_1)
Sendo h(x,y) definida por,
_ koo 2 a5 by ¢ 5 d 4
h(z,y) = 5 (m +y ) + 6x + 5% Y+ 5y + 6y + 0[4]. (3-2)

Conseguimos essa carta com a inversa da projecao da superficie no plano
tangente a S em pg e escolhendo em 7},,S uma base x, y ortonormal adequada,
conseguimos zerar o coeficiente do termo z%y, b.

Com uma base ortonormal qualquer em 7},,S, temos que:

— O termo constante é zero porque o ponto (0,0,0) pertence a superficie.

— Os coeficientes dos termos x e y zeram pois o plano tangente a S em
(0,0) é gerado por z (1,0, h,(0,0)) +y (0,1, hy(0,0)) e este plano é, por
construcdo, o plano (z,y). Logo temos h,(0,0) = h,(0,0) = 0 e isto
implica que os coeficientes dos termos x e y sao 0.

2

— Os coeficiente de 2%, y? sdo iguais. De fato, com a parametrizacio

a = (z,y,h(z,y)), a matriz dN no ponto (0,0,0) é

[ hzz _hzy]

_hwy hyy

Como (0,0,0) é um ponto umbilico, temos que nesse ponto a curvatura
normal k, = (dN(r),r) é constante. Fazendo r = (1,0) e r = (0,1)

obtemos respectivamente k, = hg., k, = hy, isto implica que k, =
Ry = hyy.
— O coeficiente xy é zero. Com a parametrizagio o = (z,y,h(x,y))

mencionada e a matriz dN no ponto (0,0,0), fazendo r = (1,1) -

Sl

1
obtemos k,, = 5 (2k,, — 2hyy) o que implica em h,, = 0.
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— Por fim, se o coeficiente do termo 2y for diferente de 0, podemos zera-lo

com uma rotagao dessa base ortonormal. De fato sejam

a3 b, ¢ o, s koo o
h—gx +§xy+§xy +6y +§(a: +y>+0[4]

com b # 0,

x' = xcosb + ysend

/

Yy = —xsend + ycosb
Dai teremos,
x = 2'cosl — y'send
y = x'senf + y'cosd

Com as substituicdes necessarias encontramos o coeficiente do termo 2?3/

que é:
a v c d
5 (—30032056n9)+§ (00339 — 2005956712(9)4-5 (—86’)”&39 + 2605295671(9)4-6 (sen290039)
/
Para 6 = 7 o coeficiente de z'%y’ é —7 ¢ para 0 = —7 o coeficiente de
b/

"y é o como a expressao acima é continua com relacao a #, temos que

existe algum 6 para o qual o valor dessa expressao é zero.

Observacao 3.0.1 No proximo capitulo, vamos analisar a forma ciubica sem

a simplificacao b = 0.

Definicao 3.1 Em wuma superficie S, dada pela expressao 3-1, considerando
a, ¢ e d os coeficientes da parametrizacao de Monge a(x,y). O ponto umbilico

po € um ponto de Darboux se satisfizer as sequintes condicoes:
T:clc—a)#0
D: Uma das sequintes condigoes é satisfeita:

d 2
c 2c

d 2
D,: () v2>2 51 a+#2;
2c c
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a
- <L
c

D3 N
Uma vez que a condicao T é satisfeita, a condicdo D nao depende da

carta escolhida. A demonstracao desse fato sera feita apds a interpretacao

geométrica das condigoes Dy, Dy e Ds.

3.1
A condicao T

As diregbes principais sao determinadas pela equagao 2-3. No caso da
superficie S com a parametrizacio de Monge «(z,y), as dire¢des principais

sao determinadas pela seguinte equacao:

[cy + L](dy)? — [(¢ — a)x + dy + M](dx)(dy) — [cy + N](dz)> =0  (3-3)

onde L, M e N sao curvas suaves de grau maior ou igual a 2.

A condigao T assegura que os conjuntos

Sy =A{(z,y.p)lley + LIp* = [(c —a)z +dy+ Mlp— [cy + N] =0} e (3-4)

Se=A{(z,y,Q)lley + L] = [(c — a)x + dy + M]q — [cy + N]¢" =0} (3-5)

sao superficies suaves.

De fato, suponha c(c — a) # 0 e seja:

F(x,y,p) = [ey + L]p* — [(¢ — a)x + dy + M]p — [cy + N] (3-6)

Temos que S, = F~'(0). Segue que se 0 ¢ um valor regular de F', pela
proposicao 2.3, S, é uma superficie regular.

OF
Observe que 9 0 apenas quando x = y = 0. De fato, como

estamos interessados no comportamento das diregbes principais perto do

ponto umbilico, podemos considerar apenas uma vizinhanga de (0, 0). Suponha
oF Lp*+ N
— | <

— =0ey # 0 e tome uma vizinhanga de (0,0) tal que
Isto é possivel porque L e M tendem a zero quando |(x,y)| tende a zero

dp

e, L e M possuem ordem maior ou igual a 2. A partir dessa restri¢ao, obtemos

a seguinte inequacao:

|Lp? + N| < |ey (p2+ 1) |
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Figura 3.1: Superficie S, de um ponto umbilico de Darboux que satisfaz a
condicao D1.

Para que o ponto pertenga a superficie ele deve satisfazer [cy + L]p2 —
oF
[(c—a)x+dy+ M]p—[cy+ N] = 0, considerando também 5 = 2pley + L] —
P
[(c —a)x + dy + M] = 0 obtemos:

lcy + Lp* + [cy + N] =0
=cy(P*+ 1)+ Lp*+N =0
=cy(p*+1)=—-Lp*— N

= | = Lp* = N| = [ey (p* + 1) |

Absurdo, pois consideramos uma vizinhanga de (0,0) tal que | — Lp* — N| <
OF
lcy (p*> + 1) | . Logo, se 5 = 0, entdo y = 0.
p
Analogamente, mostra-se que se 9 0 entao x = 0.

Em (0,0, p), 0 é um valor regular de I pois temos que,
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oF
or —(c—a)p
oF
— = —c—dp+ 2cp?
dy
oOF
Il
dp
oF OF
Desse modo, — e — nao se anulam simultaneamente pois — = 0
or 0Oy ox
OF
apenas quando p = 0, mas quando p = 0, 0 # 0 , porque por hipdtese,
Y

¢ # 0. Portanto, S, é uma superficie regular.

E interessante observar também que, se zero é um valor regular de F,

F
entao c¢(c — a) # 0. Suponha c(c —a) = 0. Se ¢ — a = 0, entao e 0, mas
x

F
para que e seja diferente de 0 para todo p devemos ter d* + 4c¢* < 0 que é
Y
oF

um absurdo. Se ¢ = 0, entdao — = ap e — = —dp se anulam em p = 0.
ox dy

3.2
A condicao D

Na Superficie S, considere o seguinte campo de vetores L, :

oF
$'=2p[cy+L]—[(C—@)$+d3/+M]:afp
OF
y’zp(2p[cy+L]—[(C—a)w+dy+M])=pafp
oF oF
/o _ 2 3 — | = -
p = (c—a)p+ pc+dp* — cp® + 0[1] [830 +p8y]

oF or or
oz’ Oy’ Op

! 2 N /.
Lp é tangente a superficie.

Temos que VF' = ( ), sendo assim, < L, VF >= 0. Logo

Observagao 3.2.1 A projecio de uma curva integral C' de L;, no plano (x,y),
representa para S a projecdo de uma linha de curvatura.

De fato, para que uma curva C em S, seja uma curva integral, o vetor
derivada de todo ponto x deve ser paralelo ao vetor L, ().

Por construgao, num ponto (x,y,p) da superficie S,, p corresponde
ao coeficiente angular de uma das direcoes principais da superficie S, no
parametro (x,y).

Seque que a diregio da proje¢io de um vetor do campo L;, coincide com

uma das diregoes principais de S no mesmo parametro.
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Sejam P, : S, — R? a projecio da superficie S, no plano (z,y) e
P L, — R? a projecio do campo de vetores L;, no plano (xz,y). Temos
que P (z,y) = {(x,y,71), (x,y,72)} sendo r1 e ry os coeficientes angulares

das diregoes principais da superficie S no ponto (x,y).

. OF, OF, ,
Temos ainda que P, (L]’D(x,y,rl)) = (app(x,y,rl),rlapp(x,y,r1)> cujo

OF, OF,

ent lar é Py (L = =2 —=£
coeficiente angular € ry e 2( p(%yﬂb)) ( Bp (z,y,72), 72 Bp (m,y,rg))

cujo coeficiente angular é ro. Por isso, fora de (0,0) a projecio do campo de
vetores L;, no plano (x,y), gera as diregoes principais de S.

As singularidades do campo L;, estao no eixo p uma vez que 2’ =y =0
apenas quando — = 0 e ja vimos que isso s6 acontece quando x =y = 0.

dp

Sendo assim, no eixo p,
pP'=0=p(c—a)—p(ep’—dp—c)=0
= —p(ep?* —dp+ (a—2¢))=0.

Isto quer dizer que as singularidades da superficie S, estao nos pontos

(0,0,p;), 2 =0,1,2, onde p; é uma das raizes da equagao

P(p) = —p (cp* — dp+ (a — 2)) (3-7)
sendo:
po=20
_ i _ i i — g —+ 2
p1 2c 2c c
_ i + i i — g 2
Pz = 2c 2c c

Sabendo que, para um p diferente de py, p; e p2 o vetor L' ((0,0,p)) é
paralelo ao eixo p e que o campo de vetores é continuo, concluimos que toda
curva que tende a x = y = 0 deve tender a (0,0, pp), (0,0, p;1) ou (0,0, ps).

Pela construcao da superficie S,, temos que uma curva que tende a
(0,0, p;) deve ter a declividade tendendo a p;.

Considere as semirretas I;7 = {(x,p;z)|z > 0} e ;7 = {(z,pix)|z < 0} e
as retas l; = {(z,p;x)}.

Vejamos agora a relacao da geometria das superficies que satisfazem as

condicoes D;’s com as semirretas citadas.

2
a d

— — 2
c> (20) +

lop ¢ a tnica direcao possivel na qual devem se aproximar tangentes de

Ds: As raizes p; e py sdo valores imaginarios. Sendo assim,
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linhas de curvatura que tendem a z =y = 0.

22
Ds: <> +2> a > 1,a # 2c¢| Nos diz que ha trés dire¢oes distintas. Mais
c

2c
ainda, como pips > —1, existe um setor angular com angulo menor que

m ., A .
5 que contém as trés semirretas [}

a
Ds: { < 1} Como na condigao D,, temos 3 direcoes distintas, porém pips <
c

T

—1, neste caso nao temos um setor angular, com angulo menor que 5

que contém trés semirretas distintas.

De fato, essas representacoes geométricas, sao equivalentes as condig¢oes
Dy, Dy e D3. Com isso, podemos verificar que a condi¢cao D nao depende da
carta escolhida.

Basta observar que, se a carta «(z,y) de uma superficie satisfaz a condi-
¢ao D1, Dy ou Ds3, entao a superficie possui a respectiva geometria associada,
como a mudanca de carta a altera, temos que uma nova parametrizacao de
Monge deve satisfazer a mesma condicao.

Mais especificamente, veremos quais sdo as possiveis parametrizagoes de
S por cartas de Monge.

Sejam a(z,y) = (z,y,h(z,y)) e o/(2,y) = (2/,y/, K (2',y)) cartas de

Monge da superficie .S sendo

/ / / !
N ) v o, ooy d g kg 2
h(x,y)—gx +§xy+§xy —i-gy +§(I +y)+0[4]

com b = 0.

o' é uma rotacdo da carta a. E neste caso,

b = (—30032936719) + g (—sen39 + 20032936719) + Z (sen290039>

e

b
Como a condigao T é satisfeita, cos (6) # 0, caso contrario, d' = j:§ # 0.

Com isso,

,  senfl o senf\>  senf
20" = cos°0 |c —d +a—2c
cosb cosb cosf

Exigir uma rotacao que matenha b = 0 equivale a encontrar as raizes de

plep? —dp +a+2c] =0

sent

onde p = vk
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Logo, as possiveis cartas de Monge da superficie S possuem a reta

lo = (z,0) como uma possivel direcdo em que tendem as tangentes das linhas

de curvatura que tendem a (0,0).

Consequentemente, a superficie S,, construida a partir dessa nova carta,

terd como nova origem (0,0, p;) ou (0,0, py).

Finalmente, com o que foi apresentado anteriomente, podemos visualizar

o comportamento do campo de diregdes nesses casos.

Dli

DQI

Em (0,0,0), a superficie S, é tangente ao plano (x, p) pois o gradiente de
F nesse ponto é (0, —x,0). Para uma melhor visualizacao, projetamos o
campo de vetores L' no plano (z,p). A matriz Jacobiana dessa projegao
¢ dada por:
—Cc+a 0
ox’'
p

2c—a

a\ [a
cujo determinante é a — ¢(2c —a) = —c? () ( — 2). Como a condigao
c) \c
2

D, garante que % > (20 + 2, temos que esse determinante é negativo,
portanto este é um ponto de sela. Na figura 3.2, para facilitar visualiza-
cao, temos esbogada apenas uma parte da superficie S, a projecao das
linhas de curvatura no plano (x,p) e a projecao das linhas de curvatura
no plano (z,y).

a a
Vamos olhar para os casos 1 < — < 2 e — > 2 separadamente.
c c

No ponto (0,0,0) o Jacobiano da projegdo do campo L' é novamente

(¢

Sel1< < 2, esse Jacobiano é positivo e portanto (0,0) representa um
no nessac situacao. Nesse caso, p1 < pg < p2 e uma mudanca de carta que
mantenha p; ou py na origem, manteria verdadeira a condi¢do Do, como
foi mencionado anteriormente, mas estaremos no outro subcaso dessa
condicao, ou seja, % > 2. Assim sendo, p; e py sdo pontos de sela, pois o

determinante seria negativo.

Se 4 > 2, esse Jacobiano é negativo e portanto (0, 0) representa uma sela
e necssa situacao py < p1 < p2 ou p1 < Py < Po, sendo p; um néd e p; uma
sela ou ps um noé e p; uma sela respectivamente. Pois, analogamente ao
caso anterior, uma mudanca de carta pode mudar o subcaso da condicao

D,.

Em resumo, na condicdo Ds, temos um né entre duas selas. Podemos
visualizar o comportamento das linhas de curvatura nesse caso a partir

do esbogo na figura 3.3.
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X

Figura 3.2: Projecao das linhas de curvatura na condi¢ao D1

D3: Mais uma vez no ponto (0,0,0) o Jacobiano da proje¢ao do campo L'
é —c? (a) (a — 2> que é negativo. Portanto nesse caso, o ponto (0,0)
tambémcé uncl ponto de sela. Sobre os pontos (0,0,p1) e (0,0, py), temos
que eles também sao pontos de sela, pois com uma mudanca na carta
(z,y) podemos tomar esses pontos na origem sem que a condigdo D3

se altere, como foi mencionado anteriormente. Portanto, o Jacobiano
/ !/
) a a

correspondente serd (—c’)? <1 — ,> <2— /) em p, = 0, e como a
c c

condi¢cao D3 nao se altera com essa mudanca de coordenadas, o Jacobiano

continua negativo. Mais uma vez, temos na figura 3.4, um esbogo parcial

da superficie S, e das projecoes pertinentes.

O comportamento das linhas de curvatura nas superficies que satisfazem
as condi¢oes D1, D2 e D3 de Darboux foram nomeados por Hannay como
Lemon, Monstar e Star respectivamente. Nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7 vemos a

projegdo das linhas de curvatura no plano (z,y).
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A

s
A
o

Figura 3.3: Projecao das linhas de curvatura na condi¢ao D2

24
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=Js
.
%

5
1
T

Figura 3.4: Projecao das linhas de curvatura na condi¢ao D3

Figura 3.5: Lemon- possui apenas uma direcdo do ponto umbilico por linhas

de curvatura. O indice das dire¢oes principais no ponto umbilico é 3
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igura 3.6: Monstar- ui trés direco ntidas num r angular, com an-
Figura 3.6: Monstar- Possui trés direcoes contidas setor angular, com a
gulo menor que 7, de aproximagao do ponto umbilico por linhas de curvatura.

O indice é —.
indice & 5

Figura 3.7: Star-As trés diregoes cujas linhas de curvatura se aproximam nao

estao contidas num setor angular com angulo menor que 7. O indice ¢ <>
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Pontos umbilicos de Darboux - Parte |l

Considere uma superficie em R? em sua forma de Monge, gréifico de

h(z,y) = Q(x,y) + C(x,y) + O(4),

onde 1
Clx,y) = G (ax3 + 3ba?y + 3cxy® + dy?’) e (4-1)

Q(z,y) = l; (+*+v). (4-2)

A equagdo diferencial das diregoes principais perto de (0,0) é
(bx + cy + O(2)) do*+((c — a)x + (d — b)y + O(2)) dedy—(bx + cy + O(2)) dy”

onde O(2) indica termos de grau maior ou igual a 2 em (z,y). Ignorando os

termos O(2) e fazendo dzx = z, dy = y, obtemos a forma cibica
P(z,y) = bx® + (2c — a)xy + (d — 2b)xy* — cy®. (4-3)

Repare que esta equagao ¢é equivalente a equacao 3-7 que determina as
separatrizes, se fizermos p = Yy e considerarmos b = 0 como foi feito em 3-1.

Estamos interessados em saber quando a forma cubica P possui raiz
dupla e quando possui um par de raizes cujas diregoes que tem essas raizes
como declividade sao ortogonais. Tais alternativas nao ocorrem quando ¢ valida
a condicao D dos pontos umbilicos de Darboux, mas sao justamente esses casos

as transicoes entre as condigoes Di de Darboux.

4.1
Formas quadraticas

Uma forma bilinear simétrica Va(u,v) estd associada a uma forma qua-
dratica ¢(u) = Va(u,u). Em R? considerando u = (x,), v = (2',y) e a matriz
de V5 sendo

obtemos
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s[5 ][]

Logo ¢(u) = ax?® + 2bzy + cy?. Dizemos que p(u) ¢ uma forma eliptica
se o determinante da matriz de V5 é positivo, isto é, se ¢ possui duas raizes
complexas conjugadas.

Dizemos que ¢(u) é uma forma parabdlica se o determinante da matriz
de V5 é zero, isto é, se  possui duas raizes reais iguais.

Dizemos que ¢(u) é uma forma hiperbdlica se o determinante da matriz
de V5 ¢é negativo, isto é, se ¢ possui duas raizes reais distintas.

Nos casos hiperbélicos e parabdlicos ¢ pode ser fatorada como o produto
de duas formas lineares. Os ntcleos dessas formas sao chamados de linhas de
raiz.

Uma forma quadratica é dita como sendo reto angular se é hiperbdlica e

suas linhas de raiz sao ortogonais.

Proposicao 4.1 A forma quadrdtica ax® + 2bxy + cy? € reto angular se e sé

sea+c=0

Prova. Suponha que a forma quadratica é reto angular. Entao ela é hiperbdlica
e pode ser fatorada como o produto de duas formas lineares. Considere a
fatoragao (ax + By) (vx + 0y) nesse caso a = ay e ¢ = (6. As linhas de raiz
dessa forma sao ortogonais se, s6 se ay = —f39, e isso ocorre se e s6 se a+c = 0.

Por outro lado, suponha que a + ¢ = 0, a forma quadratica sera
ax?® + 2bzy — ay®. O deteminante da forma bilinear a ela associada é negativo,

portanto a forma quadratica é hiperbdlica. Tal forma pode ser fatorada como

y(b— Vb +a?

x+ ( ) (ax +y (b + V% + CLQ)) e pode-se verificar que as
a

linhas de raiz sao ortogonais. [

4.2
Formas cubicas

Uma forma trilinear simétrica V3(u, v, w) induz uma forma ctibica o(u) =
Va(u,u,u). Em R?, considerando v = (x,y), temos o(u) = ax®+3bzr*y+3cry*+

dy3. Definimos a matriz Hessiana da forma ctibica como sendo

ar +by bxr+cy
bx +cy cx+dy

e chamamos o determinante dessa matriz de Hessiana da forma ciibica. A

menos de um fator, essa é a matriz Hessiana usual.
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A Hessiana de uma forma cubica define uma forma quadratica. As linhas
de raiz da Hessiana sao chamadas de linhas da Hessiana.

Dizemos que uma forma ciibica ¢é eliptica se possui trés linhas de raiz
distintas, parabodlica se possui trés linhas de raiz reais sendo duas coincidentes,
perfeita se possui trés linhas de raiz reais coincidentes e hiperbélica se possui

uma linha de raiz real e duas complexas conjugadas.

Teorema 4.2 As Hessianas das formas cubicas elipticas, parabdlicas, perfei-
tas e hiperbolicas sao formas quadrdticas elipticas, parabolicas, nao definidas

(Hessiana identicamente nula) e hiperbdlicas respectivamente.

Prova.

Vamos examinar cada caso separadamente. Inicialmente note que analisar
Hessianas multiplas de 22 + 42, 22, 0 e 2y é o suficiente, pois a escolha da base
nao altera o conceito da Hessiana.

A Hessiana da forma cibica az® + 3bx*y + 3cxy® + dy?, é dada por
(ac — b*) 2% + (ad — be) xy + (bd — ¢*) y2.

Se a Hessiana for um miltiplo de xy ela sera hiperbodlica e devemos ter

bd —c*=0
ac—b? =0
ad — bc # 0
Sabemos que a # 0 poisa =0 = b =0 = ¢ = 0 e terfamos entdo a
b2
Hessiana nula. Analogamente d # 0. Suponha que ¢ # 0, temos entdao a = —.
c

2
Como bd = ¢?, multiplicando a esquerda por a e & direita por —, obtemos
c

abd = b3c
= abd — b’c =0
= b(ad —bc) =0

Como ad — be # 0, temos b = 0, mas isso implica em ¢ = 0. Absurdo.
Portanto, nao podemos supor que ¢ # 0. De forma analoga, encontramos
b = 0. Concluimos que, uma forma cubica que tem Hessiana multipla de
xy deve ser da forma ax® + dy. E essa cubica pode ser fatorada como
(a%x—f— d%y) (a%xQ —asdszy — d§y2). Ou seja, a forma cubica que possui
Hessiana hiperbolica é hiperbdlica.

Se a Hessiana for um multiplo de 2? devemos ter:
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bd —c* =0
ad —bc=0
ac—b? #0

Assim, b =0 = ¢ =0, mas b e ¢ ndo podem se anular ao mesmo tempo.
Com b # 0, temos

Nao podemos ter ac —b = 0, pois isso implicaria em ac—b? = 0. Portanto
devemos ter ¢ = 0 e isto implica em d = 0. Assim, a equacao cubica serd da
forma ax+3bx?y = 2* (ax + 3by). Ou seja, a forma ciibica que possui Hessiana
parabdlica, é parabdlica.

Se a Hessiana for identicamete nula temos:

bd —c? =0
ad —bc=0
ac—"b*=0

Supondo a = 0, temos b = 0, ¢ = 0 e a forma ciibica serd dada por dy3.

Mas se a # 0, temos

b2
c=—
a
b4
a
= b=asds
De forma andaloga, d = 0 implica em ¢ = 0 e b = 0. Terfamos a

forma ctibica az3. Se d # 0, temos b = %, e conforme feito anteriormente,
encontramos ¢ = a3ds.

Portanto, se a # 0 e d # 0, a forma ctibica sera dada por ax3+a%d%x2y+
a%d%my%rdy3 que pode ser fatorada em (a%x + b%y)g. Concluimos que a forma
cibica que possui uma matriz Hessiana identicamente nula, é perfeita.

Por fim, considerando a Hessiana multipla de x? + 32, temos:
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ac—b*#0
ad —bc =10
bd— 240
bd — % = ac — b?

a=0=c=0= —b>=bd = b= —d, neste caso a cubica serd da forma
3bx*y — by? que pode ser fatorada em y (3%20 + y) (B%bx — by).
Se a # 0, temos

p=

= ai—an:bzc—cQa

= a(ac — b*) = —c(ac — b?)
=a=—c

=b=—-d

Temos a ctibica az® + 3bx?y — 3axy? — by?.

Concidere a rotacio da base de R? dada por:

r = Xcost + Y sent
y = —Xsent + Ycosf

onde 0 satisfaz
a = cos(30)
b = sen(30)

A cubica nessa nova base serd dada por

X? (a(cos®0 — 3sen*0cosd) + b (—3cos*0send) + sen®0))
+Y3 (a (sen®0 — 3senfcos®0) + b (3sen*0cost — cos*0))
+X?Y (a (9cos*0send — 3sen®0) + b (—3sen®d + 9cos*dsend) )
+XY? (a (~3cos®0 + 9cosbsen’d) + b (—3send + 9cos*fsend) )
Como cos(30) = cos®0 — 3sen2fcost e sen(36) = —sen®d + 3cos2dsend,
obtemos
X* (a? +0%) + XY (—3a% — 30%)

Podemos fatorar da seguinte forma:
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(a® +0%) X (X +32Y) (X - 32Y)

Portanto, a forma ciibica que possui hessiana eliptica é eliptica.
|

Defini¢ao 4.3 Uma forma cibica € dita reto angular se as linhas de raiz da

Hessiana sao ortogonais, sendo a Hessiana hiperbolica.

4.3
Notacao complexa

A forma quadratica pode ser escrita em termos de coordenadas complexas
2 B ) a—c—2bi a+c
por yz° 4 2rzz + 7z ondez:x—l—zy,’y:fer: 1

Proposicao 4.4 A forma quadrdtica yz*+2r2z +7%5z* é parabdlica se somente

se, vy = r? e tem duas linhas de raiz ortogonais se e $6 se r = 0.

Prova. Por definicao a forma quadrética az?+bxy+cy? associada a vz2+2rzz+
5, - i 9 a—c—2bi a+c
~vz= ¢é parabolica se s6 se, ac —b” = 0 sendo 7 = —  °r=

que vy —r? = ac— b*. A segunda parte da proposicao segue da proposicio 4.1.

temos

Como no caso da forma quadratica, a forma cubica a3+ 3bx?y+3cry?+dy?
pode ser escrita em termos de varidveis complexas como az®+ 3522243822 +
@z® para convenientes a, 8 € C .

Duas formas cubicas sdo ditas equivalentes se sao multiplas entre si. O
conjunto dessas classes de equivaléncia forma um espago 3-dimensional.

Podemos ir mais adiante e considerar equivalentes formas que sao obtidas
uma pela rotacdo da outra. Assim, se na forma az® + 382%z + 38327 + az®
fizermos asz = ¢ esta forma se reduz a uma forma cujos coeficientes do
primeiro e do iltimo termo sao iguais a um. Tal mudanca nao altera nenhuma
caracteristica essencial da forma cubica.

Feito isso, a forma ctbica 2% + 33222 4 3322 + z° pode ser representada
pelo nimero complexo (. Essa representagao deixa de fora apenas formas
quadréticas da forma 35322z + 38272,

Proposicao 4.5 A forma cibica 2* + 352z + 38222 + 22 € parabélica se,

somente se 33 = 2v+72, para algum v pertencente ao circulo unitdrio v = e

com 30 # 2km.

Prova. Por definicao, a forma cuibica é parabdlica se na sua fatoragao tivermos
um quadrado perfeito. O quadrado perfeito é uma forma quadratica parabdlica

se vz2 + 2rzz + ¥z é uma representacao dessa forma quadratica e 7y =

1

r2. Podemos multipicd-la por r~! e obtemos uma representacio na forma
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V2% 422247522 que pela proposicao 4.4 deve ter |y| = 1. Visto que os coeficientes
de 23 e 23 devem ser iguais a um, o outro fator deve ser, a menos de um multiplo,
da forma 7z + vz. Igualando os coeficientes de zz? obtemos 33 = 2~y + 72,

Como a forma cubica nao deve ser um cubo perfeito devemos ter
2 N —\2
vz© 4+ 22Z +¥2° # (Y2 +vZ)°,

mas isso s6 ocorre quando v = 72, que ocorre se s6 se ¥3 = 1, ou seja, quando

360 ¢ um multiplo de 27. [ |

2y +7
3

Chamamos a curva determinada por = com |y = 1 de

deltéide. Ver figura 4.1

Figura 4.1: Deltoide

Proposicao 4.6 A forma cibica 23 + 332°z + 3522% + Z° € reto angular se,

somente se |B| =1 (3% #1).

Prova. Por definicdo, temos que C' = 2® + 3322z + 38222 + 23 é reto angular
se, sO se as linhas de raiz da Hessiana sao ortogonais. Considerando z = = + 1y

e = a+ b, temos que C, em termos dos parametros reais x e y, é da forma
(6a + 2)z* + 6bxy + (6a — 6)zy” + 6by°
sua Hessiana ¢é

4((3a® = 2a— 1= b*) 2® + (8ab + 4b) wy + (—a® + 20+ 36> — 4) ¢°)
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Mundando novamente para coordernadas complexas, obtemos a forma

complexa da Hessiana de C' que é
—4((8-5) 22+ (1-88) 2z + (B- 82 22,

pela proposicdo 4.4 as linhas de raiz dessa forma sao ortogonais se so se
1— (B =0,isto é, se eso6se |3 =1. [ |

Observacao 4.3.1 F interessante notar que, se calcularmos a Hessiana da

forma cubica C', com relacao ao parametros z e Z, obtemos
72 _ _ g— .
(B-8)2+(1-8p)=z+ (B-5)7,
que € igual a um multiplo da Hessiana de C'.

Defini¢ao 4.7 Dados dois polindmios homogénos p(x,y) e q(x,y), o Ja-

cobiano de p e q é o determinante da matriz Jacobiana de o(z,y) =

(p(z,9),q(z,y)).

Corolério 4.8 O Jacobiano de 2z e 23 + 382%2 + 35222 + 2% ¢, a menos de

um maltiplo, itgual a
(i2)* = B(iz)? (i7) - Bliz) (i) + (i),

que € parabdlico se, somente se 3 = 2v + 72, para algum - pertencente ao

circulo unitdario.
Proposicao 4.9 A forma cubica 2° + 332°Z + 3822 + 2z° tem duas linhas de
raiz ortogonais se, sé se |5| = 3
Prova. Considerando z = x + 1y e = a + ib, obtemos a forma ctbica em
termos dos parametros reais x e .
V = (6a + 2)z* + 6bx’y + (6a — 6)zy* + 6by*
Considere a expressao

V = (6a+2) <z>3+6b <§>2+ (6a — 6) (5;) +6b

Sabemos que a cibica V possui duas linhas de raiz ortogonais se e

somente se o produto de duas das raizes de V é —1. Sabemos também que
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—(6a + 2)
6b

r  6a+2
Suponha que riry = —1, entdo r3 = — = E:b_ )

Portanto para algum k € R, x = k(6a + 2) e y = k6b é uma raiz de V.

o produto das trés raizes de V' ¢é . Sejam 11, 79 € r3 as raizes de V.

Subtituindo esses valores em V' e igualando a zero, obtemos

72a% + 72b% — 8
= (a2 +1?)? =
1

—0
1
3

|
A seguinte proposigao é uma consequéncia da proposic¢ao 4.6, do corolario

4.8 e da proposigao 4.9.

Proposicao 4.10 O Jacobiano entre 2z e 2 4 3B2%%Z + 322> + 2° tem duas
linhas de raiz ortogonais se, somente se, a forma z° + 332%Z + 322> + 73 ¢

reto angular, ou seja, |B] =1 .

Voltando as notagdbes de superficies, note que o Jacobi-
ano entre ; (z2 4+ y?) e 613 (ax® 4 3bx?y + 3cxy® + dy®) ¢é dado por
5 (—=bz® 4 (a — 2¢) 2%y + (2b — d) 2y* + ¢y®), que 6, a menos de um fator
constante, igual a P(z,y) dada pela equacao 4-3.

Entao, como mencionamos anteriomente, estamos interessados em saber
se P possui raiz dupla ou se P possui um par de raizes cujas dire¢oes que tem

essas raizes como declividade sao ortogonais. Isso é equivalente ao Jacobiano

entre Q(x,y) = l; (2?2 4+ y?) e Clx,y) = 615 (ax® 4 3bx?y + 3cxy? + cy?) ser
parabdlico ou reto angular.

Com a notagao complexa, considerando a forma ctbica C(z,y) = C'(2) =
2%+ 38222 + 38222 + z2. Obtemos que, pelo corolario 4.8, P possui raiz dupla
se [ pertence a reflexdo da cuspide que é trés vezes maior que a deltdide. E
obtemos, pela proposi¢ao 4.10 que P possui um par de raizes cujas diregoes
que tem essas raizes como declividade sao ortogonais, apenas quando |5| = 1.

No plano 3 temos a figura 4.2. Visualizando esses casos como as transi¢oes
entre as condi¢oes D’is de Darboux, vemos que o circulo unitario é a passagem
entre as condicoes D3 e D2, ja a cuspide é a passagem entre as condi¢oes D1
e D2.

Na figura 4.2, L indica o local onde ocorrem pontos umbilicos do tipo
Lemon, M do tipo Monstar e S do tipo Star.

Na ctibica az® 4+ 38272 + 382%Z + az® considere o = ke, Fazendo

1 0 ’q . . . .
w = b3es z, encontramos a forma cibica equivalente, cujos coeficientes do
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Figura 4.2: Classificagao dos pontos umbilicos no plano (3

primeiro e ultimo termos sao iguais a um. Essa ctibica encontrada ¢ da forma

10 —1i6

3 es 4 es
w” + 3—pww” + 3
k:%ﬁ ks

Buow?* + w*

Considerando agora o = ke'®9) a forma ctbica equivalente nesse caso
)

o

i(0+€) —i(0+€)
e 3 e 3 _
w® +3 o pww? + 3—— fuw? + w°
3 3

Tivemos uma rotagao de ¢ no coeficiente de ww?.

Isto significa que efetuar uma rotagao completa em «, resulta em efetuar
um terco de rotacao no coeficiente do termo ww. E esse o coeficiente que
determina o deltdide das ctbicas parabolicas.

A classe de equivaléncia que considera equivalentes ciibicas multiplas uma
da outra, forma uma espaco projetivo 3-dimensional. Nesse espaco Christopher
Zeeman, nomeou o conjunto das cibicas parabdlicas de bracelete umbilico.

Existe uma escultura feita por John Robinson, "eternity", que quase
descreve esse comportamento. Ver figura 4.3. No entanto, as seccoes dessa
figura sao tridngulos equildteros e nao deltéides.

Encontramos mais informagoes sobre a escultura e sobre o artista em
http://www.bradshawfoundation.com/jr /eternity.php, mesmo site de onde foi

retirada a imagem.
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Figura 4.3: Eternity
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5

Pontos umbilicos em superficies com curvatura média cons-
tante

Seja S uma superficie com curvatura média constante, e considere X (u, v)
o sistema de coordenadas isotérmicas da superficie, ou seja, um sistema
de coordenadas cujos coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem
E =G e F =0. As coordenadas isotérmicas sempre existem e sao suaves (1).

Neste caso a equagao das linhas de curvatura é dada por

fdv® + (e — g)dudv — fdu® =0, (5-1)
onde e, f e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental calculados no
ponto (u,v).

Levando em conta as coordenadas isotérmicas, a curvatura média da

superficie S é dada por

e+g
. 5-2
55 (5-2)

Iremos utilizar variaveis complexas pois alguns lemas e proposi¢oes nos

H =

serdo uteis nas demonstragdes a seguir. Seja z = u + v, considere a fungao

complexa ¢(z), associada & carta X, definida por

. € — .
d(z) = p(u+iv) = (2 - zf) : (5-3)
com os coeficientes da segunda forma fundamental calculados no ponto (u,v).
Segue que
6] _ k1 — ko
— = . -4
z 5 (5-4)

Observagao 5.0.1 Os pontos umbilicos de uma superficie, nao esféricas ou
planares, com curvatura média constante sao isolados.

De fato, note que a equagio 5-4 implica que (u,v) é um parametro de um
ponto umbilico da superficie se, e somente se ¢(u + 1v) =0

De variaveis complexas, sabemos que 0s zeros de funcoes holomorfas sao
isolados. Para completar, precisamos mostrar que ¢ € uma fungdo holomorfa.

As equacoes de Codazzi de X sao

(450), o (559), oo
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e como H € constante as equagoes de Codazzi sao exatamente as equagcoes de

Cauchy-Riemann de ¢, logo ¢ é uma fungao holomorfa.

Observagao 5.0.2 Se X(u,v) € uma carta isotérmica de uma superficie e
Z(u + iv) = u(u,v) + i0(u,v) € um difeomorfismo holomorfo, entio a carta

Y (a,0) que satisfaz Y o Z = X também é uma carta isotérmica.

AN
% v
oz
u u
Figura 5.1: Mudanca de coordenadas

Seja z (i +10) = 27 (u + iv) = u (@, 0) + iv (@, 0), calculando os coefici-

entes da primeira forma fundamental de Y = X o z (4 + i), encontramos:
g (0¥ OV (0w [OX OX\ (o) [OX 09X
S \ou'ou/ \ou ou’ Ou ou ov’ ov [’
P [OY OY\ _ (0u) (0u) [0X X\ [0\ (0v) [0X X
S \oa’av /) \oa)\ov) \ ou’ du i) \ov )\ ov’ v/’

G [0V Y\ (0u)T[OX ox\ (ov\® [ox oX
S \Nov o/ \ow ou’ Ou ov ov’ Ov /|’

Como z € uma funcao holomorfa, vale a relacao de Cauchy-Riemann,

temos entao

du _ov
ou OV
ou_ _ov
oo 0u

Com isso, concluimos que E =G e F = 0.
Por outro lado, suponha que X e Y sao cartas isotérmicas. Sabemos que

uma carta isotérmica sempre possui inversa diferencidvel, com isso g = X "'oY
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tem Y1 o X como inversa. Como as cartas de X e Y sdo isotérmicas, elas
preservam angulos.

Assim a composta g = X' oY também preserva. Na base {g.,g,} sua

ot

Portanto g é um difeomorfismo holomorfo tal que Y = X o g(u+iv) pois

matriz dg, serd dada por

satisfaz Cauchy-Riemann.

Observagao 5.0.3 A relacao entre as fungoes complexas ¢ e ¢ associadas a

X e Y respectivamente é

~ o (9E N
ol =) (5 (5-5)
Inicialmente, perceba que a derivada com relagio a w = x + 1y é dada

por

Sendo assim, temos que,

0X ON\ _ [0X ON\ _[0X ON\ ., [OX ON
0z’ 0z / \ou’ ou ov’ v "\ ou’ o
A partir das igualdades da observacao 2.0.1 obtemos ¢ em termos da

carta X e da funcao normal a superficie.

[N X\ JoN ox
b= ou’ Ou ov’ Ov <8N@X>

2 T ov’ Ou

Dessa forma, temos a sequinte igualdade:

0X ON
=—-2(——,=— 5-6
Analogamente, com a carta isotérmica Y temos:
~ Y ON,
= -2 Y -
s--a( o) =

Onde N, representa funcdo normal da carta Y .
0X oY 0z  ON ON, 0z
UmavezqueYoZ:X}valeizgéeg: a;é

z
modo, a partir das equagoes 5-6 e 5-7 obtemos

. Desse
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0X ON
0= _2<8z’8z>

NN
N 0z 0z 0z 0z

__,(92\" /oY N,
0z) \ 09z’ 0z

- (0z\?

()

Lema 5.0.1 Seja R(z,w) uma fungao holomorfa numa vizinhanga de (0,0) €

C?% com R(0,0) = 8—R(O, 0) = on =0. Se b <0, a equagio diferencial

0z ow
ow
2y, = az + bw + R(z,w), w(0) =0

tem solugdo tinica w(z) numa vizinhanga de 0.

Vemos a seguir um exemplo. Para mais detalhes, veja (5).

Exemplo 5.0.1 Considere a equagao diferencial z—w =az + bw, com b < 0.

0z

Nesse exemplo, R(z,w) = 0. Fazendo

22 23 24 2°
w(z) = a1z + a2 + a3 + G5y + 5755 + O(6)
e iqualando os coeficientes dos termos de mesmo grau da equagdo diferencial
obtemos,
a
a; =a+ba; = a; = -

as = bas = as =0
a; = bai = a; = 0
Concluimos que, para i > 2 obtemos a; = 0. Portanto encontramos a

z e ela € unica.

a
solugao w(z) =

¢ao w(z) = —
Proposicao 5.1 Seja p um ponto umbilico de uma superficie S, com curvatura
média constante. Ezxistem coordenadas isotérmicas Y : (R*0) — (S,p) cuja

fungdo complexa a ela associada € dada por gzz (2) = zm.

Prova. Seja X uma carta isotérmica de S e ¢ sua fung¢ao complexa associada.
Como ¢ ¢é uma funcao holomorfa, conseguimos escrevé-la da seguinte forma,

¢(z) = cz" (1 +r(2)), onde ¢ # 0, n é o grau do zero da funcdo ¢ e r(z) é uma
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fungao holomorfa com r(0) = 0. Com uma transformagao linear conseguimos
c=1.
Precisamos de um difeomorfismo holomorfo z(u + iv) tal que a funcao
complexa associada & carta Y seja o(z + iy) = (z + iy)™
Seja 2(z) = =z (1 +7 (z)), para concluir a demonstracdo precisamos
0z

2
mostrar que a equacao diferencial ¢(z) = ¢ (%(2)) (a(z)> tem solugdo.
z

Em termos de Z esta equacdo torna-se

(1 + Z(2) + Z@g?)) 2" (1 + Z(z))n =2"(1+7r(2)) . (5-8)

No que se segue, consideramos apenas um ramo da raiz quadrada. Assim,

a funcao fica bem definida. Usaremos a notagao usual. Neste caso, equacao

diferencial 5-8 torna-se

om0+ r(2))? — ((1 4 Z(z))"”f

0z

of 1 r'(z)
a:—(0,0):* NN
0z 2 (@) (1+2)")
b:a—f(o,o)——ﬁ- (1+T(Z1)+§2 —1<0 e
9z 2 1+Z)T
R(Z’Z):f_(Z.Zz(o,o)+2.§§(0,o)>:>R(O,0)=gf:g§:

Pelo lema 5.0.1 , concluimos que existe uma solugdo para essa equacao
diferencial. Logo existe carta isotérmica tal que a fungdo complexa a ela

associada é ¢(z) = 2. [

Corolario 5.2 Seja p um ponto umbilico de uma superficie S com curvatura
média constante. Existem 2(n + 2) semirretas I em T,S que sdo pré-imagens

de linhas de curvaturas. O angulo entre duas semirretas consecutivas é de
27

—————. As semirretas lif = loy sdo pré-imagens de linhas de curvaturas
2(n+2)
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mazximais e duas semirretas consecutivas limitam um setor hiperbdlico. As
demais semirretas, I, = log—1 sao pré-imagens de linhas de curvaturas minimas
e duas semirretas consecutivas também limitam um setor hiperbolico. O indice

n
do ponto umbilico p € -

Prova. Note que

Im[p(w)(dw)?] = Im [((6 ; g) (u,v) — zf(u,v)> (du + idv)Q]

=Im [((e ; g) (u,v) — if(u,v)> (du2 + 2idudv — dUQ)}
= fdv* + (e — g)dudv — fdu®.

Portanto a equagao das linhas de curvatura equivale a Im[¢(w)(dw)?] =
0. Para que isso ocorra é necessério e suficiente que arg[¢(w) (dw?)] = kr com
ke Z.

Pela proposi¢ao 5.1 existe uma carta X(u,v), tal que a sua fungao
complexa associada é dada por ¢(w) = w". Considere 6 = arg[w], devemos ter
entdo arglp(w) (dw?)] = arglw™(dw)?] = nd + 2argldz] = kn.

Sendo assim

’ argldw] = Im;nﬁ (5-9)
que, como era esperado, define duas dire¢oes em cada parametro w do plano,
pois w possui um valor fixo de . Mais especificamente, todo parametro da
mesma semirreta partindo do zero possui as mesmas dire¢oes principais.

Por isso, as semirretas que satisfazem 6 = arg(dw) sao linhas de

curvatura.

km
n+2

0 = arg(dw) = 0 =

Portanto, as 2(n + 2) semirretas [, distintas que possuem angulos 0, =

k
%, k€ {0,1,...,2(n+ 2) = 0} sao linhas de curvatura.
n

km —nb —nb 0
As duas diregoes que arg[dw] = % definem sao Tn e g - %

Escolhendo uma orientagao local adequada, podemos assumir que as diregoes
.. . . . —n . ~ ..
principais maximais satisfazem arg(dw) = — €8s dire¢bes principais

6
minimas arg(dw) = g - %, onde # é o argumento de w.

Analisando separadamente as linhas de curvaturas maximais, vemos que

os argumentos de dw encontrados em 5-9 que definem argumentos de direcoes
2k'm — nb W e

principais maximais sdo dados por arg(dw) = 5
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Neste caso, arg(dw) = 6 nos mostra que as semirretas [} que sao
2k' 7
n+2’

linhas de curvaturas maximais sdo as que possuem angulo 6 =
F=0,1,...n+2=00uf k=0,2,...2(n+2) ouseja, [} = loy.

Uma linha de curvatura que passa por um ponto com argumento 6,
dentro do setor angular limitado por [} e l,;:l, sempre passa pela semirreta de
argumento 6 transversalmente, caso contrario, tal linha de curvatura seria a
propria semirreta de argumento 6, mas, para dire¢des principais, isso s6 ocorre
quando 6, k' =0,1,...,n+2=0.

Concluimos, com isso, que essa curva passa transversalmente por toda
semirreta contida no setor angular definido por [} e l,;:l. Isso, juntamente
com o fato de que arg(dw) decresce com 6, indica que as semirretas [} e 7, |,
limitam um setor hiperbélico. Essas semirretas sao denominadas separatrizes.

Paras as linhas de curvaturas minimas, a construcao ¢ andloga.

Por fim, a variacdo de arg(dw), apés uma variacao de 2w de arg(w) é
km—n27  km

dad
ada por 5 5

n
= —nm, logo o indice do ponto umbilico é —5

Figura 5.2: n=1

5.1
Pontos umbilicos de Darboux em superficies com curvatura média cons-
tante

Considere p um ponto umbilico de uma superficie S com curvatura média

constante. Seja a(u,v) = (u,v,h(u,v)) a parametrizacdo de Monge dessa
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Figura 5.3: n=2

N
TN

Figura 5.4: n=3

superficie. Nesse caso a curvatura média H é dada por
L (RN @ jonon oFn [ (0\F) 0%
v ou? Ju Ov Qudv ou ov?

() () )

H H H
Como H é constante, temos — = of _ 0. Avaliando o em (0,0),
ou ov ou

1
obtemos —a+ ib = 0. Logo, ou a = b = 0 e o ponto umbilico p nao é um ponto

H(u,v) =

de Darboux, ou 7= —1 e p é um ponto de Darboux que satisfaz a condicao
D3.

Note que a condi¢do D3 possui 6 semirretas partindo de (0,0) que
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coincidem com linhas de curvatura. Portanto, levando em consideracao que

as semirretas, no caso de superficies com curvatura média constante, sdo

k
determinadas por 60, = %, ke {0,1,...,2(n+2) = 0}, devemos ter n = 1.
n

Logo o indice do ponto umbilico é 5 Ver figura 5.2.
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