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3
Modelo Poisson-gama semi-paramétrico

3.1
Especificacao tedrica

Considere-se estender o modelo Poisson-gama descrito no capitulo
anterior para uma especificacao semi-paramétrica. Nesta especificacao, o
preditor linear em [2-12] é substituido por preditor hibrido — paramétrico
e suavizado — que é combinado de forma multiplicativa com o nivel do
modelo sem varidvel explicativa. Seja o vetor X; particionado da forma
X = (X7, X}), tal que XP sejam as covaridveis que compdem a particao
paramétrica do preditor e X?® sao as covaridveis que compoem a particao
nao-paramétrica do preditor do modelo.

Sem perda de generalidade, de forma equivalente a equacgao 2-11], a

distribuicao de y; condicional em p; é Poisson com média dada por

py = prexp (1] +n; + offset) (3-1)
p

no= > BXY (3-2)
j=1

o= Do (X3) (3-3)

em que p; é o nivel da série temporal y, ;7 é a particao paramétrica do
preditor e n; é a parti¢ao nao-paramétrica do preditor do modelo. Por sim-
plificacao da notacao, as particoes paramétrica e nao-paramétrica do predi-
tor serao referidas como preditor paramétrico e preditor nao-paramétrico,
respectivamente. E importante notar que n;” é uma particularizagiao de n;
na qual as fungoes g (-) sao lineares. O modelo B-1 tem p + s varidveis ex-
plicativas. O termo “offset” tem a mesma funcao que o offset dos modelos
lineares generalizados, isto é, representa uma covariavel ou uma funcao de
covariaveis com coeficiente linear igual a 1.

Hastie e Tibshirani (1986 e 1990) [22, 23] discutem detalhadamente
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um nimero de opgoes para as fungoes suavizadoras ¢ (). Entretanto, devido
as boas propriedades matematicas abordadas no capitulo anterior, apenas
as splines cibicas naturais sao utilizadas na classe de modelos Poisson-gama
semi-paramétricos considerada aqui. Porém, é facultativa a implementacao
de outros suavizadores nesta especificacao de modelo semi-paramétrico.
Tal como no modelo Poisson-gama paramétrico, a distribuicao de p;_1
condicionada em Y;_; é gama. A distribuicao de u; condicionada em Y;_ 4
também é gama, com parametros as;;—; e by—1. Entao, as equagoes 2-13]
e [2-14] de previsao do filtro Poisson-gama para o modelo com varidveis

explicativas podem ser reescritas para o modelo semi-paramétrico como

Aglg—1 = Wap—1 (3-4)

b1 = wby_1exp (_7715+ - 77:) (3-5)

e as equacoes e de atualizacao do filtro para o modelo com varidveis

explicativas com ajuste semi-paramétrico sao

a; = wag g+ Y (3-6)
by = wbi_1 +exp (77t+ + 77:) (3-7)
comt=7+1,...,n, em que 7 é o indice da primeira observacao nao nula

de y.

A média e variancia da distribuicao preditiva do modelo com pre-
ditor hibrido permanecem as mesmas que em e respectivamente.
Os parametros da distribuicao do nivel do modelo semi-paramétrico condi-
cionada em Y, ; agora sao calculadas de acordo com [3-4] e [3-5l Os hiper-
parametros w e (3; sao estimados por maxima verossimilhanca, tal como na
especificacdo paramétrica do modelo Poisson-gama, dada pela equacao 2-8
As fungoes suaves g, (X)) sdo estimadas pelo algoritmo backfitting abordado
no capitulo anterior.

A idéia bésica da estimacao do Poisson-gama semi-paramétrico con-
siste em estimar a parte paramétrica do modelo, que depende apenas de X7,
por maxima verossimilhanca. Dado o preditor linear, calcula-se um residuo
parcial devido ao ajuste paramétrico. Entao, este residuo parcial é usado
como variavel resposta para o ajuste nao-paramétrico pelo algoritmo back-
fitting. O preditor nao-paramétrico calculado pelo backfitting é agora intro-
duzido na estimagao paramétrica como um termo constante, parte do offset.
Este processo ¢ iterado até que a seqiiéncia de valores da verossimilhanga,

{L (w, ﬁj)i}, convirja para algum critério de parada do algoritmo.
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Inicialmente, é necessario definir uma forma de residuo parcial devido
ao ajuste da particado paramétrica do modelo. A dificuldade reside no
fato de o preditor linear e o preditor nao paramétrico nao se combinarem
diretamente com a equacgao de previsao do modelo, e sim por meio de um
filtro iterativo. Ainda, devido a fungao de ligacao exponencial, o nivel da
série e os preditores do modelo se relacionam em escalas diferentes. A fim
de construir uma proposta de residuo parcial na mesma escala do preditor

nao-paramétrico, considere-se que a equagcao [3-1] pode ser reescrita como

p1; = g exp (7 + offset) exp (n;) - (3-8)

Usando 2-11 e incluindo, sem prejuizo, o termo de offset na particao

paramétrica do modelo, a seguinte forma também é equivalente

py = py exp (n;) (3-9)

em que j; é o nivel do modelo Poisson-gama paramétrico.

Considere-se o logaritmo da equagao [3-9. O preditor ndo-paramétrico
n; se combina de forma aditiva com o logaritmo do nivel devido a parti¢ao
paramétrica para formar o logaritmo do nivel do modelo semi-paramétrico.

Assim, pode ser escrita a seguinte expressao

log p1; —log pi,” = n;. (3-10)

Entao, é razodavel definir o residuo parcial devido ao ajuste paramétrico da

forma

rp; = log yr — log g, (3-11)

em que Q:\t_1 ¢é o valor previsto pelo modelo considerando apenas a particao
paramétrica do preditor, estimado de acordo com a equagao

O processo de estimagao do Poisson-gama semi-paramétrico pode ser
sistematizado no algoritmo [3.11

Uma dificuldade dos modelos Poisson-gama semi-paramétricos é a
falta de uma forma explicita para a associagao das variaveis explicativas X ?,
no preditor nao-paramétrico n;, com a variavel resposta Y. Tal limitacao é

inerente aos modelos Poisson-gama.
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Algoritmo 3.1 Estimacao do Poisson-gama semi-paramétrico com backfit-
ting

1. Ajusta-se um modelo Poisson-gama a particao paramétrica das co-
variaveis XP, obtendo-se as estimativas de maxima verossimilhanca
iniciais dos hiperparametros w e ;.

2. Dado o preditor linear 7;" + offset, calcula-se a previsao g1 devida
a particao paramétrica do modelo.

3. Calcula-se o residuo do ajuste paramétrico definido em [B3-11]
=1 —log 4+
Dt 0g Yt 0g yt|t—1

4. Estima-se a superficie de regressao nao-paramétrica das covariaveis
X? sobre o residuo parcial rp via o algoritmo backfitting. Obtendo-se
as funcoes gy (X3).

5. Dado o preditor nao-paramétrico 7;, faz-se

offset™ = offset + n;

6. Reestima-se o modelo paramétrico usando os hiperparametros estima-
dos w e [3; como valores iniciais e o novo offset.

7. Repete-se o processo a partir do item 2 até a convergéncia da seqiiéncia

{L(w.5)"}

3.2
Inferéncia no modelo semi-paramétrico

Na maioria das aplicagoes, deseja-se avaliar a qualidade estatistica
do modelo estimado. Entretanto, nao estd completamente desenvolvida
uma teoria distribucional exata dos estimadores para os modelos semi-
paramétricos. Alguma teoria assintética estd restrita a particao paramétrica
do modelo. Assim, os procedimentos heuristicos propostos para inferéncia
sobre 02 e para os efeitos dos preditores sao derivados da regressao linear.
E importante notar que na falta de uma teoria distribucional apropriada,
estes procedimentos devem ser usados com cautela em testes de significancia
formais. Entretanto, oferecem uma orientagao adequada para a selecao de
modelos.

Considere-se que a soma de funcoes das covariaveis no preditor nao-
paramétrico incorporam uma estrutura paramétrica do modelo Poisson-

gama usual, o offset. Entao, as técnicas de diagndsticos dos modelos lineares

generalizados podem ser utilizadas no Poisson-gama nao-paramétrico tal
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como sao no Poisson-gama paramétrico. Outras ferramentas de diagnéstico
da particao nao-paramétrica do modelo podem ser adaptadas dos modelos
aditivos generalizados.

Em Fernandes (1990) [13] é discutida a qualidade da aproximagcao
normal para os estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros do
modelo Poisson-gama. A aproximacao normal para amostras de tamanho
entre 25 e 30 ¢é considerada satisfatoria. Também ¢é valido o uso da apro-
ximacao x? para a estatistica do teste de razao de verossimilhanca. O autor
mostra que a medida que o fator de desconto w se aproxima de 1, o seu
limite superior, a aproximacao normal para o estimador de maxima veros-
similhanca de w se torna inadequada.

Campos e colaboradores [4] apresentam uma solugdo analitica para
o célculo da matriz de informacao assintdtica dos estimadores. Opcional-
mente, um método numérico pode ser usado para achar a matriz hessiana
dos estimadores de maxima verossimilhanca. Entao, intervalos de confianga
para os estimadores podem ser calculados.

O numero de graus de liberdade dos residuos do modelo semi-
paramétrico é dado por n—p—7—> ;7 _, gli, em que 7 é o indice da primeira
observagao nao nula da série temporal y e gl é o nimero de graus de liber-
dade equivalentes da curva gy (Xj). Hastie e Tibshirani (1990) [23] sugerem
uma corre¢ao para o numero de graus de liberdade estimados de cada curva
gr da partigdo ndo-paramétrica do modelo, gley, dado por trH (\;) — 1.
Entao, o nimero de graus de liberdade dos residuos corrigido, ¢gl,., do mo-

delo é dado pela quantidade
gl :n—p—T—Zglek. (3-12)
k=1

Logo, o nimero de graus de liberdades do modelo semi-paramétrico, deno-
tado por gle, é p+ 7+ > 1_; gleg.

E importante notar que 7 observacoes sao perdidas devido a iniciagao
difusa do filtro Poisson-gama. Assim, o nimero de observagoes disponiveis
para a estimacao da cada spline de suavizacao é n — 7, denotado por n'.
O numero de graus de liberdade dos residuos corrigido referente a cada
curva g, com k = 1,...,s, é dado por n’ — trH (\z) — 1. Entretanto,
esta quantidade deve ser usada apenas para inferéncia sobre as curvas
gr individuais. O ntmero de graus de liberdade dos residuos do modelo
semi-paramétrico estimado pela equacao [3-12 ja contempla a perda das 7
observagoes.

A qualidade do ajuste global pode ser estimada pela funcao desvio.
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Suponha-se que a funcao desvio do modelo semi-paramétrico, estimada de
acordo com a equacao 2-17] tenha distribuicao 2, entdao gl é o nimero
de graus de liberdade desta distribuicao. Nao ha garantias de que a funcao
desvio no modelo semi-paramétrico tenha distribuicao y?, nem mesmo as-
sintoticamente. Entretanto, é razoavel utiliza-la informalmente como distri-
buicao de referéncia para o teste de razao de verossimilhanc¢a na comparacao
de modelos aninhados [23] [18] [16].

Outra medida importante de qualidade do ajuste do modelo é a es-
tatistica generalizada de Pearson denotada por X 2. Utilizandos os resultados
das equacoes e[2-10] a estatistica generalizada de Pearson para o modelo

Poisson-gama semi-paramétrico pode ser escrita da forma

X2 — - (ytbt\t—l - at|t—1)2 (3_13)
— (1 + btlt—l) 7

em que 7 ¢ o indice da primeira observag¢ao nao nula na série temporal .
Considere-se construir faixas de confianga para as curvas g, com
k = 1,...,s. A matriz de covariancias do vetor ajustado g, ¢ dada por
oiH (\) H(\)', em que H()\;) é a matriz de suavizagio referente a
covaridvel X7 com parametro de suavizacio Ax. Dada uma estimativa de o7,
esta quantidade pode ser utilizada para a construcao da faixa de confianca
para a curva gg. Sob a hipotese de normalidade dos erros e desprezando
o Viés, estas faixas podem ser interpretadas como intervalos de confianca
para as curvas g, com k= 1,...,s. Uma faixa calculada com um fator +2
corresponde a um intervalo de confianca de aproximadamente 95% [23].
Wahba (1983) [35] propde a construgao de intervalos de confianca
bayesianos com boas propriedades amostrais quando a spline de suavizagao
¢ estimada por validacao cruzada. A distribucao a posteriori de g ¢
N (g,02H (\)), em que H ()\;) é a matriz de suavizagao da spline gj.
Uma estimativa para o7 motivada pela regressao classica, usando a

corregao para o numero de graus de liberdade estimado, ¢ dada por

n A N2
Zt:’r—‘,—l (y - gk)
n' —gle,

A2
0 = (3-14)
Estudos de simulagdo mostram que este ¢ um bom estimador de o} [33].
Considere-se estimar o parametro de dispersao ou escala do modelo
ajustado. Tomando por referéncia a distribuicao preditiva binomial negativa
no modelo Poisson-gama, é razodvel aproximar o parametro de dispersao em

funcao da estatistica generalizada de Pearson, definida na equacao [3-13] da
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seguinte forma
X2

gl

em que gl, é estimado de acordo com a equacao [3-12l

Q= , (3-15)

Como uma medida de parcimonia dos modelos Poisson-gama semi-

paramétricos, pode-se ainda definir uma estatistica AIC' da forma

Arc = D) +2gleo.

nl

(3-16)

em que D (y; 1) é o valor da func¢ao desvio de acordo com a equagao 2-17]
gle é o nimero de graus de liberdade do modelo semi-paramétrico e ¢ é
o parametro de dispersao estimado de acordo com a equacao [3-15l Esta
quantidade tem a forma do critério de informagao de Akaike [23].

Estes procedimentos sao aproximados e derivados da regressao linear
por analogia. Os varios estudos que foram referenciados nesta se¢ao sugerem
que estas aproximacoes sao uteis ao menos para orientarem a selecao e
comparacao de modelos. Esta abordagem inferencial tem sido aplicada
aos modelos aditivos generalizados na falta de uma teoria distribucional

adequada e ainda em desenvolvimento.

3.3
Aspectos computacionais

Nesta secao sao apresentados alguns aspectos referentes a imple-
mentacao computacional do algoritmo de estimacao dos modelos da classe
Poisson-gama semi-paramétricos. Todos os algoritmos que sao empregados
na estimacao dos modelos Poisson-gama semi-paramétricos foram imple-
mentados na forma de uma biblioteca nas linguagens R [31] e C' denominada
pgam. E, apesar da portabilidade para plataformas e sistemas operacionais
suportados pelo R, todo o codigo foi otimizado para execugao sobre o sis-
tema operacional Linux. A escolha pelas linguagens e sistema operacional
é coerente com a filosofia de software livre e cddigo aberto. A estimacao
das splines cubicas naturais é realizada pela biblioteca modreg integrante
do ambiente R.

As estimativas de maxima verossimilhanca dos hiperparametros sao
calculadas por meio de processos de otimizacao nao-linear irrestrita como
os algoritmos de métrica varidavel. A implementacao do algoritmo neste
trabalho empregou o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) [34]. A

estimacao de w requer especial atencao uma vez que 0 < w < 1, logo,
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se faz necessario mapear o hiperparametro w em um dominio irrestrito. A

transformacao utilizada é a logit. Seja «, o hiperparametro w transformado,

a = log (L) . (3-17)

1—w

dado por

O hiperparametro « ¢ irrestrito sobre o dominio dos nimeros reais e a
transformagao garante que w € (0, 1]. Para recuperar w basta resolver a

equacao [3-17] para w. Logo, w é dado por

exp ()

Y T explal’ (3-18)

O processo de estimacgao dos modelos Poisson-gama semi-paramétricos
consiste de trés processos iterativos: o algoritmo de otimizacao nao linear,
o algoritmo backfitting e o algoritmo de estimacao semi-paramétrica que
alterna entre os dois anteriores. Em analises realizadas até agora, o algoritmo
de estimacgao semi-paramétrica convergiu apos poucas iteragoes.

O procedimento analitico para o calculo da matriz de informacao dos
hiperparametros estimados apresentado em Campos e colaboradores (2003)
[4] é derivado em funcao de w. Entretanto, opcionalmente, pode-se utilizar a
matriz hessiana do algoritmo de otimizacao calculada na solugao encontrada
para estimar numericamente as covariancias dos estimadores e, neste caso,
a variancia de w pode ser aproximada aplicando a regra delta a variancia

estimada de « [24]. Assim a variancia de w é

0% = o? (%)2 (3-19)

1+ exp («

em que 02 é a variancia do estimador do hiperparametro a.

O residuo parcial rp, definido em [B-11], estd na mesma escala do
preditor nao-paramétrico. Um problema surge nas observagoes nulas, porém
na pratica, quando y; = 0 a observacao nula pode ser substituida por
um valor muito pequeno. Entretanto, outras formas de residuos podem ser
empregadas no algoritmo de estimagao dos modelos Poisson-gama semi-
paramétricos, por exemplo, o residuo de desvio, também implementado.

A rotina principal da biblioteca oferece uma interface simples para o
usuario. Por meio dos argumentos da funcao pgam é possivel selecionar o al-
goritmo de otimizagao numérica, bem como controlar a sua convergéncia. Os
valores iniciais dos hiperparametros também sao argumentos desta funcao.
Também é possivel selecionar através dos argumentos da rotina principal o

tipo de residuo parcial rp a ser utilizado na estimacao dos modelos semi-
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paramétricos. Ainda, com uso dos argumentos, pode-se selecionar o suaviza-
dor a ser usado para estimar as fungoes g bem como controlar a convergéncia
do algoritmo backfitting.

A inclusao de covariaveis que definem fatores sazonais na férmula do
modelo na funcao pgam deve ser realizada por meio do operador f. Este
operador constroéi a particao da matriz desenho correspondente aos fatores
sazonais a partir de seu Unico argumento que é a variavel com os niveis de
cada periodo sazonal, evitando assim o problema de nao identificabilidade
do modelo, e por conseqiiéncia a impossibildade de estimacao.

As covaridveis para o ajuste da particao nao-paramétrica do preditor
sao também especificadas na formula do modelo na fungao pgam. O operador
g tem dois argumentos: a covariavel a ser suavizada e o numero de graus de
liberdade equivalentes para o ajuste nao-paramétrico no algoritmo backfit-
ting. Cada covaridvel na partigado nao-paramétrica deve usar uma instancia
diferente do operador g.

Entre os elementos de saida da rotina principal cabe destacar a
importancia do componente estrutural de nivel dos modelos Poisson-gama,
as fungoes suaves gy (X3 ), os componentes d; da fungao desvio na observagao
referente ao instante ¢, os graus de liberdade dos residuos e o parametro de
escala dado por > d,/gl,, em que gl,- é o nimero de graus de liberdade dos
residuos do modelo ajustado. Estas informacoes podem ser utilizadas na
avaliacao dos modelos semi-paramétricos.

Na biblioteca, esta implementado o grafico de envelope simulado dos
residuos. Apesar de empreender um grande esforco computacional, outro
diagnostico 1util para avaliacao dos modelos Poisson-gama semi-paramétricos
é o envelope simulado dos residuos [1]. Uma interpretagao possivel para este
grafico é a seguinte: em uma amostra de tamanho r, com r — oo, de residuos
de modelos estimados para os dados simulados com a mesma distribuicao
estimada da variavel resposta, se até cinco por cento dos residuos do modelo
estimado com os dados reais estiverem fora da faixa de confianca definida
pelos residuos dos modelos simulados, entao o modelo proposto é adequado
aos dados.

Algumas rotinas utilitarias como o envelope simulado dos residuos
estao disponiveis para diagndstico e avaliacao dos modelos estimados. Ou-
tras rotinas de diagnéstico, graficos e estatisticas de teste utilizadas para
avaliar a adequacao de modelos, sobretudo os modelos lineares generaliza-
dos, estao disponiveis no ambiente R e sao aplicaveis aos modelos Poisson-

gama semi-paramétricos.
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