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2
Revisao tedrico-metodologica

2.1
Modelos Poisson-gama

Os modelos Poisson-gama foram introduzidos como uma proposta de
modelos para lidar com observagoes de séries temporais de processos de
contagem. O problema consiste essencialmente em formular um modelo
que forneca a distribuicao de y; dado o passado da série, ou seja, a
seqliéncia vy, ..., y;—1 denotada por Y; ;. A solucao do problema reside no
uso das distribuigoes conjugadas como as usadas no contexto bayesiano,
contudo, a abordagem utilizada é a cldssica [13]. Embora o artigo original
[20] compreenda um maior nimero de distribuigdes nao-gaussianas, neste
trabalho, apenas a distribuicao de Poisson é abordada.

Considere-se a sequéncia 1, . .., y, como n realizagoes de um processo
estocdstico de Poisson [29]. Para cada instante ¢ a distribuigao de y;
condicionada no nivel u; é dada por

pe

P (Yelpe) = T (2-1)

Suponha-se que a distribuicao de ;1 condicionada em todas as observacoes
da série até o instante t — 1 seja gama com parametros a;_i e b;_; estimados
a partir da seqiiéncia Y;_;. Sob normalidade dos erros nas equacgoes de
um modelo de nivel local gaussiano [21] 9], a média de p|Y;—; ¢ igual a
de p;—1]Y;_1 e a variancia é maior. Este mesmo comportamento pode ser
replicado na distribuicao gama aplicando aos parametros um fator menor
que 1, denotado por w e denominado fator de desconto. Ou seja, assume-se
que a distribuicao a priori p (|Y;—1) é uma gama com parametros a—; e

byji—1 da forma

Ajt—1 = Wap—1 (2-2)

bt|t—1 = wbi (2‘3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210438/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210438/CA

Modelo Poisson-Gama Semi-Paramétrico 13

com 0 < w < 1. As equagoes 2-2 e 2-3] sdo as equagoes de previsao do filtro
Poisson-gama.

Com a observacao y; disponivel, devido a conjugagao das distribuigoes
de probabilidades, a distribuicao a posteriori p (11;]Y;) também é gama com

parametros dados por

ay = Wa_1+ Y (2-4)
b wby—1 +1 (2-5)

As equacoes 2-4l e 2-5] sdo as equagdes de atualizagao do filtro Poisson-gama.
As equacoes de previsao e de atualizacao deste filtro podem, na pratica, ser
combinadas. Neste caso, apenas ay;—; e by;—; sao estimados [4].

A distribuicao de p; ¢ difusa se a = 0 e b = 0. Entretanto, a iniciacao
das recursoes do filtro no instante t = 0 com ag = 0 e by = 0 permite a
obtencao de uma distribuicao prépria para p; no instante ¢ = 7, em que 7

¢ o indice da primeira observagao com valor diferente de zero [20].

Condicionada em Y, a distribui¢ao conjunta de y,y1,...,y, €
P Wit symiw) = [ pwelVicr) (2-6)
t=7+1

e a funcao de densidade de probabilidade preditiva é dada por

p(ylYi1) = /Ooop(ytlut)p(utlYt—l)dut' (2-7)

Para observagoes de um processo de Poisson e uma priori gama, a equacao
-7l leva a distribuicao binomial negativa com parametros as;—; € bye—1. A
funcao de log-verossimilhanca do hiperparametro w a ser estimado é dada

por

logL(w) = Z {logT’ (at\t—l + yt) —logy,! —logT’ (at|t—1) +

t=1+1

agjt—110g byp—1 — (at\tfl + yt) log (1 + bt|t71)}- (2-8)

Das propriedades da binomial negativa se obtém a média e a variancia da

distribuicao preditiva dadas por

Qgji—
Bty = ot 29)
tt—1
—1 (1 by
Var (y|Yi-1) fe 5)2 1) (2-10)

tlt—1
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Usando substituicoes sucessivas, verifica-se que a funcao de previsao L
passos a frente do modelo Poisson-gama sem variaveis explicativas equivale
a um amortecimento exponencial ponderado (EWMA) das observagoes
passadas com constante de suavizagao igual a 1 — w. Nos modelos com
varidveis explicativas estas formas nao sao equivalentes [20].

Para introduzir varidaveis explicativas no modelo Poisson-gama,
considere-se que o efeito do nivel do componente estrutural p; da série tem-
poral é separado do efeito das covariaveis no vetor x;. Este nivel pode ser
combinado de forma multiplicativa com uma funcao de ligacao exponencial
das covariaveis, denotada por exp (77;r ) Logo, a distribuicao de y; condicio-

nada em p; é Poisson com média

p = pexp () (2-11)
p

no= > B (2-12)
j=1

em que 7;” é o preditor linear.

Seja gama a distribuicao de p;_; condicionada em Y; ;. A distribuicao
de y; condicionada em Y;_; também é gama, com parametros a;;—; e by—i.
As médias de py_1|Y;—1 e p¢|Yi—1 sdo iguais, porém a variancia de p;|Y;—1 é
maior que a de p;—1|Y;—1 [20]. Entao, as equagoes 2-2 e 2-3] de previsao do

filtro Poisson-gama para o modelo com variaveis explicativas sao dadas por

at|t_1 = Wa¢—1 (2—13)

bye—1 = why_yexp (—n)") (2-14)

e as equagoes [2-4] e de atualizacao do filtro para o modelo com variaveis

explicativas sao

a; = waz_1+ Yy (2-15)
b, = wb_1 +exp (77?) (2-16)

comt=7+1,...,n.

Os hiperparametros w e (3; sao estimados pelo método da méxima
verossimilhanca cuja funcao é dada pela equacao 2-8 A média e variancia
da distribuicao preditiva do modelo com variaveis explicativas permanecem
as mesmas que nas equacoes e 2-10] exceto pelos parametros que agora
sao calculados como nas equacoes 2-13] e 2=141

Muitas das técnicas de diagnostico usualmente empregadas em mo-
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delos lineares generalizados (MLG) [28 12] sao validos para os modelos
Poisson-gama. Contudo, observa-se que para o diagnéstico que depende da
distribuicao deve tomar por referéncia a distribuicao preditiva que é bi-
nomial negativa. Como exemplo, pode-se definir a funcao desvio para os

modelos Poisson-gama da seguinte forma

D(y; 1) =2 Z {attl log ( oo ) - (at|t71 + yt) log M} .

P Yebyje—1 14 bt‘t_l) Ys
(2-17)

O numero de graus de liberdades do modelo ajustado é dado por

n—p—1 [20]. Fazendo uso da equagao 2-17] pode ser definido, por exemplo,
o residuo de desvio dado por rq, = sign(y; — 1) Vd, em que d; é o valor da
parcela da fungao desvio referente ao instante t [28]. Os residuos de desvio
sao considerados superiores e mais apropriados para diagndstico e validacao
de modelos que usam a abordagem dos modelos lineares generalizados que
os residuos de Pearson [30].

Outra possibilidade é o residuo de desvio padronizado definido por
Tape = Td,/V1— hy, em que ry, é o residuo de desvio e a quantidade hy
¢ a contribuicao da t-ésima observagao para o valor previsto, ou seja, é o
t-ésimo elemento da diagonal da matriz chapéu estimada. A matriz chapéu
¢é equivalente a matriz de projecao dos modelos de regressao linear e nao é
definida explicitamente nos modelos Poisson-gama. Campos e colaboradores
(2003) [4] propoem uma quantidade equivalente para hy e conduzem um
estudo de simulagao para investigar a eficacia da padronizacao dos residuos

usando esta quantidade.

2.2
Regressao nao-paramétrica

2.2.1
Splines cubicas

Nos modelos lineares generalizados [28], a média de uma varidvel
resposta Y é modelada como uma funcao linear Z§:1 B;X; de um conjunto
de covaridveis Xi,...,X,. Estes modelos assumem uma forma linear ou
paramétrica para o efeito das covariaveis. Os MLG podem ser estendidos,
substituindo o preditor linear n = Z§:1 B;X; por um preditor aditivo
n o= 3019 (X;), em que {g;(X;)}, com j = 1,...,p, sdo fungdes
quaisquer das covaridveis Xi,...,X,. Por nao possuir restricao na forma
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funcional de nenhuma das covariaveis este modelo é dito nao paramétrico.
Na notagao do preditor de ambos os modelos, o intercepto foi omitido por
simplificacao. Os modelos semi-paramétricos sao aqueles nos quais uma ou
mais fungoes g; (X;) do preditor aditivo s@o lineares, ou seja, sao da forma
B;X; 22 23] 3] [16].

Os pressupostos tradicionais dos modelos de regressao sao relaxados e
o problema agora passa a ser escolher as funcoes {g; (X;)} de tal forma que
alguma norma seja minimizada. A norma comumente utilizada na analise de
regressao ¢ a Lo. Entao, é necessario escolher g tal que a soma dos quadrados
dos residuos seja minima. Apesar de as fungoes trigonométricas e as funcoes
polinomiais serem mais flexiveis que uma reta, essas ainda definem uma
estrutura rigida para a associacao entre as covariaveis e a variavel resposta.
Além disto, uma observacao individual pode exercer efeitos imprevisiveis
em outras regides da curva. A escolha natural para fungoes g sao funcoes
suaves estimadas a partir dos préoprios dados, tal que a soma de quadrados
penalizada seja minimizada [18] [12].

Para estimar g considere-se minimizar o funcional
n b
S(9) = Y- g b))+ [ {g"Ydo (218)
i=1 a

em que k;, com i = 1,...,n, sdo pontos ordenados num intervalo [a,d]
qualquer, g tem primeira e segunda derivadas continuas ¢’ e ¢”, o quadrado
de ¢” é uma funcao integravel e 0 < A < oo é o parametro de suavizacao da
curva g. A solucao g, do problema de otimizacao acima é uma spline cubica
natural [11].

Suponha-se que a seqiiéncia de pontos k1, ..., k, pertenca ao intervalo
[a,b] tal que a < k; < ky < -+- < k, < b. Uma funcao g definida sobre
o intervalo [a,b] é uma spline cibica se satisfaz as seguintes condigoes:
(1) sobre cada intervalo (a, k1), (k1, k2) , (ka, k3) , ..., (kn,b), g é uma funcao
polinomial cibica e (2) cada dois polindmios em partes vizinhos se conectam
no ponto k; de tal modo que a prépria g e sua primeira e segunda derivadas
sejam continuas em todos os pontos k; e, portanto, sobre todo o intervalo
[a, b]. Pode ser definido entao o espaco S [a, b] de todas as fungoes suaves g
em |[a,b]. Os pontos k; sdo chamados no’:h. A fim de simplificar a notacao,
defina-se kg = a e k,+1 = b os limites do intervalo sobre o qual a fungao g
¢ definida.

Uma representacao natural de um polinomio em partes é da forma de

Ldo termo em inglés knots.
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quatro coeficientes polinomiais

para k; < x < k;y1 e constantes a;,b;,¢;,d; com ¢ = 0,...,n. Uma spline
cibica no intervalo [ko, k,41] é dita spline cibica natural se as segunda e
terceira derivadas nos pontos kg e k11 sao iguais a zero. A implicacao destas
condicoes é que dyg = 0, ¢co =0, d,, = 0e ¢, =0, logo g ¢ linear nos intervalos
[ko, k1] e [kn, knt1] [18].

Uma representagao mais eficiente do ponto de vista computacional
e matematico que aquela na equacao ¢é a representacao do valor da
segunda derivada. Nesta representacao, uma spline cubica natural g ¢é
completamente especificada pelo seu valor e o valor da segunda derivada em
cada no k;. Supondo que g é uma spline cubica natural com nés kq, ..., k,,
defina-se g; = g(k;) e v; = ¢" (k;) para i = 1,...,n. Uma spline cibica
natural g tem segunda derivada nos pontos ki e k,, igual a zero, logo v = 0
e 7, = 0. Considere-se os vetores ¢ = (g1,....9n) €7 = (25, Yn-1). Os
valores de g e de suas derivadas em qualquer ponto x podem ser calculados
explicitamente em termos dos vetores g e . Deste modo g pode ser descrita
em um grafico com qualquer grau de precisao.

A condicao necessaria e suficiente para que os vetores g e v representem
uma auténtica spline cubica natural para uma dada seqiiéncia de nés
depende de duas matrizes R e Q). A matriz () tem dimensao n x (n — 2)
com elementos ¢;;, comi=1,...,nej=2,...,n— 1. Os elementos de Q)

tém a seguinte forma

g-1; = hiL
g; = —hil —h;!
Gis1g = hi'
¢Gj = Ose |i—j[>2 (2-20)

co1m hZ = ki+1 — k:z
A matriz R é simétrica e tem dimensao (n —2) X (n —2) com seus

elementos dados por

ri = (1/3) (hi-1 + hi)
riipn = (1/6)h;
Tiv1s = (1/6) h
rij = Ose |i—7|>2 (2-21)
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comi=2,....n—1ej=2...,n—1. A matriz R é estritamente positiva
definida.

Com as matrizes R e () definidas, pode-se enunciar um dos teoremas
que formam a base da interpolacao e da suavizacao por splines. As provas

desses teoremas podem ser consultadas em Green e Silverman (1985) [1§].

Teorema 2.1 Os vetores g e v especificam uma spline ciubica natural se e

somente se
Q9= Ry (2-22)

Se a condicdo acima € satisfeita, entdo o termo de penalizacdo em

satisfaz
b
[ o @?do =Ry = fQR Qg (22

A spline de interpolagao tem como motivacao mecanica um antigo
dispositivo usado para desenhar cascos de navios e trilhos de linhas férreas.
Considere-se que para cada né k; existe um ponto (k;, z;). Considere-se
também uma pecga de madeira ou metal flexivel forcada a passar pelos pivos
fixos nos pontos dados (k;, z;) — nos nés k; — e livre para tomar qualquer
forma nos outros pontos. Com os pivos presos nos nos, a lamina toma a
forma de minima energia sujeita as restrigdes nos nés [18].

A fim de simplificar o entendimento da suavizagao por spline,
considere-se a interpolagao por spline. Seja S a,b] o espaco de todas as
funcoes g suaves no sentido de que possuem primeira e segunda derivadas
continuas. A curva mais suave em S [a, b] para interpolar os pontos dados
é a que tem menor termo de penalizagao [ ¢”? entre todas as curvas que
interpolam os dados.

Entre todas as curvas g em S [a, b] que interpolam os pontos (k;, z;),
aquela que minimiza [ ¢”? é uma spline ctibica natural com nds em k;. Se
n > 2, entao existe uma unica spline cibica natural que interpola os dados.
Assim, o problema de minimizar o termo de penalizagao | g”? é equivalente
a encontrar uma dnica spline cibica natural com nés k; e valores g (k;) = z;
para todo i. Logo, uma spline ctiibica natural é a solucao de um sistema de
equagoes lineares. O segundo teorema trata da unicidade da spline cubica

natural de interpolacao.

Teorema 2.2 Suponha-se n > 2 e ki < --- < k,. Dados os wvalores
21y .., 2n, existe uma e apenas uma spline cubica natural g com nos nos

pontos k; que satisfaz
g (ki) = zi (2-24)

para i =1,...,n.
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A spline cibica natural de interpolagao é 6tima em uma classe ainda
maior de fungoes suaves. Seja Ss [a, b] 0 espago das fungées continuas e com
primeira derivada continua ¢’ sobre o intervalo [a, b]. Isto implica a existéncia
de uma funcdo ¢” integravel tal que [ ¢” (k) dk = ¢’ (z) — ¢’ (a) para todo

x € |a, b]. Este resultado é garantido pelo terceiro teorema.

Teorema 2.3 Suponha-se n > 2 e que g é uma spline cubica natural
de interpolagao com wvalores zi,...,z, nos pontos ki,...,k, satisfazendo
a <k <-<k,<b Sejaguma funcao em Sy[a,b] tal que g (k;) = z;
parai=1,...,n. Entao [ §"* = [ ¢"*. A igualdade s6 é satisfeita se g e g

sao idénticas.

Nas aplicacgoes estatisticas, o que se deseja é estimar uma curva cujos
valores observados sao realizacoes de uma variavel aleatoria, ou seja, sujeitos
a erros aleatorios. Neste caso, o objetivo é obter uma curva g que suaviza
os dados observados. Tal como no problema de interpolagao, considere-se
ki, ..., k, pontos pertencentes ao intervalo [a,b] tal que a < k1 < -+ < k,, <
b. Sejam y, ..., y, observacoes de uma variavel aleatéria. A fim de garantir
as condigoes do teorema [2.1] considere-se n > 3 [18]. Dada uma fungao g
em S, [a,b], seja S (g) a soma de quadrados penalizada como definida na
equagao 2-18] A curva ¢ estimada sera aquela que minimiza S (g) entre
todas as fungoes do espago Ss [a, b].

Aplicando as propriedades das splines de interpolacao, pode ser mos-
trado que a curva estimada ¢ é uma spline cibica natural com nds nos
pontos k;. Reescrevendo S (g) em fungao dos vetores g e v e das matrizes R
e () é possivel concluir que a funcao 6tima ¢ existe e é unica.

Seja Y = (Y1,...,Y,)". A soma de quadrados penalizada S (g) pode

ser reescrita na forma matricial

S(g) = (V=9 (Y —9)+ QR 'Qy
= ¢ (I +MQR'Q)g—2Y'g+Y. (2-25)

Fazendo K = QR™'Q’, AK é nao-negativa definida e portanto, (I + AK)
é estritamente positiva definida. Logo, a funcao na equacao tem um

tnico minimo obtido pela expressao
g=(I+)\K) 'Y, (2-26)

O teorema [2.2] garante que o vetor g define unicamente uma spline g.
Entéao, S (g) tem um tnico minimo dado pela equagao sobre o espaco

de todas as splines cubicas naturais com ndés nos pontos k;.
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Teorema 2.4 Suponha-se n > 3 e que kyi,...,k, sejam pontos tais que
a < ki < --- < k, < b. Dados os pontos Y1,...,Y, e o parametro de
suavizagao \ estritamente positivo e seja g a spline cubica natural com naos

em ki, ... ky, tal que g = (I + \K)~'Y. Entio, para qualquer g € S [a, D],
S(9) < S(g)- (2-27)
A 1gualdade so € satisfeita se g e § sao idénticas.

Alguns algoritmos para encontrar ¢, estimativa da curva g, estao
descritos em detalhes em Green e Silverman (1985) [18§].

A partir da equacao e considerando a natureza quadratica da
equagao 2-18, pode ser mostrado que g é linear nas observagoes [33] [18], no

sentido que existe uma matriz H (\), tal que

g=HNy (2-28)

H\) =(+MK)™". (2-29)

Considere-se na regressao linear uma matriz H tal que y = Hy e H =
X (X’X)7' X'. A matriz de suavizacdo H ()\) tem um papel equivalente &
matriz chapéu H da regressao linear, pois mapeia os valores observados y;
nos valores previstos g (k;). Entretanto, H (A) ndo pode ser interpretada
como uma matriz de projecao [10].

Por analogia, podem ser estentidas & matriz H (\) as propriedades
bésicas da matriz chapéu da regressao linear. Denote-se H (\) a matriz
chapéu da spline de regressao e os elementos h;; (A) da diagonal principal
os valores de influéncia. Os elementos de H (\) tém a mesma interpretacao
que aqueles de H na regressao linear [10].

A fim de derivar as propriedades bésicas de H (\), considere-se uma
matriz T' de dimensao n X m com os elementos ¢;; iguais a tg, respectiva-

mente, comi=1,....,nej=0,...,m— 1 e defina-se
H =T (T'T)""'T. (2-30)

A matriz H* é conhecida como a matriz chapéu da regressao polinomial. O

teorema a seguir mostra as propriedades da matriz de suavizacao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210438/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210438/CA

Modelo Poisson-Gama Semi-Paramétrico 21

Teorema 2.5 A matriz H () = {h;; (\)} satisfaz as sequintes proprieda-
des:

para i # j
hii (A) =1 se e somente se h;; (A\) =0

para todo 1 # j e 2?21 hij (\) = 1. Ela e fortemente correlacionada com
H* = {h};} no sentido que

hi; (A\) | hY; como A — oo se h}; # 1
Ainda, hij (\) — hj; como X — oo e para \ suficientemente grande com
hi; # 0, tanto hi; (A) quanto hi; tém o mesmo sinal. Se A — 0 e hj; # 1,
entao hy; (\) T 1.

A prova deste teorema pode ser obtida em Eubank (1984) [10].

Seja e = (I — H)y o vetor de residuos de um modelo na regressao
linear usual. Ainda por analogia, pode ser definido um vetor e, tal que e =
(I—H\)y e Var(ey) = o*(I — H()\)). E, como resultado do teorema
2.5 os elementos da matriz H (A) podem ser utilizados como ferramenta
de diagnostico tal como a matriz chapéu dos modelos de regressao linear
[10, [1].

As splines cubicas também podem ser ponderadas e, neste caso, é
atribuido um peso w; para cada observacao y;. Esta abordagem ¢ especial-
mente importante quando alguns pontos do conjunto de dados tem grande
influéncia sobre os valores previstos g (k;). Estimar a funcao g, agora, con-

siste em minimizar o funcional
n b
Sw(9) =Y wli-g ()4 [ {gPde (239
i=1 a

em que w; com i = 1,...,n. Sen > 3 e A\ e os pesos w; sao estritamente

positivos, entao a fun¢ao na equagao [2-33] tem um tnico minimo dado por
g= (W +AK)"'WY (2-34)

em que W é uma matriz diagonal de dimensao n X n cujos elementos sao

os pesos w; com ¢ = 1,...,n [1§].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210438/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210438/CA

Modelo Poisson-Gama Semi-Paramétrico 22

As splines cubicas podem ser generalizadas para polinomios de ordens
mais elevadas se introduzindo condicoes nas derivadas de ordens superiores.
A idéia de suavizacao por splines pode ser estendida para problemas de
dimensao superior [39]. Entre as opcoes de estimagao podem ser considera-
das, por exemplo, a reducao da dimensionalidade usando funcoes aditivas
ajustadas de forma iterativa [22, 23] ou thin plate splines, na qual toda a

hiper-superficie é ajustada de uma sé vez [38|, 37, 36].

2.2.2
Selecao do parametro de suavizacao

O parametro de suavizagao é denotado por A e controla a contribuicao
do termo f g"* para S (g). Um dos problemas na estimacao de g reside na
escolha do valor de A com melhor relacao viés x variancia. Existem duas
abordagens filoséficas para a escolha do parametro de suavizagao. Em alguns
contextos, o parametro A pode ser selecionado de forma empirica e subjetiva.
Em outros casos, o parametro de suavizacao pode ser selecionado por um
método automético. Entao, os préprios dados determinam o valor de A. O
valor selecionado de forma automatica pode ser também usado como valor
inicial para um ajuste fino manual do parametro de suavizagao.

No processo de selecao do parametro de suavizacao, € necessario
minimizar uma medida global de erro como, por exemplo, a média do erro
quadratico médio. O método mais comum para a selecao automatica do
parametro de suavizacao é a validacao cruzada. Este método é motivado em
termos de erro de previsao. Supondo um erro com média zero, a curva g tem
a propriedade de que, dada uma observacao yx, g (yx) é a melhor previsao
de y, em termos de erro quadratico médio. Entao, é razoavel escolher o
estimador g (k) tal que este dé o menor valor de {yx — g (yx)}> para uma
nova observacao y; no ponto k. Na pratica, como nao ha novas observagoes
disponiveis, a validacao cruzada reproduz o efeito de uma nova observacao
yr removendo a observacao y; referente ao ponto k; do conjunto de dados
[18, 17, 23].

Seja y; a observacao referente ao ponto k;. Considere-se que y; é uma
nova observacao omitindo-a do conjunto de dados utilizado para a estimagao
da curva g. Denote-se por ¢ (k; \) a curva estimada usando o parametro
de suavizacio A e sem a observacdo y;. Entdo, ¢ (k;\) é a curva que
minimiza )

S g ) 44 [ (Ve (2:3)
a

J#
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O ajuste da curva estimada ¢(~% pode ser avaliado se verificando quio bem

(=) (k;: ) prevée y;. Seja y; — % (k;; A) o residuo referente & observacio v;
prevista pela curva §(9 estimada com n — 1 observacdes e com parametro
de suavizacao A, que sera denotado por residuo deletado. Uma medida de

ajuste orientada a previsao ¢ o erro preditivo quadratico médio dado por

EPQ () ZE{% — g (ks N} (2-36)

em que y; é a nova observacao referente ao ponto k; e g é a curva estimada
com n observagoes e parametro A. A validagao cruzada é uma estimativa do
erro preditivo quadrado médio [23, [12].

Dado que a escolha de qual observacao y; é retirada do ajuste de §(=7,
uma avaliacao total da adequacao do parametro de suavizacao \ pode ser

obtida por meio da funcao escore da validacao cruzada

VO (A Z {yi — 309 (ks M)V (2-37)

O objetivo da validagao cruzada é encontrar o valor de A que minimiza
VC (X). Nao hé garantias de que a fungao na equagao 2-37 tenha um tnico
minimo. Uma busca numa grade de valores de A pode ser o melhor método
para a minimizagao [18].

Para calcular VC' (X\) nao é necesseirio resolver n problemas de sua-
vizacao separados para achar n curvas ¢(~%. Usando o fato de que a curva
g depende linearmente dos dados y, como mostra a equacgao 2-28] pode

ser desenvolvida uma forma computacionalmente economica para calcular

o escore VC (A).

Teorema 2.6 A funcdo escore da wvalidacdo cruzada satisfaz a sequinte

equacao
VC(\) = % ; {%} (2-38)

em que § € a spline calculada a partir de todo o conjunto de dados {(k;,y;)},

onde 1 =1,...,n, com parametro de suavizacao .

O teoremal[2.6] cuja demostragao pode ser consultada em Green e Silverman
(1985) [18], mostra que uma vez conhecidos os elementos h;; (A) da diagonal
principal da matriz de suavizagao, o escore da validagao cruzada pode ser
calculado a partir dos residuos em torno da spline estimada com todas
as n observacoes. Usando uma abordagem semelhante aquela dos residuos

deletados no contexto de regressao linear [6], obtém-se o residuo deletado
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yi — 97 (k) = 31/—_h—g((k>\; (2-39)

Uma extensao da validacao cruzada ¢é validacao cruzada generalizada

[7) 36, 18, 22, 23]. A idéia bdsica da validagdo cruzada generalizada é

substituir o fator 1 — h; (A) na equagao por 1 — (1/n)tr{H (\)}. Por

analogia a [2-38] a funcao escore da validacao cruzada é entao obtida da
forma ,

VCG () = 1 >y — g (ki) }? . (2-40)

n{l—(1/n)tr{H (A)}}

em que g é a spline calculada a partir de todo o conjunto de dados {(k;, y;)},

onde i = 1,...,n, com parametro de suavizagdo A. A fun¢ao VCG (A) deve
ser minimizada sobre os valores de \.

A validagao cruzada e a validacao cruzada generalizada podem ser
facilmente estendidas para selecao do parametro de suavizacao A em splines

cibicas ponderadas [7, 136, [1§].

2.2.3
Graus de liberdade do suavizador

A quantidade de suavizacao de um estimador pode ser expressa em
termos do numero de parametros estimados ou graus de liberdade do
suavizador. Esta quantidade tem sua motivagao na regressao classica e é
referida como graus de liberdade equivalentes. Suponha-se que a curva g
esteja sendo estimada por uma regressao paramétrica. Assumindo que os
parametros sejam identificaveis com base nas obsevacoes, a matriz H é uma
projecao sobre um espaco de dimensao k. Entao, o nimero de parametros
ajustados é k, assim como o traco de H ¢ igual a k. Logo, o niimero de
graus de liberdade do modelo ¢ igual ao trago de H. O nimero de graus de
liberdade dos residuos é n — k que ¢ dado por tr (I — H) [18} 23] 3].

Por analogia, os graus de liberdade equivalentes dos residuos na

regressao por spline sao definidos por
GLER =tr{I — H(\)} (2-41)

em que H (\) é a matriz de suavizagdo associada com o parametro de
suavizagao A. Os numeros de graus de liberdade equivalentes dos residuos
variam de 0 quando A = 0, a curva g interpola todos os pontos e a matriz
H ()\) é aidentidade, até n—2 quando A = 0o e a curva g é a reta de regressao

linear. O nimero de graus de liberdade equivalentes esté associado com a
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relagao viés x variancia do estimador da curva g. Da defini¢ao de validagao
cruzada generalizada, esta pode ser escrita em funcao do niimero de graus

de liberdade equivalentes dos residuos da forma

SQR

VCG(N\) =n- —(GLER)2

(2-42)
em que SQR é a soma de quadrados dos residuos.

A defini¢ao de graus de liberdade equivalentes é discutida mais pro-
fundamente em Buja, Hastie e Tibshirani (1989) [3] e Hastie e Tibshirani
(1990) [23].

2.2.4
Algoritmo de estimacao com miuiltiplas covariaveis

Modelos nos quais se tenta estabelecer a dependéncia de uma varidavel
resposta Y com apenas uma covariavel X nao caracterizam uma ferramenta
apropriada para a analise estatistica de problemas complexos. Por analogia
aos modelos de regressao linear classica, na regressao nao-paramétrica um
modelo no qual Y depende de uma funcao de apenas uma covariavel X pode
ser escrito da forma

Y=9g(X)+¢ (2-43)

em que € é um vetor de erros independentemente distribuidos. A estimacao
do modelo foi discutida ao longo desta se¢ao. Entretanto, este modelo
nao tem muita utilidade na pratica.

Admita-se, agora, que X é um vetor aleatério de dimensao p da
forma X = (Xi,...,X,). Suponha-se um modelo no qual a dependéncia da
variavel Y é expressa como uma combinacao de funcoes dos componentes do
vetor X. Entao, um modelo com miultiplas covaridveis pode ser formulado

de acordo com a seguinte equacao
Y=g X))+ -+ (Xp)+e (2-44)

onde g;, com j = 1,...,p, sao curvas suaves das covaridveis X;, respectiva-
mente, e € ¢ um vetor de erros independentemente distribuidos. Na notagao
dos modelos lineares generalizados [28| [12] 23], o modelo 2-44] pode ser re-

escrito da seguinte forma

EYIX) = f()


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210438/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210438/CA

Modelo Poisson-Gama Semi-Paramétrico 26

n = Zgj (X;5) (2-45)

tal que f(-) é a inversa da fungao de ligacao apropriada para a familia
de distribuicao de Y, n é o preditor aditivo da funcao de regressao e,
por simplificagao e sem perda de generalidade, o intercepto é igual a 0.
O problema agora consiste em estimar as funcoes g; dados os valores
observados de X;. Note-se que para algum j, g; pode ser linear, isto €,
da forma g; = 3;X; e, neste caso, o modelo ¢ dito semi-paramétrico.

Como cada covaridavel no modelo aditivo é representada separada-
mente, a caracteristica de interpretabilidade é herdada do modelo linear,
isto é, a variabilidade de superficie estimada depende apenas da covariavel
X, quando todas as outras covaridveis X, sao fixadas. Devido a esta sim-
plificacao, os modelos aditivos sao aproximagoes da verdadeira superficie
de regressao por uma soma de funcoes individuais dos preditores. Entre-
tanto, os modelos aditivos nao lidam de forma trivial com interagoes entre
os preditores [23] [14].

Os suavizadores multidimensionais de alta dimensao nao funcionam
adequadamente pois herdam a esparsividade das amostras de dimensao
alta, a chamada “maldi¢ao da dimensionalidade” [14]. Uma discussao de-
talhada da abordagem dos suavizadores multidimensionais de baixa ordem,
por exemplo, thin plate splines pode ser consultada em Wood (2003) [38],
Wood(2000) [37], Wahba (2000) [36] e Green e Silverman (1994) [18]. Os
modelos aditivos caracterizam uma abordagem para lidar com problemas
de alta dimensao, decompondo-os em problemas de baixa dimensao, nor-
malmente d = 1 [14] 22].

Considere-se estimar as funcoes g1,...,g, do modelo aditivo 2-45
O modelo pode ser estimado por meio do algoritmo backfitting, também
conhecido como projection pursuit [22, 14, 12]. O algoritmo consiste em
estimar uma funcao g; dadas as estimativas das funcoes g;xs, com j =
1,...,p, num procedimento iterativo até que um critério de convergencia
seja satisfeito. Um exemplo de critério de convergencia pode ser dado pela
diferenca entre a soma de quadrados dos residuos entre duas iteragoes
consecutivas comparado com um valor fixo tao pequeno quanto se deseje.

No algoritmo 2.1 m é o contador de iteragoes, R é o residuo parcial
do modelo aditivo com todas as curvas g, hs (+) € uma funcéo suavizadora
arbitraria aplicada a covariavel X, e SQR é a soma de quadrados dos
residuos.

A regressao por projection pursuit é uma forma direta de atacar o
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Algoritmo 2.1 O algoritmo backfitting

1. Inicia-se g§0) =...= ;0) =0em=0

2. Itera-se: m=m+1
Para j =1 até p faz-se:

3. Estima-se

4. Até que

P
SQR = Y—Zgj(-m)(Xj) <e
j=1

problema da dimensionalidade. Considere-se o modelo

V=S h (X)) +e (2-46)

I

no qual o} X denota uma proje¢ao unidimensional do vetor X, hj é uma
funcao univariada arbitraria da projecao e os erros sao independentes de
X com média zero e variancia o2. O algoritmo constréi a superficie de
regressao escolhendo as projecoes definidas pelo vetor «y. As direcoes ay
e o numero de termos K, em [2-46] sdo escolhidos de forma a oferecer o
melhor ajuste aos dados. O algoritmo backfitting é um algoritmo Gauss-
Seidel para solucao de sistemas de equagdes [B]. Se os suavizadores h (-)
sao operadores de projecao, a convergeéncia do algorimo é garantida. Alguns
suavizadores como as splines embora nao sejam operadores de projecao,
possuem as propriedades requeridas para a convergéncia [23]. O modelo
procura explicar a variabilidade da variavel resposta nao por uma
seqiiéncia suavizada, mas por uma soma de suavizacoes de varias seqiiéncias
da variavel resposta induzida por varias combinacoes lineares do preditor
[14].

Nos modelos de regressao linear miltipla, a interpretacao dos coefici-
entes pode ser seriamente comprometida se existe colinearidade entre as co-

variaveis. Um fenomeno andlogo pode ocorrer nos modelos nao-paramétricos
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chamado concurvz’dade@. Seus efeitos na interpretacao das curvas individuais

nos modelos aditivos ainda nao sao bem conhecidos [22].

2do termo em inglés concurvity.
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