
5
Análise de Estabilidade do Escoamento de Soluç ões Po-
lim éricas.

Processos de revestimento de todos os tipos podem ser considerados bem-

sucedidos se apresentam duas caracterı́sticas: operam em regime permanente e o

escoamentóe bidimensional, tamb́em conhecido como escoamento base, exceto

perto das bordas. Por esta razão, modelos téoricos do processo são desenvolvidos

com as hiṕoteses de escoamentos em regime permanente e bidimensionais.

Poŕem a operaç̃ao est́avel sem defeitośe limitada por instabilidades no

escoamento que pode tornar-se tridimensional ou transiente para determinados

limites de operaç̃ao ou propriedades do lı́quido de revestimento.

Por exemplo quando um substratoé revestido com uma camada fina de

lı́quido pela aç̃ao de cilindros girantes, se a velocidade da superfı́cie do cilindro

for muito alta, ou a viscosidade do lı́quido for alta, a separação do meniscòa

jusante forma ondas na direção transversal ao escoamento e a camada de reves-

timento produzida desta maneira apresentará listras na direç̃ao do movimento do

substrato, comóe mostrado na figura 1.3.

É conhecido por quase um século que algumas previsões de escoamentos

em regime permanente não podem ser observados experimentalmente porque

eles s̃ao inst́aveis com respeito a pequenas perturbações. O estudo de quais

previs̃oes podem ser esperadas ocorrerem na natureza,é chamado de análise de

estabilidade hidrodin̂amica.

A análise de estabilidade hidrodinâmica linear prov̂e um meio de determi-

nar se um escoamento permanente bidimensional, permanece est́avel depois de

ser perturbado infinitesimalmente.

O conjunto de equações que descreve a história temporal de uma

perturbaç̃ao desde o regime permanente dá origem a um problema de autovalor

generalizado. As autofunções s̃ao um conjunto de perturbações independentes,

cada uma das quais cresce ou decai com o tempo de acordo com o seu respectivo

autovalor. O sinal da parte real do autovalor controla a perturbaç̃ao, se for posi-

tivo, a perturbaç̃ao correspondente cresce com o tempo, ao menos inicialmente,

e o escoamentóe dito inst́avel.
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A análise de estabilidade linear para lı́quidos Newtonianos foi iniciada no

começo do śeculoXX com a derivaç̃ao das equaç̃oes de Orr-Sommerfeld (Orr

(1907) [1] para determinar a estabilidade de um escoamento,laminar retiĺıneo e

permanente com respeito a pequenas perturbações.

Yih (1955) [2] fez a primeira ańalise de estabilidade de um escoamento

com superf́ıcie livre. Outros pesquisadores continuaram com este tipode ańalise

aplicado a escoamentos estratificados em canais ou em placasinclinadas (Yih,

1955 [2], Brooke, 1957 [3], Yih, 1963 [6], Kao, 1965 [7], Yih, 1967 [9]).

Nesse estágio, a ańalise de estabilidade foi limitada a escoamentos base

unidimensionais considerando que a velocidade perturbadavaria em duas di-

mens̃oes. Somente no inı́cio de 1980 e com o advento dos computadores foi

posśıvel a ańalise de escoamentos base bidimensionais.

Bixler (1982) [15] e Ruschak (1983) [19] simultaneamente desenvolveram

ańalise de escoamentos base bidimensionais sujeitos a perturbaç̃oes tridimensi-

onais. As formulaç̃oes diferem entre se, devido ao fato de Ruschak considerar

somente estabilidade marginal.

Todas as formulaç̃oes da ańalise de estabilidade após Ruschak e Bixler śo

inclúıram algumas pequenas modificaçõesà forma original proposta por eles.

Coyle (1986) [23] aplicou a formulação de Bixler para o escoamento

de revestimento por cilindros. Christodoulou (1990) [30] corrigiu um erro no

mapeamento isoparamétrico na proposta feita pelo Coyle (1990) [29] que levou

a superestimar em 20% o número de capilaridade crı́tico.

Carvalho (1997) [44] aplicou a análise de estabilidade no processo de

revestimento com cilindros deformáveis, onde a deformação do cilindro al-

tera a geometria do escoamento. Eles usaram a teoria de lubrificaç̃ao ou a

equaç̃ao de Navier-Stokes para descrever o movimento do lı́quido e modelos

uni-dimensionais ou bidimensionais elásticos para descrever a deformação do

cilindro. Os resultados descrevem como a espessura da camada ĺıquida deposi-

tada varia com as variáveis de operação, tipo de borracha utilizada (dureza), e

espessura da camada resiliente.

A formulaç̃ao proposta ñao inclui a perturbaç̃ao das equaç̃oes de geraç̃ao

de malha, que reduz o tamanho da matriz a ser resolvida. A perturbaç̃ao na

superf́ıcie livre foi parametrizada em termos de um deslocamento nadireç̃ao

do vetor normal̀a superf́ıcie livre do escoamento base.

Musson (2001) [53] implementou o mapeamento das equações do doḿınio

perturbado para o doḿınio do escoamento base via a transformação de Piola.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA
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5.1
Análise da Estabilidade Linear: Perturbaç ões tridimensionais de Fluidos
Viscoel ásticos.

Apesar de existirem muitas publicações na literatura sobre análise de

estabilidade no caso de fluidos Newtonianos, a maioria dos lı́quidos utilizados

em processos industriais de revestimento são ñao Newtonianos.

As caracteŕısticas viscoeĺasticas desses lı́quidos podem alterar o balanço de

força na interface e conseqüentemente mudar os limites de operação do processo,

como foi discutido no capı́tulo anterior. Os resultados disponı́veis na literatura

para fluidos Newtonianos não podem ser utilizados nestes casos.É necesśario

determinar os valores crı́ticos onde ocorre perda de estabilidade em função das

propriedades reológicas do ĺıquido utilizado no processo de revestimento.

As não-linearidades causadas tanto pelo comportamento reológico dos

lı́quidos quanto pela presença da interface tornam a formulação e soluç̃ao das

equaç̃oes perturbadas bem mais complexas do que no caso de escoamentos com

geometria fixa ou de fluidos Newtonianos.

A idéia por traz da ańalise de estabilidade linearé perturbar um escoamento

base permanente bidimensional com perturbações infinitesimais, inserir todas

elas num sistema de equações que modele a situação dependente com o tempo

e resolv̂e-las para a amplitude da perturbação e sua taxa de crescimento o que

pode ser expressado da seguinte forma:

v(x, t) = v0(x0)+ εℜ
[
v′(x)eβt

]
(5-1)

p(x, t) = p0(x0)+ εℜ
[
p′(x)eβt

]
(5-2)

L(x, t) = L0(x0)+ εℜ
[
L ′(x)eβt

]
(5-3)

M(x, t) = M0(x0)+ εℜ
[
M ′(x)eβt

]
(5-4)

ondeℜ representa a parte real, eε é um ńumero infinitesimal quée o valor

em torno do qual os campos são perturbados. Se o domı́nio do escoamento tem

fronteiras livres, as posições daquelas fronteiras são perturbadas também, istoé,

x = x0(x0)+ εℜ
[
x′(x)eβt

]
(5-5)

v0, p0 e x0 representam a solução bidimensional em regime permanente. Estaé

chamada de escoamento base. Os campos de velocidadev, press̃ao p, gradiente

de velocidade interpoladoL e tensor conformaçãoM do escoamento perturbado

devem satisfazer as equações de Navier-Stokes tridimensionais em regime tran-
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siente, que s̃ao apresentadas a seguir:

0 = ∇ ·v (5-6)

0 = ρv ·∇v−∇ ·T −ρg (5-7)

0 = L −∇v+
1

tr I
(∇ ·v)I (5-8)

0 = v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) (5-9)

onde a expressão para o tensor das tensõesT é dada por:

T = −pI +τ+σ (5-10)

a componente viscosa do tensor das tensõesé:

τ = 2µD (5-11)

e a parte eĺastica tem a seguinte expressão:

σ = 2ρ(ξ−ζ)
M

I : M
M :

∂a
∂M

+2ρζM ·
∂a
∂M

(5-12)

junto com as condiç̃oes de contorno. A condição de contorno cineḿatica na

superf́ıcie livre para um escoamento transienteé dada por:

0 = n ·
∂x
∂t

−n ·v (5-13)

e a condiç̃ao de contorno para o tensor conformação fica:

0 =
∂M
∂t

−2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) (5-14)

Para avaliar os campos perturbadosx′, v′, p′, L ′, M ′ e sua taxa de cresci-

mentoβ, o método de reśıduos ponderadośe aplicadòas equaç̃oes 5-1–5-9.

Todas as possı́veis perturbaç̃oes podem ser representadas como uma

combinaç̃ao linear de um conjunto de modos normais linearmente independen-

tes. O mais conveniente no presente casoé um conjunto de modos de Fourier na

direç̃aoz, os quais d̃ao informaç̃ao independente do que acontece nessa direção.

As variaç̃oes das perturbações na direç̃ao transversal são representadas

pelos modos de Fourier, istoé, senos e cosenos, dos quais o número de ondáe N.
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Em concord̂ancia com isto, cada variável independentée aproximada como uma

combinaç̃ao linear de novas funções baseφ, que nada mais são do que o produto

das funç̃oes base usadas para resolver o mesmo escoamento bidimensionalϕ em

regime permanente vezes os modos de Fourier, da seguinte forma:

v′ = v
′βφβ

v onde φβ
v = ϕβ

v




cos(Nz)

cos(Nz)

sen(Nz)


 (5-15)

p′ = p
′βφβ

p onde φβ
p = ϕβ

pcos(Nz) (5-16)

x′ = x
′βφβ

x onde φβ
x = ϕβ

x




cos(Nz)

cos(Nz)

1


 (5-17)

L
′
= L

′βφβ
L onde φβ

L = ϕβ
L




cos(Nz) cos(Nz) sen(Nz)

cos(Nz) cos(Nz) sen(Nz)

sen(Nz) sen(Nz) cos(Nz)


 (5-18)

M ′ = M
′βφβ

M onde φβ
M = ϕβ

M




cos(Nz) cos(Nz) sen(Nz)

cos(Nz) cos(Nz) sen(Nz)

sen(Nz) sen(Nz) cos(Nz)




(5-19)

N é o ńumero de onda da perturbação,N = 2π/λ, ondeλ é o comprimento

de onda da perturbação eβ é o fator de crescimento.

Seguindo a aproximação de Bixler (1982) [15], o doḿınio de integraç̃ao

V∗ é o volume obtido estendendo o domı́nio do escoamento bidimensional

perturbadoΩ∗ sobre um comprimento de onda na direção transversal comóe

indicado na Fig. 5.1.

As funç̃oes base que foram usadas para a perturbação das varíaveis s̃ao

as funç̃oes peso que são usadas quando aplicamos o método de Galerkin /

Elementos Finitos.

As equaç̃oes resultantes dos resı́duos ponderados para as equações de

quantidade de movimento linear, continuidade, equação do gradiente interpolado

da velocidade, equação de transporte do tensor conformação s̃ao:

rc,α =
∫

V∗

φα
c ∇ ·vdV∗ (5-20)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA
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x

y
z

Ω ∗

Domínio perturbado

x

y
z

Ω

2π / N

Escoamento base com
dominio estendido na

direção Z

X = X0 + ε eβt X’

X0 = X0 (ξ)

X = X( ξ)

ν

ν*

Ω 0

ξ

η
ζ

Domínio de referência

ν0

Figura 5.1: Desenho do domı́nio perturbado tridimensional.

rm,α =
∫

V∗

φα
m

(
ρ

∂v
∂t

+ρv ·∇v−∇ ·T −ρg
)

dV∗ (5-21)

RL ,α =
∫

V∗

φα
L

(
L −∇v+

1
tr I

(∇ ·v)I
)

dV∗ (5-22)

RM ,α =
∫

V∗

φα
M

(
ρ

∂M
∂t

+v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D

+D ·M −2
D : M
I : M

M)−M ·W−WT ·M

+
1
λ
(g0I +g1M +g2M2)

)
dV∗ (5-23)

A integral sobre o doḿınio perturbadoV∗ pode ser divida em v́arias partes

(ver figura 5.1), onde a contribuição daśareas laterais (planos x-y) se cancelam

pois o doḿınio foi fixado para um comprimento de onda 2π/N (condiç̃ao de

contorno períodica na direç̃ao z).

Ao longo das superfı́cies śolidas a equaç̃ao residualé substitúıda por

uma condiç̃ao de contorno essencial. Osúnicos termos que sobram são as

integrais nos planos de entrada, saı́da e superfı́cie livre perturbada (se presente

no problema).

O doḿınio fı́sico perturbadoV∗ (agora um doḿınio fı́sico tridimensional)

é mapeado para um domı́nio de refer̂encia conhecidoVo, comoé mostrado na
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Fig. 5.1.

O mapeamentox = x(ξ) pode se escrito como uma perturbação do ma-

peamentoxo = xo(ξ) entre o doḿınio bidimensional do escoamento baseΩ e

o doḿınio de refer̂enciaΩo, que faz parte da solução do escoamento base eé

conhecido.

O gradiente da funç̃ao de mapeamento perturbadaé dada por (Carvalho,

1997 [45]):

F′ ≡
∂x
∂ξ

≡ xβ /φβ
x =




∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ς

∂y
∂ς

∂z
∂ς


 . (5-24)

O Jacobiano da transformaçãoé dado por:

f ′ = detF′ =
∂x
∂ξ

∂y
∂η

+
∂x
∂η

∂y
∂ξ

= f 0
[
1+ εeβ,t cos(Nz)∇ ·x′

]
(5-25)

onde f 0 é o Jacobiano da transformação do escoamento base. As equações 5-20–

5-23 tem a seguinte forma geral:

∫

V∗

P(x,v,L ,M)dV∗ (5-26)

Partindo da derivaç̃ao do Jacobiano da função de mapeamento perturbada

é fácil chegar a um expressão para o volume perturbado(Carvalho (1997) [45]):

dV∗ = dV
[
1+ εeβ,t cos(Nz)∇ ·x′

]
(5-27)

Por essa raz̃ao as integrais que aparecem nas equações 5-20–5-23 podem

ser reescritas na forma geral:

∫

V∗
P(x,v,L ,M)dV∗ =

∫

V
P(x,v,L ,M)dV

+ εeβ,t
∫

V
P(x,v,L ,M) cos(Nz)∇xo ·x

′dV(5-28)

As integrais sobre o doḿınio perturbadoV∗ são reduzidas a integrais sobre

o doḿınio base conhecidoV. A integral de volume pode ser separada em uma

integral sobre o doḿınio bidimensional ñao perturbadoΩ e uma integral de linha

ao longo da direç̃aoz:
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∫ ∫ ∫

V∗
P(x,v,L ,M)dV∗ =

∫ 2π/N

0

∫ ∫

Ω
P(x,v,L ,M)dΩdz

+εeβ,t
∫ 2π/N

0

∫ ∫

Ω
P(x,v,L ,M) cos(Nz)∇x0 ·x

′dΩdz (5-29)

Como foi proposto por Carvalho (1997) [45], a idéia desta formulaç̃ao

é restringir as perturbações dos pontos nodaisx′ a onde elas s̃ao fisicamente

relevante, istóe, superf́ıcies livres ou paredes deformáveis. A perturbaç̃ao ao

longo das fronteiras ḿoveis pode ser escrita como:

x′ = H0(x0)h
′n (5-30)

ondeh′ é uma funç̃ao escalar que representa a amplitude da perturbação,n é um

vetor normal ao doḿınio não perturbado eH0 = limδ → 0Hδ ondeHδ é uma

função suave que toma um valor igual a 1 nos contornos e 0 no resto dodoḿınio,

sendo este decaimento suave.

A amplitude do deslocamento do contornoh′ é somente diferente de zero

nas posiç̃oes onde o doḿınio perturbadoé relevante ée escrito como uma

combinaç̃ao linear das funç̃oes baseφ como apresentado a seguir:

h′ = H ′αφα
h′ (5-31)

Com o uso desta aproximação, o ńumero de graus de liberdade correspon-

dentes ao doḿınio perturbadóe reduzido a uma variável por cada ponto nodal

localizado na superfı́cie livre (ou parede deforḿavel).

A definição da superfı́cie livre perturbada apresentada na equação 5-30

conduzà duas importantes simplificações nas equações dos reśıduos, as quais

provém das propriedades da funçãoHo:

∫ ∫

Ω
P(xo)

(
∂Ho

∂xo
+

∂Ho

∂yo

)
dΩ =

∫

Γ
P(xo)dΓ

∫ ∫

Ω
P(x0)H

odΩ = 0 (5-32)

Os termos das equações residuais que tem derivadas das posições podem

ser simplificados para integrais de linha. Esses termos são representados em geral

da forma:

∫ ∫

Ω
P(x0)∇x0 ·x

′dΩ =
∫

Γ
P(x0)h

′dΓ
∫ ∫

Ω
P(x0)

∂(∗)

∂x′
f ′

f 0dΩ =
∫

Γ
h′P(x0)

[
∂(∗)

∂Γ
+

∂x0

∂Γ

]
dΓ
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∫ ∫

Ω
P(x0)

∂(∗)

∂y′
f ′

f 0dΩ =
∫

Γ
h′P(x0)

[
∂(∗)

∂Γ
+

∂y0

∂Γ

]
dΓ (5-33)

Os campos perturbados são inclúıdos nas equações dos reśıduos pondera-

dos 5-20–5-23 e os termos de ordemO(ε2) ou maiores s̃ao desprezados, pois

esta ańaliseé linear e as perturbações s̃ao de ordem infinitesimal.

O resultando da simplificação é um conjunto de equações alǵebricas para

os coeficientes das expansões dos campos perturbados:

R(u′) (5-34)

ondeR é o vetor que contem as equações dos reśıduos ponderados, eu′ é o vetor

que contem os coeficientes das funções base dos campos perturbados tais como

velocidade, pressão, gradiente de velocidade interpolado, tensor das tensões e

superf́ıcie livre.

O conjunto de equaçõesé expandido por meio de séries de Taylor e os

termos de ordemO(u′) são desprezados, devido ao fato das perturbações serem

infinitesimais. O conjunto de equações resultantée:

∂R
∂u′

u′ = 0 (5-35)

onde ∂R
∂u′ é a matriz de sensibilidade das equações dos reśıduos ponderados em

relaç̃ao as varíaveis perturbadas. Esta matriz pode ser separada em duas matrizes

da seguinte forma:

∂R
∂u′

= −βM̂ +J (5-36)

onde M̂ é chamada de matriz massa eJ matriz Jaconiana;β é o fator de

crescimento exponencial dos modos da perturbação.

O conjunto de equações linearizadas resultanteé um problema de autovalor

generalizado da seguinte forma:

Ju′ = βM̂u ′ (5-37)

5.1.1
Método de Soluç ão do Problema Generalizado.

A estabilidade de um escoamentoé definida pelos autovalores com a maior

parte real, que s̃ao chamados de autovalores dominantes. Por essa razão ñao h́a

necessidade de calcular todos os autovalores do problema definido na Eq. 5-37,

mas somente os autovalores que possam se tornar dominantes.
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A matriz massaM̂ é singular e a matriz Jacobiano não é singular, nesta

classe de problemas, os autovalores que não s̃ao associados com as equações que

são dependentes com o tempo (equação de continuidade e condições de contorno

essenciais) s̃ao infinitos.

De acordo a Christodoulou (1990) [30], ele são relacionados a ondas de

som que viajam a velocidade infinita em materiais incompressı́veis. Antes que

o problema de autovalor seja resolvido, esses autovalores infinitos devem ser

removidos do sistema de equações, pois de outro modo eles seriam os de maior

parte real.

Uma forma de fazer istóe usando a transformação ”shift-and-invert”. O

problema de autovaloresé reescrito como:

[
J−βM̂

]
u′ = 0⇒

[
J−σM̂ −βM̂ +σM̂

]
u′ = 0⇒

[
(J−σM̂)− (β−σ)M̂

]
u′ = 0⇒

[
(I − (β−σ)(J−σM̂)−1M̂

]
u′ = 0

⇒
[
(J−σM̂)−1M̂

]
u′ = (

1
β+σ

)u′

(5-38)

Essa transformação conduz a um problema de autovalor simples:

Au′ = µu′ ; A = (J−σM̂)−1M̂ e µ=
1

(β−σ)
(5-39)

Neste trabalho o ”shift”σ é real. Os autovalores com maior parte real

da equaç̃ao 5-39 s̃ao aqueles autovalores do problema original que estão mais

próximos do valor do ”shift”σ.

Os autovalores infinitos do problema generalizado são mapeados para

autovalores iguais a zero no problema de autovalor simples.O cálculo de

(J−σM̂)−1 foi feito com o ḿetodo frontal (deAlmeida, 1990 [37]).

No presente trabalho o problema de autovalor simples foi resolvido com

o pacote ARPACK, que foi desenvolvido pelo Prof. Dany Sorensenna RICE

UNIVERSITY, eé de aceso ṕublico via internet.

O ARPACK é uma coleç̃ao de subrotinas programadas em FORTRAN77

desenvolvidas para resolver problemas de autovalor de grande escala.

O nome ARPACK indica que este pacote usa o método de Arnoldi para

resolver o problema de autovalores (ARnoldi PACKage). Este software é capaz

de resolver problemas de autovalor de matrizes hermitianas, não hermitianas e

problemas de autovalor generalizado.

O ARPACK calcula apenas alguns autovalores especificados pelousúario,

como por exemplo os autovalores com maior parte real, maior módulo, menor
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módulo etc. O processo de Arnoldié a t́ecnica para aproximar alguns autovalores

e seus correspondentes autovetores de uma matriz geralnxn.

Este pacotée baseado numa variante do Método de Arnoldi quée o Método

de Arnoldi com reinicializaç̃ao impĺıcita proposta por Sorensen (2002) [56] que

por sua veźe uma variante da proposta por Saad (1988) [33], e tem a vantagem

de ser uma forma mais eficiente e numericamente estável de implementar o

processo de reinicialização.

Uma breve descriç̃ao do ḿetodo de Arnoldié feita a seguir. O ḿetodo

de Arnoldi pertence a uma classe de métodos conhecidos como métodos de

Projeç̃ao. Esse ḿetodo procura uma aproximação (µ̃, ṽ′) do autopar(µ,v′), tal

que v′ pertença ao espaçoKm de dimens̃ao m e o residual da aproximação é

ortogonal aKm, o queé ańalogo ao ḿetodo de Galerkin, istóe:

Acharu′ ∈ Km talque(Au′−µu′,v) = 0 ∨v ∈ Km (5-40)

A dimens̃aom deKm é geralmente muito menor que o dimensão original

do problema. O tamanho do subespaçoKm é escolhido de modo que garanta que

o autovalor dominante seja não seja influenciado por esta escolha.

Se Vm = [v1, ....,vm] é uma matrizNxm cujas colunas s̃ao m vetores

ortogonaisv j que formam a base do subespaçoKm, o método de projeç̃ao pode

ser escrito como:

(AVmy− µ̃Vmy,v j) = 0 j = 1...m⇒ (VH
m AVm)y = µ̃y⇒

By = µ̃y B = VH
m AVm (5-41)

O autovetor aproximadov′ é avaliado a partir do autovetor do problema

reduzido:

u′ = Vmy (5-42)

No método de Arnoldi,Km é o subespaço de Krylov, istoé um subespaço

gerado pelos vetores de Krylov{v1,Av1, ...,Am−1v1}. A projeç̃ao da matrizA

no subespaçoKm, isto é,VH
m AVm é uma matriz Hessenberg denotada porHm.

Os elementos da matriz Hessenberg são os coeficienteshi, j obtidos no

processo de ortogonalização. O problema de autovalor reduzidoé representado

da seguinte maneira:

Hmy = µ̃y e ũ′ = Vmy (5-43)

O par (µ̃, ũ′) é uma boa aproximação do autopar(µ,u′) somente para a
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parte o espectro mais externa, istoé, para os autovalores mais distantes do origem

do plano complexo.

Outra vantagem de usar o método de Arnoldíe que o ćalculo da norma dos

reśıduos do autopar aproximado(µ̃, ũ′) é muito f́acil e quase sem custo compu-

tacional adicional.́E igual à ultima componente do autovetory(m)
i multiplicado

por |hm+1,m| (Saad, 1988 [33]):

Ri ≡ ‖Aũ′
i − µ̃ũ′

i‖ = hm+1,m|eT
myi | (5-44)

ondeeT
m = (0,0, ....1) Neste trabalho o autovaloré considerado convergido se o

correspondente residual for menor que a tolerância 10−9.

Esta é a id́eia geral do ḿetodo de Arnoldi, mas a implementação

numérica no ARPACK foi feita usando o ḿetodo de Iteraç̃ao de Arnoldi com

Reinicializaç̃ao Impĺıcita (IRAM), que torna a t́ecnica mas estável numerica-

mente. A inclus̃ao do processos de deflação faz posśıvel o ćalculo de autovalores

múltiplos ou autovalores muito juntos (agrupados).

As caracteŕısticas mais importantes do ARPACK são:

– Interface de comunicação reversa, estáe uma caracterı́stica que proporci-

ona grande facilidade para o usuário, pois o programa não especifica uma

subrotina para realizar a operação matriz-vetor, istóe a matriz pode ser ar-

mazenada na estrutura que seja mais conveniente para o usuário (no nosso

caso as matrizes são armazenadas no formato esparso).

– Capacidade de retornar um número k de autovalores que satisfaçam o

critério especificado pelo usuário tal como maior parte real, maior módulo,

menor ḿodulo etc. Para muitos problemas de autovalor simples aúnica

operaç̃ao necesśariaéw ← Av.

– Inclui subrotinas prontas que devem ser usadas como modelopara imple-

mentar varias transformações espectrais para melhorar a convergência.

– Autovetores e vetores de Schur podem ser computados se requerido, uma

base de Schur com k vetores sempreé calculada. Uma base de Schuré

formada por uma conjunto de vetores que são numericamente ortogonais

para garantir um ćalculo exato.

– A exatid̃ao nuḿerica dos autopares, istoé, a toler̂ancia dos reśıduos devem

ser especificadas pelo usuário.
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5.2
Validaç ão do C ódigo computacional para a An álise de Estabilidade Linear
de lı́quido viscoel ásticos.

A primeira parte de nossa validação seŕa feita para fluidos Newtonianos.

O primeiro caso teste foi a análise de estabilidade linear do escoamento numa

cavidade quadrada, caso para o qual existe abundante referência bibliogŕafica.

O segundo caso teste foi a análise de estabilidade para uma camada de

lı́quido estagnado numa piscina; este caso tambémé muito usado como validação

para problemas com superfı́cie livre.

5.2.1
Cavidade quadrada.

O problema da cavidade quadrada tem sido umbenchmarkpois a geome-

tria e as condiç̃oes de contorno são simples. A ańalise do escoamento base que

é originado pelo movimento da tampa móvel já foi bem estudado na literatura

(Ghia, 1982 [16]) e alguns resultados para a análise de estabilidade linear foram

inclúıdos para serem comparados com os resultados obtidos no presente trabalho

(Ding et al., 1998 [47], Musson, 2001 [53]).

= 0
´= 0

v
v

= 0
´= 0

v
v= 0

´= 0
v
v

= 1
´= 0

v
v

Figura 5.2: Condiç̃oes de contorno para o caso base e para o escoamento
perturbado na cavidade quadrada.

As condiç̃oes de contorno para o escoamento base e para a análise de

estabilidade s̃ao mostradas na figura 5.2. As condições de contorno aplicadas

a cada parede são as de ñao deslizamento e não penetraç̃ao; v = 0 nas paredes

dos lados e do fundo ev = Vlid i na tampa.
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Como o ĺıquido esta aderidòa parede, então ñao existem perturbações do

campo de velocidade neste caso, assim a condição de contorno para análise de

estabilidadéev′ = 0 em todas as paredes.

Figura 5.3: Malha ñao uniformemente distribuı́da para a cavidade quadrada.

Este problemáe governado pela razão de aspecto da cavidadeé o ńumero

de ReynoldsRe= ρVlidL/µ. A raz̃ao foi fixada em 1, logo óunico par̂ametro

relevante neste problemaé o ńumero de ReynoldsRe= ρVlidL/µ, que representa

a competiç̃ao entre as forças de inércia e as forças viscosas.

A malha usada para resolver tanto o escoamento base quanto o escoamento

perturbado tem 35 elementos por lado distribuı́dos ñao uniformemente, concen-

trados nas paredes comoé mostrado na Fig. 5.3, num total de 1225 elementos.

Essa escolha foi motivada porque a comparação dos resultados obtidos no pre-

sente trabalho foi feita com o trabalho de Musson (2001) [53]e utilizou-se a

mesma malha.

O número de inćognitas (graus de liberdade) no caso do escoamento base

foram 13757 e para o cálculo de estabilidade tridimensional, 18798.

Ding et al. (1998) [47] mostram que o número de Reynolds crı́tico no caso

da cavidade quadrada com razão de aspectoL = 1 é 930, por isso no presente

trabalho restringimos nosso análise a este valor.

As Figs. 5.4 mostram as linhas de corrente e o campo de pressão para o

escoamento base, respectivamente.

Usando a ańalise de estabilidade linear para o escoamento na cavidade

quadrada de fluidos Newtonianos comRe= 930, os resultados obtidos neste

trabalho t̂em uma boa concordância com os resultados apresentados por Musson

(2001)[53] e Ding et al. (1998) [47], como mostrado na Fig. 5.5.
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(1)Linhas de corrente do escoamento base(2)Campo de pressão do escoamento base

Figura 5.4: Escoamento base numa cavidade quadradaRe= 930
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Figura 5.5: Autovalores condutores como função do ńumero de onda para a
ańalise de estabilidade de um escoamento numa cavidade quadrada, Re= 930
comparaç̃ao dos resultados no presente trabalho com os resultados de Musson
(2001) [53].
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A Fig. 5.6 mostra os campos de velocidade perturbadau′,v′ ew′ e as linhas

de corrente da perturbação do primeiro modo para um número de onda igual a 1.

Para este comprimento de onda da perturbação transversal o autovalor dominante

é negativo e real, istóe o escoamentóe est́avel e o decaimento da perturbaçãoé

exponencial.
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Figura 5.6: Campos de velocidade do primeiro modo do escoamento de ĺıquido
Newtoniano numa cavidade quadrada paraRe= 930.

O quinto modo dominante para o mesmo comprimento de ondaé apre-

sentado na Fig. 5.7. Neste caso, o autovaloré imagińario e o decaimento da

perturbaç̃aoé oscilat́orio.

5.2.2
Piscina retangular.

O caso escolhido como teste de um problema de estabilidade com su-

perf́ıcie livre foi a ańalise de uma camada de lı́quido est́atica numa piscina.́E um

caso simples e tem vários resultados disponı́veis na literatura para comparação.

Esteé um caso simples, pois o escoamento base tem velocidade zero, a

distribuiç̃ao de press̃aoé hidrost́atica e a superfı́cie livre é horizontal.

As condiç̃oes de contorno usadas neste problema são apresentadas na

Fig. 5.8. Os par̂ametros geoḿetricos da piscina são larguraL e uma espessura

D de ĺıquido.
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Figura 5.7: Campos de velocidade do quinto modo do escoamentode ĺıquido
Newtoniano numa cavidade quadrada paraRe= 930.

Utilizou-se uma raz̃ao de aspectoL/D = 5. As linhas de contato do lı́quido

com a piscina s̃ao fixas. A malha usada para representar este domı́nio teve

50 elementos, sendo 5 na direção vertical e 10 na horizontal uniformemente

distribúıdos. O ńumero de inćognitas (graus de liberdade) neste problema foi

864.

Os resultados do presente trabalho foram comparados com os de Carvalho

(1995) [40] para um ńumero de Bond,Bo≡ ρgD2/σ igual a 1. Como esperado

todos os autovalores são negativos, isto quer disser que o escoamento baseé

est́avel. Nossos resultados apresentam uma boa concordância com os resultados

de Carvalho (1995) [40], numa faixa de número de onda de 0,1 a 1.

5.2.3
Escoamento plano tipo Couette.

O escoamento plano tipo Couette por ser um caso usado comobenchmark

na literaturae foi escolhido para validar nosso programa deestabilidade de fluidos

viscoeĺasticos.

Renardy (1992) [34] fez uma demonstração rigorosa que o escoamento

plano de Couette de um escoamento UCM (Upper Convected Maxwell)para um

número de Reynolds igual a zeroé linearmente estável. Chama atenção tamb́em
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Figura 5.8: Condiç̃oes de contorno para o escoamento perturbado de camada de
lı́quido estagnado numa piscina retangular.
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Figura 5.9: Autovalores condutores como função do ńumero de onda para a
analise de estabilidade da camada estática de ĺıquido numa piscina para um
número de Bond igual a 1; comparação dos resultados no presente trabalho com
os resultados de Carvalho (1995) [40].
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do fato que a estabilidade paraRe= 0 não implica estabilidade a baixos números

de Reynolds para escoamentos viscoelásticos.

O problema espectral associado foi resolvido por Gorodtsov(1967) [10]

e todos os autovalores calculados foram negativos. Foi demonstrado que para

qualquer ńumero de onda na direção do escoamento existem dois autovalores

discretos e um espectro contı́nuo.

Wilson (1999) [51] apresentam uma análise mateḿatica do espectro de

um problema de estabilidade linear do escoamento num canal com os modelos

UCM e Oldroyd-B, para um ńumero de Reynolds igual a zero. Eles investigam

como o padr̃ao de comportamento muda quando o escoamentoé Poiseuille. A

perturbaç̃ao que eles usaraḿe unidimensional na direção do escoamento.

Eles mostram que para o caso do escoamento Couette, a parte real do

espectro contı́nuo para o modelos de Maxwell convectado está emσr = −1/We

e a parte imagińaria−αUparede≤ σi ≤ 0.

Al ém da parte contı́nua existem dois modos discretos.α é a taxa de

crescimento da perturbação na direç̃ao do escoamento eσ é a taxa de crescimento

da perturbaç̃ao no tempo.

Para o caso do modelo Oldroyd-B eles verificaram a existência de um

segundo espectro contı́nuo emσr =−1/βWe, ondeβ = ηs/(ηs+ηp) é a relaç̃ao

entre a viscosidade do solvente e a viscosidade total.

A nossa ańalise de estabilidade linear considera perturbações nas tr̂es

direç̃oes mas para resolver a estabilidade primeiro precisamos resolver o escoa-

mento base.

O escoamento de Couetteé caracterizado por duas placas planas paralelas

uma em movimento e a outra parada. No caso analisado as placasest̃ao separadas

por uma dist̂ancia h = 1 e o comprimento delas foiL = 10. A velocidade

horizontal da placa superior foiV = 1.

O número de Weissenberǵe definido comoWe= λV/h, ondeλ é tempo

de relaxaç̃ao do fluido viscoeĺastico. As condiç̃oes de contorno foram perfil de

velocidade linear na entrada e saı́da.

Para a soluç̃ao do problema de autovalor, o espaço de Krylov usado para

todos os ćalculos foi igual a 200, e calculou-se os primeiros 20 autovalores com

o pacote ARPACK.

Para discretizar o doḿınio de interesse usamos 3 malhas diferentes, com

elementos ñao uniformemente distribuı́dos concentrados nas paredes.

A primeira malha tinha 30 elementos na direção vertical por 20 na hori-

zontal, fazendo um total de 600 elementos com 9.303 vaŕaveis para o caso New-

toniano e 19,068 variáveis ou graus de liberdade para o caso viscoelástico. A

segunda malha teve 30 elementos na vertical e 30 na horizontal, correspondendo
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a 28.278 varíaveis para o caso viscoelástico. A terceira malha possuia 100 ele-

mentos na vertical e 30 na horizontal com 92.748 graus de liberdade para o caso

viscoeĺastico.

A Fig. 5.10 mostra estáultima malha, quée a mais fina das três testadas.

Figura 5.10: Malha ñao uniformemente distribuı́da para o escoamento entre
placas paralelas tipo Couette.

O número de Reynolds neste casoéRe= ρVh/η ondeρ = 0,01 eη = 1 a

viscosidade total. Na Fig. 5.11 apresenta-se os campos de velocidade transversal

W do primeiro autovalor, quée real, para dois comprimentos de ondaN = 0 e 1.

A Fig. 5.12 apresenta os campos de velocidades na direção do escoamento

U e na direç̃ao transversalW correspondente ao décimo quinto autovalor, quée

complexo conjugado, na primeira coluna mostramos a parte real dos campos

e na segunda a imaginária do mesmo caso Newtoniano que foi apresentado

anteriormente.

O espectro para o caso viscoelástico usando o modelo Oldroyd-B; com

β = 0,59, λ = 0,1 eWe= 0,1 a densidadeρ = 0,01 eRe= 0,059, est́a todo

ao lado esquerdo do eixo real indicando que o escoamentoé est́avel o que

seria razóavel dado o ńumero de Reynolds tão pequeno comóe apresentado na

Fig. 5.13.

É importante indicar que apesar de algumas caracterı́sticas comuns, o

espectro obtidóe diferente de todos os casos apresentados na literatura, mas

tamb́emé importante ressaltar que o problema analisado neste trabalho, apesar

de similar, ñaoé o mesmo apresentado na literatura.

As ańalises de estabilidade linear do escoamento viscoelástico entre placas

paralelas disponı́veis na literatura ñao consideram uma variação na direç̃ao

transversal ao escoamento e assumem que a perturbação varia somente na

direç̃aoy e é períodica na direç̃ao do escoamento.

Na ańalise desenvolvida neste trabalho, considera-se a variação períodica

na direç̃ao transversal e o autovetor que representa os campos perturbados variam

com as coordenadasx ey.
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Figura 5.11: Campos de velocidade na direção transversalW para dois ńumeros
de ondaN = 0 e 1 do primeiro autovetor correspondente a o primeiro autova-
lor(real) de um escoamento tipo Couette com fluido NewtonianoRe= 0,01.
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Figura 5.12: Campos de velocidades na direção do escoamentoU e na direç̃ao
transversalW, correspondentes ao décimo quinto autovalor (complexo conju-
gado) de um escoamento tipo Couette com fluido NewtonianoRe= 0,01.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA
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Figura 5.13: Espectro total dos autovalores para um escoamento tipo Couette
de um fluido Oldroyd-B para um número de Weissenberg igual a 0,1 com tr̂es
malhas diferentes.

As diferentes malhas foram escolhidas para mostrar a influência da

discretizaç̃ao em cada direção do escoamento. As duas primeiras malhas são

comparadas nas Figs. 5.14 a 5.18. Elas tem o mesmo número de elementos na

direç̃ao vertical e quantidade diferentes na horizontal, todas estas figuras mos-

tram em detalhe uma faixa especı́fica do espectro obtido.

A Fig. 5.14 mostra como no eixo real na posição −1/We tem-se o que

parece ser uḿunico ponto, mas na verdadeé um conjunto de autovalores todos

muito perto um dos outros com parte imaginária muito pequena. Isto pode

ser explicado pois o ”shift”usado na transformação aplicada para resolver o

problema de autovalor, foi real; então privilegiou os valores mais próximos do

eixo real.

Este resultado está em concord̂ancia com o observado por Wilson (1999)

[51]. Nesta mesma figura pode-se observar como o espectro parece estar como

comprimido na direç̃ao horizontal quando a discretização nesta direç̃aoé maior.

Um comportamento similar ao anterioré mostrado pelos espectros calcu-

lados com as malhas 100x20 e 30x20. Em ambas tem-se o mesmo número de

elementos na direção horizontal.

Uma ańalise detalhada da relação do espectro obtido neste trabalho com

os dispońıveis na literatura para um problema similar (mas com a importante
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Figura 5.14: Vista em detalhe de uma parte do espectro de um escoamento
Couette de um fluido Oldroyd-B para umWe= 0,1 com duas malhas com
diferente ńumero de elementos na direção horizontal.

Figura 5.15: Vista em detalhe de uma parte do espectro, considerando os
”shifts”= −11,−10,5,−10,25,−10,−9,−8 de um escoamento tipo Couette de
um fluido Oldroyd-B.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA
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Figura 5.16: Vista em detalhe de uma parte do espectro de um escoamento tipo
Couette de um fluido Oldroyd-B.

Figura 5.17: Vista em detalhe de uma parte do espectro, considerando os
”shifts”= −10,25,−10,5, −11,−11,5 e−11,75 de um escoamento tipo Cou-
ette de um fluido Oldroyd-B.
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Figura 5.18: Vista em detalhe de uma parte do espectro, considerando os
”shifts”= −50,−15,−12 e−11 de um escoamento tipo Couette de um fluido
Oldroyd-B.

diferença de ñao considerar perturbações tridimensionais) fica como sugestão

para um trabalho futuro.

Contudo o fato do ḿetodo apresentado ter sido capaz de captar o espectro

cont́ınuo, localizado emσr = −1/We é uma indicaç̃ao que a formulaç̃ao e sua

implementaç̃ao est̃ao corretas
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Figura 5.19: Vista em detalhe de uma parte do espectro de um escoamento
Couette de um fluido Oldroyd-B, considerando os ”shifts”= 0,−8,25,−9,−9,5
e−10 para um ńumero de WeissenbergWe= 0,1 para duas malhas com diferente
número de elementos na direção vertical.
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Figura 5.20: Vista em detalhe de uma parte do espectro de um escoamento tipo
Couette de um fluido Oldroyd-B, considerando os ”shifts”= −10,25, −11 e
−11,75.

Figura 5.21: Vista em detalhe de uma parte do espectro considerando os
”shifts”= −50, −15, −12, −11,75 e−10 de um escoamento Couette de um
fluido Oldroyd-B mantendo o ńumero de WeissenbergWe= 0,1.
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